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Résumé— Une approche généralisée pour la synthèse de

bases orthogonales non entières à temps continu est

développée. Elle permet d’interpoler la définition classique

des bases orthogonales rationnelles entre deux ordres de

dérivation entiers. Une application en identification de

systèmes est ensuite proposée.
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I. Introduction et outils mathématiques

A. Contexte et motivation

Le recours aux fonctions orthogonales pour la modélisa-
tion des systèmes dynamiques linéaires remonte au début
du 19ième siècle avec les travaux de Lee et Wiener [13],
[24]. Depuis, plusieurs autres travaux ont vu le jour dans le
domaine de la commande [9], [11] et de l’identification des
systèmes [2], [16], [18], [23].

Les fonctions orthogonales les plus couramment utilisées
pour la représentation de systèmes dynamiques sont les
fonctions de Laguerre ayant un pôle unique, les fonctions
de Kautz ayant deux pôles complexes conjugués et les fonc-
tions issues de la base orthogonale généralisée (BOG )
ayant plusieurs pôles réels ou paires de pôles complexes
conjugués.

Par ailleurs, des études théoriques et expérimentales
sur des systèmes thermiques [5] et électrochimiques [7]
révèlent la présence d’un comportement dynamique non
entier. L’utilisation des méthodes classiques, basées sur
une dérivation entière, n’est donc pas appropriée pour la
modélisation de tels systèmes. Par conséquent, des modèles
basés sur des dérivées non entières ont été développés [6],
[12], [22].

El-Sayed [8] a proposé d’étendre la définition des fonc-
tions de Laguerre, en permettant à leur ordre de dérivation
d’être réel. Cependant, Abbot [1], par des commentaires
correctifs sur les travaux d’El-Sayed, a démontré que les
fonctions de Laguerre sont divergentes dès que l’ordre de
dérivation est non entier.

Récemment, nous avons synthétisé la première base or-
thogonale non entière ayant un mode unique et des fonc-
tions convergentes, proposant ainsi une extension des fonc-
tions de Laguerre à des ordres de dérivation non entiers
[4]. Cette base reste cependant limitée à l’utilisation d’un
mode réel et unique.

Le but de ce nouveau travail est de proposer une ap-
proche généralisée pour la synthèse de bases orthogonales

non entières à modes quelconques.
Dans le paragraphe I-B, quelques propriétés de systèmes

non entiers sont rappelées. Ensuite, dans le paragraphe
II, la procédure de synthèse de bases orthogonales non
entières est décrite puis appliquée à un exemple numérique
pour la synthèse de la base de Kautz non entière. Dans le
troisième paragraphe, l’identification en utilisant ces bases
est présentée puis appliquée sur un processus réel.

B. Représentation et propriétés des systèmes non entiers

Les systèmes non entiers sont régis par des équations
différentielles non entières de la forme :

y (t) + b1D
β1y (t) + · · · + bmB

DβmB y (t) =
a0D

α0u (t) + a1D
α1u (t) + · · · + amA

DαmA u (t) .
(1)

où les ordres de dérivation β1, . . . , βmB
, α0, . . . , αmA

peuvent être des nombres non-entiers positifs.

Le concept de dérivation d’une fonction x(t) à un ordre
quelconque, γ ∈ R+, a été défini au 19ième siècle par Rie-
mann et Liouville comme étant la dérivée entière d’ordre
m = ⌊γ⌋+ 1 de l’intégrale non entière d’ordre 1− (m − γ)
de x(t) [20] (avec t > 0) :

Dγx (t)
∆
=

1

Γ (m − γ)

(

d

dt

)m
t

∫

0

x (τ) dτ

(t − τ)
1−(m−γ)

. (2)

où Γ est la fonction Gamma d’Euler généralisée aux
nombres réels : Γ(γ) =

∫ ∞

0
e−xxγ−1dx.

La transformée de Laplace s’avère être un outil très
efficace pour la représentation de systèmes non entiers,
puisque, comme le montre Oldham et Spanier [19] pour
tout signal x(t) dont toutes les dérivées entières sont nulles
pour t ≤ 0, on a :

L {Dγx (t)} = sγX (s) .

Cette propriété permet de réécrire l’équation différentielle
(1), quand les signaux u(t), y(t) et leurs dérivées d’ordre
entier sont nuls pour tout t ≤ 0, sous la forme d’une fonc-
tion de transfert irrationnelle :

F (s) =
Y (s)

U(s)
=

mA
∑

i=0

ais
αi

1 +
mB
∑

j=1

bjsβj

, (3)



où (ai, bj) ∈ C2, (αi, βj) ∈ R2
+, ∀i = 0, 1, . . . , mA, ∀j =

1, 2, . . . , mB.
Cette forme de fonction de transfert est dite explicite,

car elle ne fait intervenir que des puissances directes de s.
La fonction de transfert F (s) est commensurable à

l’ordre γ ∈ R+ si et seulement si elle peut s’écrire sous
la forme F (s) = S(sγ), où S = T

R
est une fonction ration-

nelle et T et R deux polynômes premiers entre eux. En
d’autres termes, il faut que tous les ordres de dérivation de
F (s) soient multiples d’un même nombre γ ∈ R+. Si tel est
le cas, on peut écrire :

S (s) =
T (s)

R (s)
=

mA
∑

i=0

ams
αm

γ

1 +
mB
∑

j=1

bms
βm
γ

. (4)

Toutes les puissances de s dans (4) sont entières. Une
condition suffisante pour que F (s) soit commensurable est
que tous les ordres de dérivation appartiennent à l’ensemble
des nombres rationnels positifs Q+.

Les racines de R(s) = 0, qui correspondent aussi aux
pôles en sγ de la fonction de transfert irrationnelle F (s),
sont appelées modes ou modes d’ordre γ.

La condition de stabilité dans le sens entrée bornée
sortie bornée d’un système non entier commensurable à
dérivées explicites est établie par Matignon [17, théorème
2.21 p.150], dont une version revue est présentée ci-dessous.

Théorème Une fonction de transfert commensurable

à l’ordre γ, F (s) = S(sγ) = T (sγ )
R(sγ ) , tel que S et T sont

premiers entre eux, est BIBO stable ssi

0 < γ < 2 (5)

et pour tout s ∈ C tel que R(s) = 0

|arg (s)| > γ
π

2
. (6)

Contrairement au cas des systèmes rationnels, la condi-
tion de stabilité ne garantit pas à la fonction de transfert
d’appartenir à H2(C

+), ensemble de Hardy des fonctions F

analytiques sur la partie droite du plan complexe qui satis-
font à 1

2π

∫ ∞

−∞
|F (jω)|2dω < ∞. En effet, il a été démontré

dans [15] que la condition d’appartenance à H2(C
+) d’une

fonction de transfert de type (3) stable (conditions 5 et 6
satisfaites) correspond à :

βmB
− αmA

>
1

2
. (7)

Cette condition est nécessaire à notre étude, puisqu’on
ne pourra orthogonaliser des fonctions génératrices que si
elles appartiennent à H2(C

+).

II. Synthèse de bases orthogonales non entières

Avant de présenter la méthode de synthèse des bases or-
thogonales non entières, la définition du produit scalaire et
les caractéristiques des bases orthogonales sont brièvement
rappelées.

A. Produit scalaire et bases orthogonales

Les fonctions classiques de Laguerre, Kautz et celles is-
sues de la BOG sont orthogonales et forment une base
complète dans L2[0,∞[, suivant la définition courante du
produit scalaire [21] :

〈ln (t) , lm (t)〉 =

∞
∫

0

ln (t) lm (t) dt = δnm. (8)

L’application du théorème de Plancherel permet de
réécrire ce produit scalaire dans le domaine fréquentiel :

〈Ln (jω) , Lm (jω)〉 =
1

2π

∞
∫

−∞

Ln (jω) Lm (jω)dω = δnm,

(9)
avec Ln et Lm les transformées de Laplace respectives de ln
et lm ; Lm représente le conjugué de Lm. Par conséquent,
toute fonction (ou réponse impulsionnelle) f(t) ∈ L2[0,∞[
de carré intégrable, satisfaisant à :

〈f (t) , f (t)〉
1
2 = ‖f‖2 < ∞, (10)

peut s’écrire sous la forme d’une combinaison linéaire de
fonctions orthogonales :

f(t) =
∞
∑

n=0

anln (t). (11)

La convergence des coefficients de Fourier an quand n

tend vers l’infini, permet de tronquer la somme infinie de
(11) à un ordre N fini. f(t) est alors approchée par :

f(t) ≈ fN(t) =

N
∑

n=0

anln (t). (12)

Les coefficients de Fourier sont calculés en minimisant le
critère quadratique :

J =

∞
∫

0

(f(t) − fN (t))
2
dt, (13)

qui correspond à la norme L2 de l’erreur d’approximation :

J = ‖f(t) − fN(t)‖
2
. (14)

Du fait de l’orthogonalité des ln, les coefficients de Fourier
optimaux sont donnés par le produit scalaire :

an = 〈f(t), ln(t)〉 = 〈F (jω), Ln(jω)〉 . (15)

B. Procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit un ensemble de fonctions {Fm}M
m=1, tel que Fm ∈

H2(C
+) ∀m. Les fonctions orthogonales {Gm}M

m=1 sont ob-
tenues, par combinaison linéaire des Fm en appliquant la
procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt :

G = ∆ × F, (16)

où ∆ est une matrice triangulaire inférieure de dimension
MxM , avec :

G =
[

G1 (s) G2 (s) · · · GM−1 (s) GM (s)
]T



et

F =
[

F1 (s) F2 (s) · · · FM−1 (s) FM (s)
]T

.

Puisque G est un vecteur de fonctions orthogonales,
〈

G,GT
〉

= I, (17)

I étant la matrice identité de dimension MxM et
〈

G,GT
〉

la matrice des produits scalaires :

〈

G,GT
〉

=













〈G1, G1〉 〈G1, G2〉 · · · 〈G1, GM 〉

〈G2, G1〉 〈G2, G2〉 · · ·
...

...
...

. . .
...

〈GM , G1〉 〈GM , G2〉 · · · 〈GM , GM 〉













.

(18)
Compte tenu de (16), il vient :

〈

G,GT
〉

= ∆
〈

F,FT
〉

∆T = I. (19)

D’où l’on tire :

∆T ∆ =
〈

F,FT
〉−1

. (20)

A partir de cette forme quadratique, ∆, matrice triangu-
laire inférieure, est obtenue par la décomposition de Cho-

lesky de
〈

F,FT
〉−1

. Le vecteur regroupant les fonctions

orthogonales s’écrit alors :

G = Cholesky

(

〈

F,FT
〉−1

)

× F. (21)

La principale difficulté de cette procédure réside dans
l’évaluation des éléments de la matrice des produits sca-
laires. L’annexe A présente un algorithme de calcul du
produit scalaire de deux fonctions de transfert commen-
surables quelconques.

C. Choix des fonctions génératrices non entières

La base orthogonale est formée à partir de fonctions
génératrices Fm. Afin de se conformer aux bases ortho-
gonales rationnelles existantes, chaque fonction génératrice
doit introduire (ou augmenter la multiplicité d’) un mode
réel ou complexe. Afin que les fonctions génératrices soient
à réponse impulsionnelle réelle, les modes complexes sont
introduits par paire complexe conjuguée.

Si le choix du premier mode, à savoir −λm0
porte sur un

réel, la première fonction génératrice s’écrit :

Fm0
(s) =

1

(sγ + λm0
)
m0

. (22)

Si en revanche, le choix du premier mode porte sur un
complexe, alors le deuxième mode est obligatoirement son
conjugué et les deux premières fonctions génératrices sont
définies en première approche :

F ′
m0

(s) =
1

(sγ + λm0
)
m0

F ′′
m0

(s) =
1

(

sγ + λm0

)m0

. (23)

Pour que Fm0
(s), F ′

m0
(s), et F ′′

m0
(s) appartiennent à l’es-

pace de Hardy, il faut que les conditions de stabilité (5) et
(6) soient satisfaites :

| arg(−λm0
)| > γ

π

2
et γ ∈]0, 2[ (24)

et que la différence entre le degré du dénominateur et du
numérateur soit supérieure à 1

2 (7). m0 est alors le plus
petit entier satisfaisant à γm0 > 1

2 , soit :

m0 =

⌊

1

2γ

⌋

+ 1. (25)

De par les réponses impulsionnelles complexes des fonc-
tions génératrices (23), elles ne sont pas adaptées à la
représentation de systèmes ayant des réponses impulsion-
nelles réelles. Il convient alors de définir, en deuxième ap-
proche, des fonctions génératrices à réponses impulsion-
nelles réelles F̃ ′

m0
et F̃ ′′

m0
issues de combinaisons linéaires

de F ′
m0

et F ′′
m0

:

[

F̃ ′
m0

(s)

F̃ ′′
m0

(s)

]

=

[

c0 c1

c′0 c′1

] [

F ′
m0

(s)
F ′′

m0
(s)

]

, (26)

où c0, c1, c
′
0 et c′1 sont des nombres complexes non nuls choi-

sis tels que F̃ ′
m0

et F̃ ′′
m0

ne soient pas colinéaires à savoir
(c0, c1) 6= d(c′0, c

′
1), ∀d ∈ R∗. En développant (26) et en te-

nant compte de (23), les conditions sur c0 et c′0 permettant
d’éliminer la partie imaginaire des réponses temporelles de
F̃ ′

m0
et F̃ ′′

m0
sont obtenues :

c1 = c0 et c′1 = c′0, (27)

conduisant à :

F̃ ′
m0

(s) =

m0
∑

k=0

βksγk

((

sγ + λm0

)

(sγ + λm0
)
)m0

F̃ ′′
m0

(s) =

m0
∑

k=0

β′
ksγk

((

sγ + λm0

)

(sγ + λm0
)
)m0

, (28)

où

βk = 2

(

m0

k

)

(

Re(c0)Re(λm0−k
m0

) + Im (c0)Im
(

λm0−k
m0

))

β′
k = 2

(

m0

k

)

(

Re (c′0)Reλm0−k
m0

+ Im (c′0)Im
(

λm0−k
m0

))

.

(29)

Les fonctions génératrices d’indice m > m0 sont définies
récursivement, à partir de la fonction génératrice d’indice
m − 1, notée Φm−1, où :

Φm−1 =

{

Fm−1, si λm−1 est réel

F̃ ′
m−1 ou F̃ ′′

m−1, si λm−1 est complexe
.

(30)
Si le choix du nouveau mode, à savoir −λm, porte sur un
réel, la fonction génératrice est :

Fm(s) =
1

sγ + λm

Φm−1(s). (31)



Si en revanche le choix du nouveau mode porte sur un
complexe, alors le mode qui lui succède est obligatoirement
son conjugué et les deux fonctions génératrices sont :

[

F̃ ′
m(s)

F̃ ′′
m(s)

]

=

[

c0 c0

c′0 c′0

]

[

1
sγ+λm

1
sγ+λm

]

Φm−1(s), (32)

conduisant à :

F̃ ′
m(s) =

β1s
γ + β0

(sγ + λm)
(

sγ + λm

)Φm−1(s)

F̃ ′′
m(s) =

β′
1s

γ + β′
0

(sγ + λm)
(

sγ + λm

)Φm−1(s)

, (33)

où

β1 = 2Re (c0) et β0 = Re (c0)Re (λm) + Im (c0)Im (λm)

β′
1 = 2Re (c′0) et β′

0 = Re (c′0)Re (λm) + Im (c′0)Im (λm)
,

(34)

c0 et c′0 étant des nombres complexes tel que c0 6= dc′0, ∀d ∈
R∗

+.
Compte tenu de (24) et (25), Fm(s), F ′

m(s) et F ′′
m(s)

appartiennent à l’espace de Hardy ssi :

| arg(−λm)| > γ
π

2
∀m = m0, m0 + 1, . . . (35)

Il est intéressant de noter que, dans le cas particulier
où tous les modes sont fixés au réel −λ, les fonctions
génératrices de la base non entière de Laguerre sont ob-
tenues [4] :

Fm(s) =
1

(sγ + λ)
m , m ≥ m0 =

⌊

1

2γ

⌋

+ 1 (36)

et dans le cas ou tous les modes sont des complexes
conjugués, identiques et fixés à (−λ,−λ), les fonctions
génératrices de la base non entière de Kautz sont obtenues.

D. Complétude

La complétude de la base orthogonale généralisée non
entière reste encore à démontrer. À ce jour, nous avons
démontré la complétude de cette base quand tous les modes
sont réels et identiques (base de Laguerre non entière).

Théorème Soit Fm(s) la fonction définie par (36) avec

λ ∈ R∗
+ et 0 < γ < 2, alors l’espace engendré par la série

fonctionnelle {Fm}m=m0,m0+1,...,∞, où m0 =
⌊

1
2γ

⌋

+ 1, est

dense dans H2(C
+). �

Ce théorème est démontré en annexe B.
La conséquence immédiate de ce théorème est que la base

{Gm}m=m0,...,∞, issue de l’orthogonalisation par Gram-
Schmidt de {Fm}m=m0,...,∞, est dense dans H2(C

+).

E. Exemple d’orthogonalisation

Ce paragraphe présente un exemple de base orthogonale
dont l’ordre non entier est γ = 1.5 et dont les modes sont
tous complexes conjugués et identiques fixés à −1.5e±jπ

6

(base de Kautz non entière ). L’indice des deux premières

fonctions génératrices est m0 =
⌊

1
2×1.5

⌋

+ 1 = 1. Par

conséquent, les quatre premières fonctions génératrices, ex-
primées par (28) et (33) pour c0 = 1, c′0 = i et Φ1 = F̃ ′′

1 ,
sont :

F̃ ′
1(s) =

2.00s1.5 + 1.30

s3 + 3 cos
(

π
6

)

s1.5 + 2.25

F̃ ′′
1 (s) =

−0.75

s3 + 3 cos
(

π
6

)

s1.5 + 2.25

F̃ ′
2(s) =

−1.50s1.5 − 0.97
(

s3 + 3 cos
(

π
6

)

s1.5 + 2.25
)2

F̃ ′′
2 (s) =

0.56
(

s3 + 3 cos
(

π
6

)

s1.5 + 2.25
)2

. (37)

Elles permettent d’obtenir, par la procédure d’orthogona-
lisation de Gram-Schmidt, les fonctions orthogonales :

G1(s) =
1.37s1.5 + 0.89

s3 + 2.60s1.5 + 2.25

G2(s) =
0.28s1.5 + 1.71

s3 + 2.60s1.5 + 2.25

G3(s) =
−0.69s4.5 − 0.60s3 − 0.66s1.5 + 1.26

(s3 + 2.60s1.5 + 2.25)
2

G4(s) =
−0.92s4.5 − 2.54s3 − 3.57s1.5 − 2.71

(s3 + 2.60s1.5 + 2.25)
2

. (38)

Les réponses impulsionnelles de ces fonctions (figure (1))
sont calculées en appliquant les méthodes classiques de si-
mulation des systèmes non entiers [3].

III. Identification de systèmes en utilisant les

bases orthogonales non entières

Lors de l’identification de systèmes en utilisant une base
orthogonale non entière, l’ordre de dérivation γ ainsi que
tous les modes sont fixés à partir d’une connaissance a
priori, d’une analyse harmonique ou d’une identification
sommaire par un modèle de type ARX non entier d’ordre
réduit. Ainsi pour les systèmes régis par des équations
de diffusion par exemple, les études théoriques [5], [7]
montrent que l’ordre de dérivation est souvent un multiple
de 0.5. Un choix adéquat des paramètres de la base per-
met d’approcher le système par un nombre réduit de fonc-
tions orthogonales. A défaut, si une approximation n’est
pas jugée satisfaisante, le nombre de fonctions orthogonales
est augmenté dans le modèle final.

Les paramètres de la base étant fixés, les fonctions or-
thogonales sont calculées conformément à la démarche
présentée au paragraphe II-B. Ce modèle d’identification
est connu sous le nom de modèle à dénominateur fixe,
puisque l’estimation paramétrique n’est effectuée que sur
les coefficients de Fourier une fois que tous les paramètres
du dénominateur aient été fixés.

A. Estimation paramétrique

Soient u(t) et y∗(t) respectivement l’entrée et la sortie
mesurées entre les instants t0 et tf d’un système H dont
la fonction de transfert est approchée par une combinaison
linéaire de fonctions orthogonales :

H(s) ≈

M
∑

m=m0

gmGm(s) (39)



soit, sous la forme vectorielle :

H(s) ≈ gTG(s), (40)

avec

g = [gm0
, gm0+1, . . . , gM ]T (41)

et

G(s) = [Gm0
(s), Gm0+1(s), . . . , GM (s)]T . (42)

Une estimation ĝ du vecteur des coefficients de Fourier
g est obtenue par minimisation de la norme quadratique
de l’erreur de sortie :

ε(t, ĝ) =
M
∑

m=m0

ĝmyGm
(t) − y∗(t) = ĝT yG(t)T − y∗(t),

(43)
où yGm

et yG sont définis respectivement par :

yGm
(t) = Gm(t) ⊗ u(t) (44)

et

yG(t) =
[

yGm0
(t), yGm0+1

(t), · · · , yGM
(t)

]

. (45)

⊗ représente le produit de convolution.
L’erreur de sortie tient compte des erreurs d’approxima-

tion dont celles engendrées par la troncature à l’ordre M

des fonctions orthogonales.
Le modèle étant linéaire par rapport à ĝ, la minimisation

de l’erreur quadratique :

J[t0,tf ](ĝ) =

tf
∫

t0

(ε(t, ĝ))
2
dt, (46)

conduit au calcul de la valeur optimale de ĝ, à savoir ĝopt,
par la formule des moindres carrés :

ĝopt =





tf
∫

t0

(

yG(t)T yG(t)
)

dt





−1 tf
∫

t0

yG(t)T y∗ (t) dt. (47)

Soient Y∗
[t0,tf ] le vecteur discrétisé contenant la sortie

mesurée du système entre t0 et tf :

Y∗
[t0,tf ] = [y∗(t0), . . . , y

∗(tf )]
T

(48)

et Φ[t0,tf ] la matrice de régression dont les colonnes
représentent les sorties des différentes fonctions de la base :

Φ[t0,tf ] =
[

yG
T (t0), . . . ,yG

T (tf )
]T

. (49)

L’équation (47) peut alors être approchée par :

ĝopt = (ΦT
[t0,tf ]Φ[t0,tf ])

−1ΦT
[t0,tf ]Y

∗
[t0,tf ]. (50)

Les caractéristiques de l’estimateur des moindres carrés
[14] s’appliquent à ĝ. Ainsi, sous l’hypothèse selon laquelle
la séquence r des résidus entre la sortie du modèle optimal
et la vraie sortie du système est blanche, on montre que
l’espérance mathématique de l’estimateur ĝopt tend vers

les ‘vrais’ paramètres quand le nombre de mesures est suf-
fisamment élevé et que la matrice de covariance est donnée
par :

C = cov (ĝopt) = σ2
(

ΦT
[t0,tf ]Φ[t0,tf ]

)−1

, (51)

où σ2, la variance de r, est estimée par :

σ̂2 =
1

N − M

N
∑

k=1

(

ε

(

t0 + k
tf − t0

N
, ĝopt

))2

, (52)

N étant le nombre de mesures.

B. Exemple d’identification

Pour illustrer l’utilisation des bases orthogonales non
entières en identification de systèmes, cette section présente
un exemple industriel réel dont la nature ne peut être di-
vulguée pour des raisons de confidentialité. Un temps de
relaxation suffisamment long est prévu avant d’appliquer
une excitation de type ‘signal binaire pseudo aléatoire’.
Les signaux d’entrée/sortie, échantillonnés à 0.01s puis
filtrés pour atténuer les bruits de mesures sont tracés sur
la figure (2). En plus de ces signaux, l’analyse harmo-
nique a permis de fixer l’ordre commensurable à 0.6 et
les modes des fonctions génératrices de la base à (−0.6 et
−4.1e±j0.12π). La base orthogonale généralisée non entière
est alors synthétisée, par application de la procédure de
Gram-Schmidt présentée au paragraphe II-B :

G1(s) =
0.78

s0.6 + 0.60

G2(s) =
0.70s1.2 − 8.83s0.6 − 16.09

s1.8 + 8.40s1.2 + 21.49s0.6 + 10.09

G3(s) =
0.22s1.2 − 24.82s0.6 + 24.49

s1.8 + 8.40s1.2 + 21.49s0.6 + 10.09

. (53)

Les coefficients de Fourier sont calculés en minimisant
(46). Le modèle optimal obtenu est :

Ĥopt(s) = 0.1138G1(s) + 0.0647G2(s)− 0.0002G3(s) (54)

La réponse du modèle (54) ainsi que les fonctions de la
base orthogonale pondérées par leur coefficient de Fourier
respectif sont tracées sur la figure (3).

Au vu du dernier coefficient, la contribution de la
dernière fonction peut visiblement être négligée, condui-
sant au modèle à deux fonctions orthogonales dont les pa-
ramètres ont été réévalués :

Ĥopt(s) = 0.1146G1(s) + 0.0652G2(s). (55)

Le calcul de la matrice de covariance permet d’avoir une
idée sur la précision du résultat :

C = 10−10

(

0.3921 0.4907
0.4907 0.6149

)

. (56)

Les courbes représentatives de la sortie du système et du
modèle optimal à deux fonctions orthogonales sont tracées
sur un jeu de données de validation sur la figure (4).



IV. Conclusion

Une méthode générique est développée dans cet article
pour la synthèse de bases orthogonales non entières quel-
conques. Un choix adéquat de fonctions génératrices per-
met d’étendre la définition des bases classiques de Laguerre,
Kautz et de la la base orthogonale généralisée (BOG) à
des ordres de dérivation non entiers. Un nouveau degré de
liberté est ainsi introduit, à savoir l’ordre de dérivation.
Ces bases orthogonales non entières sont ensuite exploitées
pour l’identification de systèmes.

I. Annexe A - Calcul du produit scalaire de

deux fonctions de transfert non entières

Soient G(s) et H(s) deux fonctions de transfert non
entières stables, à dérivées explicites et commensurables.
Le produit scalaire de ces deux fonctions est défini dans le
domaine fréquentiel par :

〈G, H〉 =
1

2π

∞
∫

−∞

G (jω)H (jω)dω. (57)

Soit le changement de variable :

x = ωγ ⇒ dω =
1

n
x

1
γ
−1dx, (58)

avec γ l’ordre commensurable. Soient q et ρ respectivement
la partie entière et non-entière de 1

γ
. Alors,

〈G, H〉 =
1

πn

∞
∫

0

xq+ρ−1 A (x)

B (x)
dx. (59)

Deux cas se distinguent :

A. deg (B) ≤ deg (A) + 1
n

Dans ce cas,
〈G, H〉 = ∞,

car le degré du numérateur dans (59) est supérieur à celui
du dénominateur. C’est le cas des systèmes stables pour
lesquels la condition (7) n’est pas satisfaite.

B. deg (B) > deg (A) + 1
n

Suivant la valeur de ρ, la solution de l’intégrale (57) est
différente. Deux cas se distinguent, de nouveau :

B.1 0 < ρ < 1

Cette condition est équivalente à 1
γ

est non entier. Un

développement en éléments simples de xq A(x)
B(x) donne :

xρ−1

[

xq A (x)

B (x)

]

=

r
∑

k=1

vk
∑

l=1

ak,lx
ρ−1

(x + sk)
l
.

En remplaçant dans (59), on obtient :

〈G, H〉 =
1

nπ

r
∑

k=1

vk
∑

l=1

ak,ls
−l
k

∞
∫

0

xρ−1dx
(

1 + s−1
k x

)l
.

La solution de cette intégrale est reportée dans [10, formule
3.194, 4 p. 285]. D’où :

〈G, H〉 =

r
∑

k=1

vk
∑

l=1

(−1)
l−1

ak,ls
ρ−l
k

(

ρ − 1
l − 1

)

n sin (ρπ)
.

B.2 ρ = 0

Cette condition est équivalente à 1
γ

entier. On réalise le
développement en série suivant :

xq−1 A (x)

B (x)
=

r
∑

k=2

ck

(x + s1) (x + sk)
+

r
∑

k=1

vk
∑

l=2

bk,l

(x + sk)l
,

où s1 est un pôle choisi arbitrairement. Après quelques
développements laborieux on arrive à l’expression finale :

〈G, H〉 =

r
∑

k=2

ck (ln (sk) − ln (s1))

nπ (sk − s1)
+

r
∑

k=1

vk
∑

l=2

bk,ls
1−l
k

nπ (l − 1)
.

Cela complète le calcul du produit scalaire de deux fonc-
tions de transfert non entières, stables, à dérivées explicites
et commensurables.

II. Annexe B - Complétude de la base de

Laguerre non entière

Soit :

w(s) =
1

sγ + λ
.

w est une fonction bijective de C+ vers un ensemble ouvert
Ω borné par le contour de Jordan Γ. Γ est l’union d’un
ensemble finie d’arcs de cercles.

Soit G(s) = (sγ + λ)m0F (s) où m0 = ⌊ 1
2γ
⌋ + 1.

Soit E(Ω) l’ensemble des fonctions analytiques dans Ω
et continues dans Ω = Ω ∪ Γ. Alors, G ◦ w−1 ∈ E(Ω). En
appliquant le théorème de Runge − Walsh [21], G ◦ w−1

peut être approché par un polynôme P (z) :
∀z ∈ Ω, ∀ε > 0, ∃ P (z), tel que ‖G ◦ ω−1 − P (z)‖ ≤ ε.

Notons P (z) =
N
∑

n=0
an(z)n , N ∈ N. En remplaçant z par

w(s), on obtient :

∀s ∈ C+ : |G(s) −

N
∑

n=0

an(w(s))n| ≤ ǫ,

|(sγ + λ)m0F (s) −

N
∑

n=0

an(w(s))n| ≤ ǫ.

Comme λ > 0 et ℜ(s) ≥ 0 (domaine de convergence de
la transformée de Laplace), alors (sγ + λ)m0 6= 0 et :

|F (s) − (sγ + λ)−m0

N
∑

n=0

an(w(s))n| ≤ ǫ|(sγ + λ)−m0 |,

|F (s) −

N
∑

n=0

an(w(s))n+m0 | ≤ ǫ|w(s)m0 |.



D’autre part, wm ∈ H2(C
+) (m ∈ N) ssi m ≥ m0. Donc,

∀n ∈ N, wn+m0 ∈ H2(C
+). Or F ∈ H2(C

+). On a alors

j∞
∫

−j∞

|F (s) −

N
∑

n=0

an(w(s))n+m0 |2ds ≤ ǫ2

j∞
∫

−j∞

|w(s)|2m0ds.

Par conséquence, ∀F (s) ∈ H2(C
+), ∀ε > 0, ∃ P (w(s)) =

N
∑

n=0
an(w(s))n+m0 tel que :

||F (s) −

N
∑

n=0

an(w(s))n+m0 ||2 ≤ ε.

Par conséquent, la série {wm}m≥m0
est dense dans

H2(C
+). On en déduit alors que l’espace engendré par des

combinaisons linéaires de Fm(s) est dense dans H2(C
+). �
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Fig. 1. Réponses impulsionnelles des quatre premières fonctions de

la base avec γ = 1.5 et λ = 1.5e±j π
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Fig. 2. Entrée et sortie filtrées du système réel
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