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Abstract: The beginning of the present article is a review of the preprint recently
posted by Norbert Riedel on the site arXiv at Los Alamos, with the title "Markoff
equation and nilpotent matrices", arXiv:0709.1499v4 [mathNT]| 5 Aug 2008. The
author of this document announced a proof of the Frobenius conjecture about the
solution of the Markoff equation. The aim of the present work is to systematically
verify all the Riedel’s computations, to explain their significance, and to give
some corrections. Our main task is to identify the tree dealt with by Riedel,
to generalize his formalization to his whole tree, modifying when necessary his
definitions. We clearly describe the mechanism devised by Riedel in order to prove
the conjecture. Unfortunately, we put in light some deficiency in his developments,
showing that the conjecture still resists. We also give explicit values for the
parameters introduced by Riedel.

Résumé : Le présent article débute par une revue de la prépublication de Norbert
Riedel mise récemment sur le serveur arXiv de Los Alamos, et dont lintitulé
est "Markoff equation and nilpotent matrices", de référence arXiv:0709.1499 v4
[mathNT] 5 Aug 2008. L’auteur de ce dernier document annonce y présenter une
démonstration de la conjecture de Frobenius relative aux solutions de I’équation
de Markoff. L’objectif du présent travail est de vérifier systématiquement tous
les calculs faits par Riedel, d’en expliquer la signification, de corriger différentes
imperfections présentes dans la prépublication de Riedel. Mais surtout il s’agit
d’identifier sur quel arbre travaille ce dernier, et de généraliser & tout cet arbre son
formalisme, en adaptant comme nécessaire ses définitions. On décrit clairement
le mécanisme qu’il a imaginé pour transformer la conjecture de Frobenius en un
théoréme. On détecte malheureusement une insuffisance dans le raisonnement qu’il
présente, ce qui met en évidence qu’il n’a pas résolu la conjecture. On entreprend
ensuite d’expliciter les parameétres qu’il a introduits sur la base des observations
faites dans le présent article.
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[AMS classification 2000] :
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1. Introduction

Le présent texte a été élaboré au départ comme une revue de l'article [19] de
Norbert Riedel, intitulé "Markoff equation and nilpotent matrices" et déposé dans
le serveur arXiv de Los Alamos. Ce travail de revue et les échanges qui ont eu
lieu & cette occasion ont permis & Riedel de perfectionner son propre texte. Mais
il a également permis & 'auteur du présent article de généraliser tous les calculs
élaborés pour [19] et d’en comprendre la signification profonde. C’est ce que
I'on veut exposer dans la suite. L’intérét premier de la prépublication [19] est
qu’elle annonce donner une démontration de la conjecture étudiée depuis presque
un siécle, et essentielle pour assurer la présentation donnée dans [10] ou [5] de la
théorie de Markoff relative aux solutions en nombres entiers strictement positifs
de I’équation

m? +m3 +mj = 3mmym. (1.1)

Cette conjecture consiste & énoncer que pour tout triplet solution (m,my, my) de
cette équation tel que
my < m, my < m,

la valeur m détermine de fagon unique la paire {m;, ms}, o encore si 'on im-
pose m; < mgy que le couple (my,mg) est unique. Dans le travaux originaux de
Markoff [14], cette question n’est pas posée, car le recours aux fractions continues
donne directement tous les résultats recherchés. C’est dans la présentation de
ces travaux remaniée par Frobenius [10] en 1913, et qui met en avant les formes
quadratiques, que cette conjecture apparait. Ayant jusqu’a aujourd’hui résisté a
toute démonstration alors que les résultats d’origine de Markoff laissent préssentir
qu’elle est vraie, cette conjecture crée un sentiment d’insatisfaction a la lecture de
tous les exposés modernes de cette théorie ; ils sont en fait basés sur la présenta-
tion de Frobenius (voir par exemple [5] p. 33 ou [8] p. 11). L’enjeu est donc de
savoir si 'arbre des solutions de I’équation 1.1 est bien un "arbre binaire" comme
I'indique Guy dans son ouvrage sur les probléme non résolus en Théorie des Nom-
bres [11]. Selon [25] le probléme restait ouvert en 2004. Depuis 1913, différentes
démonstrations fausses ou incomplétes ont été données de la conjecture, mais au-
cune a ce jour n’éteint la question. Il est d’ailleurs possible que faire précéder
les exposés modernes de la théorie par une démonstration de la conjecture n’en
améliore pas I’élégance si ’on compare aux travaux originaux de Markoff. Cepen-
dant I'agacement face & une conjecture simplement énoncée, mais qui résiste, reste
une puissante motivation, de méme et surtout que la compréhension profonde des
mécanismes qu’elle recouvre. Des approches heuristiques ont été développées (voir
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[28]), des résultats treés partiels ont été démontrés (voir [1], [2], [13], [29], [30], [22]),
et méme des significations géométriques profondes ont été données a cette conjec-
ture (voir [21], [20]). Cependant pour le moment aucun moyen convainquant n’a
été trouvé pour ’établir. C’est d’ailleurs pourquoi 'auteur du présent document
a dans ses propres travaux ([17] ou [18]) contourné l'obstacle qu’elle constitue
en préférant considérer dans 'esprit de [14] 'ensemble de toutes les solutions de
I’équation 1.1, pas seulement un sous ensemble d’entre elles. Ceci a conduit &
introduire naturellement une structure géométrique sur tout l’ensemble de ces
solutions, considéré en tant qu’orbite pour 'action naturelle du groupe produit
libre T3 = Z/27 * 7./]27 % 7./27.. Norbert Riedel s’est attaqué quant a lui a la
conjecture en déplacant le probléme dans des ensembles de matrices 3 x 3. Son
approche est innovante, comme on va le voir ci-aprés, mais elle mérite pas mal
d’éclaircissements. Hélas on confirme sans pouvoir la corriger I’erreur redhibitoire
que contient cette prépublication [19] (v4).

Le plan du présent article est le suivant :

1 - INETOAUCHION ittt page 3
2 - Présentation de 'approche de Norbert Riedel ........................ page 6
2.1 - Quelques aspects Préliminaires ................eeeeeeeeiiiiiieneeeeeeennn. page 6

2.2 - L’arbre de Riedel......ccoooeiiiiiiiii page 9

2.3 - Confirmation compléte de la proposition 1.2 de Riedel ........ page 14

2.4 - L’explication centrale ..........cccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e, page 15

2.5 - Compléments a I'approche de Riedel ..., page 18
2.5.1 - Lien avec les formes quadratiques ................cccceeee. page 19

2.5.2 - Lien avec le groupe de Heisenberg .........cccccccceeeiiiiie. page 20

2.5.3 - Lien avec les quaternions ............cceeeeeeeeiiiiiiiinnneeenenn. page 22

2.6 - Des matrices nilpotentes et leurs propriétés .........cccceeeeeeeene. page 25

2.7 - Introduction de matrices auxiliaires ...........ccceeeveveieieieennnennn. page 30

3 - Reésultats sur les orbites ..., page 34
3.1 - Calculs préparatoires ...........coooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies page 34

3.2 - Premier jeu de trois eXpressions .............eeeeeeveeevevveviiveneeennnns page 37
3.2.1 - Premiere eXpreSsion .ee....eeeeeeeeeeeiiieeeeeeeeieiiieeeeeeeeeaes page 37

3.2.2 - Deuxiéme eXpreSSiON ......eeeeeeeeeeeeiieeeiiiiieeeeiineeeeiiieeees page 41

3.2.3 - Troisiéme eXPreSSION ........ceeeeeeiiiiiiiiiieeeeeieiiiiiieeeeeeeeens page 42

3.2.4 - Application du premier jeu de trois expressions ........ page 44

3.3 - Second jeu de trois eXPresSions ..............eecireieeeieeeeeeaeeeennn page 45



3.3.1 - Premiere eXpreSsion ........eeeeeeeeieiiiieeeeeeeiiiiiieeeeeeeeeeas page 45

3.3.2 - Deuxiéme eXpresSSioN .......ceeveeveeeeiieeeiiiiieeeeiiineeeeiiieees page 47
3.3.3 - Troisieme eXPreSSION ...c..uveieriueeeiiineeeiiiineeeeiieeeeeaannns page 50
3.3.4 - Application du second jeu de trois expressions .......... page 51

3.4 - Structure des CONGIUENCES .....ccoouevvviiiiiiiiieeeeiiiiiiiiieeeeeeeeenn page 52
3.4.1 - Le résultat essentiel ..........ccccceevvviimiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeees page 53

3.5 - Généralisation a tous les triplets de ’arbre de Riedel .......... page 57
3.5.1 - Une formule valable pour I’ensemble des triplets ...... page 57
3.5.2 - Une formule encore plus générale ............cccoeeveveeennnnn. page 60
3.5.3 - Les formules les plus générales & considérer .............. page 64
3.5.4 - Compléments et formulaire général ...............ccccceeeee. page 66

4 - Sur la démonstration de la conjecture par Norbert Riedel ............. page 70
4.1 - Quelques résultats arithmétiques auxilaires ......................... page 70
4.2 - Nouvelles notations et conséquences ...........cccoeeeeeeeeeeeeenennnn. page 75
4.2.1 - Des involutions et leurs propriétés ...........cccccceveinnnnn. page 76
4.2.2 - Une formule de Chasles .........cceeeeeeeiiiiiinniiiiien. page 78
4.2.3 - APPLCATIONS eeiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e page 83
4.2.4 - Un lemme technique auxiliaire ...........cccceeeeeeeeiieinnnnnn. page 86

4.3 - Le coeur de la démonstration de Riedel ....................... page 87
4.3.1 - Analyse du lemme 3.10 de Riedel .............ccoouunnnnneee. page 87
4.3.2 - Défaillance de 'argument décisif ............ccccveeen. page 93

5 - Evaluation des parameétres s et applications .........cccccceeeeieeeeeeennnnnn. page 97
5.1 - Perfectionnement d’un résultat arithmétique déja vu .......... page 97
5.2 - Une premiére extension du lemme 3.10 de Riedel ............... page 98
5.2.1 - Autour de la racine de 'arbre ..........ccoooviiiiiiieninnnnn. page 98
5.2.2 - Premier exemple P : (3,3,3) — (3,3,6) cooovvrvrennnn. page 101

5.3 - Une seconde extension du lemme 3.10 de Riedel ................ page 103
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2. Présentation de approche de Norbert Riedel

2.1. Quelques rappels préliminaires

Norbert Riedel rappelle d’abord qu’a une multiplication par un facteur 3 preés, on
peut se ramener & considérer de facon équivalente la résolution de ’équation en
nombres entiers strictement positifs

a? +b* + ¢ = abe. (2.1)

Un triplet de Markoff est donc ici un triplet d’entiers strictement positifs (a, b, ¢)
solution de cette derniére équation, c’est a dire qui vérifie 2.1. On organise habituelle-
ment tout ensemble de ces solutions en un arbre ayant pour sommets des triplets
de Markoff, et dont les arétes indiquent comment on passe du triplet origine d’une
telle aréte a son triplet extrémité. Mais il y a souvent plusieurs fagons de le faire.
Dans mes propres travaux [17], j’ai préféré considérer toutes les solutions possibles
de 2.1. Les arétes de ’arbre correspondant sont associées a trois transformations
involutives, ce qui permet d’oublier I'orientation de ces arétes :

X : (a,b,c) — (bc—a,b,c),
Y : (a,b,¢) — (a,ac —b,c),
Z : (a,b,c) — (a,b,ab — c).

Ce sont ces trois transformations qui permettent de faire agir naturellement le
groupe T3 = Z /27 x 7./27 x 7./2Z sur I’ensemble de solutions de ’équation 2.1,
et il n’existe qu'une Ts-orbite donnant toutes les solutions strictement positives.
Elle a la forme en arbre suivante :



(39,15,3) (39,3,15)

TX X1
(6,15,87) «— (6,15,3) (6,3,15) — (6,87,15)
Z Y N Sz Y
(6,3,3)
X
(3,3,3)
Y Z/ \Y Z
(3,15,6) «— (3,3,6) (3,6,3) — (3,6,15)
1 X X |
(15,3, 6) (15,6, 3)

fig.1: Un arbre complet de triplets, la T3-orbite.

On observe que si (a,b,c) est une solution, tout triplet obtenu a partir de ce
dernier par permutation de a, b, ¢ est une autre solution figurant dans ce dernier
arbre. Plusieurs auteurs utilisent cette remarques pour réduire I’ensemble des
triplets qu’ils considérent. Par exemple la méthode donnée dans [5] (p. 27-28)
évite des redondances en ne considérant que les triplets ou

a = max(a, b, c).

Cassels y divise en plus par deux le nombre des triplets qu’il considére en ne
raisonnant que sur la partie de son arbre située sous (15, 3,6). Dans [6], Cohn
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fusionne d’une certaine facon les deux opérations précédentes en ne considérant
que les triplets vérifiant @ > b > ¢. Au contraire, Zhang donne dans [29] une
autre fagon de constuire un arbre de solutions en ne considérant que les triplets
qui vérifient a < b < ¢. 1l passe de (a,b,c) a (a,b,ab — c) et (b,c,bc — a), mais il
permute éventuellement en plus les termes de ces deux derniers triplets pour les
remettre en ordre croissant si nécessaire. L’arbre de Zhang ([29] §1.7. figure 2)
parait par sa définition bien adapté a ’étude de la conjecture de Markoff qui en
I'occurrence se traduit par le fait que ¢ détermine de facon unique le triplet de
Zhang (a, b, c).

L’énoncé du théoréme de Riedel qui résoudrait la conjecture est donné a la
page 2 de son article ([19] v4). Cet énoncé semble afficher que c’est sur 'arbre de
Zhang [29] que travaille Pauteur. Toutefois, il dit un peu plus loin sur la méme
page : " It is also common to represent the three numbers as a components of a
triple, arranged in increasing order from the left to the right, for instance. This
arrangement is unsuitable for the present purpose. While still referring
to this arrangement as a Markoff triple, and the largest number as the dominant
member we will supplement this notion by the following...". De sorte qu’au début
de Darticle [19] il n’est pas bien facile de comprendre de quel arbre de solutions
parle son auteur. En fait la construction de Riedel est précisée dans la suite de
[19]. Elle consiste a travailler sur les triplets de Markoff (a,b,¢) qui vérifient la
condition

max(a, b, ¢) € {a,c}.

On les appelle dans la suite triplets de Riedel. Et il associe & chacun d’eux une
matrice de forme

1 a b

M(a,b,e)=1 0 1 ¢

0 0 1

)

qu’il appelle une MT-matrice (ou MT signifie bien str Markoff Theory). On
peut observer, pour bien comprendre la différence entre les différents arbres, les
premiers triplets de Markoff non triviaux et déduits par permutation les uns des
autres que sont (15,6,3), (15,3,6), (6,15,3), (3,15,6), (6,3,15), (3,6,15). Dans
mes travaux [17] j’ai considéré les six dans ce qui est appelé Uarbre complet ou la
Ts-orbite des solutions de 1’équation 2.1. La condition de Cassels caractérise les
deux premiers, celle de Cohn le premier, celle de Zhang le dernier, et celle de Riedel
I’ensemble & quatre éléments composé des deux premiers et des deux derniers. En
résumé, le choix que fait Riedel des triplets qu’il considére est trés particulier et
tout a fait original. Ceci permet & Riedel d’indiquer qu’a ’exception des triplets
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(3,3,3) et (3,3,6) on peut associer a tous les autres triplets de Zhang (a, b, ¢), qui
sont seulement des triplets de Markoff tels que 0 < a < b < ¢, quatre triplets de
Riedel (a, b, c), (b,a,c), (¢,b,a), (c,a,b), et donc quatre MT-matrices. A partir de
tout triplet de Zhang on peut aussi considérer le nouveau triplet (a,c, ac — b) ou
ac — b reste positif car b est positif et que 'on a

a® + ¢ = blac — b).

Et comme cette condition donne aussi ¢? < b(ac —b) < c(ac —b), il en résulte que
I'on aa < ¢ < (ac—b), c’est & dire le fait qu'il s’agit bien d’un nouveau triplet de
Zhang. Comme déja dit, un second triplet peut se déduire de (a, b, ¢), il s’agit de
(b,c,bc — a). C’est aussi un triplet de Zhang, comme le montre une vérification
facile avec

® < albe —a) = b+ < c(be — a).

Ainsi utilisant les deux transformations entre triplets que 'on vient de préciser,
on fabrique ’arbre des triplets de Zhang dont les plus bas niveaux s’organisent
comme suit (comparer & [29] p. 4):

/!
(3,39,102) —

/!
(3,15,39) — (15,39,582) —
/! N\

(3,3,3) = (3,3,6) = (3,6,15)

N /
(6,15,87) —  (6,87,507) —

N\
(15,87,1299) —

fig. 2 : L’arbre des triplets de Zhang.

2.2. L’arbre de Riedel

Riedel n’explicite pas completement dans son article comment il organise en arbre
ses triplets, mais il ne fait aucun doute qu'une telle possibilité existe car on peut les
identifier dans I’arbre complet (ou Ts-orbite telle que définie dans [17]) de toutes
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les solutions de I’équation de Markoff, et considérer le sous-arbre correspondant. Il
passe directement aux aspects matriciels dans 'anneau M3(Z) des matrices 3 x 3
a coefficients entiers positifs ou négatifs. Et c’est a partir de la qu’il construit un
arbre de MT-matrices. Comme chaque MT-matrice est de facon unique associée
a un triplet de Riedel, ceci donne inversement la structure d’arbre qu’il considere
sur ses triplets et que I'on va expliciter dans la suite.

La méthode consiste a utiliser, avec x et y dans Z, les deux matrices

—1 0
Y

o = O

0 1
z 0 |,Q=|0
0 1 0 -1
Avec la notation classique pour la transposition des matrices, on vérifie facilement
que 'on a:

*P(a)M(a,b,c)P(a) = M(a,c,ac —b), (2.2)

'\Q(c)M(a,b,c)Q(c) = M(ac — b,a,c), (2.3)
et en permutant a et ¢, on en déduit aussi:

'P(c)M(c,b,a)P(c) = M(c,a,ac — b), (2.4)

'Q(a)M(c,b,a)Q(a) = M(ac —b,c,a). (2.5)

Riedel parvient curieusement & ces deux derniéres relations par transposition et
conjugaison, c’est a dire avec la relation

_ o O

01
1 0 | M(a,b,c)
00

—_ o O
O = O

1
0 | = "M(c,b,a),
0

alors que le raisonnement direct que ’on vient de faire suffit.

On a vu précédemment que (a, c,ac — b) étant un triplet de Zhang, sauf pour
les plus petites solutions il existe quatre triplets de Riedel associés: (a,c, ac — b),
(¢,a,ac —b), (ac — b,c,a), (ac — b,a,c). La MT-matrice définie par le premier
correspond & I’égalité 2.2, celle définie par le second correspond a 1’égalité 2.4, celle
définie par le troisiéme correspond a 1’égalité 2.5, celle définie par le quatriéme
correspond & 'égalité 2.3. De sorte que si 'on suppose maintenant (a, b, c) est
lui-méme un triplet de Zhang, (a,b,c) et (¢,b,a) sont tous deux des triplets de
Riedel, avec (a, ¢, ac — b) également triplet de Zhang auquel s’applique ce que I'on
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vient de voir. On peut traduire chacune des égalités 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, par une
aréte de l'arbre de Riedel:

(a,c,ac —b)

/

fig. 3: (a,b,¢) N
(ac — b, a,c)
(¢c,a,ac —b)

/

fig. 4: (c,b,a)
N\

(ac — b, c,a)

Il existe deux autres triplets de Riedel définis par (a,b,c) qui sont (b,a,c) et
(c,a,b). Ils conduisent a considérer d’autres égalités que l'auteur ne mentionne
pas, mais qui sont évidentes par permutation respectivement de a et b, puis c et

b:

Q)M (c,a,b)Q(b) = M (bc — a,c,b).

(2.
(2.
(2.
(2.

© o I O
= D —

Or le triplet (b, c,bc — a) est le second triplet de Zhang déductible de (a, b, c). Et
on donc peut également traduire chacune des égalités précentes 2.6, 2.7, 2.8, 2.9,
par une aréte de ’arbre de Riedel:

(b, ¢, bc — a)
/
fZg 5 - (b,a,c) \
(bc — a, b, c)
(¢,b,bc — a)
o /
fig. 6: (c,a,b)
\
(bc — a, c,b)
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Il ne reste qu’a comprendre ce qui se passe a la racine de ’arbre de Riedel, ce que
I’on visualise sur la figure suivante:

(3,15, 39)
/!
(3,6,15) — (39,3,15)
/!
(3,3,6) (15,6,87)
N\ /
J (15,3,6) — (87,15,6)
(3,3,3)
\ (6,3,15) — (6,15,87)
/! N\
(6,3,3) (87,6,15)
N\
(15,6,3) — (15,3,39)
N\
(39,15,3)

fig. 7 : L’arbre des triplets de Riedel.

En combinant toutes les figures 3 & 7 précédentes, on obtient I’ensemble de
I’arbre des triplets de Riedel. On vient donc de décrire complétement sa con-
struction en précisant de fagon explicite ce qui est évoqué dans [19]. Sur cet
arbre on voit aisément que la conjecture de Markoff se traduit, lorsque 'on a
max(a,b,c) = ¢, par le fait que tout nombre ¢ détermine au plus un unique
triplet, si ¢ = 3 ou ¢ = 6, ou deux triplets (a, b, ¢) dans les autres cas pour c. La
moitié des triplets de l'arbre de Riedel vérifiant max(a,b,c) = a n’est pas con-
cernée par la conjecture de Markoff, de sorte qu’on ne voit pas a ce stade pourquoi
I’arbre des triplets de Riedel serait mieux adapté & son étude. Remarquons en
complément que l'on peut facilement étendre encore la construction précédente
a tous les triplets de la Ts-orbite des solutions de I’équation 2.1. De sorte qu’il
est maintenant possible de développer I’analogue des calculs donnés en dimension
2 dans [16] (ou ce qui est le méme texte dans [17] (chapitre 6)), mais cette fois
en dimension 3. C’est ce que fait Riedel, sans que soient jusque la bien claires
les raisons qui le poussent & ignorer ce qui se passe sous le triplet (3,6,3) de la
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Ts-orbite qui prolonge l'arbre que 'on vient de décrire. Sous le triplet (3,3, 3),
on peut en effet prolonger la figure précédente comme suit :

(3,6,15)
/
(3,3,6)
(3,15,6) N
AN /! (15,3,6)
(3,6,3) «— (3,3,3)
/ . (6,3,15)
(6,15,3) 4
(6,3,3)
N\
(15,6,3)

fig.8 : Un autre arbre complet de triplets : le MT-arbre.

Il est possible de vérifier que ’on retouve ainsi tous les triplets de la Ts-orbite
des solutions de I’équation 2.1, mais on voit en comparant la figure 8 a la figure
1 que ces triplets sont disposés en un arbre complétement différent. On dit qu’il
s’agit du MT-arbre des triplets de solutions de I’équation 2.1. En d’autres termes,
on a construit par ce qui précede une bijection de I’ensemble des noeuds de la T'3-
orbite sur lui méme considéré ici en tant qu’ensemble des noeuds du MT-arbre.
Ceci s’est fait en utilisant plutét que les involutions X, Y, Z, les quatre matrices
P(a), P(b), Q(a), Q(b), et leurs inverses. De fagon équivalente, on peut dire
que Riedel a trouvé une autre fagon de faire agir proprement le groupe T3 sur le
méme ensemble de noeuds. De plus, par cette bijection les triplets de Riedel sont
tous disposés sur les deux branches issues de (3, 3, 3) du coté de (3,3, 6) et (6, 3, 3).
Cette nouvelle construction est suffisamment étonnante pour ne pas douter qu’elle
recouvre des propriétés algébriques intéressantes. On peut ajouter que la branche
nouvelle introduite dans la figure 8 comparée a la figure 7 ne contient que des
triplets (a, b, ¢) qui ne sont pas de Riedel. Ils vérifient donc :

max(a, b, c) = b.

Si elle contient le triplet (a, b, c), elle contient aussi (¢, b,a). Ceci laisse imaginer
une nouvelle disposition des noeuds en un nouvel arbre complet oti on aurait
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respectivement sur les deux autres branches max(a, b, c) = a et max(a,b,c) = c.
Bref les réflexions sur I'organisation de ’arbre des triplets a considérer peuvent
étre encore développées.

2.3. Confirmation compléte de la proposition 1.2 de Riedel

Toutes les matrices 3 x 3 définies par Riedel sont inversibles, puisque 1'on a:

1 —a ac—1>
M(a,b,c) = 0 1 —c ,
0 0 1
r 10 10 0
Pa)y*=[-100],Qy)'=|00 -1
0 01 01 y

Mieux, elles sont dans SL(3,7Z), groupe des matrices 3 x 3 a coefficients entiers
et de déterminant égal a 1. Avec les compléments que I'on vient d’expliciter
sur ’arbre des triplets de Riedel, il est maintenant évident qu’'une partie de sa
proposition suivante est assurée :

Proposition 2.1. (Proposition 1.2 de [19]) Pour deux MT-matrices quelconques
M (ay,b1,c1) et M(ag,ba, c2) on peut trouver une matrice N dans SL(3,Z) telle
que l’on ait :

'NM(ay, by, co)N = M(ay, by, cr). (2.10)

Dans ces conditions, on a également la relation suivante :

Co C1
tN a9Coy — bg = a1y — b1 . (211)
a9 aq

Pour la démonstration, il suffit de suivre un chemin de (asg, bo, c2) a (3,3,3)
puis & (aq,by, 1), et de composer les matrices P et () données pas & pas par les
fleches de I’arbre selon les relations associées 2.2 & 2.9. Le produit de ces matrices,
ou de leurs inverses si I’on prend une fleche en sens inverse, donne N. Cette
matrice est bien dans SL(3,Z). Par le méme procédé, on peut également vérifier
la seconde relation 2.11 que mentionne Riedel. 11 suffit pour ’établir de considérer
par exemple 'égalité 2.2 avec N = P(a), (ag, bz, c2) = (a,b,¢c) et (a,b1,¢1) =
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(a,c,ac—b). L’égalité précédente 2.11 se vérifie aisément dans ces conditions sous

la forme:
0 c ac—b

10
-1 a 0O ac—b | = | alac—b)—c |. (2.12)
0 01 a a

On fait de méme avec toutes les relations 2.2 a 2.9. Ainsi 2.3 est traitée avec
N = Q(c), (az, bz, c2) = (a,b,c) et (a1,b1,¢1) = (ac — b,a,c). L'égalité 2.11 se
vérifie & nouveau dans ces conditions, sous la forme:

10 0 c c
0 ¢ —1 ac—b | = | (ac=b)c—a |. (2.13)
01 0 a ac—1>b

Toutes les autres relations s’en déduisent en permutant les coefficients a et ¢ dans
les deux derniéres égalités, puis a et b dans les quatre égalités ainsi obtenues. Il
suffit alors de suivre le méme chemin de (ag, ba, ¢2) & (3, 3,3) puis & (ay, by, ¢1) que
dans la démonstration précédente de la premieére partie de la proposition 1.2, et
de composer les matrices P et () données pas & pas par les fleches de ’arbre selon
les relations associées 2.2 a 2.9. Le produit de ces matrices, ou selon le sens des
fleches de I'arbre de leurs inverses, donne la méme matrice N avec la possibilité
de s’assurer par produit que ’on a aussi 2.11. Ainsi vérifie-t-on de facon compléte
la proposition 1.2 de [19], dont les deux égalités 2.10 et 2.11 avec la méme matrice
N sont donc bien simultanément vraies. Il est a noter que jusque la on n’a pas
utilisé les conditions définissant les MT-matrices. D’ailleurs la derniére remarque
faite par Riedel a la fin du paragraphe 2) page 4 de son article [19] montre qu’il
a bien vu que sa proposition 2.1 est en réalité valable pour tous les triplets de
I'arbre complet de Markoff (le MT-arbre de toutes les solutions de ’équation 2.1).

2.4. L’explication centrale

Riedel donne une explication un peu étrange ([19] Remarks 3) pp. 4-5) du lien
avec les travaux classiques sur la théorie de Markoff, en évoquant la présentation
qu’en fait Cohn [6]. Cette théorie dit essentiellement que dans SL(2,7Z) le groupe
F2 engendré par les deux matrices

2 1 11
A°:(1 1)’30:(1 2)’

est libre & deux générateurs, et elle donne des précisions sur les autres couples de
générateurs de ce groupe en les liant aux solutions de I’équation 2.1. Ce groupe est
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d’ailleurs le sous-groupe normal dérivé de SL(2,Z). L’article [16] cité par Riedel
est une longue variation sur ce dernier sujet.

Dans Desprit de [6], Riedel introduit une notion de triplet admissible de ma-
trices. Il la définit par les regles de récurrence suivantes :

(Ao, A()Bg, Bo) trlplet admissible,

Si (A, AB, B) triplet admissible, alors (A, A2B, AB) et (AB, AB* B) admissibles.

Tout triplet admissible (A, AB, B) donne une solution de I’équation de Markoff 2.1
sous la forme (tr(A), tr(AB),tr(B)), en utilisant simplement la trace des matrices.
Et on retrouve bien a partir de la toutes les solutions de ’équation de départ et
une organisation en arbre. Ceci résulte par exemple de la proposition 4.3 de [17]
p.174, ot 'on en a déduit une application surjective II dont I'image est I’ensemble
de tous les triplets admissibles (& un facteur 3 pres).

Mais 'observation essentielle que fait alors Riedel est que toute matrice d’'un
triplet admissible peut étre écrite comme combinaison linéaire des matrices Ay,
AgBy, By, avec des coefficients entiers. Ce résultat s’établit aisément par récur-
rence. Il est évidement vrai pour le triplet admissible (Ag, AgBo, By). Et si 'on
suppose qu’il est vrai pour le triplet admissible (A, AB, B) il suffit de le vérifier
pour les deux matrices A?B et AB2%. Vérifions le pour la premiére, la méthode
est la méme pour la seconde. La matrice A est unimodulaire et racine de son
polynoéme caractéristique

A2 — tr(A)A+1=0,

de sorte que 'on a
A’B =tr(A)AB — B.

On conclut avec le fait que tr(A) est un entier, et que AB et B sont par hypothése
de récurrence combinaisons linéaires des matrices Ay, AgBy, By, avec des coefli-
cients entiers. Il en est de méme de A%2B, en utilisant le polynéme caractéristique
de B :

AB? =tr(B)AB — A.

Remarquons maintenant que si ’on cherche une combinaison avec des coefficients
entiers «, (3, v, reliant les matrices Ay, AgBoy, Bg, on a a résoudre un systéme qui
ne laisse s’exprimer que la possibilité @« = f = v = 0. On fait donc apparaitre
un Z-module libre de rang trois engendré par la base des matrices (Agy, AoBo,
By), contenant toutes les matrices apparaissant dans un triplet admissible. La
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décomposition sur cette base, avec une matrice de passage dans Mj3(Z), s’écrit
pour tout triplet admissible:

U1 U2 U13
(AaABaB):<A07AOBO>BO) U1 U2 U23

U3z U3z U33

Le développement de cette relation donne trois égalités entre des matrices dans
M (Z), et 'on peut passer aux traces pour en déduire une nouvelle égalité. Et si
'on note alors de fagon peu naturelle (tr(A),tr(AB),tr(B)) = (¢,ac — b,a), on a

U1 U2 U3
(c,ac —b,a) = (3,6,3) | ug1 ugx Usy
U3r Uz2 Uss
A partir de 14, on peut maintenant visualiser sur la base (Ag, AgBy, By) le passage
d’un triplet admissible aux deux autres déterminés par les régles de récurrence
précédentes. Le premier s’en déduit avec I’expression donnée ci-dessus pour A?B
et la matrice () introduite précédemment :

1 0 0
(A,A’B,AB) = (A,AB,B)| 0 tr(A) 1
0 -1 0

— (A, AB, B)Q(tr(A)).

En passant comme ci-dessus aux traces, le calcul de tr(A%B) = c(ac—b) — a étant
évident, on en déduit la transposée de la relation 2.13 :

(c,clac —b) —a,ac —b) = (c,ac — b,a)Q(c).

Le second est obtenu de méme avec I’expression donnée ci-dessus pour AB? et la
matrice P :

0 -1 0
(AB,AB*,B) = (A,AB,B)| 1 tr(B) 0
0o 0 1

= (A,AB, B)P(tr(B)).

En passant encore aux traces, avec cette fois tr(AB?) = a(ac—b) — ¢, on en déduit
la transposée de la relation 2.12 :

(ac — b,alac — b) — ¢,a) = (¢,ac — b,a)P(a).
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De sorte que la signification de la matrice N considérée dans la proposition 1.2
est maintenant évidente en tant que matrice de passage d’une base du Z-module
libre de rang 3 que 'on vient d’exhiber & une autre. On comprend ainsi retro-
spectivement sur quoi sont fondées les notions qui ont permis a Riedel d’établir
sa proposition 1.2, et en particulier comment il a pu transposer effectivement la
théorie de Markoff en dimension 3 (une perspective qui était affichée dans [18] p.
8 ou p. 34, en liaison avec un théoreme de Dyer et Formanek, mais dont ’article
de Riedel donne une concrétisation effective).

Il reste cependant a expliquer dans ce contexte quel est I’ensemble des matrices
3 x 3 de forme M/(a,b,c) que I'on considére, et la structure qu’il porte. On pense
a une structure de sous-groupe de SL(3,Z) du fait de la relation

M(a,b,c) = M(—a,ac — b, —c)™*.

A partir de (Ag, AgBo, By) et des deux triplets admissibles qui s’en déduisent, on
est conduit & considérer les deux matrices de SL(3,Z):

1 0 O
p(Ag) = 0 3 1],
0 -1 0
0 -1 0
p(Bo) = [ 1 3 0],
0 0 1

ainsi que le groupe des matrices N qu’elles engendrent. Pour compléter [19] il
faut développer 1’analyse de la représentation p : Fy — SL(3,7Z) qui en résulte et
caractériser son image, etc. Sur ces bases, la transposition des travaux de [16] ou
[17] (chapitre 6 § 6.1) est envisageable, non plus en utilisant des automorphismes
intérieurs de GL(2,Z) de forme

V € GL(2,Z) — N 'WN € GL(2,7),

mais en utilisant plutét ce que Riedel nomme "automorphs" et que I'on appellera
ici des congruences (Voir [15] page 3) :

W e GL(3,Z) — 'NWN € GL(3,Z).

2.5. Compléments a ’approche de Riedel

L’apparition de telles congruences dans la relation 2.10, vue ci-dessus, peut étre
interprétée en disant que les MT-matrices sont dans une méme orbite pour ’action

18



par les congruences de SL(3,Z). S’introduit par 1a toute une nouvelle approche
géométrique que 1'on peut approfondir, en se demandant quel est le stabilisateur
associé, etc. Ceci sera évoqué dans la suite de notre texte. La présente section
est plutdt consacrée a quelques digressions par rapport a [19]. 1l s’agit de montrer
comment ces congruences sont aussi liées a une action de changement de base sur
des formes quadratiques. De telles congruences sont en effet classiques dans la
théorie de ces formes. On examine également le contexte des matrices M (a, b, c)
et les perspectives qu’il ouvre. On montre enfin comment en prolongeant un peu
I’approche de Riedel se met en place un lien avec les quaternions.

2.5.1. Lien avec les formes quadratiques

Associée a une matrice M (a, b, ¢), il existe naturellement une forme correspondant
a un cone, et on 'a déja mentionnée dans [17] (p. 138) :

1 a b x
(I)M(a,b,c)(x7y> Z) = ( Yy z ) 0 1 ¢ Yy
0 01 z

= 22+ y?+ 22 + avy + cyz + bza.

On a indiqué dans [18] (§ 3.2.4 p. 55 et § 5 p.63-64) comment cette forme avait une
certaine importance du point de vue de la géométrie algébrique, et certainement
pour la classification de certains faisceaux vectoriels exceptionnels sur le plan pro-
jectif [20]. Cette derniére question est le cadre de la conjecture de A. N. Tyurin
qui affirme qu’un tel faisceau exceptionnel serait déterminé de facon unique par
son rang. Dans l'article de A. N. Rudakov [20], il est indiqué que cette conjecture
est équivalente a la conjecture de Frobenius, objet du travail de N. Riedel exam-
iné ici. En tout cas le glissement des automorphismes intérieurs aux congruences
est essentiel dans article [19]. Et l'on peut dire que cette piste n’est pas nou-
velle puisqu’elle est explicitement ’objet d’un article de Cohn [7] qui donne une
bibliographie complémentaire de cette interprétation géométrique.

Notons ici que ce qui serait aussi naturel dans I’approche de Riedel serait de
considérer dans une base (A, AB, B) la forme quadratique

Vs aB,B)(7,y,2) = det(vA+ yAB + 2B).
On peut explicitement calculer cette autre forme W, et I’on obtient I’expression

x? det A+y? det AB+2? det B+aytr(B) det A+yztr(A) det B+zatr(AB™') det B.

19



Or elle se simplifie lorsque 'on a det A = det B = 1, comme dans le cas étudié
de la théorie de Markoff. Et on retrouve alors simplement une forme ®, comme
définie précedemment, avec :

V4488 (2,9, 2)
= 2+ + 2+ tr(B)ay + tr(A)yz + tr(AB )2z

1 tr(B) tr(AB™1) x
= (zy z)[0 1 tr(A) Y
0 0 1 z

= @pr(ur(B)tr(AB-1),tr(A)) (7,9, 2).

2.5.2. Lien avec le groupe de Heisenberg

Ce qui vient d’étre décrit permet aussi le lien avec le groupe de Heisenberg dis-
cret, que les physiciens nomment plutot groupe de Weyl, ou encore groupe de
Heisenberg-Weyl (voir [27] ou [12] p. 825):

1
Hy(Z)={ | 0
0

S =

b
c |;a,b,ceZ
1

Ce groupe pour la multiplication ordinaire des matrices, est un réseau du groupe
de Lie H; (R), groupe défini par des matrices analogues mais avec a,b,c € R. Ce
dernier groupe définit un ensemble de vecteurs tangents & toutes les courbes de
H; (R) passant par I'unité qui est naturellement muni d’une structure d’algebre de
Lie. Il s’agit de l’algebre de Lie de Heisenberg-Weyl h; qui est engendrée par trois
opérateurs ), P, —I, et dont le crochet de Lie veérifie [P,Q] = —1I, [—1,*] = 0.
Cette algebre de Lie est I'algebre de Lie matricielle (on dit aussi linéaire) des
matrices triangulaires supérieures

0 p z

pP +qQ — zI = 00 q |,
000

m

avec pour crochet de Lie le simple commutateur des matrices :
0 p =z 0 p 2 0 0 pq¢ —pq
[l 00 ¢ ], 0O0 ¢ |]]=]00 0
0 00 0 0 0 0 0 0



Cette algebre définit inversement H; (R) comme groupe de Lie local matriciel dont
I’opération est la multiplication des matrices et dont tous les éléments s’écrivent
tous comme une exponentielle, ici avec un calcul évident utilisant le développement
de Taylor de I’exponentielle, sous la forme :

1 z+%
g=exp(pP +qQ —zI)= | 0 q
0 1

o3

On retrouve 'algebre de Lie h; associée en calculant les vecteurs tangents en & une
courbe de ce groupe passant par 1'unité, avec en ce point la possibilité de noter

dg dg dg
Pop=v-1,2=Q=v-1,2=T=w-1
op u " Oq @=V "0z W

Et par une vérification directe, on a :

exp(pP) exp(qQ) exp(—=1)
1
0
0
1
0
0

On vérifie en passant que cette expression est différente de celle de exp(pP + ¢@Q —
zI). La différence entre les deux expressions s’explique par le classique théoréme
de Campbell-Baker-Hausdorff (voir [23] pour l'actualité de cette formule). Main-
tenant les élements

110
U = exp(P)=1 010 ],
0 01
1 00
V = exp(Q)=1011 |,
0 01
1 01
W = exp(-I)=| 010 |,
0 01
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engendrent le sous groupe H;(Z) de GL3(Z), qui est défini avec ces trois généra-
teurs par les relations

ovoltvt=vulvlv=v"'vluv=v-luvu-t=w.

On observe, en calculant le produit de deux matrices du groupe H;(Z), que ce
dernier est représentable plus simplement par I’ensemble Z? des triplets d’entiers
muni de 'opération non commutative

(a,b,c)(d 0, d)=(a+d,b+b +ad,c+ ).

Avec son graphe de Cayley, on peut aussi représenter le groupe H;(Z) comme une
structure géométrique d’orbite pour 'action naturelle du groupe Ty = T3 x7Z/27Z,
produit libre de quatre modeles du groupe a deux éléments 7Z/27. La théorie de
Markoff étant liée & T3, comme on ’a rappelé, elle est naturellement représentable
dans H;(Z) réseau du groupe de Lie H;(R). Le groupe H;(Z) constitue donc
un cadre encore plus vaste ou 'on peut naturellement imaginer d’attaquer la
conjecture de Frobenius, avec des moyens plus puissants que ceux dont on dispose
dans T3 seul. L’équivalence modulo H; (Z) dans le groupe H; (R) est aussi un objet
d’étude intéressant. Riedel n’indique pas précisément avoir considéré les objets
que l'on vient d’évoquer. Il ne donne d’ailleurs aucune précision sur ce qui 'a
conduit & introduire la matrice M (a, b, ¢), de sorte que I’on souhaiterait en savoir
plus sur sa démarche issue en fait de travaux de physicien habitué au formalisme
quantique.

Les remarques que 'on vient de faire laissent imaginer 'importance qu’il y
a a approfondir encore ce que l'on vient d’esquisser. Elles donnent également &
comprendre comment se contruit grace au groupe de Lie H;(R) I'ubiquité de la
théorie de Markoff dans différents contextes oli se manifeste un oscillateur har-
monique (voir [12]). En fait elle apparait dans toute situation de couplage de deux

tels oscillateurs.

2.5.3. Lien avec les quaternions

Avec le groupe F5 il est trés naturel d’introduire, plutot que le Z-module engendré
par (Ag, AgBo, By) comme le fait Riedel, le Z-module Z < F5 > des combinaisons
linéaires a coefficients dans Z de forme

0412 + BAO + ’YBO + 5AOB0 = < Z; Z ) s (214)
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ou

(D0 a2 )om (1Y) e

Les expressions de Ag et By imposent que 'on ait p, ¢, r, s, dans Z. En substituant
dans 2.14, on obtient quatre égalités:

a+ 2B +v+30 = p, (2.16)
Bany+46=q, (2.17)
B4y+25=r (2.18)

a+B+2y+30 =s. (2.19)

Si on cherche & les inverser dans QQ, on trouve:

p—q—s q-—r

a=q—2r+s+ 5 5 (2.20)
5:r+3:%:3, (2.21)
vzr—q—gigiﬁ, (2.22)
g=1"" (2.23)

2
Mais comme on considére le Z-module Z < F3; > des combinaisons linéaires a
coefficients dans 7Z, il est en fait nécessaire que p, q, r, s dans Z vérifient les deux
conditions:

p—s=gq=r (mod?2). (2.24)

Inversement lorsque ces congruences sont vérifiées, on peut trouver & partir de p,
q, v, s dans Z les nombres «, 3, 7, 9, dans Z. On est alors certain d’étre dans le
Z-module Z < Fy >, par construction sous Z-module de My(Z). Remarquons que
les expressions que ’on vient de donner montrent que alo+BAg+~vBy+0AqBy = 0
si et seulement si « = f = v = = 0. En d’autres termes les quatre matrices
19, Ag, By, AgBy, forment un systéme libre du Z-module Z < F5 > qui est ainsi
de rang 4. Ces quatres matrices sont d’ailleurs Q-indépendantes dans My (Q).
On peut maintenant construire & partir des expressions précédentes une table de
multiplication:
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(Ao)? Ao By Ay(AyBy)

== —12 + 3140 - (AOB()) — —B() + 3140.80
B()AO (Bo>2 Bo(AoBo)
- —312 + 3A0 + 3B0 - AOBO == —12 + 3B0 = —312 + AO + 6B0
(AOBO)AO (AOBO)BO (A0B0)2
= —312 + 6A0 + B() = —A() + 3(A()Bo) == —12 + 6(AOB0)

Cette table montre que Z < Fy > est aussi muni d’une structure d’anneau, un
sous-anneau de My(Q). Ceci permet, en utilisant le langage des quaternions [24],
d’observer que dans la Q-algebre My (Q) des matrices 2 X 2 & coefficients rationnels
considérée comme (Q-algébre de quaternions, le sous Z-module Z < Fy > engendré
par le sous groupe multiplicatif normal dérivé Fy de SL(2,7Z) est un ordre. Le fait
que Z < Fy > est strictement contenu dans 'ordre My(Z) se voit aisément avec

la condition
< 8 (1) ) ¢Z <Fy>.

On peut en plus considérer dans Z < F5 > la matrice :

10
<0 _1>:A0—BU

Celle-ci est de trace nulle et de déterminant —1, elle est donc inversible. Elle
appartient a G Lo(Z), mais n’est pas dans SL(2,7Z) qui ne contient que des matrices
de déterminant 1. Ainsi le groupe des unités Z < Fy >*, c’est a dire des éléments
inversibles de Z < F45 >, est-il plus gros que F, lui méme, qui par construction est
a la fois un sous-groupe de Z < Fy >* et de SL(2,7Z). Dans My (Q) s’introduisent
alors classiquement diverses notions. Ainsi pour :

=2 1) em@),

(%)
.

t(h) =p+s="Tr(h), n(h) = ps — qr = det(h),

on note

24



< hl, hy >= t(hlh_Q)

Ces expressions induisent des notions analogues sur les sous structures de M»(Q),
en particulier sur Z < F, >. Remarquons qu’avec la table précédente, on a

Ao(aly + BAg + vBo + 0 AgBy)
= =B+ (a+3B)A0+ (=06)Bo + (v + 36) Ao By,

By(aly + Ay + vBy + dAgBy)
= (=38—-v—=30)1a+ (38+d)Ag+ (a+ 38+ 3y +60)By + (—)ABy.

Ceci introduit une autre représentation de la théorie de Markoff, cette fois dans
SL(4,7), mais qu’'on ne considérera plus dans la suite :

0 =10 0 0 -3 -1 -3

1 3 0 0 0 3 0 1
Q(AO) = 0O 0 0 -1 7Q(BO) = 1 3 3 6

0 0 1 3 0 -1 0 ©0

2.6. Des matrices nilpotentes et leurs propriétés

Avec sa représentation de la théorie de Markoff dans SL(3,Z) grace aux MT-
matrices, Riedel se pose des questions comparables a celles dont les réponses sont
détaillées dans [16] ou [17] (chapitre 6) pour la représentation de cette méme
théorie dans SL(2,7Z). 1l est ainsi naturel de se demander ce qui se passe si au
lieu d’utiliser la base (Ag, AgBy, By) construite a partir du couple de générateurs
(Ao, Bo) de Fy on en utilise une autre (A, AB, B) construite a partir d’'un autre
couple de générateurs (A, B) de Fy. On revient sur cette question dans la suite.
Riedel évoque aussi les congruences qui laissent une matrice M (a, b, ¢) invariante,
c’est a dire qu'il étudie les matrices N de SL(3,7Z) contenues dans le stabilisateur
de M(a, b, c) pour l'action considérée. Elles vérifient

*NM/(a,b,c)N = M(a,b,c). (2.25)

Il établit d’abord que certaines matrices peuvent étre construites vérifiant une
telle égalité :

Proposition 2.2. (Proposition 2.1 de [19]) Soit H(a,b,c) = M(a,b,c)™* *M(a, b, c),
ona:
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1/'H(a,b,c)M(a,b,c)H(a,b,c) = M(a,b,c).
2/ Si N inversible vérifie *N M (ag, by, c2)N = M (aq, b1, c1), alors on a aussi
tNH(a/27b2,C2)N = H(al,bl,cl).

Les énoncés de cette proposition se vérifient facilement en remplacant H =
H(a, b, c) par son expression M1 *M ou M = M(a,b,c), et en notant ici M; =
M(CLZ‘, bz‘, Ci) .

"t HMH = MM MMM = M,

EINHyN =" NMy P PMoN = NMy Y"N"YN MyN = M 'M, = H;.

L’expression de H peut étre calculée :

H(a,b,c) = M(a,b,c)* *M(a,b,c)

1 —a ac—> 1 00
= 0 1 —c a 1 0
0 0 1 b ¢ 1
1—(a®>+0b*—abc) ac®*—bc—a ac—b
= a—be 1—c? —c
b c 1
—(a®>+0* —abc) ac* —bc—a ac—b
= 1+ a—be —c? —c
b c 0

En posant H(a,b,c) = 14+S(a, b, ¢) ou simplement lorsqu’il n’y a aucune ambiguité
H =1+ 9, ceci introduit la matrice

—(a®*+0* —abc) ac®* —bc—a ac—b
S = a—be —c? —c : (2.26)
b c 0

Le polynome caractéristique de H est obtenu par I'intermédiaire de celui de S qui
est plus facile & calculer :

det(A\ — S) = A2+ d\2 +d)\; det(A\l — H) = (A= 1> +dXA— 12 +d(\—1),

ot 'on note de fagon générale d = a? + b? + ¢ — abc. Riedel constate ensuite
qu'une autre matrice candidate pour satisfaire I’équation 2.25 peut étre obtenue
a partir d’'une matrice R = R(a, b, ¢) qui vérifie, en notant ici M = M (a,b,c) :

'RM + MR = 0. (2.27)
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En considérant dans 2.27 les coefficients de R comme des inconnues on peut facile-
ment trouver une expression définissant désormais R :

a®>+b%> —abc  2a + be — ac? 2b — ac
R = bc — 2a ? —a? 2c —ab , (2.28)
ac — 2b —2¢ —ab+ a’c abc — b* — 2

Avec cette expression, on a bien ! RM + M R = 0 comme le montrent effectivement
les calculs de M R qui est égal a

abc —a®> — b 2a —be —a® — ab® + a’bec 2b+ ac — b® — a®b — bc? + ab’c
—2a — bc+ac®  —abc — a® — ¢ + a’c? 2c — ab — ¢ — b%c + abc? ,
—2b+ ac —2¢ — ab + a®c abc — b? — 2

et de 'RM qui vaut 'opposé de cette derniére matrice. Le polynome caractéris-
tique de R est facile a calculer :

det(A\l — R) = N> +d(d — 4)\.

Mais surtout en étendant 'anneau Z a un corps plus vaste comme R, R permet
de considérer pour tout z € R la matrice exp(xR). Elle vérifie par construction
I’équation 2.25 :

Proposition 2.3. (Proposition 2.2 de [19]) On a :
Yexp(zR)M exp(zR) = M. (2.29)

Avec 2.27, on a en effet pour tout k entier (‘R)*M = (—1)*MR*, et ceci
permet d’écrire :

INMN
0o $k+l - l 0 kl'k—H ol

= ¥ i (R MR = > (-1 Tr MET = M exp(—zR) exp(eR)
kl=0 = k,l=0 o

= M.

Le lien avec la matrice H qui vérifie également 1’équation 2.25 est ensuite donné
par Riedel :
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Proposition 2.4. (Proposition 2.3 (a) de [19]) On a :

2
LA (2.30)

H:exp(—ﬁzl—g 5

5)

L’article [19] ne contient pas de démonstration de cette égalité, mais on peut
facilement en donner une. On utilise pour cela le polyndéme caractéristique de
R, que 'on vient de calculer et dont cette matrice est une racine. Sachant qu’ici
d = 0, on trouve donc R* = 0. Ceci donne directement la seconde égalité de 2.30.
On peut alors calculer le dernier terme de cette méme égalité, car on dispose des
expressions de H et R. Remarquons seulement que H est inversible et que 1'on a

1 a b
H ' = —a —a?+1 ¢ —ab
—b+ac —c—ab+a*c abce—1*—c2+1

Si 'on en soustrait H, on trouve une expression que Riedel ne cite pas:

—abc+ a®> + b 2a+ be — ac? 2b — ac
H'-H= —2a + be —a’+ 2 2¢c — ab = R.
—2b+ ac —2¢ —ab+ a’c abc — b* — 2

En utilisant le polynome caractéristique de H qui s’écrit (H —1)® = 0, ceci donne
directement les expressions suivantes :

H'=H?>-3H+3, H*=3H*—-8H +6,

R=H?—4H +3, R* = 4H* — 8H + 4,

R R*> 8—4H?+16H —12+4H? —8H +4
1— =+ =
2 8 8
Ainsi le premier énoncé (a) de la proposition 2.3 de [19] est-il assuré. La matrice
R est telle que R? = 0 et en évaluant R? = 8H + 4R — 8, on s’assure facilement

que I'on a R? # 0. De facon plus précise :

—H=1+5  (2.31)

abc — a2 — > —be+ ac? ac
R* =4 —bc —a? — ¢? —ab # 0.
ac —ab+ a%c abc —b® — 2

De sorte que R est une matrice nilpotente d’indice 2. Riedel dit alors que la
matrice R est un peu compliquée, et que dans la suite il utilisera plutét la matrice
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S=H-1= %RQ — %R. La matrice S est elleeméme nilpotente d’indice 2. On a
en effet facilement S3 = 0 et
R R? R?
52:H2—2H+1:R+4H—3—2(1—5+§)+1:I;éo, (2.32)

Le calcul complet donne d’ailleurs a partir de ’expression fournie ci-dessus pour
S, et simplifiée avec d = 0 parce qu’on travaille avec des solutions de ’équation
2.1:

Proposition 2.5. (Proposition 2.3 (b) de [19]) On a :

A —bc+ac® ac c
= —bc —a*—c —ab |=| =b |(c ac=b a).
ac —ab+ca® a? a
Remarquons qu’avec S = —% + %2 et S? = RTQ, on obtient encore
R=8%*-28S. (2.33)

Riedel dit alors ([19] p. 7) que la suite de son article montrera que toutes les
congruences laissant M invariante sont données par une exponetielle exp(sR), o
s est un nombre rationnel. En d’autres termes, il affiche quel est le stabilisateur
de M pour l'action du groupe SL(3,Z) dans GL(3,Z) par les congruences. Mais
il a également énoncé dans la seconde partie de la proposition 2.1 de [19] que si
une matrice inversible quelconque N est telle “N M (ag, bg, co) N = M (ayq, by, ¢1),
c’est a dire telle que 2.10 soit assurée, on a aussi

N_IH(CLQ,Z)Q,CQ)N = H(al,bl,cl). (234)

Cette condition peut étre traduite en disant que si les matrices M; et M, sont
liées par une congruence définie par N, les matrices associées H; = (M ) (* M) et
Hy = (M) (tM,) sont liées par un automorphisme intérieur également défini par
N. Or partant de (*N)My;N = My, et en déduisant par transposition et inversion
(‘N)('Mz)N = "My, (NTHM;('N)™H = MY,
on conclut bien par produit que 'on a
N'H,N = N YM;YH('My)N

= (NTHM; ('N)TH('N)("Mz)N

= (M)('My)

= H;.



En d’autres termes Riedel identifie différentes matrices d’une orbite pour I'action
par congruences du groupe SL(3,7Z) sur les matrices de GL(3,Z), ainsi que dif-
férentes matrices d’une orbite pour l’action par automorphismes intérieurs du
groupe SL(3,7Z) également sur les matrices de GL(3,Z). 1l signifie ainsi qu’il
est possible de complétement décrire ces deux actions du groupe SL(3,Z) dans
GL(3,7Z), par les automorphismes intérieurs ou par les congruences, dans ’esprit
de ce qui a été fait dans [16]. De plus il indique comment ces deux actions sont
liées.

2.7. Introduction de matrices auxiliaires

Dans [19] page 8, la matrice nilpotente S est dans un premier temps ramenée a
une forme de Jordan plus simple

0 00
100 |,
010
en utilisant une matrice de passage
¢ aclac®* —bc—a) aclac—Db)c
T=| ac—1b ac(—c?) ac(ac — b)(=b) |,
a ac? ac(ac —b)a

de determinant non nul det(T) = (b — ac)® a®. Ceci se vérifie bien en comparant
les deux matrices

000 ac(—a —bc+ac?) ac®*(=b+ac) 0
T 100 |= —ac® —abc (=b+ac) 0 |,
010 ac? a*c(—=b+ac) 0
3+ b2 — 2abc? + a*c3 —abc? + a*c? 0
ST = —ac? —ac® —alc+ ac® + a?c® + ab?*c — a?bc* 0
ac? —act — a®bc — ab?*c® + a?bc? 0

11 suffit d’utiliser le fait que (a, b, c) solution de ’équation 2.1 pour en conclure
que ces deux derniéres matrices sont égales. On peut aussi écrire ce résultat sous
la forme

T1ST = (2.35)

[ )

0
0
1

o O O
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Riedel parvient a cette propriété en observant que

c —(a®? 4+ b* —abc) ac®* —bc—a ac—b c
S| ac—b = a — be —c? —c ac—>b
a b & 0 a
—a?c — abc® + a*c?
= —ac®
ac?
—a — bc + ac?
= ac —c? ,
c
—a — be + ac? c? ac® —bc—a ac—b —a — be + ac?
S —c? = a — be —c? —c —c?
c b c 0 c
c(ac —b)
= —b(ac — b)
a(ac —b)
c
= (ac=b) | =b |,
a

en en fabriquant la matrice T" avec les matrices colonnes ainsi obtenues. Il montre
aussi que T' se décompose en produit sous la forme T'= ABC'D avec

0 ¢(=b+ac)—a c
A=11 —c? =b |,
0 c a
ac 0 0
B = 0O 10 ],

0 01
1 00
c=(010 ],

1 01
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1 0 0
D=1 0 ac 0
0 0 aclac—10)

Le calcul effectif du produit ABC'D est facile et donne bien

c —ca (a+bc —ac®) ca(ac— D)
ABCD = | (ac—b) —ca cba (b—ac) | =T. (2.36)
a ta ca® (ac — b)

Ensuite, Riedel définit trois autres matrices auxiliaires

ac—b 0 0
F = 0 101,
0 01
c 1 a
K: O —C 9
—c 0 clac—0b)—a
1 0 0
L= 0 ac—b 0
0 0 1

Le produit AF K L est faisable et donne directement une expression que ’on trouve
au bas de la page 8 de l'article de Riedel [19]:

100
AFKL=(b—ac)>| 0 1 0
001
On trouve ainsi la décomposition de A1 :
FKL=(b—ac)® A" (2.37)

Cette matrice a pour expression

c(=b+ac) (=b+ac)’ a(—=b+ ac)
FKL = a 0 —cC
—c 0 —a+ c(=b+ ac)
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Pour finir Riedel introduit une matrice

a —a c
V = 1 0 —=-b+ac
C a

Elle posséde pour inverse

1
V= a0 a —a? alac—b) —c |,

et aussi on a le lien suivant entre V et M:

(b—ac)’VA?
a —a c c(=b+ac) (=b+ ac)? a(—b+ ac)
= 1 0 —=b+ac a 0 —c
0 ¢ a —c 0 —a+ c(=b+ ac)
1 a b
= (b—ac)®*| 0 1 ¢
0 01
= (b—ac)’M.
On a donc :

V =MA. (2.38)
Ce qui précede permet aussi de calculer le produit VBCD :

VBCD =VA'T = MT. (2.39)

Riedel nomme U cette matrice, et on peut 'expliciter :

c+a*c —d’c ac*(=b+ ac)
U=MT=| —b+2ac 0O ac(b — ac)? . (2.40)
a ac®  a*c(—b+ ac)

Toutes les matrices que 1’on vient d’introduire seront utilisées dans la suite. Leur
évocation parait un peu gratuite, et la compréhension serait meilleure si 1’on
pouvait les interpréter dans le modele géométrique que 'on a esquissé ci-dessus.
Mais ceci reste un travail a faire.
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3. Résultats sur les orbites

Riedel concentre son attention sur le cadre qu’il a posé au début de son article,
c’est & dire qu'il se limite dans la suite de son article a considérer ([19] p. 9) deux
triplets distincts définissant une valeur dominante commune

m = aicy — bl = Q2Cy — bg’

ou ay, by, cq, et aq, by, co, sont les composantes de 'unique triplet voisin de chacun
d’eux plus proche de la racine de 'arbre, et définissant chacun une MT-matrice.
Il suppose, pour que tout aille bien, que 'on a m # 3 et m # 6, ces deux cas
se traitant de facon directe par exemple en calculant tous les triplets associés
possibles. On n’a aucune difficulté a voir que la conjecture est vraie dans ces deux
cas. Hors ces cas particuliers, il utilise alors les matrices qu’il a construites ci-
dessus en prenant bien garde de noter par les indices correspondants celles qui
sont associées a I'un ou l'autre des triplets.

3.1. Calculs préparatoires

Norbert Riedel introduit

N = T(ag, bg, CQ)T(CLl, bl, Cl)_l = TQTl_l, (31)
a1Cq

= —, 2

" a9Cy (3 )

Ceci donne pour le déterminant

det(r i) = 23T _ <@)3 <(b2 - a2°’2)363a3> _. (3.3)

det(Tl) 2Ca (by — a101)3 clai

Par la proposition 1.2 de [19] on peut construire une matrice N € SL(3,Z) véri-
fiant 2.10, c’est a dire telle que:

tNM(CLg, bg, CQ)N = M(al, bl, Cl).
Par le second énoncé de la proposition 2.1 de [19], on a aussi 2.34:

N_lH(ag, bg, CQ)N = H(ala bl; Cl)a
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c’est & dire avec
H(ay,by,c1) = H =1+ 51, H(ag, by, co) = Hy =1+ Sy,
et en développant puis simplifiant :
N7'S,N = 5.
Maintenant Riedel ([19] p. 10) affiche que 'on a aussi
(N)"195(N) = 1. (3.4)

Or ceci résulte directement de 2.35 qui impose ici Tl_lSlTl =T 2_1SQT 5. La com-
paraison des deux derniéres égalités obtenues donne alors le fait que la matrice Sy

= -1

commute avec la matrice N(N) car on a :

Sy = N7'S,N = (N)'Sy(N).
Riedel en déduit que la matrice N(N) est nécessairement décomposable sur
la base des matrices 3 x 3 formée de I'unité 1, de Sy et de S3. Ceci n’est pas
immédiatement évident, méme s’il s’agit d’appliquer un résultat assez classique
d’algebre linéaire. On peut ici le démontrer de fagon directe en utilisant 2.35. 1l
suffit de se placer dans la base qui met S, sous la forme apparaissant dans cette
derniére égalité. Ensuite, on résoud le systéme :

1 0 0 OZQ /62 /}/2 - 052 /82 72 1 0 0 5
0 1 0 OZ3 63 73 043 63 '}/3 0 1 0
ceci donne
51:71:’72:07 041:62:737 a2:B3.
On conclut en remarquant que
a; 0 0 100 00 0 000\’
Qo (7 0 = 010 + o 1 00 + g 1 00
a3 Qo Qg 0 01 010 010

Riedel en déduit que I'on peut écrire avec des nombres rationnels s et ¢ :

N = r(1+ 55, + tS2)N.
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Ceci est bien exact car N € SL(3,7Z) est une matrice de déterminant 1, r est non
nul, et que 'autre membre de cette égalité donne avec 3.3:

det(r(1 + sS3 + tS2)N) = det(rN) det(1 + 555 + t52) = det(rN) = 1.

En revenant alors a l’expression 3.1 de N =T T, ainsi qu’a la formule de
commutation 2.35, on obtient :

N = r(1+8S, +tS3) T,
000 000

0 |+s[ 100 ]|+t{ 100 |)Iyh

1 010 010

C’est a dire finalement, et la précision que cette matrice est dans M3(Z) que donne
Riedel est inutile puisqu’il s’agit par construction d’une matrice N de SL(3,7Z) :

100
N=r(1+sSy+tSHTI ' =rTy| s 1 0 | Ty (3.5)
t s 1

Pour ce qui est de son inverse, on a facilement
1 0

N7t =rITy —s 1
—t+s* —s

— o o
3
—

On peut d’ailleurs donner une autre expression de cette matrice en reconsidérant
ce qui précéde, mais en y permutant le role des indices. Ceci donne, et il suffit
pour le vérifier, de calculer N~'N :

N t=7r"11-58 + (s> = t)S7) VT, . (3.6)
En substituant maintenant dans 2.10 mise sous la forme
(MoyNM, H ™t = !N,
on obtient alors pour ‘N les deux expressions suivantes

t 1 0
S tTQ = T_lMlTl —S 1
1 —t+ 5% —s

r (1) My, (3.7)

o O =
O~ ®»
= O O
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et avec 2.40, on en déduit que cette matrice s’écrit aussi [19]

1 0 O

N =r7tU; —s 1 0 |U™ (3.8)
—t+s2 —s5 1

La suite de l’article de Riedel ( [19] pages 10-12) est un ensemble de calculs destinés
a donner des expressions des termes apparaissant dans la décomposition 3.5 de
N et dans celle qui s’en déduit pour !NV par 3.8. Il s’agit plus spécifiquement de
comprendre par quelle relation sont éventuellement liés les deux parametres s et t.
Remarquons en passant que les calculs du présent paragraphe ne font absolument
pas intervenir le fait que les deux triplets (ag, b1, 1) et (ag, by, ¢2) définissent une
méme valeur dominante m. Remarquons aussi, et ceci est trés important, que ces
deux triplets étant choisis et la matrice N vérifiant 2.10 étant choisie, s et ¢ sont

~ -1

deéfinis de fagon unique. Ceci découle de la décomposition de la matrice N(N)
sur la base des matrices 3 x 3 formée de 'unité 1, de S et de S§

3.2. Premier jeu de trois expressions

Les trois premiers calculs faits par Riedel dans [19] permettent d’abord d’expliciter
toutes les matrices qui sont des produits d’une puissance de Sy par N = TpT, .
3.2.1. Premiére expression :

Avec m = aycy — by = ascy — by, Riedel ne calcule pas TTQTl_l = TN, mais rm2N.
Il le fait en utilisant les relations 2.36 et 2.37 vérifiées précédemment, et en notant
I au lieu de Fj et L au lieu de L car ces matrices ne dépendent que de m :

rm2f\7 = 'r’mQTngl = TAQBQCQDQD;IClelelKlLl,
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et en utilisant les expressions déja données pour ces matrices, et que l'on a rap-
pellées précédemment, ainsi que 3.2 :

ByCyDy DY B Y

a9Co 0 0 a11c1 0 0
= 0 ases 0 0 — 0
1 0 agcy (—by + azcy) Tﬁ—alclialblcl 0 _ﬁllblcll_alcl
1 0 0 1 0 0
s 0 0 10
aic 1 1 1
o azc2 0 (_b2 + a202) —a2citaibicy " bi—aict
1 1 0 0 1 0 0
= - 0 1 0 0 1 0
T 1 1 1
asca 0 m T aiam 0 m
1 0 0
= 1 0 1 0 ].
T 1 1
asca  aici 0 1
D’ou:
N 1 00
I |
azco aici
0 Co11n — QA9 Cy 1 0 0
= 1 —C% —b2 0 10 FIKILI
0 Co as $ ﬁ 01
Cy <_a11c1 + a2102> —as + mce Co m 0 0
- _b2 <_CL11C1 + a21c2 + 1 —C% —b2 0 1 0 K1L1
1 1 0 01
(05} <_a161 + a202> Cy ao
mco (a2102 — rlcl) mco — Q9 Co
= m <1 — by (azlcz - ﬁ)) —c3 —by | K1Ly,
mas (a2lc2 - allcl) Co a9y
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ou ce dernier produit est calculable explicitement avec :

C1 m aq
KlLl = aq 0 —C1
—C1 0 —a; +cm

En effectuant ce dernier produit, en I'organisant selon les puissances de m, et en
introduisant le trois matrices suivantes :

—(ar1a2 +c1c2) 0 —(ajca — crag) ajca 0 0
FO = —(a102 — cla2)02 0 (a102 — Clag)GQ +m 0 0 0 ,
(a102 — Clag) 0 —(a1a2 + 0102) 0 0 C1Q9
1 1 C1C2 mco a1Cy
Fl = (— — —) —Clb2 —mbg —Cl,lbz
Q2C2 Q1€

C109 mas a10a9

on vérifie effectivement que 'on a la premiére relation donnée par Riedel ([19] p.
10) :

rm?N = T+ mI'y + m?Ty. (3.9)
On peut le montrer en considérant colonne par colonne les matrices apparaissant

des deux cotés de cette égalité. Ainsi pour la premiére, ceci donne 1’égalité facile
a vérifier

1 1
—c109 + a1 (—ag + meg) + mepco (—am + am)

b261 — alcg + mcq <—b2 <— L + L ) + ].)

aicy aaca
1 1
a1Cy — a9C1 + MmasCy wen P
1 1
—(ayag + c162) + majca + mejco (agcz - am)

. 1 1
= —(a102 — Clag)CQ — meCl <a262 T aer

1 1

a2c2 aici

(@109 — cra2) + magey (
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Pour la seconde colonne, on a de méme 1’égalité facile a vérifier :

1
aici

1
agcz)
) +)
1

+ asca

a161>

a1c1) + m
1

)

e
(e

m2 a9

s (i
( _
NER

Enfin pour la troisieme colonne, on vérifie aussi facilement

+

aici

1
aici

azc2

aici

que l'on a :

1 1
¢y (—ay + mey) — ¢1 (—ag + meg) + mayco <_t1101 + am)
2
c1¢5 — by (—ay + mey) + may ( by ( s t am) + 1>
1 1
—c109 + ag (—ay + mey) + masag (_a101 v,
—(a1cq — c1a2) + masc e
1C2 — C102 12\ oo~ aer
_ 1
= (arc2 — craz)az —maibs | —— — am)
1 1
—(a1as + c1¢9) + meyag + magag (am — e
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3.2.2. Deuxiéme expression :

De méme, Riedel calcule maintenant TmSQN . On le fait ici directement ici en
appliquant 2.35 puis deux fois 2.36 et enfin 2.37 :

rmSQN = 7“mSgT2T1_1
000
= Ty 1 0 0 |7y
010
0 00
= rmAyByCoDy [ 1 0 0 | Ty
010
a92Co 0 0 0 0O
= rmAs, 0 age 0 1 00 Tl_1
1 0 agcy (—by + ascs) 010
0 0 0
= rmAsy | asco 0 0 |7t
0 a262<—bg+a202) 0
Le calcul se poursuit facilement :
B 0 0 O
rmSoN = raycamAs | 1 0 0 T1_1
0 m O
0 0 O
= ajemAy | 1 0 0 | DYCTBIRIK L,
0 m O
0 O 0
= alclm_lAg % a?zl % L1
a 9 o
0 0 O
= A2 C1 1 aq L1
aq 0 —C
0 com—as o 0O 0 O 1 0 0
= 1 —c3 —by aq 1 o 0 m 0
0 C2 az ar 0 —c 0 0 1
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En effectuant ce dernier produit, on trouve la matrice

aico + ¢y (—ag +mey) m(—ag +mey) —cico + ay (—ag + mes)
—ayby — ¢162 —mc3 bocy — ayC3
a1a9 + €1C2 mco a1Cy — GC1

Cette derniére se décompose en introduisant deux matrices ([19] p. 11)

Qp = —a1a9Cy — clcg 0 agecacy — alcg

a1Co — C1Q2 0 —C1Co — Q102
- )
a1a9 + C1Co 0 a1Co — AgCy

0 —as O cE m ap
Ql = ay —C% —C1 + Co 0 0 0
0 ¢ 0 0 0 O
C1Ca MCoy — Ay Q1Cy
= a —c3 —c |,
0 Co 0

et en comparant & la matrice suivante a laquelle on constate facilement qu’elle est
égale

ajcy — cras + meyce m(mey —ag) —cicy — ajas + magco
Qo +my = —a1a3Cy — C1C3 + may —mc3 A2CaC1 — G1C5 — MCy
a1a9 + C1Co mcy a1Cy — A2Cq
On obtient bien ainsi la seconde expression donnée par Riedel ([19] p. 11) :

rmSsN = Qg + m&. (3.10)

3.2.3. Troisiéme expression :

Riedel donne une troisiéme expression qui est celle de 7’522]\7 . Pour la démontrer,
ce que Riedel ne fait pas, on peut procéder comme suit en démarrant avec 2.35
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appliquée deux fois suivie de 2.36:

rSIN = rS2LTY

0 0
= ’I“Tz 0 0
10

a9Co

= T‘AQ 0

1

0

= TAQ 0
A2CoM
0
= alclmAg 0
1
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Avec I’égalité 2.36, le calcul se poursuit :

" Cy 0 0
rS3N = aeym [ —by 0 0 |T7!
a9 0 0
¢ 00 e 0 0
= aem | —by 0 0 0 allcl 0 Tt
1 1
) 00 —a:{’ci’+a%blc% 0 - aibici —a%cf
allclcQ 0 0
= aem™ | —52 00 | KL
a—l‘é—f 00
cac 00 m 0 0
= m | —b 00 0 10 |KL
as 0 0 0 01
ca 0 0 cE m ai
= —bg 0 0 aq 0 —C
aa 0 0 —c; 0 —a1+cm
C1Co mco a1Co
= —bQCl —mbg —a1b2
a9Cq mas a10a9
En notant alors ([19] p. 11)
Co
tq): —b2 (Cl m (1,1),
az

on obtient la troisiéme expression de Riedel ([19] p. 11) :

rS2N = ', (3.11)

3.2.4. Application du premier jeu de trois expressions

On dispose donc des trois composantes de I’équation 3.5. Remarquons que I’expression
de I'; donnée avant 3.9 permet d’écrire aussi avec I'expression de ‘@ calculée juste

avant 3.11 : . )
I'y = (— — —) tP, (3.12)



Si 'on combine maintenant les égalités 3.9 & 3.11 en les injectant dans 3.5 on en
déduit une expression de N :

1
N = —5 (Lo +ml'y + m*Ta) + —(Qo +mQy) + ¢ ('P). (3.13)

s
m
3.3. Second jeu de trois expressions

Les trois calculs suivants de Riedel permettent d’expliciter d’autres matrices don-
nées par un produit ol apparait une puissance de la forme de Jordan de S;. Dans
ce qui précede, on a calculé les trois premiers termes apparaissant dans le premier
membre de I’égalité 3.7. Maintenant on calcule les trois termes qui apparaissent
dans le second membre de cette égalité.

3.3.1. Premiére expression :

Le passage de 3.5 a 3.8 se faisant par simple transposition de N a ‘N, on est
conduit a considérer un nouvel ensemble de matrices déduites par transposition
de celles que I’on a introduites avant. Mais curieusement, en introduisant un signe,
Riedel fait le choix de poser [19] (p. 13):

Op= Ty, O, =— Ty, Oy = T,. (3.14)
L’analogue de I'égalité 3.9 qui s’écrit aussi
rm2N = ?"m2T2Tfl =T+ mI'y + m?Ty,
est maintenant ([19] p. 11) celle qui est donnée par le premier terme de 3.8
rimPUUS " = O + mOy + m?0,, (3.15)

Riedel ne fait qu’esquisser la démonstration de cette égalité, mais on peut la
confirmer par une vérification directe. Pour cela on utilise 1’égalité 2.39 :

rimPUU = T imPViBIC DD O By TV,

1 0 0
= m*\ 0 1o |yt
e~ @y 01
1 00 com  —bym asm
= W 0 10 as  —ai asm—cy |,
$—$ 1 —C9  A9Coy —as9
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et

1 0 0
Vi 0 10
1 1
aici a2c2 0 1
ay —a; C 1 0 0
= 1 0 m 0 10
1 1
O C1 ay arct a2¢2 O 1
1 1
ay + ¢ <a1c1 am) ar <
= m ( L _ 1 > +1 0 m |.
aicy asc2
1 1
ay (alcl azc2 €1 a1
Il reste donc seulement & effectuer le produit
a;+ ¢ — —a; €
aici azca Com —b2m oM
N S —aq? _
m <a101 am) +1 0 m as as agm—cy |,
1 1 —C2 G202 —ag
——— o

aicy azc2

et & montrer qu’il vaut Oy + mO; + m?0,. Or ceci est facile en effectuant le
dernier produit, en transposant et comparant comme on I’a fait avec les matrices
I' colonne par colonne. On compare ainsi aux mémes colonnes que celles issues de
la matrice I'y — mI'y + m?[y :
1

7))

1
aici

1
aicy

1
a2c2
1
asca

1
aici

)

—@109 — C1C2 + MCo (Ch + (

UsC1Co + aya3 — mby <a1 +c (

—agcy — ay (—ca + mas) + mag (a1 + ¢4 v

1

aici azc2
1

+ azca

1
a2C2

—@102 — C1C2 + MA1C2 — MC1C2 (—

—C2 (alcg — agcl) + mb261 (_a1C1

ﬁ_

1
aici

a1Co — A2C1 — A Cq (—
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Ceci donne

L’égalité 3.15 en résulte de fagon évidente par le choix fait en 3.11 sur les relations

1 1

—mcey + mes (m <(1101 — a202> + 1)
1 1

magca — mby (M o T me +1
1 1

—mag +mag (M ( == — =)+ 1

—m?2 _ 1 1
m-cy ( aicy + a202)
1

_ m? + m2by <_ Ly

aicy azcz ) !

—m2a2<— L 1>

aicy azc2

1 1
—a1Cy + ascy + majcy (11101 - a202>
2 1 1
a1a9cy — a5cy — maibe (am —

1 1
—ayas + ¢1 (—c2 + mag) + masag <a161 - @)

1 1
—a1Cy + aoC1 — Maq1Cy (— + )

aici azc2
1 1
a9 (CLlcz — a/201) + malbg _alcl + a2ca

1 1
—a109 — C1C2 + MagC; — Ma1as (_a101 + aQCQ)

t(r71m2U1U271) = FO - mFl + m2F2.

entre les I et les ©. Elle s’écrit aussi :

r im0 U =Ty — m Ty + m? Ty,

3.3.2. Seconde expression :

Bizarrement, les matrices ici introduites par Riedel pour conduire ce nouveau
calcul ne sont pas non plus de simples transposées des matrices {2 vues avant.
La transposition joue un role, mais pas aussi direct que dans la liaison entre les

matrices I' et © considérées précédemment. Riedel pose ([19] p. 13)

Ay =—"0+®+

0 Clb2 0 0 Clb2
0 0 0 s AO = — tQO —m 0 0
0 a1b2 0 0 CL1b2
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Ceci donne de fagon plus explicite les expressions que 'on retrouve dans [19] (p.
12) :

C1Ca a; 0 c1ca  —bocy  ascy
Ay = —| —ag+mes —c2 ¢y | + | mey —mby mas
2
a1Co —C1 0 a1Cy —Clle a10a9
0 Clbg 0
+1 0 0 0
0 a1b2 0
0 —a a2Cq
= as —mby + 3 —co + mas
0 C1 a1a9
0 —Qaq 0 00 C1
= Qs —a% —co | +ax | 0 0 m |,
0 C1 0 0 0 aq
a1Cy — €] —A1G9Cy — C1C3  G1G9 + C1Co
ANy = — 0 0 0
—a1a9 — C1Cy a9C1Co — CLng a1Co — A2Cq
0 Clbg 0
-m| 0 0 0
0 a1b2 0
—(aycg — ascy)  —mbyey + ajasce + s —(ayas + cicy)
= 0 0 0
a1as + C1Co —ma1b2 — Q9C1Co + alc% —(alcg — a201)
—<CL1€2 — CLQCl) CL2(CL102 — CLQCl) —((ZlCLQ -+ 0162)
= 0 0 0
ajag +ci1ca —az(araz +cicz) —(aicy — ager)
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Riedel ([19] p. 12) calcule alors par analogie avec 3.10 :

00
rtmU; [ 1 0
0 1

0 0
00 | Dy'Cy Byt
10
a1y 0 000 a2lc2 0 0
— 1 0 L 0 1
r—mV; 0 aic 0 1 00 s V;
1 0 aieim 010 -1, 0 1
ma202 magc
0 0 O
= mVi| 1 0 0 |V!
0 m O
Ceci conduit a calculer
0 0 O
mVi| 1 0 0 |V;!
0 m O
a, —a; 0 0 O
=m| 1 0 m 1 0 0 |t
0 ¢ a 0 m O
—a; mcp 0
=m| 0 m? 0 |V
¢t map O
—a; mecp 0O com  —bym asm
= m! 0 m?> 0 as  —ai  aym — cy
cgc ma; O —Cy  Q9Cy —ay
—aicy + ascy  arby —a3c;  —agas + c1 (—co + mas)
= mas —ma3 m (—cg + may)
aias + cicy  —bycy —ayas  aser + ap (—co + may)
—a1Cy + ascy —majg + ag ((1162 — CLQCl) —@1Q9 — C1Cy + MasCy
= mas m (—mby + ¢3) m (—cy + mas)
ayay +cic;  mey — ag (aag +c1cp)  —aicy + azer + mayas
= A0+mA1.
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On a donc la seconde relation recherchée ([19] p. 12)

Us ' = Ao +mA. (3.18)

rimU,;

o = O
_ o O
o OO

3.3.3. Troisiéme expression :

La derniére égalité, analogue de la relation 3.11, et donnée par Riedel ([19] p. 12)
est la suivante :

0 0O C1C2o —bQCl a92Cq
r U000 |Ut=R=| mey —mby may | . (3.19)
1 00 a1Co —a1b2 a1a9

Le calcul peut se faire comme pour I'expression précédente :

000
r Uy 00 0 | U
100
00 0
== T71‘43101D1 0 00 D2710271B;1V271
100
ae; 0 0 000 s 00
— rlvl( 0 a0 000 0 o 0 |yt
1 0 aam 100 2z 0w
0 00
= Vil 0 00 |V!
m 0 0
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On termine de la méme fagon :

0 00
il o0 00 |Vt
m 0 0
a; —aip € 0 0O
= 1 0 m 000 |Vt
0 ¢ a m 0 0
C1 0 0
= m|m 00 |Vt
aq 0 0
cgt 00 com  —bom  asm
= m*t|l m 00 Qo —a% QoM — Co
ap 0 0 —Cy  A2Co —as

cica  —bacy  azcy
= mey —mby mas

aicy —arby ajas
= .

La derniére égalité de Riedel ([19] p. 12) est donc aussi assurée.

3.3.4. Application du second jeu de trois expressions

Remarquons qu’avec les expressions données ci-dessus, on a une égalité que men-
tionne aussi cet auteur a la page 13 de [19], et qui se déduit des expressions vues
précédemment 3.12 et 3.14 :

1 1

r=-'0, = (— — —) ‘. (3.20)
a92Cy aicy

Si 'on combine maintenant les égalités 3.16, 3.18, 3.17 en les injectant dans 3.8

on en déduit une expression de ‘N :

1
'N = ﬁ(tro —m'Ty +m*Ty) — %(—th —m'Q +m®) + (~t + 1) 2. (3.21)

Si 'on compare avec I’équation 3.13 transposée, il vient avec 3.20 une contrainte
entre t et s sur laquelle on va revenir dans la suite :
1 1 1 1
t®:42—@®——<—————>® (3.22)

2 m \asCcy;  aicy
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Mais puisque les coefficients de ® ne sont pas nuls, ceci donne la contrainte entre

s et t suivante : . . . .
b= (g2 _ == - = 3.23
2(8 )+ m (alcl a202) ( )

En comparant alors les équations 3.9, 3.16, et 3.20, il apparait que ce dernier
nombre est donné par la seule différences des seules premiéres expressions que
I’on a calculées, I'une d’elles étant transposée :

r YU USY) — r (I = oL (L — L) P. (3.24)

3.4. Structure des congruences

Ce que Riedel (p. 12) appelle isomorphisme, mais que l'on préfére appeler ici
congruence (voir [15]), est la transformation de M (ay, by, c2) & M (aq, by, ¢1) donnée
par une matrice N générale vérifiant 1’égalité 2.10 issue de la proposition 1.2 de
[19]:

tNM(CLQ, bQ, CQ)N = M((Il, bl, Cl).

On peut dire que M (aq,by,c1) est dans lorbite de M (asg, be, c2) pour l'action de
la structure algébrique de matrices 3 x 3 dans laquelle se trouve N; ou encore
que M(aqy, by, c1) est congrue & M(as, by, c2) modulo N. Et ce que Riedel (p.
13) appelle a ce niveau automorphisme est une matrice N du stabilisateur de
M (ay1,b1,c1), c’est a dire telle que

tNM(al,bl,cl)N = M(al,bl, Cl).

Riedel parvient a donner une expression pour les matrices de congruences qui
constituent son arbre dans le cas trés limité ou les deux triplets (ay,b1,c;) et
(ag, be, c2) définissent méme valeur dominante m. Pour cela il introduit dans [19]
(p. 12), en étendant 'anneau Z a un corps plus vaste comme Q ou R (dans la
suite Riedel se limite au corps Q), les matrices de forme suivante, ou s dans ce
corps :

Ry ~ 1
N(s) = Texp(—fs)]\f - T (3.25)
Il indique d’abord qu’une telle matrice s’écrit aussi
~ R 1
N(s)=rN exp(—;ls) - T (3.26)
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Or ce point n’est assuré que pourvu que l'on ait
Ry ~ <~ R
exp(——25)N = N exp(——s),
2 2
ce qui découle simplement de L
RQN - NRl

Et 'on remarque que cette derniére condition est bien vérifiée car elle est se déduit
de 3.4, complétée par les deux égalités qui se déduisent des relations vues entre
R, H, S, notamment 2.33 qui donne ici :

Ry =57 28, Ry =53 —28,.

3.4.1. Le résultat essentiel

Le résultat essentiel établi alors par Riedel dans [19] est le suivant :
Proposition 3.1. (Proposition 3.1 de [19]) On a équivalence, pour () € SL(3,Q),
des deux propriétés suivantes:

'FQM>Q = My, (3.27)

ds € Q tel que @ = N(s). (3.28)

Ajoutons que M; et My étant donnés, () vérifiant la condition 3.27 définit s de
fagcon unique.

Pour cela, Riedel rappelle que la condition 3.27 implique par ce qui précéde la
condition 2.34 :

Q 'HyQ = Hy.

Et puisque 'on a
52:H2_17 Slel—l,

cecl revient a considérer la condition

Q7'SQ = 5.

Or on a vu par ce qui précéde que 1'on a aussi 3.4 :

NS,N = S,.
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On en déduit que QN ! commute avec Ss, et donc s’écrit comme établi ci-dessus
avec s et t nombres rationnels uniquement définis sous la forme (voir 3.5)

QN = (14 55, +152),
c’est a dire que 'on a bien comme ’annonce Riedel
Q = r(1+ 55, + tS2)N.

On suppose dans le cas étudié @@ € SL(3,Q), c’est a dire de déterminant égal a
1. Si tel n’était pas la cas il faudrait remplacer la formule précédente par @) =
+7r(1 4 Sy + tS2)N. On a, dans le cas ici étudié, une égalité 3.7, qui se vérifie
par les mémes méthodes que ci-dessus, et s’écrit maintenant grace a 2.40 :

1 st 1 0 0
tQ — t(Tl—l) 01 s tT2 = T_lUl —S 1 0 U2_1
0 01 —t+s2 —s5 1

On est donc en position pour utiliser les six expressions 3.9 a 3.19 que l'on a la-
borieusement calculées précédemment. On doit adapter les trois premiéres en util-
isant N = T,77 ‘et la condition 2.35, puis en les transposant. Les trois derniéres
sont seulement divisées par la puissance adéquate de m. Pour résumer, il s’agit
d’injecter dans la derniére égalité les relations suivantes :

100 ) )
rfIY [ 01 0 | (") == ('To) + —(T1) + ('T),
001 m m
010 )
r(T7) | 00 1 | ("'T2) = —("Qo) + ("),
000
00 1
r(ITH 1 0 0 0 | ()= &,
000
100 ) )
T_lUl 010 U_l——@0+—®1+@2,
00 1 m? " m
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Ceci donne ’égalité

1 S

()4 () + (To) + () + (') + 1

1 1
= —2@0 + —@1 -+ @2 — iAO — 8A1 -+ (82 — t)(I)
m m m

On simplifie alors en utilisant les expressions 3.14, 3.17, et le miracle se produit,
miracle entrevu ci-dessus avec I’équation 3.22 :

1 S
E(’Tl) + E(tQO) + S(tgl) + td
1 s 0 Clbg 0
m m 0 a162 0
0 Clbg 0
—s(="U+®+1 0 0 0 |)+(s*—1)D
0 a1b2 0
1 s 0 Clbg 0
= —O01+—(")+s| 0 0 0
m mn 0 aby 0
0 Cle 0
+5('Q) —sP—s| 0 0 0 | +(s>—1t)®
0 Glbg 0

1 S
= —O1+ E( ') + 5( Q) — s® + (s — 1)D.

C’est a dire avec 3.20 :

2 (1 1
(— <———)+2t—52+s)q>:o.
m

a2C2 a1Cy
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On obtient ainsi, ® n’étant pas nulle, 'expression donnée par Riedel [19] (p.13)

qui est :
t:l(s2—s)—i (L_L) (3.29)

2 m \ asCy  Q1C1

Avec la partie tg = %

avant entre les matrices R et S :

(s> — s) de t il vient grace aux relations que I'on a établies

s2—s

(14589 +153) = 14859+ 5 Sz
S%-ZSQ 82 2

= 1- S
STy T
= 1—-—5—= -2
S 5 + s 3
Ry
= eXP(—ST)

Et si I'on compare avec la proposition 2.2 de [19], que l'on a vérifiée ci-dessus, on
a avec v = 3 la relation de commutation suivante :

R R
t(exp(—s{))Mg exp(—s;z) = M,.

La matrice exp(—sR2/2) est dans le stabilisateur de M, et n’apporte donc rien sur
le passage de My & M;. Ce passage est assuré par le reste de I'expression trouvée
pour t, c’est a dire par la contribution de t — 3, qui donne une matrice s’écrivant
avec 3.11 et 3.20

r(t —t)S2N = —% <L - L) SZN

C’est le terme qui figure au second membre de N(s) = rexp(—s%)]\Nf — LT, On
a donc en résumé trouvé s € Q tel que ) = N(s), et cette expression établit
I'implication 3.27 = 3.28 la proposition 3.1 de [19].

Le raisonnement en sens inverse pour l'implication 3.28 = 3.27 de la proposi-
tion 3.1 de [19] est plus délicat, mais envisageable du fait des égalités matricielles
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obtenues précédemment (2.31, 2.32, 2.33, 2.27). On en déduit facilement les égal-
ités

1 1

(S5)Mo = 7 (R3) My = Mo RS = My S5,
. 1! 1t 1 1 9 9
(SQ)MQ == —5 (RQ)MQ + g (RQ)MQ - 5 2R2 + g 2R2 == M2S2 - MQSQ.
On peut donc calculer

"QM,Q
Ry ~ 1 Ry ~ 1
_ t e~ _ e~ _
= "(rexp(—s 5 )N mfl)Mg(reXp( 5 )N mf‘l)

= 2 N Y1+ 58Sy +tS3)My(1 + 55, + tS2)N
1 IN(My + $(MsS2 — MySs) + tMs52)(1 4 $S5 + tS2)N
= 2 IN(My+ s(MyS2 — MySy) + tMyS2 + sMoSy — s°MyS2 + tMyS3)N
= 2 'NMy(1+ (s —s*+2t)S2)N
= 72 'NMyN + r?(s — s> + 2t)' N M S2N
_ 2 NN 22 (L . L)tzmsgﬁ.
m \ asCy aicy

Il reste & s’assurer que cette expression donne M;. Or en remarquant que tout ce
que l'on vient de dire pour () € SL(3,Q) s’applique en particulier a la matrice
QQ = N € SL(3,7Z), qui permet aussi le passage par congruence de My & M, et
qui existe par la proposition 1, cette conclusion est évidente. En effet la derniére
suite d’égalités déduites de 'QM,(Q donne une derniére expression qui est la méme
que celle qui se déduit par le méme calcul de !NM,N. Or cette derniére matrice
vaut M;. On a donc bien ‘QM>Q = M, et la proposition 3.1 de [19] est vraie.
L’unicité de s associée a () mentionnée dans cette proposition a été établie dans
le courant de sa démonstration.

3.5. Généralisation a tous les triplets de I’arbre de Riedel

On va voir maintenant que les calculs de Riedel que I'on vient d’évoquer peuvent
étre considérablement généralisés et simplifiés.

3.5.1. Une formule valable pour ’ensemble des triplets

Dans le cas ou les deux triplets (a1, b1, c1) et (ag, by, c2) ne définissent plus une
méme valeur dominante m, on peut ainsi transposer certain des résultats de [19]
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en modifiant d’abord quelques définitions. En partant de '‘QM,(@Q = M; on peut
encore déduire, avec H; = 1+5; = (M; ')(*M;) et 'analogue pour H,, que 'on a
Q7 15,Q = S;. On remarque également avec N = T,T7 " ainsi que 2.35 appliquée
45, et Sy quel'on a N1, N = S;. A nouveau QN ! commute avec Sy, et s’écrit
donc avec trois parametres r, s, ¢, uniquement définis sous la forme

QN = (14 55, +152).

Le déterminant de la matrice () étant alors égal & celui de rN , et valant par
construction 1 si 'on se limite a I'hypotheése @ € SL(3,Q), on doit poser de faon
générale :

p=@alma —h) (3.30)
[05X6)) (GQCQ — bg)

La matrice () s’écrit alors sous la forme :
Q = r(l+5sS,+tS3)N
Ry | ~ 1 ~
= rexp(—fs)]\f +r(t — 5(52 —5))S3N

- 1 -
= rN exp(—%s) +r(t— 5(32 — 5))NS?.

On peut maintenant calculer rS%N , avec ’expression de S5 qui a mené a 2.33 et
2.35. En fait c’est trés facile et donne :

_ 0 00
rSa3N = rSeLT7 =rTy| 0 0 0 | 17!
1 00
(&)
= —b2 ( ci M1 ap )
5)

On note encore ‘@ cette matrice, avec une définition qui généralise ici celle de
Riedel ([19] p. 11) :

C2Cy C2My Caay "
tq) = —bgcl —b2m1 _b2a1 = T‘SQN 3.31
2
a2Cy a2y 201

Et il reste seulement, en utilisant I’expression de () que 'on vient de voir :

Q- rexp(—%s)ﬁ . %(52 _ 5)'a. (3.32)
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On peut maintenant injecter expression de (Q trouvée dans I'égalité ‘QMoQ =
M. Compte tenu que toutes les expressions des matrices intervenant sont connues,
on cherche a en déduire une éventuelle contrainte sur les paramétres r, s, t. Or
en développant le produit ‘QM,@Q, et en utilisant 2.27, compte tenu du fait que

Sy = £ R3 — 1 Ry, on obtient 'égalité suivante :

My = 'QMQ N
r? IN(1+ s'Sy + 1S3 My(1 + 55y + tS2)N
. tR tRQ tR2 R RZ R2 .
_ 2t _ Az, gy, B AL
= r* 'N(1+s( 5 T 8)+t4)M2(1+s( 2+8)+t4)N
2
~ ~ 1 ~ ~
= r(NMN) = S (t = (s = 5)) (N ( R Mo o) N).

On en déduit avec 'expression de N, en séparant par les indices les matrices :

2
T 1, 5

T2(tT2M2T2> - E(t — 5(8 — S))(th(tRQMQRQ)TQ) == (tTlMlTl). (333)

Mais par la proposition 1.2 de [19] qui a été redémontrée ci-dessus dans le cas
général, on sait construire une matrice N € SL(3,Z) vérifiant I’équation 2.10,
c’est & dire *NMyN = M;. On peut donc aussi lui appliquer le raisonnement que
I’on vient de faire pour écrire avec deux parameétres sy, ¢y, définis de fagon unique

N =r(1+ sySs + tyS2)N, (3.34)

c’est a dire aussi :
R ~ 1
N = rexp(—gsN)N +r(ty — 5(5?\, — sy))'.

On trouve maintenant avec les deux parameétres sy et ty :

T2 1 ~ ~

M; =t NMyN = r*(tNM,N) — E(tN — 5(s§V — sn)) (' N(*RyMyR,)N).

On déduit de cette derniére expression, en explicitant N , égalité

r? 1
r2("Ty MyTy) — E(tN - 5(33V —sn3))(To(* Ry MyRy)Ty) = ("I M Ty (3.35)
Si I'on pose
1
A= (ty — 5(33V —5y)) (3.36)
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nombre uniquement défini & partir de NV, il en résulte par différence de 3.33 et
3.35 I’égalité matricielle :

r2 1
5()\ — (t — 5(82 — S)))(tTQ(tRQMQRQ)TQ) =0.
Disposant d’expressions pour toutes les matrices qui interviennent dans cette égal-
ité, on peut facilement confirmer que "Ty(*RoMyRy)Ty # 0. Ceci est d’ailleurs
équivalent, puisque Th est inversible et que ‘RyMy + MoRy = 0, & vérifier que
MyR2 # 0. Or la condition M,R3 = 0 donnerait avec My € SL(3,Z) la condition
R% =0, c’est a dire aussi Ry + 255 = 0. Et les expressions des matrices Ry et S5
montrent que cette égalité ne peut avoir lieu. Comme 7 n’est pas non plus nul,
ceci donne une contrainte liant ¢ & s qui est la suivante :

1
(t— 5(32 —38))=A. (3.37)
Inversement, lorsque cette contrainte est vérifiée, on voit que le raisonnement
précédent marche dans I’autre sens pour donner M; =' QM,@Q. On a donc obtenu
une équivalence que 'on peut formuler comme dans [19], mais qui est beaucoup
plus générale que celle donnée par Riedel:

Proposition 3.2. Si M; = M(aq, by, c1) et My = M(ag, be, ¢2) sont deux matrices
de I'arbre de Riedel reliées par une matrice N € SL(3,Z) vérifiant I’équation 2.10
ENMyN = M, et définissant comme indiqué ci-dessus le nombre \ et la matrice !®,
on a équivalence pour toute matrice @) € SL(3,Q) des deux conditions suivantes

1/'QM>Q = M,

2/ 11 existe un paramétre s tel que I'on puisse écrire

Q= 7“exp(—%s)]\7 + A .

3.5.2. Une formule encore plus générale

Dans le cas qu’il envisage, Riedel donne I'expression du nombre A (voir [19] page
13, ou ci-dessus dans le présent document 3.29) :



On veut maintenant donner I’expression de A dans les cas plus généraux que 1'on
considére ici. Pour cela il suffit de procéder comme dans [19] en considérant
deux expressions adéquates de 'N. D’abord ’égalité 3.5 donne ici, avec les deux
parametres sy et Ty :

N_l = T_l N_l(l — SNSQ + (—tN + S?V)Sg),

IN = r(!N)(1 + sn'Sy + t5'S2).

Ensuite avec tNM,;N = M; on obtient ‘N = MlN_le’l, et on retrouve 3.8 avec
I’expression de N~! que I'on vient de rappeler, c’est & dire la seconde expression
nécessaire pour ‘N :

IN = 7'My N7Y (L~ snSe + (—tn + s3)S2) My

= 1 (My N7M, ) (14 sy (S2) + (=t + sy — sx)"S3).

On peut comme avant calculer les deux expressions de !N, en explicitant les trois
matrices qui les composent, puis les comparer. Mais on peut aussi éviter ce calcul
trés lourd en déduisant de la derniére expression

tN_l = T(l — SN(tSQ) + (tN + SN)tSS)MQNMl_l,
et multipliant avec I'autre expression donnée pour ‘N. Ceci donne
1=r("N)(1+ sn'So + tx'S2)r(1 — sn(1S2) + (ty + sn)'S2)MyNM; Y,
c’est a dire _ B
INTIMy NTIMG = (14 (2t + sy — 573)'S3),
ou plus simplement, en multipliant & gauche par EN et puisque 1'on a vu ci-dessus
que rS2N =! &, la condition

2 _
YUY = r(MTTN T + 2(ty — W)é = (T ITY) £ 20D, (3.38)

1 suffit alors de calculer r—Y(U,U; ") — r(*T; * *T3) pour obtenir le nombre(2ty +

sy—s%) = 2\. On peut le faire par un calcul direct, en procédant comme dans [19)

avec passage par des produits de matrices intermédiaires (comparer aux calculs

faits pour parvenir a 3.24). Par cette méthode, on a pour la premiére expression :
aicy

Tmlmz(Tng_l) = ﬁAQBQCQDQDl_lCl_lBl_lFlKlLl,
202
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dic 1 0 O
LB,y D, Dy ICT By = 0 1 0 |,
a2C2 11 me g ome

asc2 aicy mi mi

0 CoMMo — A9 Co

AQ = 1 —Cg —b2 s
0 Cy a9
cimy m? aymy
FlKlLl = aq 0 —C1
—C1 0 —a; +cymy

En effectuant le produit et en transposant, ceci donne la généralisation de 3.9

rmame (T 1Ty) =t To + (ﬂ - ﬂ) &+ m? Ty, (3.39)

a2Co a1cy

ou il faut poser ici de fagon trés générale

—(ajag + clczz—f) + maaicy 0 —(:’nifalcg — C1a3)
FO = —alcg -+ 6201% + CcC1my 0 Clc% — %bg (—Cll + clml) + a;mq ,
(ayco — agcl%f) 0 —(%alag + c102) + macias
(3.40)
0O 0 O
Dy=( 01 0 (3.41)
0 0 0

Pour la seconde expression :

rimymy(UUy ) = @m§%3101D1D51051351%47

a1C1
e 1 0 O
202 1, —1p-1
a1t L _ 1 m g m
aici azc2 m2 2
comy  —bamy 2o
21,—1 _ 2
myVy — = Qs —a5  asmg —co |,
—C2 a2C9 —Qg
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a —ap €
‘/1 = 1 0 mq
0 C1 aq

En faisant le produit de ces trois matrices, on trouve pour r ‘mimg(UUs ")
I’expression suivante:

(@ymacim? — agmycam? — ajascicom? + ajascicams)

Ty — d+m? Ty (3.42)
TMoM10901C1Cy
Et par différence de 3.42 et 3.39, en utilisant également 3.38 :
2/\m1m2<1> = T_lmlmg(UlUgl) - T’mlmg(tTl_l tTQ)

m m m m
_ M2y (_1__2))@.
mq Mo QazC2 ai1c1

Sachant que ® n’est pas la matrice nulle, on en déduit ’expression qui généralise
a tous les cas celle donnée par Riedel dans [19] :

VR TS N M .

m2  m3 a 1My AaCaMs

Cette valeur étant injectée dans I'expression 3.32 de (), et la définition convenable
donnée précédemment pour ‘@ étant utilisée, on obtient ainsi la formule a adopter
de fagon générale pour Q = N(s) :

~ 1.1 1 1 1

Ry
N{e) — LAY 1.4 _ tdp. 3.44
(8) rexp( 2 S) + (Q(m% m%> + aicimy a202m2) ( )

Remarquons qu’avec Q = 7"exp(—%s)]§7 + At et N = Texp(—%sN)N + ) tD,
on est conduit a considérer le produit

exp(—%(s —sn))N = rexp(—%s)ﬁ + )\exp(—%(s —sy))'®@
= rexp(—%s)ﬁ + Ar exp(—%(s - SN))SSN
= rexp(—%s)]v + ArSsN
= rexp(—%s)ﬁ + AP =Q.

Ceci donne une expression beaucoup plus simple pour ) que celle apparaissant
dans notre derniére proposition :
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Proposition 3.3. Avec une matrice N € SL(3,7Z) telle qu’introduite avant, véri-
fiant ' N M,N = M, et définissant de fagon unique sy, on a équivalence pour toute
matrice Q € SL(3,Q) des deux conditions suivantes :

1/ On a tQMQQ = Ml-

2/ 1l existe un paramétre s uniquement défini tel que l'on puisse écrire :

Q= exp(—%(s —sn))NV. (3.45)

En particulier si deux matrices @1, Q2 € SL(3,Q) vérifient la condition 1/, il existe
un paramétre sy 5 = sy — s1 tel que I'on ait Q) = exp(—%(sl,g))Ql. D’autre part,
si My = M, le stabilisateur de My composé des matrices Q € SL(3,Q) telles que
tQM>Q = M,, contient une infinité de matrices de forme exp(—%s) au dela de la
matrice identique N = 13 correspondant a sy = 0, et de N = H correspondant a
SN = 1.

Pour le cas My = My, on a a3 = as et ¢; = co. De sorte qu’il vient dans le
calcul fait pour la proposition 6 la condition t = tq = %(32 — s). Et puisque 'on a

aussir =1 et N = 1, grace a 3.1 et 3.2, il reste seulement avec Ry = Rs:

Q= exp(—%S)-

Cette expression est différente de celle fournie dans [19] (p. 13 Remark (a)) sans
que ceci ait la moindre importance puisque 1'on a déja vu ci-dessus ce que 'on
pouvait dire de telles expressions. En fait on peut vérifier de facon directe que
pour la matrice identique N = 13 on a sy = 0. Pour s = 1 on retrouve pour @)
avec notre derniere égalité la matrice H dont on a donné ’expression en 2.30. Le
fait que le stabilisateur de Ms dans SL(3,Q) contienne une infinité de matrices
au dela de 13 et H en résulte de facon évidente.

3.5.3. Les formules les plus générales 4 considérer

Il est surprenant, arrivé a ce niveau de généralité qui dépasse de beaucoup celui de
[19], que I'on n’ait rien su encore dire sur le calcul des valeurs s et sy. En fait, a
regarder de prés les calculs que ’on vient de faire, on peut reconsidérer I’équation
3.39 que l'on transpose maintenant sous la forme :

~ 1 1\
rN =rTyI7 " = (T +m7 Ty) + ( - ) P.

mimes A2C2112 a1C1MMy
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Elle donne, en utilisant également 3.43 et en comparant a 3.44 pour s =0 :

1,1 1
Lo +m?Ty) + =
mlmg( ot my T2) 2(

N(0) = rN + X' = )'d. (3.46)

2 2
my My

Compte tenu des expressions données ci-dessus pour I'y et I's & partir de 3.39, la

matrice N(0) — 3(- — —)'® vaut :
1 2

m m
1 —(Glaz + Clcgm—f) + MmoaiCo 0 —(m—ialcg — Clag)
— —ayc: + baci i + cimy m2 cici — m2hy (—ay + cimy) + azmy
112
(arco — agclz—j) 0 —(Z—jalaz + c102) + moagey

(3.47)
Par construction, et ceci peut se vérifier par un calcul assez fastidieux, le déter-
minant de la matrice N(0) vaut 1, elle se trouve donc dans SL(3,R). Connais-
sant N(0), ‘@, A\, r, on peut en déduire aussi I'expression de N , puis celle de
TSQN = S9N (0) qui donne si m; = my & un facteur pres la matrice Qy + m€2; qui
apparaissait dans ’équation 3.10. Remarquons en passant que l'introduction des
deux matrices g et €2; semble ne rien apporter dans larticle [19], de sorte que 1'on
se dit que 'auteur aurait pu poser plus simplement mf)y = S5y et 21 = Ssl's.
Cependant & y regarder de pres, Riedel fait son découpage particulier pour se
mettre en situation ultérieure de pouvoir appliquer ses lemmes 3.2, 3.3 et surtout
3.10. On revient plus loin les expressions générales a retenir pour les matrices €).
Avant cela, en comparant les équations 3.44 et 3.46, on voit que I'on peut écrire :

82—8

2

Cette égalité multipliée a gauche par S, permet le calcul effectif du parameétre s
correspondant & la matrice (), en donnant avec 3.46 et 3.31:
1,1 1

$5Q = SIN(O) = SNO) ~ 5~ o)) = TSIV ="

S3)N(0). (3.48)

Q= N(s) = exp(—%s)N(O) =(1+sS2+

S2(Q — N(0)) = sS;N(0) = 5@,

1 1 1 C1Co CoMMy a1Co
S2(Q@ = (N(0) = (=5 — —3)'®)) =s | —ciby —bomu —ariby | .  (3.49)

C102 az2Mmy aiaz

Les termes de la derniére matrice ne sont pas nuls, ils permettent donc de calculer
I'unique valeur s correspondant a () & partir de son expression et de celle donnée
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par 3.47. Remarquons que les coefficients de N(0), comme ceux de '® et Sy sont
rationnels. Si les coefficients de () sont entiers ou rationnels, alors le nombre s
correspondant est rationnel. Le nombre sy qui correspond & N € SL(3,7Z) se
déduit de méme des coefficients de la matrice So(N — N(0)) qui est d’ailleurs
aussi & coefficients rationnels. Il est évident a partir de 1a que sy est lui-méme
un nombre rationnel, et que ¢ty s’en déduit. Observons que rien n’impose que
la matrice N(0) ait ses coefficients dans Z, donc a fortiori cette matrice est-elle
différente de N € SL(3,Z). 1l en résulte en particulier que le nombre sy qui
correspond & N ne peut pas étre nul, et d’ailleurs aussi que N(0) a un déterminant
non nul. Remarquons aussi que 3.48 peut étre complétée par une autre expression,
facile & établir avec la définition de '@ :

82

R -5
N(s) = N(0) exp(—;ls) = N(O)(1+ 55+ — S2).
On pourrait donc aussi calculer s & partir de N(0)S52. En résumé, on peut énoncer
en améliorant notre derniére proposition, et ceci donne les deux formules les plus

générales a considérer :

Proposition 3.4. La matrice N(0) ayant été introduite avant, on a équivalence
pour toute matrice () € SL(3,Q) des deux conditions suivantes :

1/ On a'QM>Q = M.

2/ 11 existe un paramétre s uniquement défini tel que 'on puisse écrire 3.48 :

Q = exp(—2)N(0).

ou de fagon équivalente

3.5.4. Compléments et formulaire général

La forme donnée a () dans 3.48 peut s’écrire, avec les expressions vues en 3.46, et
le fait que Sy(*®) = 0, sous la forme :

Q = N = [ (ot mi Ta) 4 2(5 — )0 455, [rF¥] + = [10]
= 5) = m —(— - — 559 |1
mims " V22T ovm2 m2 2 2
1 1 ma 4 2 N t
= (Lo + ma( — )'® +mi Iy) + srSeN + ¢ ['@].
mymsa QC2  a1C1My
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Ceci conduit & poser de fagon générale pour retrouver 3.13 :

1 mo
I = — i) 3.50
1 (@c2 a1C1m1> 7 (3.50)
Tm152]\~f = QO + mlﬁl. (351)
D’ou, avec 3.46
~ 1 1
SQN(O) = TSQN = _(QO + lel) = SQ(FQ + m% Fg), (352)
mq mime
ainsi que ’équivalent de I’égalité 3.13 :
S
N(s) = r r 2Ty) + — (0 0) +t('®). 3.53
(s) m1m2(0+m1 1+ my 2)+m1( o +mifd) +1("P) (3.53)

Le lien entre les valeurs s et t qui apparaissent dans cette derniere équation
provient de la combinaison des expressions 3.37 et 3.43, et peut étre comparé
a 3.23 qu’elle redonne avec m; = my =m :

t:%(sQ—S)—F%(L_%)‘*’( b1 ) (3.54)

m2  m3 a 1My AaCaMs

En particulier si s = 0, I'expression 3.53 redonne bien 3.46 grace a 3.50. On peut
compléter par :

mltCIJ = rmngﬁ = SQ(QO + mlﬂl) = mlsgN(O) = mlSzzN(s) = m1522Q, (355)

S$2Q = S9N (s) = Sy(To +mi T'y) + s'® = SyN(0) + s'®.

mima
Cette derniére égalité s’écrit simplement :

1

my

SQN(S) (QQ + mlﬁl) + St(I). (356)

On a vu au début du présent paragraphe que 'on avait QN1 = r(1+4 sSy +152),
ce qui donne en multipliant & gauche par S et simplifiant :

SoN(s)N~' = (rSy) + s(rS2), (3.57)
puis en multipliant & droite par N :

SyN(s) =rSoN + s(rS2N) = rSoN + s'®,
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c’est a dire aussi en comparant a I’égalité 3.56 obtenue avant, une autre forme de

3.52:
1

ma

(Q + mi) = rSN = SN (0). (3.58)

En refaisant les calculs qui ont mené a 3.10, ou en calculant SN (0), on obtient
I’expression :

1
—(QU + lel)
mq

ajcoma+mici(—az+maca) mi(—az+mace) miai(—az+maca)—macica

mimso mo mimz2
— _bay _ _mcy brer _ @1c3
my ma ma my ma ’
alas | cie mica aica _ asci
mi ma ma ma mi

et pour ses composantes :

m m
a1Cy — m—;clag 0 —C1Cy — m—;alag
m 2 m 2
Qo= | —aca — 2ac 0 axca — J2ai |, (3.59)
a1ao + %0102 0 (1102:—; — Q92C1

mi
C1C2 m—Z(m202 —az)  aicy
— ma _m .2 — M2
Ql = aq ™ mo G5 C1 1 . (360)
0 Co 0

On dispose donc pour le cas général de I’équivalent de toutes les expressions
introduites par N. Riedel dans [19]. Les matrices I'g, I's ont été définies de leur
cOté par les relations respectives 3.40, 3.41 :

m m
—(ajag + clczm—f) + maaicy 0 —(m—falcg — C1a3)
2 m 2 m
FO = —Q1Cy + bgclm—f + cymy 0 C1Cy — m—fbg (—Cll + clml) + a;my ,
m m
(ayco — agclm—f) 0 —(m—falag + c102) + macias
0 0O
'y = 010
0 00
Ceci donne 'expression suivante :
__aia3 __ cicy | aicy _aicy ciag
1 mims m3 + m 0 m3 + mimsa
2 _ o alcg bacy c m1 0185 boa1 _ baca aj
mim (FO + my FQ) - mime + m3 + ma ms  mimo m3 mq + ma
171762 aica _ azci 0 __ajaz _ _cic2 + ci1a2
mims2 m§1 mﬁ1 mima2 mi
(3.61)
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La matrice I'; est liée & '® par 3.50, et '® est donnée par 3.31 :

(6181 CaMy Cai1 Co

t

b = —bQCl —b2m1 —b2a1 = —bg ( cT M1 ap ) .
161 a1y 201 ag

L’expression que ces matrices donnent pour N(s), telle que *N(s)MyN(s) = My,
découle de 3.53 et 3.54 :

N(s) = L (Do +m? Ty) + —(Q + m1 ) + <82_S)+1(1 1)th>
8= m1Mme 0 S mq 0 e 2 2 m% % )
(3.62)
Elle donne la formule générale suivante :
(s> —s) t
mlmgN(s) = mlmgN(O) + S?TLQ(QO + mlﬂl) + m1m2( (I)), (363)

oul'on a

1 1 /1 1
N(0) = g (Do +m3 T'y) + 5 (W{ _ m_%) (‘®).
Connaissant les expressions de M; et M,, c’est & dire les nombres aq, by, ¢1, mq,
as, by, co, Mo, on peut en déduire ’expression de toutes les matrices apparaissant
dans cette derniére expression, a savoir I, I'1, Qg, Q4, '®. Ceci permet d’exprimer
N(0) puis N(s) avec une formule & un parameétre s. Rappelons que la matrice N(0)
s’écrit également, avec 3.46 et en explicitant r et A, sous la forme

NO) = 2 (G ) (e ) ) ().

A2C21M 9 mi ms ajcimy A2C21M 9

De fagon plus compacte grace a 3.31, on a aussi :
N(0) = 7(1 + ASHTHT, .

Le lien entre N(s) et N(0), outre ’expression 3.62 que ’on vient de donner, s’écrit
aussi sous forme de produit par ’égalité 3.48 :
R s2—s
N(s) = exp(—gs)N(O) = (1+58+—
Cette derniére redonne, avec la derniére expression donnée pour N(0), ’expression
dont on est parti dans la présente section avec t = 522_ SN

S2)N(0).

82—8

N(s) =r(1+sSy + ( + \)SH)TLT .
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Et la cohérence entre ces derniéres expressions de N (s) se vérifie alors directement
a partir de la chaine des relations suivantes, découlant respectivement de 3.52,
3.55, et S5 =0:

SQ(FO + mf Fz) = mQ(QQ + lel), SQ(QO + m191> = my (t(I)) s SQ (t(I)> =0.

Une situation plus confortable aurait ainsi été de considérer :

1 1.1 1
Vo = N(0) = p— (To + mi Ta) + 5

t
— - ),
my My

1
‘1’1 = —(QO + lel),
my

W, = (‘D).

Avec ces nouvelles matrices on a en effet :
SQ\IJO — \111, 52\111 — \1127 82\112 — 07

1 R R
N(s) = Uy + s + (5(52 - s))) U, = exp(—723>N(0) = N(0) exp(—713>.
Cette derniére expression n’est autre que 3.62, ou a un facteur prés 3.63. On peut
de plus vérifier que I'on a aussi :
\Ifosl = \Ifl, \11151 = \IIQ’ \11251 = 0

11 suffit pour le voir de considérer les cas ou s = 0, puis s = 1, enfin s = 2.

4. Sur la démonstration de la conjecture par Norbert Riedel

4.1. Quelques résultats arithmétiques auxiliaires

N. Riedel ([19] p. 9) considére pour sa démonstration de l'impossibilité de la
conjecture qu’il existe deux triplets distincts définissant une valeur dominante
commune

m = aicy — b1 = A9Cy — bg7

ou ay, by, cq, et as, by, co, sont les composantes de 'unique triplet voisin de chacun
d’eux plus proche de la racine de 'arbre, et définissant chacun une MT-matrice.
Il suppose m # 3 et m # 6, les vérifications a la racine de I'arbre étant faciles.
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Il établit d’abord quelques lemmes techniques que ’on va examiner maintenant,
aprés avoir rappelé au préalable qu’il est facile de vérifier par récurrence que
tout triplet (a, b, ¢) vérifiant I’équation de Markoff 2.1 est telle que le plus grand
commun diviseur de a, b, ¢, vaut 3, tout comme ceux de a et b, respectivement de
b et ¢, ou encore de c et a.

Proposition 4.1. (Lemme 3.2 de [19]) Si q ¢ {2, 3} est un facteur premier de m,
alors I'un au moins des deux nombres aias + 1o €t ajas — c1¢o n’est pas divisible
par q. 1l en est de méme de I'un des deux nombres ajco + ciras €t a1ca — cras.

Supposons qu’au contraire ¢ divise ajas + c1¢o et ajas — cico, il divise 2a;ao,
et donc aussi ajas, c’est & dire a; ou as, et donc respectivement b; ou by puisqu’il
divise également m. Mais avec I’équation de Markoff 2.1 on aurait alors ¢ = 3,
c’est a dire une contradiction avec ’hypothése du lemme. Celui-ci est donc établi,
sachant que le méme raisonnement vaut pour I'autre paire de nombres ajco + c1as
et a1Cy — C10Q39.

Proposition 4.2. (Lemme 3.3 de [19]) Si q ¢ {3} est un facteur premier de m,
alors :

a/ q divise ajcy — craz si et seulement s’il divise ayas + ¢1¢a,

b/ q divise ajay — cicq si et seulement s’il divise aca + c1as.

Supposons en effet que 1'on ait avec p entier a;cy — cias = pq. On peut alors
écrire, avec ¢ # 3 diviseur de m, et donc pas de aq, ni de by, ni de as :

0 = aymb; = as(a® + ) = ay(aras + c1¢3) — c1pq = ay(ajas + c1c3) (mod q).

Ceci impose que ¢ soit un diviseur de ajas + c1co et démontre une partie I’énoncé
a/ de la derniére proposition. Supposons inversement qu’avec p entier, on ait
aias + c1co = pq. On peut alors écrire, avec q¢ # 3 diviseur de m, et donc pas de
a1, ni de by, ni de ¢y :

0 = comby = c3(a? + c3) = ay(aicy — craz) + c1pq = ay(aica — craz) (mod q).

Ceci impose que ¢ soit un diviseur de ajcs — cias et démontre complétement
I’énoncé a/ de la proposition. L’énoncé b/ se vérifie de méme avec p entier tel que
410z — C1C3 = Pq, PUis a1z + c1az = pq.

71



Proposition 4.3. (Lemme 3.4 de [19]) Supposons que I'on ait m = nqg' avec q ¢
{2, 3} facteur premier de m ne divisant pas n, alors ou bien ¢* divise a;cy — c1as,
ou bien ¢* divise ajay — c1co, mais on n’a pas simultanément ces deux propriétés.

Cet énoncé résulte d’une égalité qu’il convient d’abord de démontrer :

(0,162 — Cla2)<a1a2 — 0102) = mz(bl — bg) (41)

Pour cela on développe

(arco — cras)(a1as — c1c3) = (a3 + c)agey — (a3 + c2)arcy
= mbiascs — mbyaicy
= m(magcy — maicy)
= m?*(agcy — aicy)

= m2<b1 — bg)

Si by — by = 0, I'un des deux termes ajcy — cias ou ajas — cice est nul, et
donc divisible par ¢?. Supposons que aicy — c1as = 0, et considérons que ¢ divise
ajas — c1co. Par une propriété précédente (le lemme 3.3 de [19]), ¢ divise aussi
a1Cs+cias, donc aussi 2a; ¢y, c’est a dire a;co parce que q¢ # 2. De sorte que ¢ divise
a1 ou ¢z, ce qui donne une contradiction car on a aussi ¢ # 3. Donc ¢, a fortiori
¢*, ne divise pas a,as — cico. Par une raisonnement équivalent, si ajas — cicy = 0,
¢* ne divise pas ajas — c1co. Ce cas est bien particulier, car il impose ajc; = ascs.
Si ajca = cias on en déduit a3 = ¢ et ay = ¢, donc (ay, by, ¢1) = (ag, by, ¢3). Siau
contraire ajas = c1¢o on en déduit a; = ¢ et ¢; = ag, donc (aq, by, ¢1) = (2, b2, az).

Si by — by # 0, I’égalité 4.1 permet de conclure aprés avoir assuré que le cas ot g
divise a la fois aicy — cras et ajas — cico est impossible. Or par 'une des propriétés
que 'on vient de voir (le lemme 3.3 de [19]), si tel était le cas, ¢ diviserait aussi
a1Co + C1az et ajas + ¢1ca, donc avec une autre propriété vue (le lemme 3.2 de [19])
on aurait une contradiction. Finalement ¢* qui divise m? divise soit a;cs — c1as,
Soit aias — cq1co, mais pas les deux. La propriété est donc établie.

Si by — by # 0, Papplication répétée de la derniére proposition permet avec la
décomposition de m en facteurs premiers m = 2413/ H qf de répartir les nombres
q; en deux ensembles, ceux divisant aics — ci1as et ceux divisant ajas — 1. Ceci
permet de vérifier, f et g n’ayant pas de facteur premier égal a 2 ou 3, et étant
définis de fagon unique, une partie de la proposition suivante :
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Proposition 4.4. (Corollaire 3.5 amélioré de [19]) On peut factoriser m de fagon
unique sous la forme m = 21132 fg, ou f et g sont deux entiers premiers entre eux
et premiers a 6 tels que f? divise ajcy — cia9 et g* divise ajas — cicy. De plus f n’a
aucun facteur commun avec a1as — C1Co, Ni avec ajcs + c1az, et g n’a aucun facteur
premier commun avec aics — C1as, i avec aias + ¢1¢z. Enfin on a 232 =3 sim
impair et 21132 = 6 si m pair.

Deux cas manquent qui sont ceux ou by — by = 0. Le cas ou (ay,by,¢1) =
(co, by, ay) est essentiel pour la suite et justifie la considération des MT-matrices.
Si on y factorise m sous la forme m = 2113%2m, I’équation de Markoff impose que m
divise a? + ¢2. Mais alors m n’a aucun facteur commun avec a? — ¢ = ajcy — c1as,
car on trouverait sinon un nombre premier facteur de m divisant a; et ¢;, et donc
une contradiction. Par contre m? divise 0 = ajas — c1¢2. On se raméne & I’énoncé
de la proposition précédente pourvu que 'on pose ici f = 1, g = m. Dans 'autre
cas ou (ay,by,¢1) = (ag, b, c2), qui ne présente aucun intérét véritable, on utilise
encore la décomposition m = 213%2m, par contre on pose cette fois f =met g = 1.
On retrouve ainsi une partie de I’énoncé de la derniére proposition, c’est a dire du
corollaire 3.5 de [19]. Il reste & comprendre ce qui peut étre dit du facteur 213"
qui apparait dans la factorisation de m. On va voir que ce coefficient ne peut
effectivement qu’étre égal & 3 ou 6, correspondant aux deux possibilités m = 3m
ou m = 6m.

Considérons d’abord le facteur 32 de m. Rappelons que tout triplet (a,b,c)
vérifiant 1’équation de Markoff 2.1 est telle que le plus grand commun diviseur
de a, b, ¢ vaut 3. On a donc I, > 1. En fait on ne peut avoir [ > 1. Ceci
signifierait en effet que m est divisible par 9, et donc m? par 81, avec (a;,m, ¢;)
solution de I'équation de Markoft 2.1, et donc 3 divisant a;, respectivement c.
Divisant par 9, on retomberait sur 1’équation classique 1.1 écrite avec les entiers
(a1/3),(m/9), (c1/3), sous la forme :

(a1/3)* +9(m/9)* + (c1/3)* = 9(ar/3)(m/9)(c1/3).
En considérant cette égalité modulo 3, il resterait :
(a1/3)*+ (c1/3)> =0 (mod 3).

Or une telle congruence n’est possible que si (a1/3) =0 (mod3) et simultané-
ment (¢;/3) =0 (mod3). On tombe donc sur une contradiction avec le fait que
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le plus grand commun diviseur de a;, m, ¢; vaut 3. . En retour, ceci montre que
I’on a en réalité [, = 1 comme seul cas possible.

Considérons ensuite le facteur 2 de m. Procédons comme avant pour montrer
que l; > 1 est impossible. Dans le cas contraire m serait divisible par 4 et
I’équation de Markoff 2.1 imposerait alors :

a4+ c?=0 (mod4).

Or une telle congruence n’est possible que si a; =0 (mod2) et simultanément
¢ =0 (mod2). On tombe donc sur une contradiction avec le fait que le plus
grand commun diviseur de ay, m, ¢; vaut 3. En retour ceci impose [; = 0 ou
[y = 1, le premier cas correspondant a m impair, le second & m pair, et les triplets
de plus bas niveau de I'arbre montrant que les deux cas restent possibles.
Notons pour terminer que la remarque qui suit le corollaire 3.5 & la page 15 de
[19] recouvre un cas qui a été traité dans ce qui préceéde. Avec {aq, 1} = {as, 2}
et donc b; — by = 0, la conclusion que I'on a trouvée peut étre écrite sous la forme
{f,9} = {1,m} comme dit par Riedel dans cette remarque. Dans les autres cas
ou by — by # 0, la décomposition de m en facteurs premiers m = 213" qul a
permis de répartir les nombres premiers ¢; pour construire les deux nombres f et
g n’ayant pas de facteur premier égal & 2 ou 3. Imaginons que l'on ait g = 1, en
revenant a 1’égalité 4.1 en se souvenant que f2 divise a;cy — cias. 1l reste

(

W;—f;l@)(ala? — c163) = 221 (by — by).
Ceci montre que (3f)?, ¢’est a dire m? ou (m/2)?, divise (a;ca—c1as). Or ce nombre
est différent de 0 parce que l'on a par hypothése b; — by # 0. De 1a on conclut
facilement que 3f est moindre que I'un au moins des nombres a1, as, ¢, 2, c’est &
dire aussi que m est moindre que I'un au moins des nombres 2a1, 2as, 2¢1, 2¢9. Si
I’on a par exemple m = cia; — by < 2a; on en déduit avec ¢; < a; < m, aprés avoir
vérifié que m = 2a, est impossible hors deux cas faciles a expliciter correspondant
am = 6, que 'on a by > (c; —2)a; > a;. Mais ceci est impossible sur les MT-
matrices. Les autres possibilités peuvant se traiter de méme, on établit ainsi que
le cas ¢ = 1 ne se produit jamais si m # 6, comme supposé dans 'introduction
du présent paragraphe. Le cas f = 1 se traite de méme, ce qui permet d’énoncer
pour deux triplets vérifiant les hypothése du présent paragraphe, et notamment

m & {3,6} :
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Proposition 4.5. (Lemme 3.6 amélioré de [19]) Dans la factorisation unique de
m = 243m = 2143 fg, donnée par la précédente proposition, avec f et g deux
entiers premiers entre eux et premiers a 6 tels que f? divise a ¢y — c1a et g2 divise
aias — C1¢9, on est certain de pouvoir trouver des facteurs premiers q; différents
de 2 et 3 dans f et dans g dés que l'on a by # by. Si au contraire by = by on a
(f,9) = (1,m) dans le cas ot (a1, b1, c1) = (¢, ba,a2), et (f,g) = (m, 1) dans le cas
ou (al, bl, Cl) = (CLQ, bg, CQ).

Les résultats que 'on vient de donner sont un peu plus précis que ceux de [19]
comme on le voit par exemple sur ’énoncé de notre derniére proposition comparé
au lemme 3.6 de N. Riedel. Ce dernier laisse entendre que ses nombres f ou g
peuvent contenir des facteurs égaux a 2 ou 3. Tel n’est absolument pas le cas
comme on vient de I’établir.

4.2. Nouvelles notations et conséquences

Riedel suppose désormais que deux triplets (aq,b1,¢1) et (ag,bo, cy) différents de
solutions de I’équation de Markoff, correspondant & des MT-matrices, définissent
deux autres solutions de I’équation de Markoff de méme terme dominant m =
ajc; — by = agsce — by ¢ {3,6}. On fait apparaitre ainsi différentes MT-matrices,
M (ay,b1,c1) = M; et les trois autres MT-matrices de mémes coefficients dont

M(a_1,b_1,¢_1) = M(¢q,b1,a1) = M_4,
M (ag, by, o) = My et les trois autres MT-matrices de mémes coefficients dont
M(a_9,b_9,c_9) = M(ca,ba,a9) = M_s,
ainsi que les huit MT-matrices suivantes :
M(m,ay,c1), M(m,c1,a1), M(ay,c1,m), M(ci,ar,m),
M(m,az, cz), M(m, ca,as), M(ay, ca,m), M(ca, az, m).
Faisons ici I’hypothése que I'on ait
{a1,c1} N{ag, 2} # 9,

et par exemple a; = ao. Alors & partir de ’équation de Markoff, on a ¢; = ¢3 ou
c1 = mag — co. Mais la premiére égalité donne (m, a1, c1) = (m,ag,ca), C'est a
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dire aussi (ai,b1,c1) = (ag,bs, c2), et donc une contradiction avec les hypothéses
faites. Et la seconde égalité donne (m, a1, c1) = (m, as, mas — ¢o), mais alors aussi
I'inégalité ¢; > m > a1, et donc encore une contradiction avec le fait que m soit
dominant. Les autres possibilités se traitant de méme, on trouve a chaque fois
une contradiction. Ceci montre inversement que I’hypotheése faite est impossible.
On a donc en réalité

{CLl, Cl} N {CLQ, CQ} = J.

On peut aussi voir que by # by. En effet dans le cas contraire ou by = by, on
aurait a;c; = ascy, et avec équation de Markoff a? + ¢? = a3 + 3, c’est a dire en
résolvant une équation du second degré, a; = as et ¢; = ¢o, Ou a; = ¢o et ¢ = ao,
et donc une contradiction. Par I’égalité 4.1, on a aussi aico # crag et ajag # c1cs.

4.2.1. Des involutions et leurs propriétés

Riedel adopte des notations particuliéres. Pour i € {1, 2}, il note
T—i = T(a—iv b—i7 c—i) = T(Ci7 bi7 ai)a R—i = R<Ci7 bl'7 ai)7 S—i = S(Cia bi7 ai)'

Pour 4,7 € {£1,42} il introduit, en liaison avec la proposition 3.1 de [19],
la notation N, ;)(s) pour désigner toute matrice () vérifiant ‘QM;Q = M;. Par
définition, on a donc

"Niij) () M;Nii ) () = M.

Ainsi, pour 'QM,@Q = M; comme dans les propositions de la section précédente,
on doit noter désormais non plus comme avant N(s) mais plutot N 9)(s). Riedel
introduit également, et on remarquera que cette matrice n’est pas dans SL(3,7Z),
puisque son déterminant vaut —1 et non 1 :

J:

_ O O
o = O

1
0 | =tu=J" J=JN;_y0).
0

Ceci permet de donner un certain nombre de résultats. Tout d’abord N; _;)(s) et
N;,—iy(s) sont calculables a partir des relations 3.25 et 3.20 pour donner :

R; _
N(i,i)(s) = exp(—;s)TiTi 1, N(i,i)(o) = 13,

RZ_iS)TiTz'l = eXP(—Es)N@,—i)(O), (4.2)

N(iv_i) (S> = eXp(_ 2
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ot *N(; _)(0)M_;N(; _(0) = M;. L’expression 4.2 n’est d’ailleurs autre que notre
équation 3.48. Comme on a déja établi précédemment, aprés 2.5, que l'on a
J(*M;)J = M_;, ceci donne

"(JNG,-iy(0)) ("M;) (T N, (0)) = M;,
et en transposant

"(IN(—iy (0) (Mi) (TN (0)) = ("M;),
d’ou par substitution :

(N, (0))*(M;) (I N,y (0))? = M.

Ceci impose par ce que l'on a vu précédemment ’existence d’un nombre s; tel
que:

(TN (0))” = exp(— ).

En fait s; =0, car on a :

Proposition 4.6. ([19] Remarks 1) p. 16), J; = JN; _(0) est une involution,
ce qui revient a dire que l’on a :

JT T =T,T-}MJ.

Disposant des expressions de toutes les matrices qui interviennent dans cette
égalité, on peut vérifier cette proposition par un calcul direct. Pour cela il suffit
de partir de

¢ a;ci(cim — a;) a;cim
Ti=| m  apci(—c2) a;em(=b;) |,
a; a;c? ae;m
a; a;ci(am — ¢;) atc;m
Ti=| m apci(—a?)  aicom(=b) |,
C; CZ'CLz2 aicfm

et de calculer les deux produits qui s’écrivent tous deux sous la forme suivante :

1 a? —c? 0 —2a,c; + c2m
Ji = JNi,-3(0) = (aci —b)? ai(=ai +¢) (ae —b)* - elaf — )
e —2a;¢; + a;m 0 ¢ —a;
(1.3)
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Une vérification directe & partir de cette expression montre alors que I'on a bien
affaire a une involution. Ceci confirme que s; = 0. On a aussi trés facilement
avec ce qui précede :

Proposition 4.7. ([19] Remarks 1) p. 16) On a :
N(fi,i)(o) = JiJ = Tz‘T:il =JJ; = N(i,fi)(o)_lv (4.4)

JiR; + R;J; = 0. (4.5)

Remarquons qu’avec les notations adoptées JJ_; = N(,M)(O) =TT :il =
N(i,_i)(O)_l. D’autre part, avec la proposition antérieure J;J = JT_ T, 'J =
;T :il. On en déduit la premiére égalité de la proposition précédente. Pour la
seconde il suffit de comparer a 0 la somme des deux produits, ot I'on rappelle que
I'on a d’apres 2.28 :

2
—C5 2a;, —me;  2b; — a,c;
_ 2 2
Ri = bici - 2CLZ‘ G — a; ZCZ' — a,-bi
a;c; — 2b; —2c; + a;m a?

Le calcul est tres fastidieux mais a été complétement refait par I'auteur du présent
article. Il permet effectivement de conclure, en simplifiant toutes les expressions
qui apparaissent grace a I’équation de Markoff.

4.2.2. Une formule de Chasles

Riedel va plus loin avec les notations qu’il a introduites. Il énonce son lemme 3.7
disant que pour i, j € {£1,+2} et deux nombres rationnels quelconques s et t, on
a les égalités suivantes :

R;
exp(—;(s +1)) = Niay(s +1) = Nyay(s) Ny (t)?

Ni—iy(s +1) = N i) () Niij) (1)

La premiere égalité a déja été établie, en effet N(; ;)(s+1¢) n’est qu’une matrice du
stabilisateur de M;, et 'exponentielle correspondante en est la forme connue. La
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demonstration des autres égalités est esquissée dans [19] en partant du fait que
I'on a pour tous i, j € {£1, £2} et tout nombre rationnel

R; R;
Nijy(s) = exp(—?Js)N(ijj)(O) = N,;(0) exp(—?s).

Ceci n’est autre que notre expression 3.48 et sa variante par commutation de
I’exponentielle.

En nous inspirant alors des calculs de Riedel, on peut développer ici une ap-
proche a la fois plus directe et générale. Par définition des matrices N jy(s) et
Nijw(t), ona:

"Ny ()MjNeijy(s) = Mi, "Ny (8) M Ny () = M,
De sorte qu’en substituant la seconde égalité dans la premiére, il vient :
(NG () Ny ) Mic (N (1) Nei ) (5)) = M.
Ceci impose par ce qui préceéde I'existence d'un parameétre u tel que
Niwy O NGy (s) = Neigy ().
Toujours avec 3.48, ceci se traduit par

Rk Ri Rz’
eXP(_jt)N(j,k)(U)N(z',j)(o) eXP(-g ) = Nij(0) eXP(—E ),

R R;
eXp(—jkt)N(j,k)(O)N(zyj)(o) eXP(-;(S —u)) = Ny j(0),

R R;
eXp(—jkt)N(j,k)(O) eXP(—jj(S —u))Ni,j)(0) = N j)(0),

Ry,
eXP(—j(t + 8 —u))N(j k) (0) N jy(0) = Ny (0).

On est alors conduit & s’assurer que N ) (0)N(;;)(0) = N ;)(0), d’ou il résultera
simplement que 'on a u = s+t. On pourrait le faire brutalement & partir des ex-
pressions données ci-dessus pour la matrice N (0), mais outre que c’est compliqué,
cela ne donne aucune compréhension de la situation. On va donc plutét procéder
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ici comme le fait [19] page 17, avec des notations évidentes issues de 3.46 :

N,y (0) N5 (0)
a;Cim; Ch
= + k — Uk C; m; a;
—L T, T Aik) b J i %
QpCr1My. a.
a;C;imy; €
X L T T )\ (i —b; i i i
(a]c]mj + ) aj] ( G My a ))
a;cim; aeim; [P .
= ( TkT +)\]k —bk (Cj m]‘ aJ)T'jT;
QpCr1My, A;C51M 5 a,
a;C;1m; Cj
i) T T} b | (aomioa)
A CpMmy s
J
Cp Cj
+)\(j,k))‘(i,j) —bk ( C; My aj ) —bj ( c;, m; a; )
Qe Q

On a d’abord, ce qui élimine le dernier terme de cette derniére somme:
b

Cj
a;

Ensuite avec I'expression déja vue des matrices 1" et en calculant leur inverse:

(¢j my a; )T

) el — . 2
Cj ajcj(cjmjg aj) a;C;m; )
= (¢ my a; )| my —%C —a%%bjmj T
Clj CLjCj a,jijj
— 7T -1
= aje;m; (1 0 0)7T;
m;c; 1 a;m;
m?aici a;Cy m?aici
— ) 0 —
= a]c]m]( 10 O) cm? almQ
b;—2a;c; _ 1 —aim;+c; +c,m2
m?cia? a?c?mi m?cfaf
Q;C:M;
— M(ci m; a@.)

a;C;T;
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Ceci donne le second terme de la somme :

Ck,
a;C;Mmy; -1
Agm | b (¢ my a5 )T,
311 a
Ck
= Agn | —bx | (e mi a).
Qg

Pour le troisiéeme terme, on calcule d’abord:

Cj
-1
T, T; —b;
a;
m;c; 1 ajm;
m]2-aj0j a;Cj m]zajcj- Cj
— Tk ij]z 0 _a]m? —bj
bj—2a;c; 1 7ajmj+c?+cjmj2' aj
m?C](l? afc?m] m?c?a?
1 0
= .1 0
m;c;ia; 1
Ck
MyCray
— —by,
m;c;a;
7€ a,
On en déduit :
a;c;im Ki
R Ry %y ot (R c m; a;
(4.9) k4 j i i
QpCrMyg.
a;
Ck
MNigy | —be ) (e mioai ).
ay
Il reste pour I'expression globale :
N (0)N(i 5 (0)
a;c;m Ck
iCiTl; 1
= Tk,TZ + (/\(j,k) + )\(@j)) —bk ( c; m; a; ) .
AR CrMy a
k
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Mais facilement

1 1 1 1

AGr) A6y = o a
(],k) ( ’.7) (mjcjaj ak-Ckmk) + (micia‘i CLJCJm])

+1< 1 1 )+ 1( 1 1 )
2 mf m2 2 'm? m?
1 1 1. 1 1
= Gooa ™ aroemy) 26~ w2
- A(i,k))
et donc
N (0)N(i 5 (0)
a;C;m; Ch
= et TkT;_l +/\(27k) —by, ( c; m; a; )
QpCrMyg. ar

On note que le calcul que ’on vient de faire est trés général, pas seulement valable
pour la situation ou les valeurs m considérées sont dominantes et égales, et qu’il
donne & comprendre ce qui se passe réellement sur ’arbre de Riedel. En résumant
ce & quoi on est parvenu, on peut donc d’énoncer

Proposition 4.8. Pour tous entiers i, j, k, positifs ou négatifs, et tous paramétres
sett,ona:

Nk (0)Niijy(0) = Niwy (0),

R; R;
eXP(—TJS)N(i,j)(O) = N,j)(0) eXP(‘; ) = N j)(s),
Ny (E)Neijy () = Ny (t + 5). (4.6)

Cette proposition montre que les notations adoptées par Riedel pourraient étre
améliorées en permutant les indices i et j dans N(; jy(s). La régle de combinaison
de ces matrices serait ainsi plus simple, ramenant 4.6 & une simple relation de
Chasles. Remarquons que la relation de Chasles 4.6 donne :

Niijy(s) ™ = Ngop(—s).
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4.2.3. Applications

On déduit de la relation de Chasles 4.6, avec k = —i :
R;
NG (O NG (8) = Nii—iy (t + 8) = Nii -y (0) exp(——-(t + 5)).

On a établi ci-dessus que N(; _;)(0) = JJ;. On peut écrire avec 4.2 'expression de
cette derniere matrice, et ceci permet d’énoncer :

Proposition 4.9. (Lemme 3.7 complété de [19]) Pour i,j € {£1,£2} et deux
nombres rationnels quelconques s et t, on a les égalités suivantes :

R;
R;
Ny (O) N j) (s) = N—ip(t + 5) = JJ; GXP(—?(t +5)), (4.8)
Ny (8)Niijy () Nig—ip (s +8) = JilJ. (4.9)

11 suffit pour établir cette proposition d’appliquer la "relation de Chasles" (4.6)
et de combiner avec 1’égalité 4.4. On a aussi, dans le méme esprit :

Proposition 4.10. (Lemme 3.8 de [19]) Pour i,j € {£+1,+2} et un nombre ra-
tionnel quelconque s, on a les égalités suivantes :

N (s) = Nijy(—=s)™! (4.10)
Nizi—j)(8) = JNiijy(=s)J. (4.11)
La premiere des deux égalités résulte de 4.6 avec t = —s. 1l suffit d’ajouter

que N, (0) = 1 pour conclure a 4.10. Pour 4.11, on peut procéder comme le fait
Riedel. On a donné en 3.47 'expression de la matrice N; ;)(0). On peut avec elle
calculer m;m;JN ;y(0)J :

P eoms — . o o — gL
CiCj + ajCimy — a;-m; 0 AiCj = Aj- M

2 bj 2 2 ci

a;m; + CiC; — #Z_mj (—ai -+ cimi) m; CiMm; — Q;C; + bj #imj

. 0 .

jCi tm; Y (¥ L A Yy

aj
—i-/\mimj —bj ( a; m; ¢ )
€
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On peut également calculer miij(_iﬁ_j)(O) en permutant a; et ¢;, respectivement
a; et ¢;. Ceci donne :

—(cicj + a;a; ml) +mjcia; 0 (ml ciaj — a;cj)
.2 .Y 7). 2 a2 My (. M- 7).
—c;aj + bja; - ;{1— aim;  mi  a;a; " bj (—ci + aim;) + ¢imy;
(cia; — cja; m) 0 (m cicj + a;a;) + mjc;a;
aj
+/\m2~mj —bj ( a; Mm; ¢C; )
C.

J

La comparaison des deux derniéres matrices montre qu’elles sont égales. En mul-
tipliant alors par une exponentielle bien choisie, on obtient :

R .
N(_i7_j)(8> = exp(——]s)N(_i7_j)(0)

2
Rj
= eXp(—Ts)JN(w)(O)J
R, LR

Mais on a par une vérification directe
—JR_;J = Rj.
Il suffit en effet de revenir a I'expression 2.28 en notant R_; sous la forme
a? +b% —abc  2a + bc — ac? 20 — ac
bc — 2a 2 —a? 2c — ab ,
ac — 2b —2¢ —ab+ a*c abc —b* — 2
le calcul de —JR_;J donne l'expression
2 +b%>—abc 2c+ab—a’c 2b — ac
ab — 2c a? — c? 2a — be ,

ac —2b —2a — be + ac®  abe — b? — a?

et cette derniére se déduit de la précédente en permutant c et a, elle vaut donc
aussi [7;. On en déduit que I'on a aussi 4.11, ce qui termine la démonstration de
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la derniére proposition, avec

R LR
Nei—jp(s) = (1= STJ + 82#)JN(M)(0)J
R R?

= JN(LJ)(—S)J

Remarquons qu’on peut en tirer d’autres conséquences que ne mentionne pas
Riedel dans [19]. Considérons en effet 4.6 écrite sous la forme

N(kyj)(t)N(@k)(—S) = N(i7j)(t—8),
N,y (8)N(igy (=) = Nioi—j(s —1).

Il est important de comparer N, —;)(s) et Ny ;)(t), ce que l'on fait avec 4.8 :

R; _
Nta)() = JTyexp(==L8) (N 0))
R
= JJ; eXp(—#S)N(kJ)(O)
SN, (s).
De méme mais par un autre chemin (4.6 direct puis 4.4) :
Nzig)(=t) = Ny (=) N(—iiy (0) = Niigy (=) JiJ,
ce qui s’énonce aussi en changeant les indices :
En comparant les derniéres expressions rencontrées
N(—k,—j)(S)J—kJ = JJjN(kJ)(S),
et avec 4.11
JN(kJ)(—S)J = N(,k7,j)(8) = JJjN(k,j)<S)JJ_k = JJjN(kJ)(S)JkJ,
d’ou en simplifiant la relation de commutation

JiN.j)(8) = N gy (—5) Ik (4.12)
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4.2.4. Un lemme technique auxiliaire

Riedel suppose que les deux nombres rationnels s* et s~ sont tels que
N(27_1)(S+) S SL<3,Z), N(LQ)(S_) S SL(?),Z)
Cette situation se présente effectivement par la proposition 1 du présent texte,
avec des matrices N 1) = N(g,_1)(s7) et N2y = Nq2)(s™) reliant les triplets
correspondants sur ’arbre comme indiqué au début du présent article. Dans de
telles conditions :
Proposition 4.11. (Lemme 3.9 de [19]) On a :
Nu,—2)(s") € SL(3,Z), Ney(—s") € SL(3,Z),

N(l,—l) (SJr + 87) € SL(3, Z), N(Q’_Q) (S+ - 87> € SL(3, Z) (413)

Pour la premiére appartenance, on combine 4.10 et 4.11, pour écrire ici
N(l’_2)(8+) = JN(_172)(_8+)'] = JN(27_1) (S+)71J'
Le déterminant de J valant —1, et J ayant ses coefficients dans Z, ’hypotheése

Ne—1y(sT) € SL(3,Z) garantit que 'on a aussi N _9)(sT) € SL(3,Z). Le méme
procédé utilisant seulement le fait que SL(3,7Z) est un groupe et

Nea(=57) = Nag(s7)™
garantit que cette matrice est aussi dans SL(3,7Z). Utilisant alors 4.6, on a
N(l,_l)(er + S_) = N(27_1)<S+)N(172)<S_> S SL(?),Z),

N(27_2)(8+ - S_) = N(17_2)<S+)N(271)<—S_) S SL(S,Z)

La proposition énoncée est donc établie .
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4.3. Le coeur de la démonstration de Riedel

Considérant alors une hypothése plus générale, Riedel donne dans [19] son lemme
3.10, ou il indique que si N j)(s) € M3(Z) pour i,j € {£1,£2} et un nombre
rationnel s = (p/q), avec p, ¢, entiers premiers entre eux, alors les seuls cas
possibles sont les suivants :

1/ Siij =—1ouij=—4 alors ¢ = 9m,
2/ Siij = 2 alors ¢ = 9g,
3/ Siij = —2 alors ¢ = 9f.

Les possibilités correspondantes pour (7, j) sont & une permutation pres de i et j
sont au nombre de six (1,-1), (1,2), (1,-2),(2,-1),(2,-2), (=1, —2), et les seuls
cas vraiment intéressants pour la démonstration de la conjecture sont ceux ou
i # £7, il n’en reste que 4, se réduisant au seul cas (1, 2) selon 'indexation retenue
pour les triplets. L’énoncé de ce dernier lemme qui fait jouer un role différent a
m, g, f, parait un peu obscur, d’autant que les vérifications des différents cas
sont complétement omises par I'auteur. Il faut donc y regarder de plus prés pour
vérifier ce qu’annonce Riedel dans son lemme 3.10. On va voir qu’il y a une erreur
dans son énoncé.

4.3.1. Analyse du lemme 3.10 de Riedel

Développons dans le cadre général ou m; = ms = m l’essence du raisonnement
que fait Riedel ([19] page 18) dans l'intention d’établir son lemme. Oubliant des
indices trop généraux, notons simplement comme avant N(s) = N ,9)(s) € M3(Z)
une matrice qui vérifie :

tN(S)MQN(S) = Ml.
On a vu avec 3.25 et 3.20 que I'on pouvait écrire :

N(s) = rexp(—%s)ﬁ _ 1 <L - L) ‘P,

m \ G2Cy ai1C1

D’ou avec 3.10 et 3.11 ainsi que 'hypothése sur N(s), ou simplement avec 3.56 :
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SaN(s) = rSa(l+ S+ — “SHN
— 1SN +srS2N

1
E<QO + le> + Stq) € Mg(Z)
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Dans le cas présent on trouve ainsi, avec N(s),Q; € M3(Z) :
1
Qo+ 5" € My(Z). (4.14)
m

Rappelons ici que €0y s’écrit, d’apreés 3.59 o m; = my = m, ou simplement
I’expression 3.10 donnée avant, on a :

a1Cy — C109 0 —ajay —cico
Q() = —CQ(&lCLQ + 6162) 0 02(01(12 — alcg) . (415)
a1a9 + c1¢9 0 a1Cy — €109

Avec le corollaire 3.5 de [19], que I'on a vérifié avant en en donnant une formulation
plus précise, on sait que ’on peut factoriser m sous la forme m = 243fg, avec
f et g sont deux entiers impairs premiers entre eux et premiers a 6 tels que f?
divise a1cy — cras et g2 divise ajas — cica. De plus f n’a aucun facteur commun
avec aias — C1C2, €t g n’a aucun facteur premier commun avec a;co — cyas. Ceci
permet d’écrire

1 1 ((a102 — ClCIQ)f_l) 0 —<((116L2 -+ ClCQ)f_l)
— Y = i3 —ca((arag +crca) f71) 0 —ca((arca — crag) f~) |,
m g ((aras + cre) f1) 0 ((arca — crag) f71)

ou par construction de f on a ((ajco — cias) f~1) entier. On se demande d’ailleurs
si ((arag+c1c9) f~1) entier, ce qui dans [19] page 18 (bas de page) semble aller de
soi par application du lemme 3.3.a de [19], vérifié ci-dessus. Or pour cela il faut
disposer d’un résultat un peu plus large que I’on énonce maintenant :

Proposition 4.12. Si f et g nombres impairs premiers a 6 sont des diviseurs de
m, alors :

a/ f divise ajcog — craz si et seulement s’il divise ajas + ¢1¢a,

b/ g divise ajas — c¢ics si et seulement s’il divise ajca + cras.

Supposons en effet que 'on ait avec h entier ayco — cas = fh. On peut alors
écrire, avec f diviseur de m et et premier a 3, donc premier a de ay, premier a by,
et premier a ay :

0 =aymb; = 662(@% + C?) = ai(ara2 + c1¢2) — c1 fh = ar1(arag + cic2) (mod f).
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Ceci impose que f soit un diviseur de ajas + cico et démontre une partie de
I'énoncé a/ de la derniére proposition. Supposons inversement qu’avec h entier,
on ait ajas + c1co = fh. On peut alors écrire, avec f diviseur de m et et premier
a 3, donc premier & de a;, premier a by, et premier a ¢y :

0 = cymby = co(a? + &) = ay(aicy — craz) + ¢ fh = ay(aicy — craz) (mod f).

Ceci impose que f soit un diviseur de ajco — cias et démontre complétement
I’énoncé a/ de la proposition. L’énoncé b/ se vérifie de méme.

Appliquant la proposition 21 a la situation précédente, on a donc ((ajas +
c102)f71) entier. On a dit aussi que g n’a aucun facteur premier commun avec
a1cy—cias, donc aussi avec Uentier ((ajco—ciaz) f~1). Supposons par ailleurs qu’un
facteur premier p de g divise ((a1ay + cic2)f™1), il diviserait aussi (ajas + c1c2),
donc par la derniére proposition, il diviserait également aico — cias. Mais ceci
est contradictoire avec ce que I'on vient de voir sur g qui n’a donc aucun facteur
premier avec l'entier ((ajas + cic2)f™!). On a donc pour le moment établi que
I’on a, ceci dans le cas le plus général, et sans que g puisse étre diminué :

1
2h3g

1
—Qp € Mg(Z)
m

Il reste & comprendre ce qui peut étre dit du facteur 243 de m qui reste au
dénominateur. On voit d’abord que 1'on a :

1 1 ((arca —c1a2)(3f)™") 0 —((arag + c1c2)(3f) 7!
EQO = 5 —ca((arag + c1e2)(3f)™Y) 0 —co((arey — c1az)(3f)71)
J ((amrag +c1c2)(3F)71) 0 ((arca — c1a9)(3f) ™)
c 2391\43(2).

Considérons alors le facteur 2 de m du dénominateur. On a vu précédemment
que 'on a [; = 1 ou l; = 0, les triplets de plus bas niveau de l’arbre montrant
d’ailleurs que les deux cas restent possibles. Le premier impose m pair et donc
ai, c1, Gz, Co, impairs, donc aussi a;cs — c1as et ajas + c1co pairs, et encore puisque
3f impair, (ajco — c1a2)(3f) 7! et (ayag + c1c2)(3f) " pairs. Finalement, on peut
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écrire, avec une matrice 3 x 3 dont tous les coefficients sont entiers :

((arca — c1a2)(2D3F)™Y) 0 —((araz + c1c9)(283f)71)

%Qo = l —62((a1a2 + 0162)(2l13f)_1> O —CQ((CZ1C2 — C1a2)(2l13f)_1)
g ((araz + c162)(223F)7Y) 0 ((ares — crag)(203f) 1)
€ gMg(Z).

La méme conclusion est bien entendu vraie pour le cas [y = 0. En concrétisant le
fait que les termes aq, ¢y, as, ¢2, sont multiples de 3, on peut donc énoncer :

Proposition 4.13. La condition N(s) € Ms(Z) étant assurée, on peut factoriser
m sous la forme m = 2413 fg, avec |, € {0,1}, f et g deux entiers impairs premiers
entre eux et premiers a 6 tels que f? divise a1cy — ciras et g2 divise ayas — cica. De
plus g n’a aucun facteur commun avec (aico — c1a:)(243f)~! qui est un entier, et
g n’a aucun facteur premier commun avec (ayas + c1c2)(243f) 1 qui est un autre
entier. Et l'on a, avec des entiers oy = (a1/3),v, = (c1/3), a0 = (a2/3),v, =

(co/3) :

(17, =me2) (2" )71 0 —((ar02 +7175)(2" )7

%Qo = —ca((anag +7172) (2" )71 0 —ca((aryy — y102) (27 f)71)
(o +772) (2" )7 0 ((aryy —1a2) (2" f)7)
€ M;(Z).

Avec les notations introduites dans la derniére proposition, et avec I’expression
vue ci-dessus pour ‘@ :

Y e(m/3) e
s'®=9s | —Byy; —By(m/3) —Pyar | € 9sM3(Z).
azy;  aa(m/3) oy

En effet le plus grand commun diviseur des coefficients de la matrice ‘® est égal a
9. Ceci se voit facilement avec ce que 'on a rappelé sur le le plus grand commun
diviseur des termes de tout triplet vérifiant I’équation de Markoff 2.1 qui vaut 3,
ce qui introduit les entiers premiers entre eux «y, 31, vy, a2, B9, V9. Revenant
maintenant a la relation 4.14, on voit alors avec notre derniére proposition, et en
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appliquant le théoréme de Bezout aux termes de ‘® pour identifier une combinai-
son linéaire a coeflicients entiers adéquate, que 'on peut écrire avec des entiers
U, v
§u +9s =0,
g
donc :
9sg = gv — 3u € Z.

. o _ . -
Ceci permet de poser s = g0 AVEC N = gu — 3u entier. Supposons d’ailleurs que n

et ¢g aient un facteur premier commun p, nécessairement impair et différent de 3
car divisant g, on aurait dans M3(Z)

(9/p) (- + ')

1 ((arc2 — c1a2)(2"3£)7) 0 —((a1a2 + c1c2)(2"3f) ™)
= - —CQ<(CZ1&2 -+ C102)<2l13f)_1) 0 —CQ((G/]_CQ — Cla2)(3f)_1)
P\ ((mag +ee2)(293H)™Y 0 ((arer — cra9)(223£)7Y)
1t
et donc, puisque les coefficients de %tCID sont entiers, nécessairement p diviseur
(aicy — c1a:) (213 )71, donc facteur commun de g et de (ajcy — c1as). Or ceci est
contradictoire avec la proposition 13 et la définition adoptée pour g, et garantit
donc que n et g n’ont aucun facteur commun. On a donc établi dans ce cas qui
correspond a (7, j) = (1,2), soit ij = 2 le résultat suivant :

Proposition 4.14. (Lemme 3.10 révisé de [19]) Avec N(s) € M3(Z) vérifiant
tN(S)MgN(S) = Ml,

on a .

s € —7,

99

oti g diviseur de m = 213 fg, avecl; € {0,1}, f et g entiers impairs premiers entre
eux et premiers a 6, et g tel que g2 divise ajas — cico. De plus le nombre f? divise
aicy — c1as, le nombre g n’a aucun facteur commun avec (aycy — cias) (213 )~ qui
est un entier, et g n’a aucun facteur premier commun avec (ayas + c1c2)(243 )71
qui est un autre entier. Enfin on peut écrire

n

§=—,
99
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avec n premier a ¢.

Il est un cas particulier qui rentre a la limite dans cette proposition, mais que
I'on peut examiner de fagon directe, c’est celui ou (ag, by, c2) = (a_1,b_1,¢_1) =
(c1,b1,a;). Avec 4.15 et en écrivant m = 2113m, il donne seulement, avec a; et ¢,
multiples de 3 :

1 5 [ ((@1/3)* = (1/3)*) 0 —2(a1/3)(c1/3)
=g | 2a(@/3)(e/3) 0 al(en/3)* —(a1/3)%)
2(a1/3)(c1/3) 0 ((a1/3)* = (e1/3)?)

Deux cas sont a considérer [y = 1 ou l; = 0. Le premier donne m pair, et donc
a; et ¢; impairs, donc (a;/3)% — (c1/3)? pair permettant une simplification par
21, Le cas l; = 0 donne plus simplement la méme conclusion. Tout autre facteur
premier p de m, ne pourrait ni diviser a;c;, ni diviser a? — ¢? par ce que l'on a
dit sur les solutions de I’équation de Markoff 2.1. On retrouve donc la propriété
précédente avec ¢ = m et f = 1. Les conditions de divisibilité se vérifient en
utilisant le fait que la matrice %Qo + s'® est a coefficients entiers. Sur le terme de
la premiére ligne et premiére colonne de cette matrice, on a avec des entiers w11,

(((a1/3)* = (e1/3)%)27"), (c2/3), (e1/3) :
3(((a1/3)* = (1/3)*)27") + 9ms(ca/3)(c1/3) = muy;.

Mais ms € Q, et donc cette égalité n’impose nullement que wuy; soit multiple de
3. En écrivant les égalités équivalentes sur les autres termes de la matrice et en
utilisant le theéoréme de Bezout pour construire une combinaison des coefficients
de '® égale a 9, il reste facilement dans ce cas particulier

1
€ —7.
5 Im

L. . , o o .
On vérifie donc bien que 'on peut écrire s = g, avec n entier. Supposons que

n et m aient un facteur premier commun p, nécessairement impair, différent de 3
car divisant m, on aurait dans M3(Z)

(m/p)(-00 + ')

L (ai=c)@"3)7h) 0 —((2a101)(2"3)7" 1t
= —| —al2ae)@23)) 0 —ay((af —e)3)) |+ (n/p)g @,
P ((2a101)(23)71) 0 ((af —D)(2"3)7Y)

92



et donc, puisque les coefficients de %tCID sont entiers comme (n/p), nécessairement
p # 3 facteur premier de (a? — ¢) et de a;c;, donc aussi de a; et ¢;. Or ceci est
contradictoire avec ce que 1’on a dit sur les solutions de ’équation de Markoff 2.1.
Donc n et m sont premiers entre eux. On a donc établi dans ce cas qui correspond

a(i,7) = (1,-1), soit ij = —1:
Proposition 4.15. (Lemme 3.10 révisé de [19]) Avec N(s) € M3(Z) vérifiant
tN(S)M,1N(S> = Ml,

on a

1
€ —7,
° 9m

ot m = 213m, avec [, € {0,1}. Enfin on peut écrire

n
9m’

avec n premier a m.

En permutant le role des indices ¢ et j dans les deux dernieres propositions
les autres cas du lemme 3.10 de [19] se vérifient aisément. De sorte que ce lemme
est complétement révisé a la remarque prés, par rapport a ’énoncé de Riedel,
qu’il reste a& comprendre si n est ou non divisible par 3. Il y a la une imprécision
dans [19] qui part de s = §, avec p et ¢ premiers entre eux, pour en conclure a
Iexpression de ¢ donnée par son lemme 3.10 (¢ = 9¢, respectivement ¢ = 9m,
dans les cas de nos deux derniéres propositions). Nos deux derniers énoncés ne
prétendent pas que p = n soit premier & 3. Ils donnent une décomposition du
dénominateur 99 = ¢ en deux facteurs premiers entre eux 9 = 32 et g, dont seul
le dernier est premier au numérateur n = p. S’il advient que n soit divisible par
3, en simplifiant I’énoncé du lemme 3.10 par Riedel deviendrait faux.

4.3.2. Défaillance de ’argument décisif

L’idée que suggere la fin de l'article [19] de Norbert Riedel est la possibilité
d’exploiter le dernier lemme considéré. Partant d'un (aq,bq,c;) correspondant
a une valeur m, on en trouve un autre correspondant a m qui est (a_1,b_1,¢_1) =
(c1,b1,a1), associé pour 'application de la propriété précédente & m. Le cas que
I'on doit approfondir est celui ou il existe un troisiéme triplet (as, by, c2) différent
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de (ai,b1,c1) et de (a_1,b_1,c_1), correspondant & la méme valeur m, associé
quant & lui pour l'application du lemme 3.10 & un diviseur g de m. Il existe
dans ce cas un quatriéme triplet (a_s,b_2,c_2) correspondant a la méme valeur
m. Il s’agit pour démontrer la conjecture de Frobenius d’établir que cette situa-
tion est impossible. Pour y parvenir, I'idée de Riedel est d’utiliser les contraintes
induites sur les différents matrices N apparaissant dans ce cas pour en déduire
une contradiction. Considérons donc les deux matrices N1,9)(s7) € SL(3,7Z) et
N2,-1)(s™) € SL(3,Z) vérifiant respectivement

"Nag)(s7)MaNug)(s7) = My, (4.16)

tN(Q’_l)(S+)M,1N(27_1)(8+) = Mz. (417)

Par la proposition 1 (la proposition 1.2 de [19]) de telles matrices existent, et on
a rappelé comment les construire au début du présent article. On a aussi vu ci-
dessus, autour de notre proposition 9, comment construire les nombres rationnels
associés s~ et s*. En appliquant alors notre proposition 23 & 4.16 avec m = 213 fyg,
ol f=f",qg=g,g*divisant ajas — cicy, et f? divisant a;cy — cias, on obtient :
sT € iZ.
99

En appliquant encore notre proposition 22 & 4.17 avec m = 243f*g*, (g*)?2
divisant asa_; — cac_1 = asc) — caaq, et (f7)? divisant ase_; — caa_; = asay — cacy,
on observe d’abord par les conditions sur les facteurs premiers communs que ’on
a nécessairement [ = g et g* = f. Ceci donne :

1
st e QZ'
On note, en cohérence avec la proposition 23 (lemme 3.10 de [19]) :
. ont _on L
s :W7 s :@, oun",n" €7, (4.18)

ount et f sans facteur commun, de méme que n~ et g. Maintenant la combinaison
des égalités 4.16 et 4.17 donne avec 4.6 :

'N1,2)(s7)Nz,—1) (57 )M_1No,_1)(sT) N1,2)(s7)
= tN(l’,l)(S—’— + S_)M_lN(L,l)(S—F + S_>
— M
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En notant s; = st + s~ comme dans le lemme 3.9 de [19] et en observant que
N(1,-1)(s1) est dans SL(3,Z) on conclut avec notre propriété 23 que 'on a

+ - 1
ntgtnf 1,

pr— + _:
S1=8"+s om om

De sorte que si 'on note ce nombre s; = (n1/9m), avec n; entier et n; et m = fg
sans facteur commun, on a :

ny=ntg+nf. (4.19)

Riedel fait alors intervenir dans sa démonstration ([19] bas de la page 19) la
matrice N(z_2)(sT — s7). Résumons sur un schéma les relations que l'on peut
considérer dans la situation étudiée :

N(—17—2) <_S_)
f19.9

Dans les calculs que 'on vient de faire, on a simplement appliqué la "relation de
Chasles" (4.6) sur le triangle supérieur du diagramme :

Ne-n(s")Nag(s™) = Na,—1(s™ +57).

Maintenant intervient le triangle inférieur du diagramme, ot on peut considérer
grace a 4.11 une nouvelle matrice de SL(3,7Z)

N(_L_Q)(_S_) = JN(LQ)(S_)J.

On a encore une "relation de Chasles" (4.6) définissant la matrice N(o _oy(s™ —s7)
de SL(3,7Z) :
N(_1 _2)(—8_)N(27_1)(S+) = N(27_2)(8+ — S_).

)
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Comme dans le lemme 3.9 de Riedel, en posant cette fois s = sT — 57, avec
N(2,-2)(s2) € SL(3,Z) on conclut avec notre propriété 23 que l'on a
_ nfg-n"f 1

€ —7.
9m 9m

S =s5"—s

De sorte que si I’on note ce nombre sy = (n2/9m), avec ng entier premier am = fg,
on a cette fois :

ne=n"g—n"f. (4.20)

Les nombres ny et g sont premiers entre eux. On peut vérifier de méme que n, et
f sont premiers entre eux. L’égalité 4.20 permet d’écrire avec 4.18 et I’expression
m =213 fg :

sy =gty nlg—m (4.21)
9¢g 3m 3m 9m
sp—on it M _on2 T2
am  9m 3m  9m

Considérons maintenant
mZN(LQ)(Si) = m2N(172)<8+ — 82).

Combinant les expressions auxquelles on est parvenu pour préciser ’expression 3.5
grace aux égalités 3.9, 3.10 et 3.11, ainsi que 3.29, on retrouve de facon générale :

1
N(s) = ﬁ(FO +mDy +m?Ty) + %(Qg +mS)

5?2 — s 1.1 1
N R P I
2 m QoCe  A1Cy
Cette expression peut plus directement étre obtenue avec 3.53 et 3.54, ou 3.63
L’appliquant & la matrice que I'on considére ici, elle donne :

m*Naz)(s™) =m*Naa(s™ — s2)
= (FO —f- mF1 + m21—‘2) + (S+ — Sz)m(ﬂo —f- le)
(57 —s9)% — (s — s9)) 1 1

+ 5 m?*('®) — m( E)(t@)-

On trouve en réalité une expression différente de celle que donne Riedel dans [19]
(p. 19), notamment parce qu'’il oublie le dernier terme de I'expression que 'on
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vient de donner. Pour le voir il suffit d’utiliser 4.21 et de remplacer (s — s2) par
son expression (Riedel se limite au cas l; = 0 alors qu’on traite ici le cas général)

mQN(LQ)(S_)
2h
= (Fog+mI'y + szg) + ?(Qo + mﬁl)(rﬁg —ny)
1 22l1 2l1 1 1
= + 2 7 (ot th)_ _— t@.
+3 (Fgrtorta = nap = Ztg - nam) () = - ey

On ne peut donc conclure comme le fait Norbert Riedel, méme en ayant recours
aux quatre termes qu’il définit ensuite 2, B, €, ©. Au demeurant son imprécision
revient pour lui a supposer implicitement que a;c; = asce, c’est & dire puisque
my = my que by = by, et avec I'équation de Markoff a? + ¢? = a2 + 2, donc
facilement a1 = as et ¢ = ¢o, ou a1 = ¢ et ¢; = ay. En d’autres termes, sans
méme entrer dans le détail des développements donnés par Norbert Riedel a partir
des termes 2, B, €, ©, on voit qu’il induit sa conclusion par une imprécision dans
le calcul qu’il méne. Sa démonstration de la conjecture de Frobenius est donc
défaillante & cet endroit précis (milieu de la page 19).

5. Evaluation des parameétres s et applications

L’idée que I'on cherche a mettre en oeuvre ici pour corriger le travail de Norbert
Riedel consiste a mieux connaitre ’expression du parameétre s pour en déduire
une réponse négative a la conjecture.

5.1. Perfectionnement d’un résultat arithmétique déja vu

Pour tout triplet (aq, b1, ;) de 'arbre de Riedel posons m; = ajc; — b;. On peut
en toute généralité examiner la factorisation m; = 2"*3m; ot m; premier & 6. Si
[y = 1, avec m; = ajc; — by il faut distinguer plusieurs cas. Si a; pair, alors b;
pair et par I’équation de Markoff ¢; pair, donc une contradiction avec le fait que
le plus grand commun diviseur de ay, by, ¢, ne peut étre égal a 2. De méme le
cas c; pair est impossible. De sorte que la seule possibilité est alors ay, by et ¢y
impairs. Inversement dans ce cas my est pair et donc nécessairement /; = 1. Ceci
permet d’énoncer de fagon générale :
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Proposition 5.1. Pour tout triplet (a1, by, c;) de Iarbre de Riedel on a my; =
aic; — by = 213my, ot m; nombre premier a 6, et I, € {0,1}. De plus on a
équivalence de [y = 1 et du fait que a1, by et ¢; sont impairs.

5.2. Une premiére extension du lemme 3.10 de Riedel
5.2.1. Autour de la racine de ’arbre

On part de la racine de 'arbre de Riedel (ay, by, co) = (3,3, 3), on s’intéresse aux
matrices N(s) = N(1,0)(s) qui 'envoient sur un autre triplet de 'arbre (a1, b1, ¢1) =
(a,b,c). Par définition la matrice N(s) est dans SL(3,Z) et vérifie :

'N(s)MyN(s) = M;.

Par ce que 'on a vu en 3.48, on peut écrire

N(s) = exp(~ 22 5) N (0),

2
ou expression de N(0) — (=7 — 35)'® a été donnée en 3.47 et se simplifie ici en
1
1 5@1 — (Cln’%) 0 C1 — (milal)
—_— —3@1 + Cli + %clml %m% 301 + i(al — clml) + %alml . (51)
2my ™ 6 " 6
(al — Clm_l) 0 501 — (m—lal)
On a dans le cas présent :
361 3m1 3@1 3
tp = —3c1 —3my; —3aq = 3 ( c1T mp aq ) € 9M3(Z)
301 3m1 3(11 3
Avec 2.28, on a dans le cas présent :
-9 —-12 -3 9 15 6
Ry = 3 o -3 1], S=|-6 -9 =3 ],
3 12 9 3 3 0
R 14+ 25+ 2% 65+ 95 3+ 247
exp(—s;o) = -3s—32s& 1-9¢ 25— 3s° (5.2)
—2s+ 35 —6s+9s> 1—32s+ 2s?
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Ceci permet de donner, en effectuant le produit des matrices précédentes, une
expression de la matrice N (s) = exp(—sRy/2)N(0). D’ou aussi la matrice Sy N (s).
Avec S2N(0) = '® et Sp'® = 0 la matrice SyN(s) s’écrit en effet facilement sous
la forme suivante permettant d’utiliser 5.1

SoN(s) = SoN(0)+ sSEN(0) = So(N(0) — = (—5 —

1 (6ay + 5c1my ) 5m? (5aymy — 6¢1)
= — | (-3)Q2ay+cmy) =3m? (=3) (aym; — 2¢;)
2my 2
(6ay + c1my) mi (aymy — 6¢1)
301 3m1 3@1
+s| —3c; —3my —3a; |,
301 37711 3@1

ou ’on voit apparaitre en cohérence avec 3.58

1
SON(O) = m—(QO + m1Q1)
1
1 (6ay +5cymy)  5m2  (baymy — 6¢;)
= % (-6@1 — 301m1) —Bm% (—3a1m1 + 601)
1

(6a; + cymy) m? (aymy — 6¢1)

On peut alors regarder comment se traduit dans le contexte présent le lemme
3.10 de Riedel. La condition N(s) € SL(3,Z) impose SoN(s) € M3(Z). Celle-
ci impose d’abord s rationnel. Et méme en fabriquant une combinaison linéaire
adéquate des coefficients des matrices m%(ﬂo +m18;) et '@, issue du théoreme de
Bezout appliqué aux termes de la matrice ‘® (dont le plus grand commun diviseur
vaut 9), on trouve des entiers u et v tels que

U
— +9s =0,
ST s=wv

donc
18mys € Z.

Mieux encore, en regardant la seconde colonne des matrices précédentes, on trouve
une matrice a coefficients dans Z qui s’écrit :

1 5m? 3my 2my + 3mys
— | =3m? | +s| =3m;i | = —2mi—3mys
2m ! 2 ’
1 m? 3my Tmy + 3mys
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Si my pair ceci impose 3ms € Z, et si my impair ceci impose 6mys € Z. On est
donc assuré dans les deux cas que 'on peut écrire avec un entier o € Z :

o
5= —".
6m1
Cette écriture est différente de celle donnée dans notre proposition 23 (le lemme
3.10 révisé de [19]). 11 faut donc en savoir plus sur la fagcon dont se construisent
ces valeurs s. Allons plus loin en posant s = g, ol p et g entiers premiers entre

eux, il vient avec I'expression de SyN(s) précédente :

q(6a1+5c1m1)+6pmicy 5qm1+6pm3 g(5a1mq—6¢1)+6pmia;

2m1q 2q 2migq
q(—6a1—3cimi)—6pmici  —3qm1 —6pm¥ q(—3a1mi+6¢1)—6pmiag e M. (Z)
2m1q 2q 2m1q 3 ’
q(6a1+cimi)+6pmicy qmrf—ﬁpm% q(a1mi—6¢1)+6pmial
2miq 2q 2maq

Il est facile de s’assurer que cette condition d’appartenance se réduit seulement a
trois conditions, ol u, v, w, entiers :

q (6a; + beymy) + 6pmycy = 2msqu,

2
5qmy + 6pmy = 2qu,
q (baymy — 6¢1) + 6pmyia; = 2myqu.
La premiére égalité montre que m; = 213m; divise 6¢a,, la derniére montre que
my divise 6gc;. Ceci impose, puisque ay, m; et ¢;, ont un plus grand commun
diviseur égal & 3, et que m; nombre premier & 6, que m; divise ¢. Or on a vu
précédemment que ’on pouvait aussi écrire

« « Yy N divi t . N
= = —, ou m, divise ¢ et ¢ premier a p
2my 21+l13m1 ’ ’

S =

on a donc g = 2M3k2m; avec k; € {0, 1,2} inférieur & 1 + 15 et ky € {0,1}. On
peut incorporer ces expressions dans les précédentes égalités et simplifier

(21 + Beymy) 21 4 20 kglh e — 91y, (5-3)
5 + 2l1+1—k132—k2p — 21_l1 (/U/3m1)’ (54)
le (5(111111 . 21—l161) +2x 31—k2a1p — 21+k1m1w_ (55)

Si ky = 2, alors [; = 1. On a nécessairement p impair car ¢ premier a p. La
troisiéme de ces conditions impose a; pair, et la premiére impose ¢; pair, d’ot une
contradiction. Ce cas est donc impossible. Il en résulte que 'on a établi :
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Proposition 5.2. Toute matrice N(s) € SL(3,Z) vérifiant
'N(s)M(3,3,3)N(s) = M(a1, b1, 1)

est telle que I'on puisse écrire s = %’oa p et q entiers premiers entre eux. Si
my = aic; — by = 243my, ot my; premier 4 6 et || € {0,1}, on a de plus Ila
condition q = 2" 3%m, avec ki, ky € {0,1}. Ceci assure que I'on a

1

5 € k1 3’f2m1

On remarquera que ce résultat n’est qu’en apparence contradictoire, & cause
du facteur 2 du dénominateur, avec la propostion 22. En effet, on avait supposé
dans ce qui précede m ¢ {3,6}. Notre derniére proposition correspond en fait a
un cas ou m = 6.

5.2.2. Premier exemple P : (3,3,3) — (3,3,6)

On peut illustrer la proposition précédente sur un exemple. Ceci montrera que le
cas k1 = kg = 1 est possible, et qu’améliorer I’expression donnée pour le dénomi-
nateur de s dans la derniére proposition est impossible. Avec (a1, b1,¢1) = (3,3,6)
la matrice de passage que 'on considére est calculable grace a 2.2, et la valeur
correspondant & ) = P(3) est en fait s = sy. Pour calculer cette valeur on
procéde étape par étape apres avoir vérifie que "P(3)MyP(3) = M, c’est a dire
P(3) = N(1,0)(s), simplement noté ici N(s) :

0
3 0
0 1

Les valeurs de (ag, by, co) = (3,3,3) et (a1, b1,¢1) = (3, 3,6) permettent de calculer:

3 135 162 6 1566 1620
Ty, = 6 —81 —162 |, T,=| 15 —648 —810 |,
3 27 162 3 108 810
det(Tl)
det(Ty) = —(54)3, det(Ty) = —(270)3 = ——L =5
€ ( 0) ( ) Y € ( 1) ( ) ) r det(Tg) 9
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103 2
1
750 1? 375

N:TOT’lz T 11 329
1
750 15 375

On utilise ici SyN (s)N~! = (S, + sSg) pour calculer s en résolvant un systéme
d’équations. On en déduit :

En multipliant & droite la systéme précédent par N , on se ramene a 1’égalité
SoN(s) = r(SoN + sS2N) qui donne

78 75 63

~ 5 2 10
ngol\f = -——-(520 + 7Tl1(21) = —-%g ——%g —‘%% ;
mi 18 15 3
5 2 10
N 18 45 9
rSgN="®= | —18 —45 -9
18 45 9

La valeur trouvée pour s permet de calculer de fagon directe avec 5.2

mo 19 9
0 280 gg)ﬂ 299

exp(=s°) = | 205 10 om0 |
11 21 231

200 100 200

Comme on connait les expressions de la matrice @ = N (s) = P(3), de r, de
exp(—sf2), de N et de '®, on déduit de la valeur de A & partir de I'égalité

Ry ~
N(s) = Texp(—sg)]\f + N,

On obtient ainsi une valeur cohérente avec I’expression donnée par 3.43

143
5400’

102



ce qu’'un calcul a posteriori confirme bien :

N(s) = rexp(—s%)ﬁ—l—/\té

o _ 19 _ 9 103 2 22
200 100 200 750 15 375
_ 5| 3 9" _ 11 A S )
TR T i BN A
200 100 200 750 15 375
18 45 9
14
—ﬁ -18 —45 -9
18 45 9
0 -1 0
0 0 1

On en déduit également I’expression de la matrice N (0) en extrayant ’exponentielle
de ce dernier calcul :

21 _21 1
~ 100 40 200
N()=rN+ o = LI 1 R
o RN
100 ~ 40 200
Si on soustrait %(m% — ng)tq) = —&té comme le suggere 3.46 on retrouve
Pexpression donnée par 3.47 pour mllm (T + m3Ty) :
21 4
2l g 4
7t 29 25
NO+—o=[ = 2 -2
( ) 600 510 2 220
L g 2
50 25

On vient donc de vérifier sur cet exemple ’essentiel des formules données ci-dessus
dans le présent article pour généraliser celles de [19] a tout I'arbre des triplets de
Riedel. Tout est bien calculable sur cet exemple, et I’on a en particulier obtenu
une expression de s vérifiant notre derniére proposition, et montrant aussi que
celle-ci est optimale avec n = —1 dans ’expression qu’elle donne pour le nombre
S.

5.3. Une seconde extension du lemme 3.10 de Riedel
5.3.1. Permutation des valeurs extrémes des triplets

On considére ici une autre situation. On part d’un triplet (a4, b1, ¢1) correspondant
a une valeur mq, on en trouve un autre correspondant a m; qui est (a_1,b_1,¢_1) =
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(c1,b1,a1). Le cas qui nous intéresse ici concerne le passage entre les deux, avec
"Ni,—1)()M-1Nu,-1)(s) = M.

On doit dans ce cas considérer la matrice N = T Ty qui donne r = 1, et
confirme 4.4. I1 est de plus évident avec 3.43 que dans ce cas A = 0. Avec 3.46 il
vient donc Ny, 1)(0) = N = T, Ty = L5 (Tg 4+ mily), et avec 3.47 ou 4.3 :

1 —2a1¢1 + a%ml 0 —a% + c%
Na,-1)(0) = o ap(—ai+c) mi  c(af =)
1 at —c2 0 —2ajc; +cAmy

Cette matrice n’est pas dans M;(Z) dans le cas général. On étudie donc encore
les valeurs s telles que Ny, _1)(s) € M3(Z). Pour cela on utilise

2 2 2
—(al + bl — alblcl) ciay — b1a1 —C1 a1 — bl
— 2
S—l = C1 — b1a1 —ay — Qa1 s

bl ap 0

S_1N@,-1)(0)
1
= —(QO + mlﬁl)
ma

1 a? —c +myaje; —my (c1 + arhy — aley) —2ciaq + mya?

= — —biay — cia? —mya? bicy — a3
1 2 2
2a1c1 miaq ai — ¢y

Dans ce cas il est facile d’expliciter :

ai—c2 0 —2ca aijc; mia; —c;  al
QD= —2¢0a2 0 es@—a3 |, Q= aq —a? —c1
2a1¢1 0 al—¢2 0 a 9

L’équation 3.44 se simplifie pour donner seulement

R_
N(l,—l) (8) = eXp(_STl)N(l,—l) (0),
clap miaq a?
Sle(l,—1)<S) = Sle(l,—l)(O) =t P = —Clbl —m1b1 —Cllbl s
c mic;  a1cy
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Sle(17_1)<S)
= S—lN(l,fl) (O) + St(I)

1 a% — c% 0 —2ciaq aic; Mmiap — C1 a%
_ —9¢1a2 0 2 _ .3 + —_n2 _
1 2a1¢;, 0 a?—¢2 0 aq 0
@y maaq a?
+s —Clbl —mlbl —albl
c mic;  aicy

Cette matrice est elle-méme dans M3(Z) pour les valeurs s que I'on considére, qui
sont donc aussi telles que la matrice colonne du milieu soit & coefficients dans Z :

—C1 + aymy + smiay
2
—aj — smyby
a; + smicy

Comme (a;1/3), (b1/3) et (¢1/3) sont premier entre eux, il reste seulement en
considérant ces termes avec un entier o € Z :

[0 . «
3my - 2’19m1'

En fait on peut faire mieux. Considérons par exemple avec le terme de la premiére
ligne et premiére colonne :

((a1/3)* = (c1/3)?) + 2"9mys(c1/3)(a1/3) = 2" myuy;.

Sily =1, ce qui est équivalent a dire que m; est pair, alors a; et ¢; impairs; de
sorte que 1’on peut simplifier en une expression qui vaut aussi avec [; =0

((a1/3)2 — (e1/3)?
20

)+ 9mys(c1/3)(ar/3) = myuy;.

En faisant un calcul équivalent avec tous les termes de la matrice, puis en utilisant
le théoréme de Bezout pour construire la combinaison linéaire adéquate, il vient

avec un entier o/ € Z :
o 1

€ —7.

S =
9m1 9‘(111

On trouve donc I’équivalent du lemme 3.10 de Riedel. Pour préciser les choses on

pose encore s = g, avec p et ¢ premiers entre eux et ¢ diviseur de 9m;, donc de
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3my. Il en résulte que la matrice suivante est dans M;(Z)

q(a?—c?)+miciaip m2aip —q(2c1a1)+mya?p
miq miq mi1q
—qai(2c1a1)—micibip —m%blp qal(c%—af)—mlalblp
miq miq mi1q
q(2aic1)+micip m2cyp q(a? —cl)—l—mlalclp
miq miq miq

En désignant par wu;. les entiers de cette matrice et en utilisant encore la décom-
position m; = 2"13m;, ot my premier 4 6 et [; € {0,1}, on trouve sur la premiére
colonne et troisieme ligne que

2qayc; + mlc%p = U31M1q.

Ceci impose que my divise 2ga;c; et donc q. Mais on a vu aussi que ¢ est un
diviseur de 9m;. Il n’y a donc pas beaucoup de possibilités pour les facteurs
de ¢ ne divisant pas my. Les seules possibilités sont 1, 3 et 9, qui permettent
d’écrire ¢ = 3%m,; avec ky € {0,1,2}. Sans chercher & raffiner cette derniére
contrainte, on peut donc énoncer dans ce cas un résultat analogue, mais différent,
de la proposition précédente :

Proposition 5.3. Toute matrice N(s) € SL(3,7Z) vérifiant la condition

) €
'N(s)M(c1,b1,a1)N(s) = M(ay, by, c1)

est telle que l'on puisse écrire s = ou p et q entiers premiers entre eux. Si
mi = aic; — by = 213my, ou my prermer ab6etly € {0,1}, on a de plus la
condition q = 3*2m; avec ky € {0, 1,2}. Ceci assure que I'on a

S €

3k2m1

La comparaion avec la propriété 24 laisse ici imaginer que le cas ko = 2 est
possible, mais ceci reste a confirmer.

5.3.2. Second exemple Q'P: (6,3,3) — (3,3,6)

On s’intéresse ici au triplet (a1, b1, c¢1) = (3,3,6) correspondant a la valeur m; =
15, et a Pautre triplet correspondant & m; = 15 qui est (a_1,b_1,c_1) = (6,3, 3).
On introduit avec ce qui précede

1 9 0 27 1 9 2
No-p(0)==—| 81 225 -162 | =| o+ 1 -3
7 225 3 56
—27 0 504 -2 0 ¥
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Par construction on a bien *N(;,_1)(0)M_1 N _1)(0) = My, ici :

;—é 2% —% 1 6 3 % 0 23—5 1 3 3
0 1 0 013 = 1 -2 =[016¢6
= -3 X 00 1 -2 0 2 00 1
Les valeurs de (a_1,b_1,c_1) et (a1, b1, 1) permettent de calculer:
3 702 810 6 1566 1620
T, = 15 —162 —-810 |, 11 = 15 —648 —810 |,
6 54 1620 3 108 810
det(Tl)
det(T_,) = —(270)3, det(T}) = —(270) =¢l—— =1
T0) = (200", det(Ty) = —(210)°, =/ qFahs =1,
_ B 3 702 810 % 1—18 9—101
N = T.,17" = 15 —162 —810 Fﬁ"{ 01 —lggﬁ
6 54 1620 T 60750 4860 121500
= Nu,-1)(0).

Dans le présent cas A = 0, et il reste seulement N(s) = exp(—sRQ‘ LN, avec :

9 39 15
S,=[ -3 -9 3],
3 3 0
R 14+ 9s+ 32 Bs4 D2 65 + 9s?
eXP(—ST_l) = 3s—95% 1425242 65 — 952 ,
—65+ 952  —42s + 4552 1 — 185+ 1852
=+ 854 95° Bs+ L2 2+ 254 557
N(s) = Na,—1)(s) = >+ 25 =957 14+ Zs— 2% —24 85— 547

—5 — 25+ 1882 —425+4587 2 — s+ 947

Il reste a identifier les valeurs rationnelles s telles que N(s) soit a coefficients
entiers. Trouver un algorithme pour y parvenir est un probléme en soi que 'on
n’étudie pas ici car on n’en a pas besoin. En effet il suffit de se souvenir que P(3)
envoie (3,3,3) sur (3,3,6) et que Q(3) envoie (3,3,3) sur (6,3,3). Une solution a
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notre probléme est donc de considérer la valeur s définie par la matrice Q(3) ' P(3)
qui par construction envoie (a_1,b_1,c_1) = (6,3,3) sur (ay,b1,¢1) = (3,3,6) :

10 0 0 -1 0 0 -1 0
N(s)=QB)'PB)=| 0 0 -1 1 3 0f|=(0 0 —-1],
01 3 0 0 1 1 3 3
avec Q(3)"'P(3) = Nu,—1)(s) = N(s) vérifiant :
0 0 1 1 6 3 0 -1 0 1 3 3
-1 0 3 013 00 -1 |=|016€6
0 -1 3 001 1 3 3 001

En calculant S?; N (s) =! ® puis S_;(N(s) — N(0) = s'®, on parvient aux valeurs
suivantes :

1
S:—m, m1:5, k2:1

et I'on vérifie facilement que l'on a bien exp(—s%)N(O) = N(s), ici :

18 9 11 3

G A I S Y D (i
OO B U A ) Al S,
% 3 % -5 0 3 1 3 3

Remarquons maintenant, en faisant la comparaison avec la proposition 24 que si
I’on voulait écrire s = gmr due 1 ne serait pas premier a 3. Ceci confirme une
lacune dans 1’énoncé de Riedel dans son lemme 3.10 de [19]. On le confirmera
dans la suite. Remarquons qu’avec la valeur s = & I’expression précédente fournie

3
pour N(s) donne

. 3 8 3
NE=| 0 3 1 |eSLE.Z).
-1 -9 -3

tN(é)M(6, 3, 3)N(%) — M(6,3,3).

La valeur (1/3) comme d’autres valeurs de s donnent des matrices du stabilisa-
teur de M(6,3,3). C’est en fait la valeur appelée sy dans ce qui précéde (voir

proposition 8) qui vaut —z1-.
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5.3.3. Troisiéme exemple Q : (3,3,3) — (6,3, 3)

On a considéré les triplets (ag,bo,co) = (3,3,3), (a1,b1,¢1) = (3,3,6), et enfin

(a_l, b_l, C_l) = (6, 3, 3)

On a trouvé les deux décompositions suivantes, ot

mo = 6, my = 15, )\(170) = —%, )\(1771) =0:
P(3)
1 Ry, aicimy -1
= — 1T
(5355 2 N agcgmy 11
Co
+Aa0 | —bo ( L mp oag ))
Qg
R
= eXP(—S(l,O)jo)N(Lm(O)a
Q(3)"'P(3)
1 R aycmy 1
= T T,
eXp(3 X5 2 a_1C_1M_1 1
C1
+A,-1) | —b- ( L M1 G ))
a_1
R_,

exp(=s(1,-1)—5 ) Na,-1)(0).

En combinant ces expressions, il vient avec 4.10 et la

"relation de Chasles" 4.6 :

Q(3)™ ! GXP(_S(LO)%)N(L())(O) = exp(—s(L1)%)]\[(171)(0)7
QB) = eXp(_S(LO)%)N(LO)(O)N(L—I)(O)1eXP(5(1,—1)%)
- exp(—S(l,o)%)N(170)(0)N(_171)(0) exp(sq _1)%)
- eXp(_SG,O)%)N(—LO)(U) eXp(S(L—l)%)
- exp(—S(l,o)%)exp(s(l,_l)%)N(_Lo)(o)
= exp((sa,-1) — 3(1,0))%)N(_1,0)(0).
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D’ou naturellement I’expression de la valeur s qui correspond a Q(3) = N(_1,0)(0)

1 1 1
S0 = T 0 S s T S s E T 93 x5
Sur cet exemple on a pu directement calculer la valeur s sans passer par de fasti-
dieuses décompositions, uniquement en utilisant notre "relation de Chasles" 4.6.
On a vu ci-dessus, lors de la démonstration de cette relation, la formule de com-
binaison des valeurs . Appliquée ici cette derniére permet d’écrire :

143
A10) = —Aa_1) + A =——
(—1,0) (1,-1) (1,0) 5400
Une vérification directe permet alors de s’assurer que 1’on a
231 21 11
1 Ry 200 100 200
exp(—s————-)=| a5 1wy o |-
2x3x5H 2 9 19 171
200 100 200
a_ic_ym €0
—1C—1M—1 _
T()T_ll ‘I’)\(,LQ) —bo ( C_.1 M- a1 )
apCoMyo
ao
171 21 19
200 0 100
_ 9 121 99
200 40 100
et par produit des deux matrices précédentes :
Q(3)
1 Ry, ,a_jc_ym_
= exp(— -0 -1 1T0T:11
2X3x%x5 2 agCoMmy
Co
+/\(_170) —bo (C_l m_1 a_—1 ))
Qo
1 0 0
= 0 3 1
0 -1 0

On peut en déduire facilement la structure de la matrice P(3)*Q(3) qui envoie
le triplet (aq,b1.¢1) = (3,3,6) sur (a—1,b_1,c_1) = (6,3,3). On dispose ainsi de la
structure compléte des matrices qui interviennent a la racine de I'arbre de Riedel.
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5.4. Calcul des valeurs s = sy pour tout ’arbre de Riedel

L’idée se présente naturellement d’étendre les observations que ’on vient de faire
a tout 'arbre, en généralisant les calculs précédents. De fagon précise, il s’agit de
calculer les valeurs s = sy qui correspondent aux matrices N € SL(3,Z). C’est
I’objectif que I'on se fixe dans le présent paragraphe

5.4.1. Précisions dans les notations

Pour atteindre notre objectif, il est utile de préciser les notations, en introduisant
des indices nécessaires pour distinguer les triplets de 'arbre de Riedel (Fig. 7). 11
peut s’agir de simples marqueurs si ’on veut simplement distinguer les triplets.
Il peut s’agir, si I'on veut travailler sur des chemins de cet arbre, de niveaux ou
hauteurs avec i = 0 pour le triplet (3,3,3), i = 1 pour le triplet (3,3,6), i = —1
pour le triplet (6,3, 3). Il peut s’agir d’indices dyadiques si 'on veut bijectivement
désigner tous les triplets de cet arbre. On pose ici en raisonnant par niveaux de
I’arbre de Riedel :
"Niig) (36.0) M N (s.0)) = M,

R R,
Ny (sa.5)) = eXP(—7]8< NG (0) = Niijy(0) exp(=s6i,)
3%.

= NnO)(1+ sSi + Do)
S(i,j) T SGk) = S(ik)>
a;C;My;
N (0) = T 4 hp [ b | (e omi o)),
(,J)() (ajcjm + Adig) b (C mi aj ))
a;c;im;
T4 7 )
(i) — a]c]mj TG,k (i,5) = T(i.k)
Ny =TT, NgwNag) = N
1 1 1 1 1
ANij) = - S ) A A = Aiw.
i) = G~ wems) T2 m?) () T AGR = Ak
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Papy = b | (e omioai),
a;
Cr Cj
"D} Oy = = | (¢ my a; )| =b | (e mi ai)=0,
ak a;

J

Il ne reste qu’a appliquer ces formules a tous les niveaux de I'arbre de Riedel.

5.4.2. Calcul des valeurs s5(;;1; pour i > 0

On a vu au début de 'article comment se construit ’arbre de Riedel avec les for-
mules 2.2 & 2.9, et comment ces derniéres pouvaient se déduire avec des permuta-
tions de deux d’entre elles. On considére donc ces deux derniéres, en commengant
par :

YP(a;)M(ai, by, c;)P(a;) = M(a;, ciyaic; — by) = M(aiy1,big1, Civ1).

On peut écrire ainsi, avec ici s = 53414 pourvu que l'on soit dans la partie
supérieure de la figure 7, c’est a dire dans des niveaux de I’arbre supérieurs a celui
de (3,3,3), c’est a dire du coté de (3,3,6) :

R 0 —1 0
P(a;) = Niiy1,i)(56+1,)) = eXP(—S(m,@7Z)N(z‘+1,z‘)(0) =11 a O
0 0 1

Les triplets permettent de calculer, avec m; = (a;c; — b;), m;y1 = (a;m; — ¢;) =

G aici(ci<aici - bi) - Gi) aici(aici - bi)ci
T = (CLiCi - bi) aiCi(—Cz) aici(aici - bi)<_bi) )

{3
a; a;C; a;C; (CLZ‘CZ' — bz)al

det(ﬂ) = —(aicimi)3,

2 2
m; a;m; (—a; — mie; + a;my)  a;mi (—¢; + am;)
_ 3
Tisi=| —c+amy —a;m; —aicim; (—¢; +aim;) |
2 2
a; a;m; a;m; (—¢; + a;m;)

det(Ti1) = —(ammi(agm; — ¢;))?,
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Qi+1Ci+1Mi41 (aimi - Ci)

T(Z+1vl) = - ’
a;C;1; C;
A\ 1 1 )+ 1( 1 1 )
1 — -
(1.9 (am; — ci)mya;  aemy” 20 (agmy — ;)2 m?
. (2CZ - aimi) (3azmz — Q;C; — 201‘ + afmz)
- )
2aicimi(aimi — Ci)2
—(af + b? - aibici) CZZ'CZ2 - biCi —a; a;C; — bl
Si = a; — biCi —C? —C;

bi C; 0

Le calcul du produit TZTerl1 donne une expression assez compliquée, mais on peut
s’en passer pour calculer s en utilisant directement les expressions 3.47 et 3.49 :

Si(P(a;) = (Ni+1,0(0) = 5(=5— — —35)"P(i414)))

mic;  (am; —ci)ci aic
= Sty | —mibi —(aim; — ¢;)by  —agb;
ma;  (aimi — ¢;)a; a

Cette égalité donne par exemple sur la derniére ligne la valeur de s(;;1:), et cette
expression est cohérente avec notre premier exemple :
a; a;

e G
(azmz Cz)mz mgm;41

Avec Ni; jy(s)™1 = Nij»(—s), on en déduit aussi :

a;

S(iyi+1) = e
(2 (2

On considére maintenant, toujours sur la partie supérieure de ’arbre :
tQ(Ci)M(au bi, ¢;)Q(ci) = M(aic; — by, a;, ¢;) = M(aiq1,biv1, Civa)-

On peut encore écrire avec s = 5(;41,) :

1 0

R;
Q(ci) = N1, (SG+1,) = eXp(—S(iH,i)7)N(i+1,¢)(0) =10 ¢ 1
0 0
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Les triplets permettent de calculer, avec m; = (a;c; — b;), mir1 = (mic; — a;) :

C; aici(ci(aici - bi) - ai) aici(aici - bi>ci
T; = (aici - bi) GiCz‘(—C?) aici(aici - bi)<_bi) )
a; CLZ‘CZ2 CLZ'CZ‘(CLZ'CZ' — bz)(lZ
det(T;) = —(a;cim;)?,
C; miCi(Ci(miCi - ai) - mi) mici(mici - ai)ci
Tiy1 = (mic; — az) miCi(—C?) mici(mic; — a;)(—a;) ,
m; m;c? mic;(mic; — a;)m;

det(Ti41) = —(eimi(cim; — ai))3>
_ Gip1Cia M1 (cim; — a;)

T(i+15) = = )
a;Cim; a;

1 1 1 1 1
—)

— + —_ —
(cim; — a))mic;  a;emy 2 ( (cim; —a;)? m;

Nt = (

7

3 2 2 2,3 2.2 3,2
(ajc; + 4aim; — Taeom; + 2c;mg — 2a;c;m; + a;cims)

2a;c;m32 (cim; — a;)?
On utilise encore directement les expressions 3.47 et 3.49 :
1, 1 1

Si i) — (N1 (0) = 5(—5— — —5)' P,
(@e) = WO = 5= = 775) @)
m;c; (aimi — ¢i)e; aiC;
= Sty | —mabi —(aim; — ci)bi —a;b;
mia;  (a;m; — ¢)a;  a?

Ceci donne les valeurs de s(;414) et de s(iq1) -

Ci Ci
T L) = (c;m; — a;) m; T i
11 ) 7 o 4+1
C;
S S

Remarquons que si on traitait plutdt de la partie inférieure de ’arbre de Riedel,
s’est & dire des niveaux négatifs de ces arbres, on devrait remplacer s(;;1; par
5(i—1,i), avec des formules analogues. Par exemple la derniere écrite donnerait, cette
expression étant cohérente avec ce qui a été calculé a l'issue de notre troisieme
exemple pour Q(3) :

Ci

S(i—1,) = P T
11— (]
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5.4.3. Signe des valeurs s(;1;; pour i > (0 et observations

Finalement, en reprenant les deux résultats obtenus pour ¢ > 0, et en les com-
plétant pour les autres équations vues au début du présent article, en permutant
les termes pour donner les formules correspondantes, on obtient pour les valeurs
5 associées :

"P(a;)M (a;, bi, c;) P(a;) = M(as, ¢, aic; — bi) = M(aiy1, biy1, Civ1). (5.6)
a; a;

_ _ , 5.7

’ (aimi - Ci)mi MM ( )

'Qci) M (az, bi, i) Q(c;) = M(aic; — by, iy ¢;) = M(ait1,bis1, Ciyt)- (5.8)

S = G = G (59)

(Cimz‘ - az’) my; m;mi41 '

tP(Ci)M(C“ bi, CLz)P(CZ) - M(Ci, Qa;, Q;C; — bz) - M(CLH_l, bi+1, Ci+1)- (510)

C; C;
_ - _ . 5.11
’ (Cimi - &i)mz’ MM ( )

'Q(a;) M (ci, by a;)Q(a;) = M(ae; — by, ciya;) = M(aiy1,biv1, Ci1). (5.12)
5 — i _ (5.13)

(aimi - Ci) my mimi1 '

tP(bl)M(bl, ag, C,L)P(bl) = M(bz, Ci, biCi — CL,L') = M(aiﬂ, bi+1, Ci+1>. (514)

b; b;
i (bimi - Ci)mi mymi41 ( )
'Q(ci) M (biy asy ¢i)Q(ci) = M(bic; — ai, by, ¢;) = M(aisy, bit1, Civ1)- (5.16)
5= i _ G (5.17)

(Cimi - bi) m; mimi—&-l‘
YP(ci)M (ciyai,bi)P(e;) = M(ciy by, bic; — a;) = M(ait1, bit1, Civ1). (5.18)
b; b;

- — = — . 5.19
’ (bimi - Ci)mi mymi+1 ( )

'Q(bi) M (¢, ai, b;)Q(b;) = M(bic; — ai, ¢;,b;) = M(ais1,bis1, Cig1). (5.20)
b; b;

— = . 5.21
’ (bimi - Ci) my; mgmiqq ( )
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Ainsi peut-on calculer toutes les valeurs s qui correspondent aux chemins de I’arbre

de Riedel. On donne celles qui sont liées a notre figure 6 :

tP(3)M(3,3,3)P(3) = M(3,3,6).

v

3 x2x5
'P(3)M(3,3,6)P(3) = M(3,6,15).

3 1

'Q(6)M(3,3,6)Q(6) = M(15,3,6).
6 2
(6x15—3)x15 3x5x29
'P(6)M(6,3,3)P(6) = M(6,3,15).
6 2

T (3x15-6)x15  3x5x13

T (6x15-3)x15  3x5x29

'Q(3)M(6,3,3)Q(3) = M(15,6,3).
3 1
T (3x15—6)x15 3x5x13
'Q(3)M(3,3,3)Q(3) = M(6,3,3).
3 1
(3x15—6)x156 3x2x5

(5.22)

(5.23)
(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)
(5.29)
(5.30)
(5.31)
(5.32)

(5.33)

Ces expressions permettent d’énoncer plusieurs propositions évidentes pour la

partie supérieure de ’arbre de Riedel :

Proposition 5.4. Les matrices P donnent des valeurs s négatives, tandis que les

matrices () donnent des valeurs s positives.

La vérification se fait de fagon évidente avec 5.6 a 5.21. Ceci introduit le signe

g5 de s qui vaut —1 avec P et +1 avec (). On a aussi :

Proposition 5.5. Toute matrice P ou () correspondant a une aréte élémentaire
de I’arbre de Riedel, correspond aussi a une infinité d’autres arétes de cet arbre,

et posséde donc une infinité de décompositions du type exp(—sR/2)N(0).
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La vérification se fait a partir 2.2 & 2.9 en observant qu’une telle matrice
apparaissant entre les niveaux ¢ et ¢ + 1 de ’arbre de Riedel apparait aussi entre
les niveaux j et 7 + 1 pour j > i. Il suffit & chaque niveau de décomposer cette
matrice avec ce qui préceéde. Avec 2.28 on observe que I'on ne trouvera pas aux
différents niveaux les mémes matrices R, ni donc a fortiori les mémes valeurs s,
et avec par exemple 3.47, pas non plus la méme matrice N(0).

Proposition 5.6. Les termes s donnés par les relations 5.6 a 5.21, qui corre-
spondent a un passage d’un niveau de ’arbre de Riedel au niveau suivant et des
matrices N1, € SL(3,7Z), s’écrivent sous la forme

(6%}

(mi/3)(miy1/3) 7

ou ay, (m;/3), (m;;1/3) sont des entiers positifs, deux a deux premiers entre eux
et premiers a 3, correspondant a une solution de I'équation 1.1 :

e
3

af + (mi/3)” + (mig1/3)* = 3a;(mi/3)(mig1/3).

Remarquons & partir de 1a que la condition *N; ;41)(s)Miy1 N i1)(s) = M;
donne aussi l'autre condition ‘N ;1)(s) " M;Nyi41)(s)™' = M;41. Mais avec
4.10, on a N i11)(s) ™' = Nt1,9)(—s). Cette derniére relation s’écrit donc aussi
tN(i—l—l,i)(_8>MiN(i+1,i)<_5) = Mi+1 avec cette fois :

Q'
—s=—¢ .
“3(mi/3)(miy1/3)
On peut poser ¢, = —¢&,, cependant la formule précédente ne mentionne pas

a;+1 mais ;. Ceci ne pose pas vraiment de probléme car en regardant de prés
les relations 5.6 & 5.21, on observe qu’en réalité o; = ;1. Qu’on augmente de
niveau ou qu’on diminue dans I’arbre de Riedel, on peut donner une expression
de s applicable dans les deux cas, analogue a celle de la derniére proposition. En
regardant de prés ce qui précede, on n’a aucune peine & s’assurer qu’avec la valeur
convenable ¢ € {—1,1} la derniére proposition est transposable a tout I’arbre de
Riedel.
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5.4.4. Calcul des valeurs s ;) pour tous les triplets de ’arbre

Considérons ici un chemin de I’arbre de Riedel reliant un triplet (a;,b;,¢;) & un
autre triplet (a;, b, ¢;) de plus haut niveau (j > 7). Il donne les relations suivantes,
aréte par aréte de l'arbre entre les deux extrémités du chemin considéré, et en
utilisant notre "relation de Chasles" :

tN(z',i+1)(S(i,i+1))Mi+1N(i,i+1)(S(i,i—i-l)) = M;

'Niiv1,i+2) (S(41i42)) Miva Nigi2) (S 1i42)) = Miga,
S(i,i42) = S(iyi+1) T S(i+1,i+2)>
tN(i—',—Q,i—i—S)(S(i+2,i+3))Mz'+3N(i+2,i+3)(3(i+2,z‘+3)) = M; 4o,
S(iyi+3) = S(i,i+2) T S(i+2,i4+3) = S(i,i+1) T S(i+1,i+2) T S(i+2,i+3)s

ceey

'NG-1)(8G-15) MiNG-1,5) (8G-15)) = Mj-1,
k=j—1
(i) = Sig—1) T S(j-14) = -+ = Z S(k.k+1)
k=1
"N (36.9) MiNi gy (sig)) = M
On obtient par ce qui précede une expression ou oy; jy € Z

k=j—1

5 — sk 1) Mk _ _ %G9
W B3 [3)
3] [0mi/3)
k=i

Nos résultats antérieurs montrent alors qu’il est vraisemblable que numérateur
et dénominateur de cette derniére expression aient des facteurs commmuns, en-
trainant une possibilité de simplification.

Hlustrons sur un exemple, ou i = 0. Pour (ag,by,c) = (3,3,3), on voit
apparaitre un premier terme qui s’écrit avec €5, ,, = —1 pour (3) et avec Eson) =
1 pour Q(3) :

1
5(0,1)

T o3 g« (my/3)’
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ol o =1, mg =6, (ay,b1,c1) = (3,3,6), my = 15 et my = 5. Au niveau suivant
de ’arbre, on a :

Es0.1) 0 Esi1.) 1 (m2/3)53(071)a0 + 265, 51
5(0,2) = + =

3><2><(m1/3) 3(m1/3)(m2/3) 3 X 2 X (m1/3)(m2/3)

Par exemple avec (ag, b, o) = (15, 3,6) donné par P(3) suivi de Q(6), on obtient

(ma2/3)an + 201 = (29 x —1) + (2 x 2) = —25,
—25 L 5
3x2x5x%x29 3x2x29

On a donc une simplification par un facteur 5 qui construit bien la cohérence avec
nos résultats antérieurs. Dans ce cas my = 87 et my = 29.
On est conduit & imaginer une hypothése de récurrence qui pourrait étre :

5(0,2) =

"(0,-1)
3 X 2 X (mj_1/3)'

$(0,5-1) =

Au début de la récurrence cette expression vaut avec :

N,1) = 83(0’1)060 = :i:l, my = 15.

Comme dans ce qui précéde on peut noter s j_1) = Z? ‘I avec :
i

li—
mj_1 = Qj_1Cj—1 — bj—l =271 x3x m;_q,

gj—1 = oFLi-1 5 ZR2i-1 m;_q,
2k1’j_1 X 3k2’j_1 X No,j-1) = 21+lj_1 X 3 X nj—1.
Mais on a aussi :

"(0,-1) X 51 Yi—1
3x2x (my-1/3)  3(m;-1/3)(m;/3)
n(O,j—l)(mj/3> + 2€S(j—1,j)aj_1

3% 2 x (mj-1/3)(m;/3)

S04 =

s e , . ol ..
Ceci impose donc que m;_; défini par m;_; = 251 x3xm;_; divise n(_1)(m;/3)+
. . ; . N .

2e5,_,,j—1. Une telle expression laisse supposer que l'on pourrait avoir mieux :

(mj_1/3)n(07j) = (mj/?))n((),j_l) + 283(]._14.)06]'_17 (534)
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avec encore 1’équation 1.1 :
ai_y + (mj1/3)% 4 (m;/3)* = 3a;_1(m;-1/3)(m;/3).

Si tel était le cas la récurrence envisagée fonctionnerait, et elle permettrait le pas-
sage au niveau suivant de 'arbre. Il faut donc, pour s’assurer que ce que 1’on vient
d’imaginer est valide, comprendre comment se construisent les nombres nq 1),...,
n(o,;) par des équations 5.34 se succédant les unes aux autres et s’articulant cor-
rectement. Ceci n’est pas tout a fait évident au premier coup d’oeil. Mais la
lecture de [5] (Lemma 7 p. 30) ou [17] (Chapitre 1) permet d’associer a une telle
solution de I'équation 1.1 trois nombres entiers k;_1 9, kj_11, kj_1, tels que

(m;/3)kj—12 — jrkj1 = (mj-1/3),
(mj1/3)kj1 — (m;/3)kj—1,1 = o1,
(mj—1/3)kj—12 — aj1kj11 = 31 (m;—1/3) — (m;/3).
La seconde de ces égalités donne aisément avec un entier w;_; :

N = 26s;_, ki1 +wimi(my/3),  nej-1) = 2es,_,  kjm11 +wimi(m-1/3).

On voit ainsi comment ’articulation entre les différents niveaux pourrait se faire
avec

N0,5) = 255(]"]41) kj71 + Wi (m]/3) = 255071’],)]{)]'_1 + wj_l(mj/?)), (535)

mais évidemment il reste a comprendre ce que sont les nombres w;_;.

Considérons donc a nouveau 'exemple vu ci-dessus avec j = 2, nga) = —9,
a; =2, (my/3) =5, (ma/3) =29. A partir du formalisme développé dans [17], le
triplet (2,5,29) est lié & la décomposition matricielle

29 17 5 2 2 1
Mz2,2,1,1) = ( 12 7 ) = ( 9 1 )M(z) ( 11 ) = Mi2.2) M) M 1),

et cette derniére donne directement w; = —1 grace aux valeurs
€s(1,2) = L, k=12, ]f1,1 =2, k’1,2 =1,

no2) = (2% 12) + (29 x w1), 711 = (2% 2) + (5 X wy).
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Sur le méme exemple le cas j = 1 est limite. Mais avec ng1) = —1, ag = 1,
(mo/3) =2, (m1/3) =5, il donne wy = 1 grace aux valeurs

53(0’1) == —]., ]{?0 = 3, ]{3071 = k0,2 — ]_7

N,1) = —(2 X 3) + (5 X wo).

Le triplet (1,2,5) est lié & la décomposition matricielle

5 2 2 1
Ma,i2) = ( 31 ) = ( 11 )M@) = MayMeMs.

On a d’ailleurs wy = —&5,,, et la formule suivante vaut également pour Q(3) qui
permet de passer de (3,3,3) a (6,3,3) :

n(0,1) = 2€s54,, ko — 55(0,1)(7711/3)-
Pour passer au niveau suivant, la formule d’articulation 5.35 s’écrit :
No,1) = 255(1,2) ki + wl(m1/3) = 255(0,1)k0 - 65(0’1)(7721/3).

On remarque sur I’exemple que 'on vient d’évoquer que l'on a w; = —Es(y.- Une
vérification sur tous les autres cas de la figure 6 donne la méme observation avec
(m1/3) =5 et le tableau suivant :

triplet 512 (may/3) 50,2 N2 M1 s, ki wi

P i o R

(6.3,15) ——2 99 55 9 4 1o

(1’5 % 3) iy 13 i 3 1 1 8 -1
1 3x5x13 3x2x13

L’idée qui s’impose est de supposer que 1’'on a, & tous les niveaux de l'arbre de
Riedel :
Wj—1 = —85(]._1’1.) S {—1, +1}

La formule d’articulation s’écrit alors seulement

105) = 2856, Ri1 = Esgy g (15/3) = 285, Rjma = €5,y 5 (M /3). (5.36)
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Elle signifie trés simplement, si sy = Esgoiy due Von a ki = kj_q, et si
g ) . . — . ) 2 A

Esgarn = ~Esgryy dUe l'on a k;1+k;—1 = (m;/3). L’hypothese de récurrence que

I’on retient s’écrit maintenant :

S(0,j-1) = 285 1 ki-11 — 53(171,1)(mﬂ'—1/3) _ 285 55 nki—2 — 55(1—2,j—1>(mﬂ'—1/3)
J— _ -

3% 2% (mj-1/3) 3% 2% (mj-1/3)

Pour j = 2 et j = 3 on peut explicitement vérifier avec nos exemples précédents

que cette expression est vraie. Le passage au niveau suivant s’effectue alors grace
a 5.36 :

2851,y Ki-11 = Esyay (M5-1/3) Es(j—1.5) Y1
S .
07 3 x 2 x (m;_1/3) 3(m;1/3)(m;/3)
(2€S(j—1,j)kj_171 - Es(jfl,j) (m]—l/g))(mj/3) + 265(j71,j)aj_1
3% 2% (mj-1/3)(m;/3)
(288(]-_1,]-) k'jfl,l - gS(j_l’j)(mjfl/?)))(mj/?))
3% 2% (mj—1/3)(m;/3)
265, 4, ((my—1/3)kj1 — (m;/3)kj11)
3% 2% (mj-1/3)(m;/3)
—Es; 1y (My—1/3)(m;[3) + 2e  (mj—1/3)k;j
3% 2% (mj-1/3)(m;/3)
285 1 Ki-1 — €51 (M3 /3)
3% 2 x (m,/3)
25,0 kin — S5y (m;/3)
3 % 2x (m;/3)

La derniére expression établit que la récurrence fonctionne, de sorte que 1’on vient
de démontrer que I'expression donnée pour s ;1) est vraie. En résumant ce qui
précede, on peut donc énoncer un résultat beaucoup plus précis :

Proposition 5.7. Considérons un chemin de l'arbre de Riedel reliant le triplet
(ag, bo, co) = (3,3,3) a un autre triplet (a;,b;,c;) ot j > 1, et notons la transfor-
mation associée N j)(5(0,5)) € SL(3,7Z) :

"Nio.j) (50.)) M (az, bj, ¢;) Neo ) (50.4)) = M (ao, o, co),
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La valeur du paramétre s ;) est égale a

k=j—1

Es O
o (k,k+1)
"0 ; 3 % (my/3) X (my11/3)

ou pour tout k = 0,...,7 — 1, les paramétres intervenant dans le terme générique
de cette somme donnent une solution de I’équation 1.1 :

ai + (m/3)% + (M1 /3)* = o (m/3) (Mis1/3),
avec
Esensn) € {—1,+1}.

De plus cette expression de s ;) se simplifie sous la forme suivante :

505 = Exs_1, 2kj — (mi/3)

9 = S0 3 (o 3) x (m;/3)

oumy =06 et ou le parameétre k;_; provient de la suite S* du développement du
nombre de Markoff associé a I’équation 1.1 rencontrée pour k = j — 1, et vérifie

(ct. [17] (Ch. 1)) :

5 3/
ki_q ’
j
(mj-1/3)kj—1 — (m;/3)kj11 = ;1.
Et si I'on pose
m; =25 x 3 x m;,

ou m; premier a 6 et [; € {0,1}, il reste
214 % k’j_l —my 1(0,5)

3x2xm;  3x2xmy

5(0.4) = Es(j-1,)

avec le fait supplémentaire que m; est premier a n(0,5)-

En comparant & une proposition précédente, et en remarquant que I'on peut
écrire & partir de la derniére expression de la proposition précédente
No,5) = gs(j—l,j)(Zlilj X kj*1 - mj)>

. . N % 2l xm;

on a facilement, avec m; premier a 6, 5, , = *1, et [S*] = kjilf,

m; premier & ;). Ceci compléte la démonstration de notre derniere proposition.

On en déduit que le nombre 5 ;) ne peut pas étre nul, sans quoi on aurait m; =

6k;_1, et donc aussi k;_; facteur commun de m; et de a;_1, d’ott nécessairement
]{?j_lzl, mj:6,j:0

la condition
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5.4.5. Nouvelle généralisation

On peut maintenant se demander aussi ce qui se passe si au lieu de partir de
¢ = 0 dans la proposition précédente, on part de ¢ quelconque. Une fagon de
traiter cette question consiste a utiliser notre "relation de Chasles" pour donner
avec 1 < j :
5(0.5) ~ 5(0.9)
. 2kj1 — (my/3) 2ki—y — (mi/3)
P03 % (mg/3) x (my;/3) T3 x (mg/3) x (my/3)
(2651 ki1 = s,y (M /3)) X (m;/3)
3% (mo/3) x (mi/3) x (m;/3)
(s s Kit — £y (5/3)) X (m5/3)
3% (mo/3) x (m;f3) x (m;/3)
2((€sy 1 ki-1 X (Mif3) = (€5, kim1 X (m;/3))
3 x (mo/3) x (m;/3) x (m;/3)
((mi/3) x (m;/3)) (s 1 = sy )
3% (mo/3) x (m;/3) x (m;/3)
(€1 pki—1 x (Mif3) = (€ s Kim1 x (m;/3))
3 x (m;/3) x (m;/3)
((m1/3) x (my/3) e o)
3 x (m;/3) x (m;/3)

S(i.4)

(i1 ~S5G-1,)
2

On voit alors que le terme est toujours un entier, que donc la
encore une simplication se produit. On voit aussi que le cas i > j peut étre traité
avec 4.10, permettant d’anoncer de facon générale :

Proposition 5.8. Pour tous indices i et j correspondant a des niveaux diftérents
quelconques de I’arbre de Riedel on a pour le paramétre s(; j) une expression :
G — (i.j) _ L)
G = 3% (myf3) x (m;/3)  26+h x 3 x m; x m;’

ol m; et m; entiers premiers a 6, ot n(; j) € Z et l;,1; € {0,1}.

Appliquée au cas *N(s)M (cy,b1,a1)N(s) = M(ay, by, c1) considéré précédem-
ment, cette derniére expression montre que le cas ky = 2 qui était envisagé
ci-dessus dans la proposition 27 ne peut en réalité pas se produire.
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Notons que l'on a si ¢ < j, on peut utiliser :
Ngj) = <<8S(j_1,j)kj*1 X (ml/?’) - (85(1'—1,1')](“’1'*1 X (mj/?’))

+((mi/3) x (mj/g)) (5%'—1,2») ;Ss(j_lyj))'

Par construction, le plus grand commun diviseur de m; et de n; ;) est égal au plus
grand commun diviseur de m; et de k;_;x m;. Or m; et k;_; n’ont aucun facteur
2l Xm;

ki1
Donc le plus grand commun diviseur de m; et de n(; ;) est égal au plus grand
commun diviseur de m; et de m;. C’est aussi le plus grand commun diviseur de
m; et de n( ;. Cette remarque s’étend au cas o @ > j.

Remarquons également que I’on peut comparer les calculs intermédiaires don-
nant s ;) et s(_; ;. Supposons d’abord ¢ < j. D’un c6té on part de (a;, b;, ¢;), de
lautre on part de (a_;,b_;,c_;) = (¢;, b;, a;). Lorsque du premier coté on applique
une matrice P (resp. @), on applique de autre coté @) (resp. P), donc les valeurs
£ obtenues & chaque étape des deux cotés sont opposées, par définition méme de
ces derniers nombres. Par contre les valeurs m sont les mémes des deux cotés, de
méme que les valeurs « et k associées. Au final, ceci donne un résultat que 'on
peut comparer & (ajcy — cias)(ajas — c1ca) = m2(by — by). :

commun car il existe pour 'indice ¢ une relation analogue a 'égalité [S*] =

Proposition 5.9. Pour tous indices 1 < j correspondant a des niveaux différents
de I’arbre de Riedel on a pour les paramétres s; j) et s(_; _j la relation :

S(i,j) = _S(fivfj) :

La proposition s’étend facilement avec notre "relation de Chasles" au cas
général pour ¢ et j. D’autre part, si on la considere pour ¢ = 0, on obtient
5(0,5) = —S(0,—j)- En remarquant alors que l'on a s(; _;) = S(0,—j) + S(j,0), avec
5(j,0) = —8(0,5), il reste seulement s(; _;) = —2s(g ;). Ceci permet de préciser :

Proposition 5.10. A un niveau j quelconque de I'arbre de Riedel, considérons les
deux triplets (a;, b, c;) et (a_;,b_;,c_;) = (¢;,b;, a;), et notons la transformation

associée N(_; ;y(5(—jj)) € SL(3,Z):

"N (850)M(az, by, ;)N (i) = M(cj, by,a5) = M(a_j,b_j,c_5),
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11,
S(—jj) = 28(04) = € 2 Xk my

) ) S(j—1,5) 3 X mj
ou pour tout j, les paramétres intervenant dans cette expression ont été définis
précédemment. On peut aussi écrire a partir de la derniére expression de la
proposition précédente
S(eig) = "(—j.4)

—2J) — ’
3 X m;
~ ior _ U b —

ou m; est premier a n(_; ;) = 630_1’],)(2 i X kj_p —my).

Notons également que 'on a :
"(—j.4)

J

Ceci confirme la faiblesse du lemme 3.10 donné par Riedel dans [19].

5.5. Application a la conjecture

Considérons de nouveau la situation étudiée par Norbert Riedel a la lumiére
des expressions que 'on vient de donner. On part d’un triplet (aq,by,¢;) cor-
respondant & une valeur my, on en trouve un autre correspondant a m; qui est
(a_1,b_1,c_1) = (c1,b1,a1). Le cas qui nous intéresse est celui ou il existe un
troisiéme triplet (ag, b, c2) différent de (aq,bq,¢1) et de (a_1,b_1,¢_1), correspon-
dant & la méme valeur ms = m; notée aussi m. Dans ce cas, il existe un quatrieme
triplet (a_s,b_2,c_5) correspondant & cette méme valeur. On s’intéresse avec ce
qui précede aux valeurs s 1) correspondant & (as, b1, 1), S@,—1) correspondant &
(@—1,b-1,c_1), S(02) correspondant & (az, by, ¢2), éventuellement s¢ o) correspon-
dant & (a_9,b_5,c¢_3). Ces valeurs s sont ici celles qui résultent de Iapplication
des résultats que I'on vient d’obtenir, de sorte que les calculs que I'on va pouvoir
faire sont plus précis que ceux de Riedel. D’ou la possibilité d’examiner plus en
détail les calculs qui concluent article [19].

5.5.1. Des propriétés de divisibilité plus fortes

On note comme avant (ag, by, co) = (3,3,3). On part donc des quatre relations
suivantes, ou N(071)(5(0,1)), N(O,—l)(S(O,—1)>; N(072)(S(072)), N(07_2)<S(07_2)), sont des
matrices de SL(3,7Z) :

"No,1)(50,1)) M1 No.1)(s0.1)) = Mo,
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tN(o,—1)(5(0,—1))M71N(o,—1)(8(0,—1)) = My,
"No0,2)(5002)) MaNo,2)(5002)) = Mo,
tN(o,—2)(8(0,—2))M—2N(07—2)(3(07—2)) = M,.
On construit comme Riedel Ny 2y(s7) € SL(3,Z) et N _1y(s") € SL(3,7Z) :

'Nagy(s™)MaNagy(s™) = M,
tN(27_1)(S+)M_1N(27_1)(S+) = MQ.

t(N(m)(S_)N(o,l)(5(0,1)))M2(N(1,2)(5_)N(0,1)(S(0,1)))
= tN(0,2)(57 + 50,1)) MaN.2) (s~ + 500,1)) = Mo
= "N2)(s(0,2) MaNo.2)(500,2)),

de sorte que I'on peut expliciter ici

S = 5(0,2) — 5(0,1)5

Nag(s™) = Noz(s02)Noy(sen) " € SL(3,Z).
On a aussi

"Nz, -1y (s7) No2) (5(0.2))) M1 (N2, 1y (s7) No2) (5(0.2)))
= "No-1)(s" +502)M1Np-1)(s" +502) = M
= "No-1)(s0,-1))M_1N@,-1)(50,-1)),
de sorte que I'on peut aussi expliciter
st = $(0,—-1) — 5(0,2);

Ne-1(st) = No-1(s0.-1))Noz2(s02) " € SL(3,Z).
Résumons sur un nouveau schéma les relations que ’on considere dans la situation

étudiée, en remarquant au préalable que l'on a ici s, _1) = —5(0,1) et s@,—2) =
—5(0,2), et que 'on peut ci expliciter tous les parameétres s en fonction de s(g 1) et

127



8(072) :

M() MO
No,1)(500,1)) T Na2)(s7) T Nio,2)(500,2))

Ml — M2

Na-1n(—2s0y) 1 N, -1)(s7) / T Ne-2(—2502)
M_1 — M_2

N(o,fl)(—3(0,1)) ! N(71772)(_5*) ! N(0,72)(—3(0,2))
MO MO

fig.10

On a alors mieux que les conditions de divisibilité utilisées par Riedel dans [19],
car ce que l'on vient de voir permet d’écrire :

_ oy N2
00 = Fam 09 T Fawm
- ((n2) — n(o,1)/2)
N(o,2) + N0,1))/2
3Xm

Par ce qui précéde, on peut écrire avec m = 2! x 3 x m :

(TL(O’Q) — n(o’l)) _ Eg X kjg—l — &1 X kjl—l X 1 — &2
2 2! 2

Le terme ((e; — €2)/2) est un entier, car €1, eo € {—1,1}. Si [ = 0 ce nombre
est un entier de fagon évidente. Si au contraire [ = 1 les deux conditions de type
[S*] = ((2% x m;)/k;_1) imposent que les nombres k;,_; et kj,_; soient impairs,
c’est & dire que ((e2 X kj,—1 — &1 X kj;_1)/2) soit un entier. En résumé, on vient
de s’assurer que le nombre n_y = ((n(@2) — n(0,1))/2) est un entier. De méme, le
nombre n() = —((n(0,2) + 7(0,1))/2) est un entier. On peut donc noter avec ces
deux derniers entiers :

m.

s = —s LG
= (0,1) T S02 = Txm
mn
sTo= =S~ S0 = 3 fjfn
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Si 'on compare au raisonnement de N. Riedel qui a été développé ci-dessus, et
dont on adopte les notations, on peut simplifier les expressions que 1’on vient
d’utiliser & partir d’'une décomposition m = fg et de 4.18 :

e n(_) :n— S+: n(+) :E
3xm 9g’ 3xm  9f

Ces deux conditions imposent puisque m entier premier a 6 que l'on a 3 diviseur
de n~ et de n*. Et l'on a alors avec (n™/3) € Z et (n*/3) € Z des conditions
meilleures que celles utilisées par Riedel:

n- n*
no=\5)5H rn=\35)9

-/3 1 /3
sz(n/)e_z7 +:(n/)E_Z
39 39 3f 3f
En notant encore s; = s+ s~ on constate maintenant que I’on a s; = —25(0,1)- Et

en observant que N(l ~1y(51) est dans SL(3, Z) on a conclu antérieurement que 1'on

a s = %m"f €3 Z De sorte que 1’on a noté ce nombre s;

= (n1/9m), avec n4
entier et n; et m sans facteur commun. Or on a mieux avec (%) g+ ( ) fez

n+

ny = 3(?9 + —f) (n/3) € Z

nt n_
i (T) g+ (T) Fooolmg 1
§1=— = = e —7.

9m I3 xm 3m  3m
Cette expression est parfaitement cohérente avec ce que I'on a vu avant, sachant
que 51 = —28(9,1) = S(1,—1) intervient dans la matrice N, _1)( 25001 ) En posant
maintenant s, = s* — s~, on constate que l'on a 55 = —25(02). Avec Ng,—2)(s2) €

SL(3,7Z) on a également conclu que 'on a sy = % € —Z De sorte que si

'on note ce nombre sy = (ny/9m), avec ny entier et premier a m, on a cette fois
avec <%)g— (%)fEZ:
nt n-
n=3(59-<5f), (n/3)€Z

(r)o-(5)s 2
3 )97\ 3 2 1
L e~y




Cette expression est aussi parfaitement cohérente avec ce qui précéde, sachant que
S9 = —25(0,2) = S(2,—2) intervient dans la matrice N _2)(—25(0,2)). Les nombres n,
et g sont premiers entre eux. De méme n; et f sont premiers entre eux. Résumons
les points essentiels pour la suite que I'on vient de trouver :

Proposition 5.11. Les nombres n™, n™, n;, ny sont tous multiples de 3, et on a
avecm =213fg et m = fg :

_ (n/3) 1 _(n*/3) 1
s = 39 S gz, S+ = 3f S gz,

1
,S9 € — 7.
51052 3m

Arrivé & ce stade, on est maintenant en mesure de réexaminer de fagon plus
précise la situation qui se présente, en ayant recours aux compléments que 1’'on
vient d’acquérir.

5.5.2. Retour sur l’insuffisance de ’argument de Norbert Riedel

On reprend ici 'analyse de [19] au niveau ou on ’a arrétée ci-dessus aprés avoir
détecté une erreur de calcul redhibitoire. On pose pour simplifier [ = [;, et on
écrit avec 3.63 pour la matrice N1 2)(s™) € SL(3,Z) :

m2N(172) (S_)

2l
= (T +m’Ty) + §(Qo +m)(n'g —ns)

1 22l 21
#3 (G 0ta = m? = Stg - nm ) (o),

On se démarque un peu de ce que fait Riedel pour la définition de ses termes 2,
B, €, D. La différence avec sa prépublication [19] provient de la volonté de ne
faire apparaitre que des matrices valables pour le cas général et pas seulement
pour le cas [ = 0. On pose donc ici :

1
A = (Do +m? Ty) + zl%(ao +mQy) + 5((2%)? + (zl%m))tcp,

= 2 (Y- ) o



1 ¢
¢ = 215(90 +ml — 2l% ®)ntg — 290 (2%n,)
Jr

+ t
= 29 (Qo+m) - (2%%) @ - (2712 19)3
t
= o™ o+ msn) — (2272 ) @ — (@ 20,
3 3 3 3 ’

. 2n
@ - —2l90?2.

Ces expressions se réduisent si [ = 0 exactement a celles de [19] & I'exception de
2l qui ne comprend plus le terme mI';, et de € qui est différent au niveau de son
dernier terme, c’est a dire sans le facteur ny fg(*®) qui figure dans [19]. De fagon
précise, pour [ = 0, les expressions de Riedel valent par raaport aux notres :

A=A +ml, B=B" C=C"+nfg('®), D=2 (5.37)
Avec nos expressions, on a dans le cas le plus général pour [ :
m*N)(s”)

2l
= (FO + m2F2) + 5(90 + le)(n+g — 'I’LQ)

B 9 n g N9 3 n g N9 )m
= (I 0 -+ m2 I 2)

+
+2l%(ﬂo +mQy) — zl%(go +m)

1, ,ntyg ntgnsg 1 .,
- 2[ 2 t(I) . 22l tq) - 2l_ 2 t(I)
L@ Ip0e) - @0 0g) 4 Ly )
1 ntg 1 No
_ - 2[ _tq) _2l _t@

Jr
= A+ 21%(90 +m&) — 21“%(90 +m&)
+ + +
S @m0y e SR e) - (20 ()

131



+ +
= A+ B+ Ql%(ﬂo +m€y) — 21“%(90 +my) — (2”%)(@)

= AW -2 Q)

= A" +B* +CF + D

La matrice B* est dans M3(Z) parce que (n*/3) € Z de méme parité que fn™,
elle est nulle modulo g2, ce qui veut dire que tous ses coefficients sont congrus a
0 modulo ¢g?. Mieux, en remarquant que les termes de ‘® ont un facteur commun
égal 4 9, la matrice B* est nulle modulo 9¢%. Mieux encore :

B*=0 (mod2%94?).

Avec (n"/3) € Z et (ny/3) € Z , la matrice €* est aussi dans M3(Z), et on voit
qu’elle est nulle modulo g. Mieux, en remarquant que les termes de )y ont un
facteur commun égal a 9, qu’il en est de méme de ceux de mf); ou de ceux de
30, ou encore de ceux de ‘@, la matrice €* est nulle modulo 9¢. Mieux encore :

¢*=0 (mod2'9g).

En se limitant & raisonner modulo g comme le fait Riedel dans [19] (bas de la page
19 et haut de la page 20), on a :

m*Nig(sT) =B =€ =0 (modyg),
et comme on vient de voir que m?Nj 2)(s7) = A* + B* 4+ €* + D*, il vient :
A +D*=0 (mody). (5.38)

Avec (n2/3) € Z, la matrice 2A* est aussi dans M3(Z). Il suffit pour le confirmer
de s’assurer que le terme £((2'%2)? + (2'%2m)) est un entier. Or c’est évident si
[ =1, et de méme si I = 0 car on a alors m impair, donc ((n2/3)m) de méme
parité que (ny/3) et aussi que (ny/3)?. L’argument décisif de Riedel a ce niveau
est que 2 = 0 modulo g%. 1l énonce cette propriété en comparant la matrice
a m?N(2,_2)(s2). On doit maintenant transposer cet argument avec les définitons

adoptées ici. Raisonnant modulo g sur 2*, et non 2, on a d’abord (on garde
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intentionnellement ici le terme (2'm%) qui est en réalité congru a 0 modulo g) :

1
A = (Do m? o)+ 2220 +m) + (22 + (2m'2)) (‘D)

o 1, n2.9 RN
Do+ 2= + =((2!=2 Am=)('®
o+ 3 0+2(( 3)+( 3))( )

—(al(lz + CICQ) 0 —<CL1€2 — cla2)
—((1102 - Cla2)02 0 ((1102 - Clag)(lg
(a102 — Clag) 0 —(alaQ + 0102)

n ((1102 — Cla2) 0 —<a1a2 + 0102)

1162

—|—2 E —Cg(dlag + Clcg) 0 —02(a102 - agcl)

(aras + c1c2) 0 (aico — asey)
C1C2o a1Cy
1 n n

+§((2’§2)2 + (2’m§)) —bye; 0 —ayby

asCq a1a2

Modulo g s’introduisent les matrices:

—(alag + 0102) 0 (a102 — 01a2)
Lomodg = | —(a1c2 — c1az)ca 0 (aico — crag)ay | =T, (5.39)
(a102 — 01&2> 0 (a1a2 + Clcg)

(a102 — 01G2> 0 (Cllag + Cng)
QQmodg = _02(a1a2 + 0162) 0 —CQ(CL102 - CLQCl = (o, (5.40)
(a1a2 -+ 01C2) 0 (a102 — CLQCl)
cica 0 ajes
(t‘bmodg> = —bQCl 0 —a1b2 = (tq)) (541)
a2C1 0 a10a9
On peut transformer maintenant 5.39 avec notre proposition 13 (Corollaire 3.5 de

Riedel) qui indique que l'on a g diviseur de ajas — ¢1¢e. On en déduit facilement
modulo g :

—2a5Co 0 —(c—ad?)
2(Fomodg) = a1 | —(3—a3)cx 0 (3 —ad)az |. (5.42)
(2—d2) 0 —2asc

Si 'on traite de méme 5.40, on obtient facilement :

(c2—d2) 0 —2ascy
C2<QO,m0dg) = a1 —(QGQCQ)CQ 0 _CQ(Cg — a%) . (543)
2a0co 0 (2 —a3)
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Enfin, on peut procéder de méme avec 5.41, et on trouve :

ascy 0 C%

CQ(t(I)mOdg)Eal —b2a2 0 —bQCQ . (544)

a% 0 asce

Mais co est par construction de g premier & ce nombre, tout comme a; d’ailleurs.
On peut donc trouver un entier v, également premier a g tel que coy, =1  (mod g).
Ceci permet d’écrire modulo g :

—2aycy 0 —(c2—ad?)
A = ayyy | —(2—a2)ca 0 (2 —ad)ay
(2—d2) 0 —2a5c
n (2—da2) 0  —2asce
2
—|—2l§a172 —(2a¢9)cy 0 —co(c3 — a3)
2a9¢9 0 (c2—ad)
ascs 0 2
1,..n n 2
+—<(2l—2)2 + (Zlm—z))alfh _bQG/Q 0 —bQCQ
2 3 3 2

Mais a ce stade apparait un nouveau probléme par rapport & la prépublication v4
de Riedel [19]. En effet, si 'on considére avec 3.63 le développement de la matrice
No,—2)(s2) € SL(3,Z), il s’écrit :

mzN(2772) (82>

2 _
= (4w + sam(@f +merf) + L)
1
= (OF +m’T}) + 220 +maf) + S22 - 2 Fm)('2),
ol (a_g,b_y,c_y) = (ca,ba,a5) donne les matrices (I7 + m?T'Y), (QF + mQ¥)
et (*®#) & partir ses expressions que 'on a fournies antérieurement dans notre
formulaire du paragraphe 3.5.4. Or modulo g on a cette fois :

—2ascy 0 —(a3—c3)
If=| —(@3—dax 0 (B3—AB)er |, (5.45)
(a2 —c3) 0 —2ascy
(a3—¢c2) 0 —2a5¢y
QF = | —200a2 0 —ay(ad—33) |, (5.46)



coay 0 a%
(tq)#) = —bQCQ 0 —a2b2 . (547)
20 axe
Modulo g, I’expression de mQN(Qy_z) (s2) que l'on vient de donner se simplifie donc
pour donner seulement

n 1 n n
0=T%+ 21329# + 5((2132)2 - QZEZm)(t(I)#).

On ne trouve pas les bonnes matrices, c’est a dire celle qui apparaissent dans
A* = A—ml';. Cependant on voit que ’on trouve plutot celles qui correspondent
a l'indice —2 plutot qu’a 'indice 2, car as et ¢, sont permutés par rapport a ce
qui serait nécessaire. En d’autres termes il faut plutét considérer ici avec 3.63, le
développement de la matrice N(_z2y(—52) € SL(3,Z) :

m*N(—2.2)(—s2)
2
+
— (F## + szf#) — ng(Q## + meé#) + —((82) 5 82)m2(t®##)

1
= (F## +m?TH) — 2l—7;2 (Q## +mQ*) + 5((21—7;2)2 + 21—7;2 m) (P ®FH),
c’est & dire modulo ¢ :
N9 1 Noy
0= FO## — 2l—3 QO## + 5((2l—3 ) (FRFH), (5.48)

ou les expressions de notre formulaire du paragraphe 3.5.4 conduisent & introduire
ici modulo g :

—2a5¢2 0 —(c2—add)
I = —(E—ad)ey, 0 (E—aday |, (5.49)
(2—a2) 0 —2asce
(c2—a3) 0 —2a5¢y
QFF = | —(2a2c2)cs 0 —co(3—ad) |, (5.50)
2a0co 0 (3 —a3)

asca 0 3
_b2a2 0 —bQCQ . (551)

a% 0 asgce

tpH## =

Remarquons que la matrice F# # est précisément celle qui apparaissait dans 5.42,
Q# # est celle qui apparaissait dans 5.43, et '®## celle qui apparaissait dans 5.44.
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En remplagant dans ’expression donnée pour 2l*, et toujours modulo g, on trouve
cette fois :

n 1 n
D al%ﬂ?&# + 2132%729## + 5((2132)2)%720@##)7

et en comparant avec 5.48
n
A* = 2”1?2@172{2##.

Maintenant, si 'on compare & 5.38 et & ’expression définissant ©* , on obtient au
final :

2
2”1%@1729## — 2190% =0 (mody),

c’est & dire aussi, en inversant v, modulo g :
Q0 = a1 Q" (mod g). (5.52)

Or cette condition est trés précisément celle que I'on a donnée ci-dessus en traitant
modulo g la matrice apparaissant dans 5.40, de facon précise c¢’est une combinaison
de 5.40, 5.50 et 5.43. On voit d’ailleurs que I'on a aussi, en combinant 5.39, 5.49
et 5.42, respectivement 5.41, 5.51 et 5.44 :

el = a;TF*  (modg). (5.53)
co("®) = a1 ('®*#)  (mod g). (5.54)

Donc loin de donner une congruence fausse impliquant une contradiction, ’argument
final de la prépublication [19] de Riedel donne une congruence vraie lorsque les
calculs sont faits de fagon précise. Et I'on s’est assuré ici que toutes les congru-
ences modulo g mises en évidence sont cohérentes. Ceci confirme d’une nouvelle
facon notre affirmation de défaillance déja affichée ci-dessus dans la démonstration
de Norbert Riedel [19].

Mais on peut étre encore plus précis dans notre derniére remarque, en utilisant
les notations de Riedel auxquelles on revient ici, en considérant de nouveau le cas
ou | = 0 et en utilisant 5.37. Nos calculs montrent que I'on a, avec 5.38 :

A+D=ml1 =0 (mody). (5.55)
Mais la derniere congruence modulo g obtenue pour 2* donne maintenant :
(c3—a3)y, 0 —2a
n n
A= 2?@1729## = 2§2a1 —(2asc0) 0 —(c2 —a?)
202 0 (3 —a3)v,
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La congruence a 0 modulo g* de 2l mise en avant [19] (alinéa 29 page 19) dans
ne peut avoir lieu car il est facile de vérifier simplement modulo ¢, & partir de
I’équation 2.1 ainsi que de ce qui a été dit sur ns et g, que 'on n’a pas :

dny——= =0 (modg).

Ceci confirme a nouveau la défaillance de la démonstration de Norbert Riedel. 11
reste d’ailleurs, avec ’expression de ® :

2n 2n
D= —90?2 = —TQanyQ## (mod g).

Cette derniére congruence est une égalité directement déductible de 5.52. Si 2
était congru a 0 modulo g, ® le serait aussi. Or l'expression de €y que 'on a
donnée ci-dessus, et le fait que no est premier & g, confirme que tel n’est pas le
cas. Ainsi, 'équivalent rectifié des expressions utilisées dans [19] est

m’Nag(s™) = A—ml1+B+C—nafg('®)+D
= A+B+C+D=0 (mody),

B=C=0 (mody),
m*Nz,—2)(s2) =0 (mod ¢°),

d’ou
n (c2—a3)y, 0 —2ay 000
D=-A= —23204 —(2a9c) 0 —(c2—d2) | #| 0 0 0 (mod g).
2a; 0 (c3—a3)v, 000

5.5.3. Deux observations complémentaires

Si I’on reconsidére ce que 1’on vient de faire, apparait de fagcon essentielle la condi-
tion 5.48, qui en posant x = 2!(ny/3) € Z s’écrit aussi, multipliée par 2 et modulo

137



le diviseur impair g de ascy — by = m:

—2asco 0 —(c2 —dad)
_ 2 _ 2 2~ 2
0 = 2 —(02 - a2)02 0 (5 —a3)as
(2—a3) 0 —2asco
02 — a2 0 —2as¢2
2 2
—(2as¢9)ca 0 —colcs — a3)
2a202 0 (3—ad)
a9Co C%
—b2a2 —baca

a2C2

Cette condition matricielle se réduit & un ensemble de conditions numériques en
réalité non indépendantes les unes des autres. On voit facilement que 'on peut
en extraire un ensemble équivalent de trois équations qui n’est d’ailleurs pas le
meilleur possible :

(—4cy) + x(4ay) + 2%y = 0,

(—4day) — z(4cy) + 2%ay = 0,
(4cgas) + 22(c5 — a3) — x2by = 0.
Maintenant si ’on considére le déterminant de la matrice des coefficients de ce

systéme, on trouve :

—462 461,2 Co
det | —4as —4cy s =16 (a3 + ¢3) (ascs — by) =0 (mod g).
degay 2(c2 —a3) —by

En fait la troisiéme équation se déduit modulo g de la premiére multipliée par
—ay. Egalement en inversant co modulo g en -y,, la premiére équation se réduit a

(—4) + z(4asy,) + 2* = 0,
et elle redonne la seconde en multipliant simplement par a,. La relation 5.48 se

réduit donc finalement a une seule condition numérique équivalente qui est :

(o) + (25 (o) + (21

3 )2(c2) =0 (mod g). (5.56)
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Par 'expression de ny qui a conduit a la proposition 35, on a de fagon équivalente,
avec (n~/3) € Z

(—de2) — 4aa(2') () + a2

3 )*=0 (modyg). (5.57)

Cette condition est assez remarquable puisqu’elle fait intervenir le triplet de so-
lution (ag, by, ¢2), des facteurs issus de m = ascy — by = 2!3fg, et qu’en résolvant
une équation binomiale modulo ¢ elle semble donner le nombre s~ = (n~/9g).
Multipliant par ¢, premier a g, avec ms~ = 2!f(n~/3) € Z, on peut écrire de
fagon équivalente :

(—4c3) — dag(cams™) + (coms™)> =0 (mod g).

Mais puisque a2 + c3 = mby, = 0 (modg) et (2'f) inversible modulo g, on a
simplement, de facon équivalente :

(n™/3) = 2a27,(2'f)™)?=0 (modg). (5.58)

Cette condition permet d’identifier treés facilement les possibilités pour (n~/3) a
partir d'un entier « tel que > =0 (mod g), et avec un entier A € Z :

(n™/3) = 2a07,(2'f) " + a + Ag.

Tout facteur premier p de g est un facteur premier de « et est aussi premier a
2a97,(2! f)7, donc est également premier & (n~/3) d’aprés cette derniére con-
gruence. Ainsi g est lui méme premier a (n~/3), ce qui confirme que 'expression
de s~ donnée par la proposition 35 n’est pas simplifiable, sauf éventuellement
par un facteur 3 si et seulement si (n~/3) est divisible par 3. En échangeant
éventuellement les indices 1 et 2, le méme résultat vaut pour (n'/3) :

Proposition 5.12. Les expressions données dans la proposition 35

U R (),

39 3f

sont telles que l'entier (n~/3) est premier a g, et (n*/3) est premier a f.

Cette conclusion était d’ailleurs évidente de fagon directe par simple applica-
tion de la proposition 23.
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Au dela de la proposition précédente, le raisonnement qui I’a donnée a attiré
Iattention sur les deux équations 5.56 et 5.57. On doit d’abord pouvoir trouver
des équations équivalentes modulo f, et il suffit de permuter le role des indices 1 et
2 pour les exhiber. Il n’y a pas de difficulté sur ce point. La structure méme de la
condition de divisibilité par g donnée par 5.56 conduit a se dire que si (asz, b, ¢2)
est supposé connu ne vérifiant pas la conjecture, et que l'on cherche (aq, by, ;)
supposé existant de méme valeur dominante m, la valeur g correspondante est un
diviseur du premier membre de 5.56. Les valeurs as et ¢y sont alors des données,
[ vaut 0 ou 1, et la seule valeur sur laquelle on semble ne rien savoir est ns. Or ce
nombre est défini par le paramétre s, = (ng/9m) qui apparait dans les matrices
Na,—2)(s2) et "N(_.9)(—s2), la derniére étant celle qui a conduit a I’équation 5.48
équivalente & 5.56, et vérifiant :

'N(—2,2)(—=52) M (ag,ba, ¢;) N(—2,2)(—52) = M(a_3,b_5,c_3) = M(ca,ba, az).

Avec les notations des propositions 31 et 34 on a une expression, ou £, = +1 et

[S*] = (m/3k) :

_E__ __n(_272) o 21_l><k—m_ 2—[5*]
e R N T e T
Elle donne
ny = 3e9(27 x k —m), (5.60)

et en remplacant dans 5.56, il reste seulement :
(—4co) + £5(2k — 2'm) (4ay) 4+ (2k — 2'm)%c; =0 (mod g),
et puisque g est un diviseur de m, en simplifiant par 4 :
(—c2) + 2e2k(as) + k*(c2) =0 (mod g).

Dans la théorie de Markoff classique on a des relations supplémentaires, comme
celle-ci donnée dans [5] p.30 :

E>4+1=0 (mod2'm).

Introduite dans la précedente égalité, elle donne de fagon équivalente, en simpli-
fiant par 2 et par 3 :

eok(ag/3) = (c2/3) (modg).
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En fait, une telle congruence se déduit directement de [5] Lemma 7 p.30, la valeur
de ¢ = +1 résultant naturellement du choix fait par rapport aux notations utilisées
dans l'ouvrage cité. Son lemme 7 affiche en effet 1'existence d'une égalité plus
générale s’écrivant avec les présentes notations :

e9(az/3)k = (c2/3) (mod2'm).

On a donc complétement compris d’ot provient la condition 5.48 et pourquoi elle
est toujours assurée pour toute diviseur g de m. Mais celle-ci était bien évidente
par son équivalence a la condition

mQN(_m)(—sQ) =0 (modg).
Remarquons qu’en notant I’avant derniére congruence sous la forme équivalente
gqak = o (modm),

les nombres as, co, m, étant connus, la résolution de cette congruence en ek est
facile. Elle permet d’identifier k avec eo = +1, donc [S*] = (m/3k), et enfin s,
avec la condition 5.59, et donc ny = 3(m/2')s,. Si I'on regarde de pres les calculs
qui ont conduit a la proposition 35, on a sy = (ny/9IM) = —25(02) = —(n(0,2)/3M).
Et il reste aussi npg2 = —(n2/3) = —e2(2""" x k — m). Donc loin de donner
une contradiction, les calculs que 1'on vient de faire permettent d’accéder aux
parametres utilisés dans I’exposé de Riedel [19].

6. Conclusion

Dans ce qui précéde, on a détecté et confirmé 'erreur qui compromet la fin de
la prépublication de Norbert Riedel [19]. Néanmoins, ceci ne remet pas en cause
le tres grand intérét de la démarche développée par cet auteur. Il est possible au
demeurant qu’'une correction puisse intervenir et qu’elle régle la question de la va-
lidité de la conjecture de Frobenius. Mais le défaut précédent invalide aujourd’hui
complétement la fin de la prépublication [19]. De sorte que cette conjecture reste
ouverte, et aucune voie de correction ne semble émerger de ce qui précede.

Cette limite a l'intérét du travail de Norbert Riedel ne doit pas faire négliger
certains autres aspects de son texte sur lesquels on n’a pas insisté ci-dessus, mais
sur lesquels on voudrait maintenant revenir briévement. Dans [19] (p.6) figure
une remarque trés intéressante sur une interprétation de H en tant que matrice
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de monodromie issue de la théorie quantique des champs topologiques (TQFT).
Les vues pénétrantes auxquelles cette derniére théorie a conduit ont fait émerger
la tt*-géométrie, un domaine en plein développement sur la base des travaux de
Sergio Cecotti et Cumrun Vafa et de leur tt*-équation [3] [9]. Une partie de
larticle [4] développe quelques conséquences de cette équation, notamment ses
auteurs l'utilisent pour classer différentes théories des cordes supersymétriques.
Ils mettent & cette occasion en évidence un lien avec la classification des singu-
larités de fonctions holomorphes f : C* — C (graphes de Dynkin ADFE). Plus
particulierement, si ’on considére

0 a b—ac
A=|00 ¢ =aP+cQ+ (ac—b)[=1—- M1,
00 0

on vérifie que 'on a comme dans [4] (p. 605) :
H=(1-A)1-"A)"

Les valeurs propres de H sont des nombres complexes de module 1 dés que 'on a
la condition 0 < d < 4. Elles s’écrivent :
d(d—4
- g vad-)
2 2
La classification des graphes de Dynkin ADFE est obtenue (voir [4] p. 616) par
'identification des matrices (de Coxeter) possibles de déterminant 8 — 2d :

2 —a —b+ac
B=-A-"A= —a 2 —c
—b+ac —c 2

Or ces derniéres redonnent facilement A, d’ou H et finalement le lien évoqué
précédemment. Cette remarque a connotation physique faite par Riedel dans
[19] est d’un tres grand intérét. Elle confirme la pertinence des perspectives qui
ont été présentées dans [18]. Riedel en a ouvert une voie d’approfondissement
dont l'existence était imaginée a la suite des travaux pionniers de Cohn [7]. Ceci
est trés prometteur, par exemple pour présenter de fagon directe 'interprétation
géométrique de la conjecture de Frobenius donnée dans [20], ou encore pour étudier
les actions qui en résultent du groupe SL(3,7Z) sur GL(3,7Z). Le travail de Riedel
montre comment la nilpotence de certaines matrices joue un role a ce niveau, et
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donc permet la maitrise d’un contexte géométrique qui apparaissait jusque la assez
difficile & pénétrer. Bref, la prépublication de Norbert Riedel mérite un travail
complémentaire, soit de correction si I’objectif reste de démontrer la validité de la
conjecture de Frobenius, soit de réorganisation et d’approfondissement si I'objectif
devient plus géométrique et plus général, en liaison avec la théorie des noeuds ou
les développements récents de la tt*-géométrie ([3] [4] [9]).
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