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Utilisation des sch́emas nuḿeriques amortissants en dynamique rapide
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Résuḿe :

Dans le cadre de la dynamique rapide, par rapportà la réponse th́eorique d’un syst̀eme continu en temps et en
espace, les discrétisations spatiale et temporelle utilisées eńeléments finis, conduisentà l’apparition de hautes
fréquences additionnelles dites ”numériques” ou ”parasites”. Plusieurs ḿethodes classiques sont actuellement
disponibles pour filtrer ces fréquences nuḿeriques, cependant le sujet n’est pas clos. Dans ce travail, nous
nous int́eressons plus particulièrementà l’algorithme d’avancement temporel explicite proposé récemment par
Tchamwa-Wielgosz . L’objectif de ce travail est principalement d’étudier l’algorithme par rapport̀a la méthode
du bulk-viscosity. Nous nous int́eressons ainsi aux́evolutions deśequilibresénerǵetiques, du d́ephasage et de
l’amortissement des hautes fréquences.

Abstract :

Finite element methods have been widely used to obtain numerical solutions from structural dynamic problems.
Numerous efforts during the past ten years have focused on developing single step explicit time integration algo-
rithms for structural dynamics that include controllable numerical dissipation in the high frequency domain. The
role of this dissipation is to damp spurious oscillations that occur due to the spatial discretisation and the loa-
ding conditions. Among these algorithms, we focus on the least known of them, the Tchamwa-Wielgosz algorithm.
Results obtained with the Chung-Lee scheme are also presented. These schemes are compared with the classical
bulk-viscositymethod in the case of elastic behavior. This study focus on the energy balance, the phase shift and
the damping efficiency of the three algorithms.

Mots-clefs :

sch́ema numérique amortissant ; dynamique rapide ; bulk-viscosity

1 Introduction

Nous nous plaçons dans le cadre de la simulation numérique paŕeléments finis d’une pièce
sollicitée ḿecaniquement en dynamique rapide. Par rapportà la ŕeponse th́eorique d’un syst̀eme
continu en temps et en espace, les discrétisations spatiale et temporelle utilisées dans le modèle
numérique, conduisent̀a l’apparition de hautes fréquences additionnelles dite ”numériques”
ou ”parasites”. Plusieurs ḿethodes classiques sont actuellement disponibles pour filtrer ces
fréquences nuḿeriques, cependant le sujet n’est pas clos, en particulier car il n’existe pasà notre
connaissance de ḿethode permettant de cibler parfaitement les fréquences nuḿeriques parasites
sans modifier la ŕeponse du système continu. Ainsi de nouvelles méthodes sont ṕeriodiquement
présent́ees.

Au travers des nombreux travaux effectués sur le sujet, il est possible de distinguer deux
grandes classes d’investigation : soit un comportement visqueux plus ou moins physique est
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introduit, l’intervention d’une viscosité sph́erique (bulk-viscosity) en est un exemple classique
[1], soit leséquations d’́equilibre dynamique global sont modifiées, voir par exemple les travaux
de Hulbert et Chung [2].

Dans ce travail, nous nous intéressons plus particulièrement̀a l’algorithme d’avancement
temporel explicite proposé ŕecemment par Tchamwa-Wielgosz (éq. (1)), qui appartient̀a la
seconde classe. Une préćedente investigation [3], a montré l’intér̂et du mod̀ele comparativement
à certains algorithmes de la même classe. L’objectif de ce travail est principalement d’étudier
l’algorithme par rapport̀a la ḿethode dubulk viscosity.

Lesétudes de stabilité et de consistance du schéma de Tchamwa-Wielgosz (noté Tchamwa
par la suite) sont d́etaillées dans [3] et [4]. En particulier, la condition de consistance conduità
l’utilisation d’un seul param̀etre, appeĺeφ, pour contr̂oler l’atténuation du sch́ema d’avancement
temporel nuḿerique (́eq(1)).

Mq̈n+1 = Fext(n+1) − Fint(qn+1, q̇n+1)
q̇n+1 = q̇n + hq̈n

qn+1 = qn + hq̇n + φh2q̈n

(1)

Le param̀etreφ poss̀ede une grande plage d’ajustement ([1,∞]). Les valeurs usuelles sont
choisies entre 1.00 et 1.03, cette dernière valeur correspondant comme nous le verronsà une
att́enuation similairèa celle obtenue en 1D avec les paramètres traditionnels dubulk-viscosity.
Le bulk-viscosity[5][6] a ét́e initialement utiliśe pour s’affranchir du problème des disconti-
nuités dans leśequations de chocs hydrodynamiques.qbulk (éq. (2)) contribue alors̀a la partie
sph́erique du tenseur des contraintes (voir par exemple [1]).

qbulk = ρl(C0lD
2
kk − C1aDkk) if Dkk < 0

qbulk = 0 if Dkk ≥ 0
(2)

avecρ la densit́e,a la vitesse de propagation,l la longueur caractéristique d’uńelément,C0 and
C1 les param̀etres dubulk-viscosity, D le tenseur taux de déformation.

Nousétudieronśegalement le sch́ema de Chung-Lee [7] qui présentéegalement un com-
portement particulìerement int́eressant. Les paramètres classiques retenus pour lebulk-viscosity
sont :C0 = 1.5 etC1 = 0.06. Nous retiendrons le paramètre d’ajustement optimal :β = 1.037
pour le mod̀ele de Chung-Lee.

Dans ce travail, nous répertorions trois ph́enom̀enes entrâınant l’apparition de ces hautes
fréquences : les conditions de chargement et les discrétisations temporelle et spatiale. Pour
comparer la simulatioǹa une solution exacte d’un problème continu, notre investigation est
restreintèa des probl̀emesà une dimension. Les calculs sont effectués sur le logicielHEREZH
dévelopṕe par G. Rio [8].

2 Simulations

Consid́erons une barréelastique de longueurL = 200 mm, encastŕee à une extŕemit́e et
soumiseà un chargement de type force axiale sur une courte périodeà l’autre extŕemit́e. La
barre est discŕetiśee avec 100́eléments lińeaires et ses caractéristiques sont les suivantes :E =
210 GPa, ν = 0.3, ρ = 8.10−9 ton.mm−3, S = 4 mm2. Le pas de temps critique vaut
∆tc = 3.9036 · 10−7 s pour le sch́ema des Diff́erences Finies Centrées (DFC). Le pas de temps
utilisé pour les simulations est fixé à∆t = 3.5 · 10−7 s, ce qui correspond̀a0.9 ∆tc.

Dans un premier temps , nous présenterons les résultats obtenus pour un chargement de
type cŕeneau (ŕeférenće loading pulsesur la FIG. 1) avec les différents sch́emas propośes,à
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savoir le DFC, ce m̂eme sch́ema de DFC couplé avec dubulk-viscosity, le sch́ema de Tchamwa
et celui de Chung-Lee. Ensuite, deux stratégies seront́etudíees pouŕeliminer les oscillations
numériques ind́esirables. Enfin, nous considérerons l’́evolution de l’́energie cińetique.
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FIG. 1 –Chargementśetudíes
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FIG. 2 –Réponse th́eorique du système continu

2.1 Chargement de type cŕeneau

On applique un chargement de type créneau de force d’une durée de51∆t à l’extrémit́e
libre de la barre (́elément 1) et on observe l’évolution de la contrainte en fonction du temps pour
l’ élément 34 (dont le point d’intégration est sitúe à 67 mm de l’extŕemit́e libre de la barre). La
duŕee du chargementétant suffisamment courte, la réponse th́eorique du système continùa une
telle sollicitation est une suite périodique de m̂emes cŕeneaux (FIG. 2) de ṕeriode correspondant
au parcours de4L (soit 2 aller-retours A/R) par l’onde engendrée.

Avec le sch́ema de DFC, l’́evolution de la contrainte pour ce34ème élément apparaı̂t forte-
ment perturb́ee par des oscillations parasites, comme le montre la FIG. 3(a,b).

La FIG. 3(c,d), montre qu’après 2 A/R, pour les diff́erents sch́emasétudíes (except́e le
sch́ema DFC), les oscillations parasites ontét́e filtrées. Mais apr̀es 275 A/R (FIG. 4), on peut
observer unéerosion progressive du signal qui tendà devenir sinusöıdal, att́enúe et tr̀eséloigńe
du signal th́eorique. Cette atténuation est duèa l’application constante de l’algorithme d’amor-
tissement. Deux stratégies sont alors envisagées pour tenter d’obtenir un signalà la fois filtŕe et
peu att́enúe enévitant d’appliquer l’amortissement tout au long du calcul.

2.2 Premìere stratégie : amortissement cibĺe

Pouréviter l’att́enuation de l’ensemble du signal, une première solution consistèa utiliser
une strat́egie en deux phases. Durant la première phase du calcul, jusqu’à un tempst1 arbitraire,
on applique un amortissement ciblé en utilisant respectivement le schéma de Tchamwa avec
φ = 1.03 et lebulk-viscosityassocíe au sch́ema des DFC, ce qui va avoir pour effet d’amortir
les oscillations parasites. Puis, durant une seconde phase, l’amortissement est supprimé gr̂aceà
l’utilisation respectivement du schéma de Tchamwa avecφ = 1.00 et du sch́ema des DFC sans
bulk-viscosity.

On observe sur la FIG. 5 que cette méthode n’est pas concluante et que les oscillations
ré-apparaissent progressivement durant la seconde phase du calcul. Ceci montre que même si
l’onde est filtŕee de ses oscillations parasitesà un instantt1, la propagation ult́erieure conduit
immanquablement̀a l’apparition de nouvelles oscillations numériques parasites. On observe les
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(a) Sch́emas : DFC, Tchamwa 1.01, bulk-
viscosity
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(b) Zoom de 3(a)
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(c) Sch́emas : Tchamwa 1.03, Chung-Lee
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(d) Zoom de 3(c)

FIG. 3 –Evolution de la contrainte - chargement créneau - premiers A/R (avec zoom)
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FIG. 4 –Evolution de la contrainte - chargement créneau - apr̀es 275 A/R

mêmes ph́enom̀enes aussi bien en utilisant le schéma de Tchamwa qu’en appliquant lebulk-
viscosity. Il est donc ńecessaire de maintenir systématiquement un amortissement minimal tout
au long de la simulation.
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FIG. 5 – Evolution de la contrainte - chargement créneau - premiers A/R : filtrage, puisévolution sans
amortissement - stratégie 2 phases

2.3 Seconde strat́egie : chargement de type 1-cos

Cette seconde stratégie consistèa agir sur le chargement lui-m̂eme en diminuant les discon-
tinuités en utilisant une forme de chargement de typeA

(
1− cosπt

T

)
/2, not́e 1-cos par la suite

(référenće regular loadingsur la FIG. 1). La FIG. 6 montre la réponse du systèmeétudíe dans
le cas d’un chargement de ce type dont la durée du chargement resteégaleà 51 ∆t mais les
phases de charge et de décharge sont́etaĺees sur 18 pas de temps, ce qui permet d’obtenir une
évolution progressive du chargement.

0 5e-05 0.0001 0.00015
Time (s)

-1

-0.5

0

0.5

1

St
re

ss
 (

M
Pa

)

Theory
DFC
Tchamwa 1.01
Bulk Visc.

0 5e-05 0.0001 0.00015
Time (s)

-1

-0.5

0

0.5

1

St
re

ss
 (

M
Pa

)

Theory
Ch. Lee 1.037
Tchamwa 1.03

FIG. 6 –Evolution de la contrainte - chargement 1-cos - premiers A/R

Le signal obtenu pour le premier A/R ne fait pas apparaı̂tre d’oscillations parasites mais une
irrégularit́e de contrainte apparaı̂t au second A/R pour les schémas de Tchamwa (φ = 1.01),
DFC et de Chung-Lee, irrégularit́e s’amplifiant tout au long du calcul.

Finalement, apr̀es 275 A/R (FIG. 7), la ŕeponse obtenue est très d́egrad́ee pour les sch́emas
DFC et de Chung-Lee et très amortie pour les schémas de Tchamwa et lebulk-viscosity. La
réponse obtenue en utilisant le schéma DFC est́enorḿement perturb́ee apr̀es 275 A/R ce qui
nous montre que la modification du chargement n’est pas suffisante et qu’un amortissement est
nécessaire durant le calcul.

2.4 Evolution de l’énergie cińetique

Quand on utilise des schémas nuḿeriques amortissants, il est primordial de s’intéresser̀a
l’ énergie cińetique totale du système (FIG. 8). Pour le chargement de type créneau, on observe
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FIG. 7 –Evolution de la contrainte - chargement 1-cos - après 275 A/R

une baisse importante de cetteénergie cińetique dans le cas des schémas amortissants utilisés.
Puisque ces algorithmes sont souvent décrits comme agissant principalement sur les plus hautes
fréquences du système [4], on aurait pu s’attendrèa une stabilisation de l’énergie cińetiqueà
une valeur asymptotique. Ceci n’est pas le cas et l’énergie cińetique d́ecrôıt contin̂ument. Ce
résultat est en adéquation avec l’́etude th́eorique des algorithmes [3].
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FIG. 8 –Evolution de l’́energie cińetique - chargement créneau - premiers et après 275 A/R

On peutégalement remarquer sur les figures préćedentes que le comportement obtenu avec
le bulk-viscosity(C0 = 1.5 et C1 = 0.06) est tr̀es similaireà celui obtenu avec le schéma de
Tchamwa (φ = 1.03). Concernant le schéma de Chung-Lee, la perte d’énergie cińetique est la
plus faible des sch́emas amortissants mais d’un autre côté, la ŕeponse obtenue est trèséloigńee
de la ŕeponse th́eorique apr̀es 275 A/R.

Concernant le d́ephasage, on remarque qu’il est nul pour les différentes simulations.
La simulation de 275 A/R requiert plus de 50000 pas de temps et pour chacun des schémas,

on a observ́e une d́egradation importante de la réponse. Cette dégradation n’est pas seule-
ment dueà l’effet amortissant du schéma, puisqu’on le remarquéegalement sur le schéma
des DFC. Cependant, ce phénom̀ene peut̂etre interpŕet́e par une erreur systématique de l’al-
gorithme d’int́egration temporelle, atteignant ainsi les limites de ces schémas du premier ordre.
Cette supposition reste maintenantàêtre confirḿee en utilisant notamment une méthode d’ordre
suṕerieur, le sch́ema de Runge-Kutta avec contrôle de l’erreur par exemple.
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3 Conclusion

Les sch́emas de Tchamwa-Wielgosz et de Chung-Lee sont comparés au traditionnelbulk-
viscositydans le cas d’un comportementélastique. Cettéetude nous a permis de montrer les
comportements similaires du schéma de Tchamwa (φ = 1.03) et dubulk-viscosity. On montre
également qu’en utilisant le schéma de Tchamwa (∀ φ), le d́ephasage est nul après 275 A/R
dans une barréelastique de200 mm de long.

Après avoir montŕe que l’application constante d’une filtration forte (φ = 1.03 pour l’algo-
rithme de Tchamwa par exemple) conduità une annulation de l’énergie cińetique du syst̀eme,
deux strat́egies ont́et́e d́ecrites pour amortir les oscillations parasites du calcul. La première
consistèa lisser le chargement et la deuxièmeà cibler l’amortissement de la réponse au d́ebut
du calcul. Nous avons montré qu’aucune des deux méthodes n’est satisfaisante sur le long terme
puisque les oscillations parasites apparaissent systématiquement.

En tirant partie du fait que le paramètre d’amortissementφ de l’algorithme de Tchamwa
n’est pas limit́e par les conditions de stabilité et de consistance, une troisième voie semble donc
possible en utilisant un amortissement variable au cours du calcul : un amortissement important
( φ = 1.03 par exemple) permettant d’amortir les oscillations dues aux conditions sévères de
chargement (un créneau par exemple) suivi d’un amortissement faible (φ = 1.005 par exemple)
permettant d’́eviter toute apparition ultérieure des oscillations parasites.
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