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ZEROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROIDALES

GILLES LACHAUD

RESUME. A partir d’un corps de nombres K de degré n, on définit un tore
maximal T de G = GLy. Si x est un caractere du groupe des classes d’ideles
de K, satisfaisant des conditions adéquates, les formes toroidales pour x sont
les fonctions sur G(Q)Z(A)\G(A), dont le coefficient de Fourier correspondant
a x par rapport au sous-groupe induit par T est nul. L’hypothése de Riemann
pour L(s,x) est équivalente & des conditions portant sur certains espaces de
formes toroidales, construits a partir des séries d’Eisenstein. Enfin, on construit
un espace de Hilbert et un opérateur auto-adjoint sur cet espace, dont le spectre
est égal & I’ensemble des zéros de L(s, x) sur la droite critique.

ABSTRACT. An algebraic number field K defines a maximal torus T of the
linear group G = GL,. Let x be a character of the idele class group of K,
satisfying suitable assumptions. The x-toroidal forms are the functions defi-
ned on G(Q)Z(A)\G(A) such that the Fourier coefficient corresponding to x
with respect to the subgroup induced by T is zero. The Riemann hypothesis
is equivalent to certain conditions concerning some spaces of toroidal forms,
constructed from Eisenstein series. Furthermore, we define a Hilbert space and
a self-adjoint operator on this space, whose spectrum equals the set of zeroes
of L(s,x) on the critical line.
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INTRODUCTION

Pour étudier la répartition des zéros de la fonction zéta de Riemann, George Pélya,
et avant lui David Hilbert, d’apres certains témoignages, ont suggéré qu’il serait
judicieux de trouver un espace de Hilbert H et un opérateur D dans H, dont le
spectre est donné par les zéros non triviaux de cette fonction, ou plus précisément
les nombres complexes v tels que

(0.1) ((z+i7) =0, [Im(y)| < 3.

Par construction, les zéros non triviaux de la fonction zéta seront tous sur la droite
critique Re(s) = 1/2 si et seulement si 'opérateur D est auto-adjoint.

Il est facile de donner un exemple simple d’un tel espace : notons Hy ’espace des
sommes de puissances de la forme

(0.2) f@) =Y e e,

ol v parcourt 'ensemble des nombres vérifiant (), et ou les ¢, non nuls sont en
nombre fini. C’est un espace préhilbertien, muni de la norme

1A= ey .
Y

Si H est ’espace de Hilbert correspondant, ’opérateur différentiel

. d
D=—i e
définit un unique opérateur de H, encore noté D, satisfaisant aux conditions requ-
ises. Si on remplace H par le sous-espace engendré par les sommes (P.2), ot on
exige que -y soit réel, 'opérateur différentiel D définit un opérateur auto-adjoint.
Il y a de nombreuses variantes de cette construction : par exemple, pour tenir
compte des multiplicités des zéros, il convient d’introduire les dérivées des puis-
sances.
Enfin, on peut évidemment remplacer la fonction zéta de Riemann par la fonction
L(s,x) définie par un caractére x du groupe Ck des classes d’idéles d’un corps
global K, et coetera.
Mais ce procédé de construction est tautologique, car il utilise explicitement les zéros
de la fonction ¢(s), ou des fonctions L(s, x). A. Connes définit dans [§] un « espace
de Pélya-Hilbert » comme un couple (H, D) :
— formé d’un espace de Hilbert H et d’un opérateur D dans H, fermé, non borné,
a domaine dense;
— tel que l'on ait
SpecD = {y€R | L(3 +iv,x) =0} ;
— défini de maniére intrinséque, autrement dit d’une facon qui n’utilise pas les
fonctions L(s, x).
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Les espaces de Pdélya-Hilbert qu’il a construits dans [@], [ﬂ], [ sont des espaces
L? sur le groupe Ck ; ces constructions ont été généralisées par C. Soulé [@] aux
fonctions L automorphes. A. Connes signale qu’il serait souhaitable de clarifier
les rapports entre ces espaces de Polya-Hilbert et [’espace des formes toroidales
introduit par Don Zagier [@] ; ¢’est ce que nous allons faire ici.

Nous construisons un espace de Pélya-Hilbert a partir de formes modulaires, c’est-
a-~dire de fonctions définies sur 'espace G(Q)Z(A)\G(A), o G = GL, est le groupe
linéaire général, et ou A est 'anneau des adeles de Q. Les formes modulaires que
nous considérons sont des familles de combinaisons linéaires de séries d’Eisenstein,
ou trains d’ondes (wave-packets) d’Fisenstein, qui s’écrivent

F(g) = Z As E(g,S),

et ’ensemble des points s tels que as # 0 est le spectre de F. Ce sont les analogues
des polynomes trigonométriques. Etant donné une extension K de degré n d’un
corps de nombres algébriques k, nous rappelons dans la section [ comment une
base fondamentale de K définit une représentation algébrique 7 du schéma 7Tg
représentant le groupe multiplicatif de K dans ’espace affine, dont I'image est un
tore maximal 7" défini sur k ; le groupe A 5 des ideles de K s’identifie au sous-groupe
T(Ay) C G(Ag). Dans la théorie des formes modulaires, les formes paraboliques sont
celles dont l'intégrale sur 'image N(k)\N(Aj) d’'un sous-groupe unipotent N est
nul ; par analogie, si x est un caractere du groupe Cx = Aj; /K *des classes d’ideles
(Gréssencharaktere de Hecke), les formes toroidales en x sont les formes modulaires
dont « Pintégrale périodique » sur T'(k)Z(A)\T(Ay) est nulle :

/ F(hg) xom '(h)dh =0 pour g € G(A),
T(k)Z(M\T (Ar)

Supposons que x soit non ramifié en toute place de K, constant sur A} et sur
le sous-groupe compact maximal de KZX. En nous appuyant sur la formule de
Hecke adélique pour les séries d’Eisenstein normalisées (énoncée dans la section E),
nous établissons que ’espace des trains d’ondes d’Eisenstein qui sont des formes
toroidales est un espace de Pélya-Hilbert. Plus précisément :

— Dans la section [, nous montrons (théoréme B.9) qu’un train d’ondes est toroidal
en x si et seulement si son spectre est contenu dans le lieu des zéros de L(s, x). 11
s’ensuit (corollaire @) que I’hypotheése de Riemann pour L(s, x) est équivalente &
I’assertion suivante :

Tout train d’ondes d’Fisenstein toroidal a un spectre contenu dans la droite critique.
— Dans la section i, nous donnons une autre condition équivalente si K est qua-
dratique (corollaire §.6) :

Tout train d’ondes d’FEisenstein toroidal est de carré intégrable en moyenne.

— Nous construisons dans la section E un espace de Hilbert Tf (X) et un opérateur
auto-adjoint Dy dans T2(X) tel que I'on ait (théoreme p.1))

1

— Nous exprimons la trace de certains opérateurs intégraux comme une somme sur
les zéros de L(s, x) (corollaire f.3).

Enfin, dans I'appendice, nous faisons le lien entre le point de départ de la théorie
de Connes, introduite dans [E] et reprise dans le théoreme @, et les trains d’ondes
d’Eisenstein (corollaire [A.7).

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [15] et [L]. Les formes toroidales
y sont appelées “formes toriques” ; nous nous sommes ici conformés a 'usage.
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1. INTEGRALES PERIODIQUES ET FORMULE DE HECKE

Représentations algébriques.

Soient k un corps de nombres algébriques, et K une extension de degré n de k.
L’« enveloppe algébrique » de K est le k-schéma en k-algebres Ag ; tel que I'on
ait
Ai(K') = K @ K

pour toute k-algebre k’. On dispose de morphismes de norme et de trace

NK/k Z-AK/]g —>A11€, TrK/k Z-AK/]@ —>1A]1C
Le k-schéma en groupes représentant le groupe multiplicatif de de A/, est

Tk = {(u,0) € AL X Gy, | Ngyp(u) = v}
Si k' est une k-algebre, on a

TK/k(k/) = (K ®]g kl)x,

ce qui montre que 7T, est aussi le k-schéma Ry, (Gm k) obtenu en appliquant
le foncteur de Weil R/, de changement de base par restriction des scalaires au
K-groupe multiplicatif G, k. Le groupe algébrique T ;. est un tore de dimension
n défini sur k. Soient o 'anneau des entiers de k, et O ’anneau des entiers de K.
On suppose qu’il existe une base fondamentale de K sur k, c’est-a-dire une base
a=(ay,...,ay) duo-module O, avec a; = 1. Si 0 est principal, toute extension de
degré fini de k admet une base fondamentale. La base o fournit un isomorphisme
t: Ay — Ak donné par

(g, ..oy up) = uraq + -+ Up .

Le morphisme ¢! induit un isomorphisme de Tk 1 sur un ouvert de Aj.

Une représentation algébrique linéaire d’un k-schéma en algebres (resp. en groupes)
dans A} est un k-morphisme d’algebres (resp. de groupes) de ce schéma dans
le k-schéma M, des matrices carrées d’ordre n (resp. dans GL,). On définit la
représentation réguliere droite m de Ay, dans A} de la maniere suivante. Si K
est une k-algebre et si & est un élément de l'algebre Ag i (k'), on note p(¢) la
multiplication par £ dans Ag . (k'), et on pose

(€)= o p(€) o (), we kT,
autrement dit
(r(€) ) = Eu(u), uwek™.
On a det 7(§) = Ng /i (§). Si ey est le premier vecteur de la base canonique de A},
on a

THE) =€) e,
ce qui montre que la représentation 7 est fidele. Si on note w = (w1, ...,wy) la base
duale de la base a, on a aussi

) = (Trgp(€wn), -, Tri i (Ewn)).-
On en déduit que les coefficients de 7 sont donnés par
m(&)ij = Trr/n(§aiw;).

L’image T' de 7k/j par la représentation 7 est un groupe linéaire algébrique défini
sur k, de dimension n, qui est un tore maximal de G. On a donc un isomorphisme

T TK/k =T CG.
Le groupe projectif de K est le k-tore Pk, défini par la suite exacte

X

N
K/k > Pk /i > 1

1 —— G —— A
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Le morphisme ¢~! induit une immersion ouverte de Py /i dans PZ_l. D’autre part
Prk(k) = E*\K*. Le centre Z de G est inclus dans T'; si on pose S = Z\T, on a

un isomorphisme 7 : Py, .8 c PGL,.

Sous-groupes compacts maximaux.

Le groupe T'(0) = T'(k) NG L, (o) s’appelle le groupe des unités de T'(k). Puisque a
est une base fondamentale de K sur k, on a T'(0) = 7(O*). Soit v une place finie
de k. On note 9, le sous-anneau compact maximal de K ® k,, de telle sorte qu’on
a un isomorphisme

Oy " [T Ows Oy =9 ®o 0y = Q104 + -+ + €y 0.

wlv
Le groupe des unités de T'(k,) est
T(0,) = T(ky) N GLn(0,).
11 est facile de voir que
T(0y) ={g € T(ky) | go" = 0"} ={g € T(ky) N My(0,) | detg € o) }.

Le groupe T'(0,) est le sous-groupe compact maximal de T'(k,). La représentation
7 induit un isomorphisme DX — T (0,).

Supposons que v soit une place infinie de k. Pour toute place w de K au dessus de
v, o1 pose

§(w) :ozgw)u1+~-~+a;w)un eKy si E=a1®Qui+ 4o, Quy, € K®Kk,.
On pose ks = k ® R. L’unique sous-groupe compact maximal de
KX = (K ® ko)X H KX
w|oo

est

U =TT fe € K2 1 10 = 15w 0)
Si on note Uso(T) le sous-groupe compact maximal de T'(ks ), la représentation =
induit des isomorphismes KX — T (koo ) et Uso — Uoo(T).
)

1.1. Lemme. Supposons k= Q. Sié € K®QR, on a w(€) = Amg(§)AL, on

(1)
(1) (1) I3 o ... 0
o o 0 €2 . 0
A: 5 Fo(f): y
o oy 0 ... 0 &
ot €M ... €M) sont les n isomorphismes distincts de K dans Q.
Démonstration. Si 1 <1i < n, on pose a9 = Ae; = (ozgi), ceey ag)). Siu€eR™ ona

t(tm(€)u) = €1(u) et v(u) = tu.aM) par définition, et par conséquent
¢ual? = &u(u) = (T (&)u) = ur(€)al?.
On en déduit 7(¢)a® = £@a(). D’autre part
m(&)Ae; = w(§)a =W 0D = ¢W Ae; = Amo(€)es,
ce qui prouve que w(§)A = Amy(§). O
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La matrice

Trogop ... Troqgo,
(1.1) pe = AMA =
Tro,r ... Tro,a,
est symétrique définie positive a coefficients dans Z, de déterminant disc K. On
note

0,R) = {g €GL,(R) | 'g.g = ln}
le sous-groupe compact maximal usuel de GL,, (R).

1.2. Proposition. Supposons k = Q. Soit q,. € G(R) telle que q,...q,, = P. Alors
Uso(T) = T(R) N q,, O, (R) g, .

K

et ce groupe est isomorphe ¢ {£1}™ x SO3(R)™.

Démonstration. Si ¢ € K ® R, on a w(£).A = A.mo(€) par le lemme [.]. On en
déduit que *A.tr(¢) = mo(€).*A puisque 7(¢) € G(R), et
Amo(£€).MA = 7(€).Plr(€).

Posons maintenant 6(¢) = ¢ '7(¢)q,.. On a

0,c-0(6).0(6) "¢, = m(€).P.'7(€)
Le sous-groupe compact maximal U, de (K ® R)* est isomorphe au produit de
groupes de I’énoncé. D’autre part 7 définit un isomorphisme Us, — Uso (T'). Puisque

€ € Uy si et seulement si mp(£€) = 1, ceci démontre que 7(§) € Ux(T) si et
seulement si 0(€) € O, (R). O

Groupes de classes d’ideles.

On note respectivement A ;- et Ay Panneau des adeles et le groupe des idéles de K,
et Cx = K*\AJ le groupe des classes d’idéles de K. La représentation 7 induit
des isomorphismes
Cx —— T(\T(Ar), AP\AR —— S(Ay),

et aussi un isomorphisme

Ci\Cx ——— S(k)\S(Ag).
Pour € € Ak, on a

|det (&) |ar = [Nrc/u(€)lar = [€lax-

Le groupe K* est un sous-groupe discret de

A}(:{§EAIX< | |§|AK :1}7
et le quotient C}, = K*\A} est compact. Pour tout « € R, on note {(z) = (&, (z))
l'idele de Ay tel que &(x) = 1 pour toute place finie de K et tel que &,(z) = «
pour toute place infinie de K. Alors z — £(z) induit un isomorphisme de Ri sur
un sous-groupe N du groupe Ck et Ck est produit direct de N et de Cj, [@, Cor.
2, p. 76]. On en déduit que

Ci\Ck = Ci\Ck = K*AL\A,
et que Ct\Ck est compact; il en va de méme du groupe S(k)\S(Ay). La représen-
tation 7 définit un isomorphisme de Ak sur le sous-groupe fermé
TY(Ay) = {h € T(Ag) | |det h|a, =1}

et de N sur Z(R). Le groupe T'(Aj) est le produit direct de T1(Ay) et de Z(R), et
T (k) est un sous-groupe discret de T (Ay), & quotient compact. On a un isomor-
phisme

S(R\S(Ax) = T(k)Z(A\T(A) = T (k) Z* (A\T" (A).
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Le groupe des classes de K [R3, p. 87] est
CUK) = K*\AL /KX D%, on O =T]o.

C’est un groupe fini. La représentation 7w définit un isomorphisme

Cl(k)\ CUK) 5 T(k) Z(A\T(A)/T (k)T (@) ot T(d) =[] T(00).

et S(k)\S(Ay) est extension de Cl(k)\ CI(K) par le tore réel T'(0)Z(R)\T (koo)-
Le sous-groupe compact maximal de Ay est U = Uy O, et celui de T'(A) est

Un(T) = Uso(T) T(0), ot T(a) =[] T(00)-

Il y a aussi un isomorphisme
KXAN\AR /U —=T(k)Z(A)\T (Ak)/Un(T) = Q,
Si k = Q, le groupe compact @ est extension de CI(K) par le tore de Dirichlet
T(Z)ZRN\T(R)/Ux(T) = SO2(R)",

avecr = r1+7ry—1, si K admet r1 places réelles et 7o places imaginaires, autrement
dit on a une suite exacte

1 —— SOy (R)" Q CIK) —— 1.

On note X(G) le groupe des caracteres d’un groupe localement compact G. On note
simplement X le groupe discret X(@Q) ; il s’identifie au sous-groupe des caracteres de
A% /K> (Grossencharaktere de Hecke), qui sont constants sur O, autrement dit
non ramifiés en toute place de K, et aussi qui sont constants sur A} et sur Us. Si
k = Q, on a une suite exacte

1 —— X(CIK)) X z 1,

le groupe X est extension de Z" par le groupe X(Cl(K)).

Mesures sur les groupes d’ideles.

On choisit la mesure de Haar suivante sur Cx = N x Cj :

/ € =1,
Ck

[ r@we=n | T @)= [ @) de.
N 0 0
NT(4)

On définit comme suit la mesure de Haar sur T'(k

/’ meh:/ F(r(€)) d*€.
T(K)\T(A) Ck

La mesure invariante sur S(k)\S(Ay) est définie par

(1.2) / HMM:/ / F(zh) dz dh.
T(k)\T (4) SN\S (k) JZ()\Z ()

De cette maniere, le groupe S(k)\S(Ay) est de volume 1. Si F est une fonction
définie sur T(A), invariante & gauche par T'(k)Z(A), et suffisamment réguliere, on

pose
fﬂ@%:/ ﬂ@%:/ F(h) dh.
S(K)\S(Ar) T(k)Z(A\T(4)
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Fonctions L et distribution de Weil.

Si @ appartient a l'espace S(Ay) des fonctions standard sur Ay, si x est un caractére
de Cy, et si s € C, lintégrale de Tate de ® est 29, Eq. (4), p. 118] :

(13) A5 = [ B (@ I¢l,

k
Soit P ’ensemble des places finies de k ou x n’est pas ramifié. La série L de Hecke

attachée a x est
x(®)
L(s,x) = (1 - )
o= 11 (175
[BJ, Eq.(11), p. 133]. On sait, grace & A. Weil 23, Eq. (6), p. 128], [}, Lem. 1, p.
76], que la fonction Ag(®P, s, x) est méromorphe dans C, et on a

(1.4) Ak(®,s,x) = c; " L(s, x) A(®,s,%),

ot AL(®, s, x) est une forme linéaire sur 8(A) qui est holomorphe pour Re(s) > 0.

Enfin, ¢ = 2" (27)"2hR/e, ol 71 et ro sont respectivement le nombre de places

réelles et imaginaires de k, o h est son nombre de classes et R son régulateur, et

ou e est I'ordre du groupe des racines de I'unité dans k [@, p. 128].

Supposons maintenant x € X. On définit une fonction ®¢ sur Ay de la maniere

suivante [23, p. 131] :

— aux places infinies : on suppose que le plongement & — £(*) est réel pour 1 <
i < 11, qu'il est complexe pour 71 + 1 < i < 279, et que 01721 = £0) pour
1 <i<rs. On pose

71 T1+72
F&) =) D242 Y K92,
=1 i=ri1+1

Si &€ € Koo, on prend @y (&) = e (9,

— aux places finies, Y, est non ramifié. On prend pour ®,, la fonction caractéristique
de O,.

Si w est une place infinie de K, on a [@, p. 130]

Xw(®) = |2/  pour tout x € K,, oil p, € R.
On pose [pZ, Lem. 8, p. 127] :
Tr(s) = 7%/2I'(s/2), Tc(s) = (2m)°T(s),

et on pose I'y, = I'g ou I', = I'¢c suivant que w est réelle ou complexe. On déduit
de B3, Eq. (10), p. 133] que I'on a

(15) A/K((I)()uS?X) :F(S7X)

ou

F(87X) = H Lu(s +ipw).

Intégrales périodiques et séries de Fourier.

L’intégrale périodique de fréquence x € X d'une fonction F' € C(T'(k)Z(Ar)\G(Ar))
est la fonction II, (F) définie par

IL,(F)(9) = § F(hg) xx(h) dh
ot on a posé X (h) = xom (k) pour tout h € T(A). Puisque

I, (F)(g) = / (i) s / Fing)dn,

Uq
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ou Ug est I'image de Up(T) dans @, La fonction II, (F)(g) est le coefficient de
Fourier de fréquence x de la fonction

F(h) = /U F(hng)dn.
On a, dans L?(Q) tout au moins,
(1.6 | Flimgyin = Y1) 0) -,

xXEX

Le sous-groupe maximal standard de G(Ay) est
K =]]0.(n)

ot O,(n) est le sous-groupe maximal standard de GL,,(k,) si v est une place infinie
et ou O,(n) = GL,(0,) si v est une place finie. Supposons k = Q. Considérons la
variété modulaire

X = G(k)Z(A)\G(Ar) /K.
D’apres la proposition E, il existe q,, € G(R) tel que

T(R) N g, On(R) g = Uso(T).

Si g, est la matrice de G(A) telle que (g, )oo = 5 €t (9 )» = 1 pour toute place
finie v de k, on a

T(A)Ng Kg = Un(T).
Si F est une fonction sur X suffisamment réguliére, on a

F(hng,) = F(hg,) pour tout n € Uy(T),

la fonction h — F'(hg,. ) est définie sur @, et on a

| Fmg,yin=Fing,)
Uq
ce qui implique que pour x € X, on a
= () (g,.) = /Q Flhg,) % (h) dh = § P, % (1) b
On déduit alors de ([L.g) :
(1.7) F(hg,) = Z ey Xx(h

xX€EX
On retrouve une formule de Siegel : voir (2.11).

Séries d’Eisenstein générales et formule de Hecke.
On pose maintenant A = Ay et |z| = |z]s, pour z € A. Si p € §(A™), on pose
0(¢)(g) = |detg|"? > o(lgx) pour g€ G(A),
zekn—{0}

Ces séries sont notées E(p) dans [E] ; il vaut mieux changer les notations a cause
des séries d’Fisenstein générales (de rang relatif un), qui sont les fonctions
1

(18)  E(@)g.sw) = /Z g 10 20) et gl 2 0p) )

olt w est un caractere de Cy, = k*\A;* et ot la mesure de Haar est définie par

. z)dz=mn A1) d™.
(L9) / o FO) /k L
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Les séries 0(¢) et E(yp) figurent déja dans [f], [Id] lorsque n = 2. L’intégrale
E(¢)(g,s) converge si Re(s) > 1 et définit une fonction sur G(k)Z(A)\G(A). La
fonction s — E(¢)(g, s) se prolonge en une fonction méromorphe dans C. On prend
comme mesure de Haar sur A™ la mesure telle que vol k"\A™ = 1, et on note Fp la
transformée de Fourier additive de ¢ définie par cette mesure. Si w™ # 1, la fonc-
tion s — E(p)(g, s) est entiere; si w™ = 1, les seuls pdles éventuels de la fonction
s+ E(¢)(g, s) sont les points 0 et 1. Ces pdles sont simples, de résidus

ress—o E(¢)(g,5) = — p(0)w(det g), ress—1 E(p)(g,s) = + Fp(0) w(det g).

La fonction E(p)(g, s) satisfait & 1’équation fonctionnelle

(110) E(‘P)(gvsvw):E(g"(/))(tgilvl_sa@)'

La formule de Hecke, sous la forme donnée dans [PF| (si n = 2) et dans [BJ], P4
(dans le cas général) dit que le coefficient de Fourier d’une série d’Eisenstein pour
un caractére x € C;\Ck s’exprime & l'aide de la fonction L de Hecke associée & x.
On peut ’énoncer ainsi :

1.3. Proposition. Soient x un caractére de Cy\Ck et w un caractére de Cy. Si
s € C nlest pas un pole de E(v)(g,s,w), si g € G(A), si a € k™ — {0}, et si
p € 8(A™), on a

(111)  § B (hg,s,0) xa(h) dh = wldet g) [det g5, Ak(Dy0,5, (woN) ),
ot la fonction 4, € S(Ak) est définie par
0g.a(§) = (g'n().a) (£ € Ax).
Démonstration. Si X € A}, posons p(\) = w(A) [}, ; c’est un quasi-caractere de
A /E*. Sia=(a), ona:
§ B g, 5.0 xa ()

/ x=(h) > @(g'h.x) p(det hg) dh
T(R)\T(A) €k —{0}

= p(detg)/KX\AX X(€) Y elg'n(€)(a) p(N(E)) d7¢

qe KX

= otderg) [ x(©) 3 ellym(e) ! (0a) pVI©) 4

geK X

= otderg) [ x(©) 3 plln(©) i) p(N() €

geK X

= otdety) [ KO Y elyinlat)a) o a) €

geK X

— pldets) [ 4u©)pNE) X €

K

= p(detg) Ag(Pg.a,$, (WolN) X),

ce qui établit le résultat. ([
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2. SERIES D’EISENSTEIN

Séries d’Eisenstein normalisées.

On suppose maintenant w =1 et k = Q.
On note P le sous-groupe parabolique maximal standard de G de type (n — 1,1)

formé des matrices
B g/ t:Z?
P=1o ¢

ot ¢ € GL,,_1, ot t € GLy, et oll £ est une matrice ligne & n — 1 éléments. Le

radical unipotent de P est
o ]_nfl tx
{0

et P est le produit de N par le sous-groupe de Levi

{4 )
(5 )

ou t et t sont dans GL;. Si p € P est la matrice ci-dessus, on pose a(p) = ¢, de
telle sorte que ‘e,,.p = a(p).te,,. Le module de P(A) est

. g ty . } detp

ép(p) =dp (O t) =l a)r

On a G(A) = P(A).K, ou K est le sous-groupe maximal standard de G(Ay). Si
g = pk € G(A), avec p € P et k € K, on pose ép(g) = dp(p). Il n’y a pas

d’ambiguité, car si k € P(A) N K, alors a(k) et detx sont dans Al, par suite
dp(k)=1.Sipe P(A),sige G(A)etsike K, ona

5p(pgr) = 0p(p)op(g), Sp(p~') =dp(p)~"

On va s’intéresser aux fonctions satisfaisant aux relations

(2.1) F(yzgr) = F(g), 7€ Gk), z€Z(A), geGA), rekK,

Le centre de M est

, pEPA).

B ‘ det ¢’
N A

tnfl

autrement dit aux fonctions définies sur la variété modulaire X. La série d’Fisen-
stein normalisée est définie pour g € G(A) par

En(g,8> :E(g,S) = Z 5P(Fyg)s
YEP(K)\G(K)

On note 8% (A™) l'espace des fonctions de §(A™) invariantes par K. Si ¢ € §(A"),
on note ¢, la fonction de §(Ay) définie par

$1(A) = p(Aen) (A€ Ay).
Si ¢ € 8(Ag) et si s € C, on note
Ak((bv S) = Ak((bv S, 1)

lintégrale de Tate (E) de ¢ lorsque x = 1 est le caracteére trivial de Cy, de telle
sorte que

Ak(¢173):/

o(Aen) |AIP d*A.
AX

2.1. Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites :

(a) La série E(g,s) converge pour Re(s) > 1 et satisfait auz relations (R.1)).
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(b) Sipe 85(A™), on a
(¢) La série E(g,s) se prolonge en une fonction méromorphe dans C.

Démonstration. Pour g € G(A) et pour p € §(A™), on pose

M(g)(g,s) = / o(en.zg) |det zg[* d.
Z(A)

Cette intégrale converge si Re(s) > 1/n et si Re(s) > 1, on a

(2.3) E(p)g,9)= Y. M@y s).
YEP(K)\G(K)
Si g € G(A), on a, en vertu de ([.9) :
M(p)(pg;s) = / ¢(en-zpg) [det zpg|* dz
Z(A)

= n|detp|5/ ©(Aen.pg) | A" det g|® d*\
AX
= nldets® [ plapleng) N detgl* )
AX
= nldetp () "] [ p(eng) N detgl* @
AX

= ndp(p)® /AX p(Aen.g) A" det g|® d*A
= 0p(p)” M(p)(g,s)

On a aussi

M(p)(g,s) = / ¢(en-29) |det zg|* dz
Z(A)

= n/ o(Aen.g) [N det g]® d*X
AX

nl|det g|* Ax(¢,,ns).

Si o € 85 (A™), et en écrivant g = pk € G(A), avec p € P et k € K, on trouve

(2.4) M(p)(g:s) =ndp(9)” Ar(¢y,ns).
On déduit () de (B-4) et (B-3), ce qui entraine ({) et () par la méme occasion. O

On rappelle que la fonction
(2.5) A(s) = 7=/ D(5)(s),

est méromorphe dans C, et que A(s) = A(1 —s). Les seuls poles de A sont en s =0
et s=1.0naA(s)#0si Re(s) >1et s#1. Pourn=2,0na2A(2)=nr/3. La

fonction Al
enle) = el) = =)

est méromorphe dans C, et on a

c(s)e(l—s)=1, c(2)=1, ¢(0)=0, c¢(2)=0 (n>3).

2 n
Dans le demi-plan fermé Re(s) > 1/n, les seuls pdles de la fonction ¢(s) sont situés
ens=1etaussien s=1—(1/n)sin>3.0na
-1 -1
nA(n)’ ress=1-(1/m ¢(s) = nA(n—1)

ress—1 ¢(s) = (n>3).
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On pose

R, ={s€C | Re(s) >0et ((ns) =0}.
L’ensemble R,, est contenu dans la bande 0 < Re(s) < 1/n. Dans cette bande,
l’ensemble des poles de ¢(s) est égal a R,,. Dans le demi-plan fermé Re(s) > 1/2,
lensemble des zéros de la fonction c(s) est contenu dans la bande ouverte

{seC|1-1<Re(s)<1}.

2.2. Remarque. On définit une fonction 7 € 8% (A™) de la maniere suivante : on note

7p la fonction caractéristique du module compact Z;, on pose Te () = ezl &
x € R", et enfin

T(2) = Too(Too) HT;D(‘Tp)v
siz=(...,Zp,...,T0) € A". On vérifie quepT € 8K (A"), on a Fr(x) = 7(x) et
(2.6) Ak(T1,8) = A(s),
ot A(s) est définie en (R.§) [P3, Lem. 8, p. 127]. On déduit de (.2) :
(2.7) E(7)(g,8) = nA(ns) E(g, s),

2.3. Proposition. La série d’Eisenstein normalisée vérifie les propriétés suivantes :
(a) Les seuls péles de la fonction A(ns)E(g, s) sont les points s =0 et s = 1.
(b) Dans le demi-plan fermé Re(s) > 1/n, la fonction E(g,s) n’admet qu’un
pole ; il est simple et situé en s=1. On a
1
nA(n)’

(¢) Dans le demi-plan fermé Re(s) > 1/n, les seuls péles de la fonction c(s)
sont situés en s =1 et aussien s=1—(1/n) sin>3. On a

-1 -1
A ress—1—(1/n) ¢(s) = TAG=T) (
(d) On a léquation fonctionnelle
(2.8) E(g,5s) = c(s)E("g 1 —s).
Dans la bande 0 < Re(s) < 1, le lieu des pdles de E(g, s) est égal ¢ Ry,.

1
res;—1 E(g,s) = E(9,0) =1, E(g, E) =0.

ress—1 ¢(s) = n > 3).

(e) Sin=2, ona
E(g~",s) =E(g.5).
Démonstration. Lassertion (H) est une conséquence de (R.7). En écrivant

Blg.s) = S8,

on voit que la fonction E(g, s) n’admet qu'un péle dans le demi-plan Re(s) > 1/n;
il est simple et situé en s = 1. Puisque

ress—1 E(7)(g,5) = /T =1,
On en déduit le résidu de E(g, s) en s = 1. D’autre part,
ress—o E(7)(g,s) = —7(0) = -1,
et la fonction A(ns) admet un pole au point s = 0, de résidu
1
ress—o A(ns) = ress—o F(%)C(ns) =

puisque ¢(0) = —1/2. On en déduit que E(g,0) = 1. Si Re(s) =1/net s #1/n, la
fonction E(g, s) n’a pas de pdle, puisque A(ns) # 0. Enfin, si s = 1/n, la fonction
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A(ns) a un pole et la fonction E(7)(g,s) n’en a pas, ce qui achéve de démontrer
(H). Les seuls poles de la fonction A(n(1 — s)) sont simples, situés en s = 1 et en
s=1—-(1/n); on a A(ns) # 0 dans I’ensemble des points s tels que Re(s) > 1/n
et s # 1/n; par conséquent, les seuls poles de la fonction

_ A( —s))
e(s) = A(ns)
dans cet ensemble sont simples, situés en s = 1 et en s = 1 — (1/n); de plus
¢(1/n) = 0. Le calcul de res;—; c(s) est facile. On a
-1 — 1A
ress—1—(1/n) ¢(s) = — lim w

n s=1 An—s)

Ona (s—1)A(s) =14 0(1),donlerésiduen s=1—(1/n). Sin=2,ona

A(2—s)~1_s,

et donc res,—; /5 ¢(s) = 0 : la fonction c est holomorphe en s = 1/2. ce qui implique
@. On déduit de (-3) et de I'équation fonctionnelle ([L.10) :

A(n(1~5)E(g,1—5) = A(ns)E('g ™, s),

ce qui implique (). L’assertion () vient de la relation g~ = wgw™!, ol w est

Pélément du groupe de Weyl de SL(2,Z). O

Opérateurs invariants.

La variété riemanienne P, = G(R)/ O,(n) s’identifie & espace des matrices symé-
triques définies positives Y = (y;;). On note D = D(P,,) la C-algebre des opérateurs
différentiels sur P,, qui sont invariants sous l'action de G(R). Posons

o 9
oy 2 ((1+5”) 3%3‘)’

ol 0;; est le symbole de Kronecker. A. Selberg @, p. 57] a introduit les éléments

suivants de D :
a\"
= —_— < h<
Qn Ir<<Y8Y> ) (1<h<n)

de degrés respectifs 1,2,...,n; voir aussi ] L’opérateur Q- est I'image de [’¢lé-
ment de Casimir de I’algebre enveloppante de G, et c’est aussi le Laplacien de P,,.
Il a démontré que l'algebre D est égale a I’algeébre de polynémes C[Q1,...,Q,]. La
fonction dp(g)® est fonction propre simultanée des éléments de D : on a

(2.9) Dép =~p(s)dp, (DeD,seC),
avec des polynoémes v, (s) convenables.
2.4. Proposition. Soit I(C) l’image de I’homomorphisme de D dans C[s] qui envoie
D sur vp(s).
(a) Sin=2, on a I(C) = C[s(1 — s)].
(b) Sin >3, on a I(C)=s(1-)C[s].
Cette proposition résulte du lemme suivant :

2.5. Lemme. Posons
2h

ST

Qn, Yn(s) = ’)’Dh(s)-
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Alors

((n— D))"~ (1 - s>h-1)

’Yh(5>—5(1‘5)< m—Ds—(1—3)

En particulier :
Y1(s) =0, vy(s) =s(1—5), v3(s)=5(1—=5)((n—2)s+1).
Démonstration. Voir [@, pp. 44-49]. O

Puisque les éléments de D sont invariants sous l’action de G(R) & gauche, la relation
(-9) implique :
2.6. Proposition. Si D € D et si s n’est pas un pdle de E(g,s), on a

DE(g,s) =~vp(s)E(g,s). O

Rappelons que le radical unipotent N de P est formé des matrices

o ]_nfl u
=lo 1

ol u est un vecteur colonne avec n — 1 composantes. Si F' est une fonction continue

sur G(k)\G(A), le terme constant de F le long de N est

Fo(g) = / F(ug, s) du.
N(R)\N(A)

Le terme constant des séries d’Eisenstein est le suivant : si
VA 7
_ (9 =x

n
n—1

on a
, N —ns

3p(p) ™1 E(¢)(d,

E(¢)°(p,s) = ndp(p)® A(g", ns) + ),

ol on a pris ¢ € $§(A™) décomposable :

o', y) =& (@) " (), ¢0)=¢"(0)=1, o' €A" " yeAl
On en déduit :

n—1

2.7. Proposition. Soit g = px € G(A) avec p comme ci-dessus. Si s n’est pas un
pole de E,(g,s), on a

E%(g,5) = 0p(9)° + cals) 5p(9) "1 Epor (4,

en convenant que Ei(g',s) = 1.

n—ns

)7

n—1

Intégrales périodiques des séries d’Eisenstein.

Rappelons que g, est la matrice de G(A) telle que (g, )oo = ¢, €t (g4 )p = 1 pour
tout nombre premier p, et que ¢, € G(R) est une matrice telle que ‘g, .q,, = p,
oll p, est la matrice définie en ([L.1). La fonction 7 € 85 (A™) a été définie dans la
remarque P.2.

2.8. Lemme. Six € X, on a 7('g,.'w(€).e1) = () pour tout & € A%.

Démonstration. Les deux fonctions sont décomposables; posons (74, ), = Ty €t
(®0)y = P, pour simplifier. Supposons tout d’abord que v soit la place infinie. Si
x=(x1,...,2n) ELk" et si & = 1(x) = x1001 + - + TR, € KX, on vérifie que

r.p.w = F(&).
On a 'n(€).e; = 17 1(&) = o d’apres ([[), et
l'er.m(€)gic|* = llzg,c||* = z.p,w = F(€).
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On en déduit que si € € KX, 0on a
Too (th-tW(§OO)-€1) = e Flee) = P oo (€0)-
Soit v une place finie de k; le caractére x est non ramifié, on a (g, ), =1, et
To('mo(§).e1) = (11 (€)) i £ € K
puisque ¢, induit un isomorphisme de Z; sur O,. En effet le module
Ry =D Qg 0y = Q104 + - -+ + 0y

est un sous-anneau compact de 9, et il contient O. Par le théoréme d’approzima-
tion faible, O est dense dans lev O, et donc dans O, d’ou 7, = P,,. O

2.9. Lemme. Six € X, on a
Al (g,c58:x) =T(s,x)-
Démonstration. C’est une conséquence du lemme P.§ et de ([L.5). O

2.10. Proposition. Si x € X et si g € G(A), la fonction méromorphe

H(g.5:0 = L(5:)™" § Blhg.s) xo(h) dh
posséde les propriétés suivantes :
(a) SiheT(A) etsik €K, ona
H(hgr, s,x) = Xx(h) H(g, 5, x)-
(b) La fonction A(ns) H(g,s,x) est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 0.
(¢) La fonction A(ns) H(g,,s,Xx) n'a pas de zéros dans C.
(d) Sin =2, la fonction H(g,s,x) L(s,x) est invariante par s — 1 — s.

Démonstration. Si ¢ € 8K (A") et si g € G(A), notons &, € §(Ag) la fonction
définie par

O4() = (g m(§).e1) (6 € Ax),
et ¢, € 8(Ay) la fonction définie par

1 () = pAer) (A€ Ayp).
La relation (2.3) s’écrit

La formule de Hecke () implique
§ B 5) () dh = [det gl Al )
et la formule de Weil (@) donne :
Ak (Pg,5,X) = ' L(s,X) A (P, 5,X)-
On en déduit
0 Bu(915) B ) xa(h)dh = [detgli, Au(®y.5,)

et |det g3, L(s,x) A (@4, 8, X),

ce qui implique

det g|* A (®g, s, X
H(g,s,x)z | | K( g )
nex  Ar(pq,ns)
Puisque A’y (®,, s) est holomorphe pour Re(s) > 0, on voit que A(ns) H(g, s, x) est
holomorphe pour Re(s) > 0 en prenant ¢ = 7, puisque d’apres ’équation (@)

Ar(T1,n8) = A(s) = 7 "/2T(ns/2)¢(ns)



ZEROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROIDALES 17

Enfin, d’aprés le lemme .9 et 'équation (R.6), on a
|det g0 |* Ak (g, 55 X)
ncK Ak(T1,n8)
|disc K |*/2 T'(s,x) .
ncxg w20 (ns/2)¢(ns)’

H(9K757X) =

la fonction I'(s, x) n’a pas de zéros dans C, ce qui implique la derniére assertion. [

SixeX, ona
/Q B(hg,. ) X () dir = 74 F(hg, ) Xn(h) dh = H(g,.,5.%) L(s, %)

la formule d’inversion de Fourier ([[.7) entraine que si h € S, on a

E(th7S) = Z H(g;vaY) L(&Y) Xﬂ'(h)'
XEX

La convergenge est normale car il s’agit du développement en série de Fourier d’une
fonction C*° sur une somme de produit de cercles. On a donc :

2.11. Corollaire. si h € S, et si s #0,1, on a

nA(ns) E(hg,,s) = i |disc K|*/? Z T(s,x) L(s,x) X=(h). O
XEX

Cette formule est due & Siegel si K est un corps quadratique réel [@, p. 89].
2.12. Lemme. Si D € D, on a
DH(g,s,x) =~p(s) H(g,s,x)-

Démonstration. Puisque D est invariant a gauche, on a, si g € G(A) et si F est
assez réguliere :

D, ;4 F(hg) xx(h) dh = f Dy[F o L(h)(g) xx(h) dh = f [DF)(hg) xx(h) db.
On en déduit
DH(g.s,)L(s.x) = Dy f E(hg, ) vx(h) dh = f [DE](hg. s) x=(h) dh

= ’YD(S)H(gu S, X)L(S7 X)u
d’ou le résultat. O

3. TRAINS D’ONDES D’EISENSTEIN
Trains d’ondes d’Eisenstein.

Un train d’ondes d’Fisenstein (fini) est une combinaison linéaire de séries d’Eisen-
stein. Plus précisément, c’est une fonction définie sur G(A) qui s’écrit

W((o) = [ Blg.) dus).

B

ou p appartient & ’ensemble M,,(B) des mesures dans la bande ouverte
B={seC | 0<Re(s) <1},

et a support fini, disjoint de ’ensemble

R, ={s € C | Re(s) >0et Alns) =0},
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qui est 'ensemble des poles de E(g,s) dans B. On parlera aussi de train d’ondes
pour simplifier. Si

u:Z asd(s), as € C, seB,

on a

W(/L)(g) = Z Qs E(g,S).

Les fonctions W(u) appartiennent & l'espace C(X) des fonctions continues définies
sur la variété modulaire

X =Gk)Z(A\G(A)/K.
On note F(X) =ImW Despace des trains d’ondes d’Eisenstein. On a

(31) W) = /B () Bl 1 — s) dpu(s) = / e(1— 5)E(g ™) du(1 - s)

B
par I’équation fonctionnelle @) :

E(g,s) = c(s)E(lg",1 - s).
On va maintenant déterminer le noyau de ’application W.

Supposons 7 = 2. On note M3 (B) le sous-espace de My(B) formé des mesures
telles que

w1 = 5) = % cfs) (s).
Si u € Mo(B), on pose

Puisque g = p™ 4+ p~, on a
Ma(B) = MJ (B) & My (B),
et ’équation fonctionnelle (B.1) implique W(x) = W(u™).

3.1. Proposition. Sin > 3, lapplication W : M,,(B) — C(X) est injective. Si
n=2, on a kerW = M5 (B).

Autrement dit, les séries d’Eisenstein E,, (g, ) sont linéairement indépendantes, mis
a part la relation Es(g,s) = ¢(s) E2(g,1 — s) lorsque n = 2.

Posons M} (B) = M,,(B) pour n > 3. Si F € C(X) est un train d’ondes d’Eisen-
stein, il existe une unique mesure p € M, (B) telle que F = W(u); on dit que le
support de u est le spectre de F, noté Spec F.

Démonstration. Supposons
n
u:Zai(S(si), a; €C, s, €B, s;#s;sii#].
i=1

Soit g € G(A), et posons v,4(s) = E(g, s) u(s) € M,(B). SiD € D, on a

DIW (u)](g) = Z a; Y p(s:)E(g,si) = /B’YD(S)dVg(S)-
Si W(u) =0, on a donc
[ A =0
B

quel que soit v € I(C). Supposons n > 3. Pour 1 < j < n, Le polynéme

(3.2) 7;(s) =

s(1—s) 5 —5j

si(l=85) 7 si—s;
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appartient a I(C) = s(1 — s)C[s] et
[ 156y (5) = Y- () B9, 5) = g5 =0
B i=1

quel que soit g € G(A) ce qui implique a; = 0 puisque la fonction E(g, s;) n’est pas
identiquement nulle. On a donc p = 0 et Iapplication W est injective. Supposons
n =2, et soit p € MJ (B). La proposition P.10(H) implique

vg(s) = E(g,s) u(s) = c(s)E(g,1 — s) u(s) = E(g,1 —s) u(1 —s) = v4(1 — )

La mesure v, est invariante par s — 1 — s, et elle est nulle sur I(C) = C[s(1 — s)];
on a encore v, = 0 dans ce cas. On conclut comme précédemment. 0

Formes toroidales.
Les fonctions F' définies sur G(k)Z(A)\G(A) telles que

%F(hg) dh =0 pour ge G(A)

ont été introduites par Zagier [@] Plus généralement, si y € X, on dit que F' €
C(X) est une forme toroidale en x si

(33) 0,(F)(9) = § F(h) xs(h)dh =0 pour g € G(&),
On note T'(x) l'espace des formes toroidales en x.

Trains d’ondes toroidaux.

3.2. Théoréme. Soit F € E(X) un train d’ondes d’Eisenstein et x € X. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le train d’ondes F' est toroidal en x, i. e. IL,(F) =0;
(b) On a SpecF C Z,, ot
Zy={se€B | L(s,x)=0}.
La proposition et le théoreme @ impliquent que ’application W induit un
isomorphisme de ’espace
{n e M} (B) | Supppu C 2y}

sur 'espace E(X) N T(x) des trains d’ondes qui sont toroidaux en .
En particulier, si s € B —R,,, pour que E(g, s) soit toroidale en x, il faut et il suffit
que s € Zy.

Démonstration. Ecrivons F = W(u) avec p € M, (B) et posons II(g) = IL (F)(g).
La formule de Hecke implique

(g) = ]( W (1) (hg) xx () dh = /B H(g, 5,X) L(s, X) dp(s).

Rappelons que pour toute mesure p € M,,(B), on a Supp & C Z, si et seulement si
la mesure L(s, x)u(s) = 0 est nulle.

B = ({) : Si L(s,x) u(s) = 0, alors W(u) est toroidale en x grace a 'égalité
ci-dessus.

H) = (@ : Soit D € D. Grace au lemme P.13, on a

DIl(g) = /B DH(g.5,x) L(s, x) dy(s)

/B H(g,5,%) L(5. %) 7p(s) du(s).
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si W(u) est toroidale en y, alors
/ Y(s)dv(s) =0 ouwv(s) = H(g,s,x)L(s,x)u(s),
B

quelle que soit v € I(C). i) Supposons n > 3 et posons

p= Z ;i 0(s,)s
=1

avec s; # s; pour i # j, de telle sorte que

n

v= Z Vid(s), V(si) = aiH(g,si,x)L(si,X)-

=1

Il vient
/B A(s) dv(s) = 32 viy(s) =0 (3 € T(C),

Supposons n > 3 et reprenons le polynome «,(s) € I(C) défini par (BJ;ona

[ 2t =3 vy (50 =i =0,

et v = 0. Or la fonction A(ns)H (g,., s, x) ne s’annule pas dans B d’apres la propo-
sition .10 ; il s’ensuit que la mesure L(s, x) uu(s) est nulle. ii) Supposons n = 2, et
soit € M7 (B). La proposition R.1(H) implique

v(s) = H(g,s,x)L(s,x)u(s) =
H(gu 1 - S, X) L(l - S, X)C(S) /’L(S)
Ainsi, la mesure v est invariante par s — 1—s, et elle est nulle sur I(C) = C[s(1—s)];
on a encore v = 0 dans ce cas. On conclut comme précédemment. ([l

Trains d’ondes principaux.

En théorie du signal, un train d’ondes est représenté par une somme finie d’expo-
nentielles imaginaires
E ay eztw-
t

Les exponentielles imaginaires sont les caracteres du groupe additif. Les caracteres
du groupe multiplicatif R’ sont les fonctions puissances ¢ (x) = 2, ol ¢ est réel.
On note E'(RY) Despace des sommes de caracteres

Y(@) =D a(@)e™ = a(y)a”,
t t
ou I'ensemble Spect) = {t € R | ai(¢) # 0} est fini, de telle sorte que
— it dA
via) = [ o aite)

ou 1 est une mesure a support fini sur R :

b= Z ar(¥) o) -

teSpec

Si les séries d’Eisenstein E(g,% + it) sont lanalogue pour lespace X des ca-
ractéres ¢ (z) pour R, les trains d’ondes d’Eisenstein principaux sont 1’analogue
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des sommes de puissances. On dit qu’un train d’ondes F' est principal si son spectre
est contenu dans la droite critique

D={seC | Re(s)=1}.

I1 s’écrit donc sous la forme
Plo) = [ Bla.b -+ i) aie),

ou 121\ est comme ci-dessus. On note E'(X) I'espace des trains d’ondes principaux.
3.3. Remarque. On déduit du théoréeme @que si F € E(X), les conditions suivantes
sont équivalentes :
(a) Ona F € EY(X)NT(x).
(b) On a Spec F' C X, ol
Xy=DNZy={seC | L(s,x) =0et Re(s)=3}. O

Une condition équivalente a I’hypothése de Riemann.

3.4. Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Toutes les racines de L(s,x) dans la bande B sont situées sur la droite
critique D.

(b) Tout train d’ondes d’Fisenstein toroidal en x est principal.
(c) Sise B etsiE(g,s) est toroidale en x, on a

E(pg, s) = O(0p(p)'/?)
pour tout p € P(A), uniformément lorsque g parcourt un compact de G(A).

O

Démonstration. Le théoreme implique immédiatement 1’équivalence des condi-
tions (f)) et (H). Puisque

F(pg) ~ F°(pg),
La proposition P.7 implique I'équivalence des conditions (f]) et (). O

4. RELATIONS DE MAASS-SELBERG
L’opérateur de troncature.
On va utiliser I'opérateur d’Arthur pour estimer 'intégrale des séries d’Eisenstein.
4.1. Proposition. pour m > 0, il existe un opérateur A™ de C(G(k)\G(A)) jouis-
sant des propriétés suivantes.

(a) Si F est une fonction continue & croissance lente sur G(k)\G(A) et si
m > 0, la fonction A™F est a décroissance rapide, et A"™F tend vers F
uniformément sur tout compact lorsque m tend vers linfini.

(b) Supposons n = 2. Soient s1 et sy deux points du plan complexe qui ne sont
ni des poles de E(g, s), ni des pdles de c(s). Si m tend vers linfini, on a :

(4'1) AmE(Qasl)AmE(Qasz)dQ ~ UW?(81782),

/G(k)Z(A)\G(A)
ou v >0 et o

m"%2¢(sg) —m2%1c(sq)

wa(s1,82) = pa—

msrts2=l _pl=s2=s1c(g)c(sq)
S1 + S9 — 1
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(c) Supposons n > 3. Sity ettty sont réels, et si m tend vers linfini, on a

(4.2) A™E(g, 1 + it1) A"E(g, 3 + it2) dg ~ v My(t1,t2),

/G(k)Z(A)\G(A)
ou v est une constante > 0, et ou
mithitte) —mittette(l 4 gty)e(d +ity)

Mt te) = i+ )

;o (t2# —t1),

et

Cl

My(t,—t) =2logm — —(3 + it).
c

Les relations (1) sont les relations de Maass-Selberg, et les relations ([t.9) sont les
relations de Maass-Selberg généralisées.

Démonstration. Rappelons les propriétés de lopérateur de troncature AT d’Arthur
défini dans [ﬂ p. 270], [E, p. 89, [, p. 40], o T est un élément convenablement
régulier de lalgebre de Lie du tore maximal standard Ay de G. Si F' est une
fonction continue a croissance lente sur G(k)\G(A) et si T > 0, la fonction ATF
est & décroissance rapide, et ATF tend vers F uniformément sur tout compact
lorsque 1" tend vers l'infini. Si on note H, I’élément tel que < a, H, > = 1 pour
toute racine simple « de G relative a Ag, et si m est un nombre réel assez grand,
I'élément T(m) = (logm)H, est convenablement régulier (voir la définition en [,
Eq. (9.2), p. 69]. L'opérateur A™ = AT(™) satisfait la condition (f]). Sin = 2, voir
[@, Prop. 7.13, p. 401] pour la démonstration de ﬁg) Sin > 3, on déduit (ﬂ) des
travaux d’Arthur [E, p. 271], [E, Lem. 4.2, p. 119], 4, Cor. 9.2, p. 70]. O

Signalons en passant que si n = 2, on déduit de (@) en passant a la limite :
1
/ IA™12 dg = v(2A(2) — ) ~ vol G(k) Z(AN\G(A),
G(k)Z(A\G(A) m
d’out

_ volG(K)Z(A\G(A) 3
— D = = Vol G(k)Z(A)\G(A).

La relation (@) et un autre passage a la limite impliquent :

4.2. Lemme. Supposons n =2. Si s € C et Re(s) > 1/2, on a

20—1

m 2 _ m
[A"E(g, )" dg = v 5——

/ +0(1).
G(k)Z(A\G(A)

Fonctions presque périodiques.
Si ¢ € C(RY), on définit une semi-norme |[1)[|2 en posant
1 m
2 . 2 %
= 1 1 d .
9|3 o 2log /1/m|1/1(33)| T

L’espace de Hilbert BQ(RJXF) des fonctions presque périodiques au sens de Besico-

vitch, de carré intégrable en moyenne sur R, est le complété de I'espace E'(RY)

des sommes de caractéres pour cette semi-norme. L'espace B*(RY) s’identifie &
I'espace £2(Ry), olt Ry est le sous-groupe discret sous-jacent a la droite réelle, ou
encore a ’espace des séries formelles

ba) ~ Yaw)a®, avee S law) < +o.

t
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De la méme maniere, si F' € C'(X), on définit une semi-norme ||F||2, & valeurs dans
[0, +00], en posant

1
(4.3) IF|)3 = tim

. |A™F(g)|* dg,
m—oo 4vlogm G(k)Z(A)\G(A)

et on dit que F est de carré intégrable en moyenne si ||F|la2 < +oo. L’espace
A?%(X) des fonctions de carré intégrable en moyenne jouit d’une structure d’espace
préhilbertien : si Fy et Fy appartiennent & A2?(X), la limite
: 1 e AN
(Fl,F2>2 = lim — AmFl(g)AmFQ(g)dg
m—oo dvlogm Jamzana(a)

existe et définit une forme hermitienne sur A?(X). On note A%(X) l'espace de
Hilbert séparé complété de A%(X) relativement & la semi-norme ||F||2. Or on a
EY(X) C A%(X), par la proposition @ ci-dessous; ceci permet de définir par
analogie I'espace de Hilbert B?(X) des trains d’ondes presque périodiques comme
étant 'adhérence de E*(X) dans A?(X); c’est Panalogue pour la variété modulaire
X de I'espace B*(R}). Puisque

Cl

M (t,—t) = 2logm — E(% + it),

On déduit de la proposition @ :
4.3. Lemme. Supposons n > 3. Soient t1 et to dans R.

(a) Sita#t1, ona (B(.,5+it1),E(., 1 +it2))2 =0.

(b) On a||E(., 3 +it)]|3 = 3. O
On a aussi :
4.4. Lemme. Supposons n = 2. Soient t1 et to dans R.
a) Sity# +t1, ona (E(.,5+it1),E(., 5 —its))2 = 0.

b) Sit#0, ona|E(,%+it)||3= 3.

(
(
(c) OnallE(,3)llf=1.
(d) Sit#0, ona (E(.,5+it),E(., 5 —it) = 4 c(3 +it). O
4.5. Proposition. Si F' est un train d’ondes principal non nul, on a
0 < [|F]|2 < 400,
autrement dit, on a EY(X) C A%(X); sin =2, on a E}(X) = E(X)N A%(X).

Démonstration. Supposons F = W(u), avec
uw= Z as5(s), as € C, Re(s) = %

Les lemmes @ et montrent que W(u) € A?(X). Réciproquement, supposons
n = 2. Le lemme montre que
m2‘7(u)_1
W()(9)]* dg ~ C 5.
/G(k)Z(A)\G(A) 20(p) — 1

Si Supp u ¢ D, on n’a donc pas W(u) € A2 O
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Une autre condition équivalente & I’hypothése de Riemann (n = 2).
On déduit du théoreme @ et de la proposition @ :

4.6. Corollaire. Considérons les conditions suivantes :

(a) Toutes les racines de L(s,x) dans la bande B sont situées sur la droite
critique.

(b) Tout train d’ondes toroidal en x est de carré intégrable en moyenne.
Alors () = (). Sin =2, les conditions () et (H) sont équivalentes. O
La condition (B) du théoreme B.4 signifie que la semi-norme ||F||y est finie sur

Pespace E(X) NT(x); sous cette condition, 'espace E(X) N T (x), muni de cette
semi-norme, est un espace préhilbertien.

5. UN ESPACE DE POLYA-HILBERT MODULAIRE

L’espace T?(X).

L’espace de Hilbert Tf(X ) des trains d’ondes toroidauz en x et presque périodiques
est adhérence du sous-espace E*(X)NT(x) de B*(X). On écrit T2(X) = T*(X)
pour simplifier.

On note V(D,) le complété de E*(X) N T(x) pour la norme ||DF||2, ot D = Do
est I'opérateur de Casimir de G défini dans la section . Puisque [[4DF||2 > ||F|2,
I'espace V(D,) s’identifie & un sous-espace dense de T?(X). L’opérateur non borné
de T?(X) défini par D et de domaine V (D, ) sera noté D,.

5.1. Théoréme. L’opérateur D, est un opérateur auto-adjoint de T?(X), et son
spectre est discret : on a

1

Si L(%, X) = 0, la valeur propre A = 1/4 est simple. Si n > 3, toute valeur propre
A # 1/4 est double, les fonctions propres correspondantes étant la série d’Eisenstein
E(g, % + i) et sa conjuguée. Sin =2, toute valeur propre est simple.

Autrement dit, le couple (T?(X), D,) est un espace de Pélya-Hilbert dans le sens
expliqué dans 'introduction. Nous décrivons d’abord la structure de E'(X).

5.2. Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) Supposons n > 3. Si on écrit les éléments de E1(X) sous la forme

(5.1) F(g) =Y ai(F)E(g, 5 +it),
teR
(5.2) (F1, Fy)2 = % Zat(Fl)at(F2)~
teR

(b) Supposons n = 2. Si on écrit les éléments de EY(X) sous la forme

(5.3) F(g) = ao(F)E(g, }) + 2 ai(F)E(g, 5 +it),
t>0
(5.4) (F1, Fa)a = ao(Fy) ao(F2) + 2 ay(Fy) ar(F).

t>0
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Démonstration. Supposons n > 3 et posons
Fi(g) =V2E(g, 1 +it)  (t€R).

1l découle du lemme 1.9 :

(i) (Fi,, Fi,)2 =0sitq et to sont dans R et ¢1 # to.

(ii) ||F:||3 = 1 pour tout t € R.
On en déduit (E) Supposons n = 2 et posons

Fy(9) = V2E(g. 5 +it) (t > 0), Fo(g) = E(g,3).

1l découle du lemme 4 :

(i) (Fi,, Fy,)2 =0 ity et to sont dans Ry et ¢ # to.

(i) ||F;||3 =1 pour tout t € R.

Si F' s’écrit sous la forme énoncée, on a

F(g) = ao(F) Fo(g) + V2 Y _ar(F) F,

t>0

dont on déduit ’expression du produit scalaire, ce qui démontre (E) (I

Remarques. (i) Cette proposition montre que si n > 3 par exemple, application
v [ Bl i i)

définit une isométrie surjective de E*(RY) sur E'(X).
(i) A la place de l'espace E! (X), on pourrait prendre I'espace des fonctions

[ Bt +it)dute),
R

ou i est une mesure bornée : la construction qui suit conduit au méme espace de
Hilbert, en vertu du théoreme taubérien de Wiener.

Démonstration du théoréeme . On pose
1
Y= {WGR | L(§+w,x)—0}, Yt =YnR}.

La remarque B.3 implique que F' € E'(X) appartient & T(x) si et seulement si

(5.5) F(g)=> ay(F)E(g, 3 +iv) (n>3),
veY
(5.6) F(g) = ao(F)E(9,3) +2 Y a,(F)E(g,3+i7) (n=2).
yeY+
avec ag(F) # 0 si et seulement si L(3,x) =
Si F' est donnée par ( @ resp. @), la prop081t10n E implique :
(5.7) 1DF(g) =3 ai(F) (1 +4#)E(g, 1 +it) (n>3),

t

(5.8) 4DF(g) = ao(F)E(g, 1) +23 a(F) (1 +4£)E(g, L +it) (n=2).

>0
On déduit des expressions (5.9) et (5.4) du produit scalaire de E*(X) que I'opérateur
différentiel D définit un opérateur symétrique sur E(X) :

(DF,F')y = (F,DF')y (F,F' € E'(X)).
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On note V(Dg) le complété de E1(X) pour la norme || DF||2. Cet espace s’identifie
au sous-espace des F' € B?(X) tels que

4DF|[3 =" |ax(F)[* (1 +4#°)* < 400 (n > 3),
t

14DF||3 = |ao(F)[* + 2 la(F)* (1 +4#*)? < 400 (n=2).
>0
lopérateur défini par (F.7) ou (F-§) et de domaine V(D) est un opérateur auto-
adjoint de B?(X). Il en va de méme pour D,, encore donné par ( sur V(D).
Toute fonction F' € E'(X)NT(x) s'écrit sous la forme (5.9), resp. (6.0) ; pour ces
fonctions, et si z # % +~2, on a respectivement

_ a(F) .
(Dxy=2)"Flg9) =) ﬁE(Qv 3 ),
vey 4 v
B ao(F a~(F .
(Dy— 2 F(g) = 2 gy 1y 40 3 ) g1
17 yEYT gt s

On vérifie que cette résolvante se prolonge & T2?(X). Si n = 2, la symétrie v — —v
est une permutation des zéros de L(% +it,x); on a donc

1
SpecDX—{/\—Z+72|’Y€H},

ce qui termine la démonstration de la premiére partie du théoréme. Supposons
n > 3. Pour voir que toute valeur propre A # 1/4 est double, on remarque que
Pexpression du terme constant de E(g, s) implique

E(p, 4 +it) ~ 5p(p) T+
Supposons que la série d’Eisenstein et sa conjuguée soient dépendantes :
E(g,5 —it) = AE(g,5 +it), AeC.
Ceci implique dp(p)~" = Adp(p), et donc t = 0. Dans ce cas on a
E(g.3) =E(9™". )

et la valeur propre A = 1/4 est simple si elle est présente. (|

Trace de la représentation réguliére.

On note 2(G) I'algebre auto-adjointe des fonctions continues & support compact sur
Z(A)\G(A) bi-invariantes sous K. On fait opérer 2(G) sur I'espace des fonctions
continues sur Z(A)\G(A)/K par la représentation réguliere droite

R(u)F(x) = / F(ay) u(y) dy.
Z(A\G(A)

SiueA(G), ona
(5.9) R(u)dp = u(s) op,

ou on a introduit la fonction entiére

On déduit de (5.9) que
(5.10) R(u)E(g,s) = u(s)E(g, s).
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Sin =2, il s’ensuit
u(s)E(g,s) = R(u)E(g,s)=c(s) R(u)E(g,1 - s)
= c(s)u(l —s)E(g,1—3s)=u(l—s)E(g,s)
Puisque les fonctions g — E(g, s) ne sont pas identiquement nulles, comme on le
voit en observant E%(g, s), il vient

(1l —s) = u(s).

5.3. Corollaire (Formule de trace). L’espace T?(X) est invariant sous A(G). Soit
u€eWG). Sin>3, ona
(5.11) Tr(R(u) | T*(X)) = Y (3 +iv),

veY
Sin=2, ona
(5.12) Tr(R(u) | T*(X)) =ct(3) + Y (3 +iv),

vEYT

avec € =1 ou 0 suivant que L(3,x) = 0 ou non.
Démonstration. On déduit de (b.10)) que 'algébre 2(G) opere sur B2(X). Sin > 3,
les fonctions E(g, % +47) pour v € Y forment une base orthonormale de T7%(X), on

en déduit (5.11). Si n = 2, les fonctions E(g, ) (si L(3,x) = 0) et V2E(g, 3 +i7)
pour v € Y* forment une base orthonormale de 72(X), on en déduit (5.19). O

5.4. Remarque. Les résultats précédents prennent en compte les zéros des fonctions
L avec la méme multiplicité. Or ces fonctions ont des racines multiples en général;
toutefois, ce point de vue semble compatible avec les conjectures de simplicité de
Serre [@, Conj. 8.24.1, p. 324] sur les zéros des fonctions L(s, x), lorsque x est un
caractere galoisien. Ce sont les suivantes :

Soit x un caractére irréductible de Gal(Q/Q).

(a) Les zéros non triviauz de L(s,x) sont simples.

(b) Pour que L(%,x) = 0, il faut et il suffit que x soit réel et que I’équation
fonctionnelle de L(s,x) comporte un signe moins.

(c) Six # X, les zéros de L(s,x) sont distincts des zéros de L(s,x') (mis a
part éventuellement le point %)

ANNEXE A. L’ESPACE DE CONNES

Alain Connes a introduit en [H} un espace de distributions qui est le point de départ
de la construction de ses espaces de Pdlya-Hilbert. Nous allons faire le lien avec les

espaces de formes toroidales. Nous reprenons les calculs de [f, Eq.(14) et (15), p.

83]. On note P(R}) l'espace des fonctions continues sur R qui s’écrivent

bla) = / 2 di (1),

ol 1Z appartient a l'espace & (R) des distributions & support compact sur R, en
notant les distributions comme des mesures; la distribution v est la transformée
de Fourier-Mellin de 1. Si i et 1 sont des fonctions intégrables, on a

o~

1 R
0 =g [ e et .
et la formule de Parseval s’écrit

3 [ s@ @ = [ G,
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Supposons ¢ € 8(A™)g, c’est-a-dire p(0) = [ ¢ = 0. La fonction 6(p) est & décrois-
sance rapide sur T'(A) et 'intégrale ([L.g) définissant F(p)(g, s) converge pour tout
s € C. Un train d’ondes d’Eisenstein général est une fonction définie sur G(k)\G(A)
qui s’écrit

W, 0)(g) = / E(¢)(g, 1 + it) did(),
ol p € §(A™)g et ot ¥ € P(RY). L’équation (.2)) implique
W, 0)(g) = n / E(g, L +it) Ay, n(L +it)) did(0),

A.l. Lemme. Sip € §(A™)o, sivp € P(RY), et si g € G(A), on a

Ww)o) = [ 6(¢) (29) (| det zg]) d=.

Z(k)\Z(A)

Démonstration. Puisque ¢ € 8(A™)o, le membre de droite est convergent, et on a
W) = [ B)od+in) )
= [ e ds [ ezl i)
Z(E)\Z(A) R

- / B(¢)(29) (| det zg]) d=.
Z(k)\Z(A)

A.2. Lemme. Sip € 8(A")g et sip € P(RY), et x €X, on a

f W (4, 0)(h) xn () dh = / 6(0)(h) (|det h) xx (h) dh.

T(R\T(A)

Démonstration. En vertu de (|L.9), on a :

/ 6(0)(h) (|det h) yx (h) dh
T(k)\T(A)

— [ ) et shl) dz xo(h) dh
S(k)\S(A) JZ(k)\Z(A)

et on applique le lemme @ (I

A.3. Lemme. Sip € 8(A")g et sip € P(R), ona
/ B() (1) (et h]) yx () dh = / Akc(ey, b +it,x) di(t).
T(k)\T(A) R

Démonstration. On applique le lemme et la formule de Hecke ([L.11)). ]

Rappelons que
Y={y€eR | L(z +iv.x) =0},

et notons v, l'ordre du zéro de la fonction L(% + it, x) au point v. On note &'(Y)
I’espace des distributions & support fini dans Y de la forme

vy —1

Z Z Qry (5£Yj) (ay € C).

yeZ 7=0
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A.4. Théoréme (Connes). Soit ¢ € P(R}), et posons

n(h) = xx (k) (|det Af) = xx(h) / det A dii(t).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Pour toute fonction p € 8(A)y, on a

/ 0(¢)(h) (k) dh = 0.
T(k)\T(A)

(b) Pour toute fonction ¢ € 8(A)o, et pour tout x € T(A), on a

B(p) * n(x) = / 6(¢) (" h) n(h) dh = 0.

T(R\T(A)

(¢c) La distribution ¢ appartient a &' (Y).
Démonstration. Le lemme [A.] et la formule de Weil ([[.4) impliquent
| etommah =i [ LG it Ak(én it di).
T(R\T(A) R
Sip € 8(A)g, on a
o) sne) = [ o) () b
T(R)\T(A)

on en déduit, toujours d’apres le lemme @ :
00) #1(e) = [ Ak(@rosid it ) D0

Mais
L. N .
Ak (Bu1, 3 +it,X) = X« (@) [det 2| 27 Apc (31, & + i, x).

On a donc
0(¢) *1(x) = ¢t xr () [det 2|/ / (et 2T L(L +it, x) A (@1, 3 + it, x) did(t).
R

Lorsque ¢ parcourt 8(A)o, les fonctions A% ($1, 3 +it, x) sont denses dans I'espace
C>(R) : voir [§, Eq. (23), p. 85]. Si on introduit la condition

o~

(d) La distribution L(1/2 + it, x) ¥(t) est nulle,
ce qui préceéde montre que les conditions a(E), () et () sont équivalentes. Enfin, il
)

est bien connu que les conditions () et (d]) sont équivalentes. (]

L’espace que Connes utilise pour construire des espaces de Pélya-Hilbert est I’espace
Fo des fonctions  comme ci-dessus, ou ¢ appartient & &'(Y). Le lien que 'on peut
faire entre ’espace de Connes et les formes toroidales est le suivant. Le lemme @
et le théoreme @ entrainent :

A.5. Corollaire. Soit 1) € P(RY). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Quelle que soit ¢ € S(A™)g, le train d’ondes W (1, @) est toroidal en x.
(b) La distribution o appartient &' Y). O
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ANNEXE B. SERIES ORBITALES ET FORMES TOROIDALES
Paraboliques maximaux.
Avec les définitions de la section , on a un diagramme

vV % TK/k

d I
AZ - -AK/k

o U1 V est un ouvert de Zariski de A}.

On pose ici
t 0 1 0
p=n=l g} pen=l )

et si p € P est écrit comme indiqué, on a p.e; = te;. Introduisons le morphisme
s:G —— A"\ {0}, s(g)="tg tes.
Soit G’ I'image du morphisme T' x L — G. Le diagramme

T —— G

v 4 A\ {0} =G/L
montre d’une part que la restriction de s & T est injective, donc TN L = {1}, et
d’autre part que s(T') = V, d’ou on tire que s }(V) = G’ est un ouvert de Zariski
de G.
Soient ¢ un élément primitif de K et v = m(£). Le morphisme z — = lyz de G
dans G se factorise en

G —2— T\G 7, G
olt ¥ — & est I'application canonique de G sur T\G, et ou f7(i) = &~ 1vi.
B.1. Lemme. Pour toute place v, 'application injective

1o T(ko)\G (ko) —— G(ky)

est propre. Si v est non-archimédienne, on a (f¥)*(U,) C U, pour toute place v
et (fV)~Y(U,) = U, pour presque toute place v.

Démonstration. D’apres le théoréme de compacité de Harish-Chandra, si w est une
partie compacte de G(k, ), il existe une partie compacte Q de T'(k,)\G(k,) telle que

Ty ew =i €.

Voir [R1], Thm. 8.1.4.1, p. 75] si v est réelle ou complexe et [[J, Lem. 19, p. 52] si v
est non-archimédienne. Cela signifie que f7 est propre.
Supposons maintenant v non-archimédienne.
Affirmer que (f7)~1(U,) C U, revient & dire que si # € G(k,) et si z~'yz € U,,
alors z € T'(ky).U,.
Soit x € G(ky). Si a7 yz € U,, alors 27 n(K)z C M(n,o0,) car n(K) = k[y].
Soit = hm € G'(ky) avec h € T'(k,) et m € L(k,). Soit u € 0™, posons n = 1(u) €
Det k=a"tn(n)zr =m r(n)m € M(n,0,). On a

.er = 'mtr(n).'m ™ er = 'm.tr(n).e1 = 'm.u,
ce qui implique que ‘m.u € 0" si u € 0", autrement dit m € U, et & € U,. On a
démontré que

[(f) " U)] N T(ko)\G' (ky)] C Uy,
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d’ott la premiére assertion, car T'(k,)\G’ (k) est dense dans T'(k,)\G(k,), et ensuite
(f)~X(U,) et U, sont compacts. D’autre part v € U, et donc f7(U,) C U, pour
presque toute place v. Puisque f7 est injective, ceci implique U, C (f7)~Y(U,). O

Intégrales orbitales.

Dans ce qui suit, la lettre H désigne le centre Z ou le sous-groupe T de G.
Ainsi Hy\Ga = (H\G)(A), et volU, = 1 pour presque toute place v. On note
C°(Hu\Gp) Vespace des combinaisons linéaires de 'ensemble B(H\Gp) des fonc-
tions u sur Ha\G, de la forme

u(z) = H Uy ()

ou les fonctions u, sont invariantes & gauche par H(k,) et satisfont les conditions
suivantes.

(a) Si v est archimédienne, la fonction w, est indéfiniment différentiable sur
G(k,) et & support compact modulo H (k).

(b) Si v est non-archimédienne, la fonction u, est localement constante sur
G(ky) et & support compact modulo H (k).

(¢) pour presque toute place non-archimédienne v, la fonction wu, est la fonction
caractéristique de H (k,)U,.
B.2. Proposition. Siu € C°(Zy\Gy), alors u¥ = uo f7¥ € C(Ty\Gn).
Démonstration. On a
w(z™ yz) = u, () = u(1).

On peut supposer u € B(Z4\Ga), de telle sorte que

u¥ (&) = Huz(xv), ol u) =uyo f7.
v

Puisque Suppu] C f~(Suppu,), les propriétés (H), (H), et () pour w7 résultent
du lemme B.1|. 0

Séries orbitales.

Soient K une extension de degré n de k. On note 7 la représentation algébrique
réguliere définie par une base fondamentale de K, et T le tore représentant les
éléments inversibles de K. Soit £ un élément primitif de K, et v = 7(&), de telle
sorte que T'(k') = K'[y]* pour toute k-algebre k’. Le centralisateur de ~y est égal &
Z(T)=T [E, p. 175], et lapplication x — z~'yz induit un isomorphisme

Te\Gr = <(7),
ou ¢(v) est la classe de conjugaison de . On note €x l'ensemble des classes de

conjugaison des éléments v comme ci-dessus.
Si ¢ € €k, la série orbitale de u € C°(Zy\Ga) est :

we@) = Y u ) = S ula ) (v e,
nee n€TL\Gr
Pour x variant dans un compact fixe, cette somme est finie. Si 8 € Gy, on a
uc(Bx) = Z w(z™ 37 npx) = Z w(z ™ nz) = u(z).
nee n€EB B

B.3. Proposition. Supposons k = Q et n = 2. Si v est Q-elliptique, et lorsque
u € Ce(Za\Ga), la fonction u. est a support compact sur GoZa\Ga.
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Démonstration. Posons

{6 ) {0 9)-

Pour a € A, on pose H(a) = y. Pour ¢ > 0, on pose

Aty ={a € AR) | H(a) >t, y>0}.
D’apres la théorie de la réduction, on sait qu’il existe un compact wg C Ny et un
nombre tg > 0 tels que si t < ¢, on ait

Gp = ZyGg 6(t), on 6(t) =wiA(t)K.
Soit € une partie de G5 qui est compacte modulo Z,. Il existe un nombre ¢, > 1
avec la propriété suivante : si x € S(t,,), siy € Gg et si 2~ yx € w, alors v € Py [,
p. 362]. Soit z € &(¢) et posons w = Supp u. Puisque v est elliptique, aucun élément
7 € ¢ n'appartient & Py. Si 27 nz € w, ce qui précede implique que = = nak, avec

t < H(a) < t,, qui est un compact de &(t). O
Rappelons que
II, (F)(x) = / F(hz)dhdx.
T Zp\Ta

B.4. Théoréme. Soit ¢ € Cx. Si F € C(GrZa\Gn), et si u € CX(Zy\Ga),
l'intégrale

Jo(u, F) = / uc(z) F(x) dz
GrZy\Ga

converge absolument et on a
T F) = [ ua ) I(F)) do
Tp\Ga

quel que soit vy € ¢.
Démonstration. On a

Je(u, F)

/ Z w(z™ " ynz) F(x) da
GuZ\Ga per\G),

= / w(z™ yz) F(z) de
T Zp\Ga

/ / u(z~'yz) F(ha) dh dz.
Ti\Gn JTrZy\Tp

Mais la fonction x — u(z~!yx) est invariante & gauche sous Ty, donc

Je(u, F) :/ u(aflwx)/ F(hz)dhdzx,
Tu\Ga Ty Zp\Ty

d’oti le résultat, 'intégrale convergeant grace a la proposition @ ]

B.5. Corollaire. Pour que F € C(X) soit toroidale pour le caractére principal, il
faut et il suffit que l'on ait

Je(u, F) = / uc(x) F(z)de =0 pour tout u € A(G).
GrZy\Ga

pour tout u € A(G) et pour toute ¢ € €. Autrement dit, si on note U(X) lespace
des fonctions
(@) =y ulz'yz),
nec
ot u parcourt O (Zy\Gp/K), on a C(X)NT(X) = CO(X)NU(X)*, la dualité
étant celle de L?(Gy).
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Démonstration. Si F est toroidale pour le caracteére principal, le théoreme @ im-
plique J(u, F') = 0. Réciproquement, si J.(u, F') = 0 pour tout u € C.(Z4\G4), on
voit que II; (F') = 0 en prenant pour u la mesure de Dirac de v (sic), de telle sorte
que u(x~tyz) est la mesure de Dirac de la classe Ty dans Tx\Ga. O

Remarque. Ce corollaire s’applique aux trains d’ondes d’Eisenstein : on a
EYX)NT(X)=E'X)NU(X)*
pour toute classe de conjugaison comme ci-dessus.

B.6. Corollaire. Si ¢ € §(A™), posons

Je(p)(u,s) = / ue(z) E(p)(, s) da.
GrZy\Ga
Alors la fonction (k(s) divise J.(p)(u,s) : on a
T 5) = () [ ula o) detal A (@) da,
Ty \Ga
ot ®,(&) = p('z'n(€).e1) € 8(Ak). SiRe(s) > 1, on a
Je(o)(u, s) = /G u(ztyz) o(tz.eq) |det x|* da.

Démonstration. Posons F(z) = E(p)(z, s). La formule de Hecke implique
/ E(¢)(hx,s)dh = (k(s) |det z|* A (Py, 5);
T Zu\Ta

on applique le théoreme [B.4 D’autre part, si Re(s) > 1, on a

E(p)(g,s)= Y. M(e)(yz,s).

YEP\G(K)

Par conséquent
s = [ o) M), o
PLZ,\Gy

Mais Ly = Zj;\ Px, est un systéme de représentants de T;\Gy, et on a donc

ue(w) = > ul@'n ).

nEZk\Pk

Puisque Z = Py N Za, on a (Z;\Pi)\(Za\Ga) = P Zxs\Ga, et donc

T us) = [ ule ) M()(w.5)da,

ZA\GA
Mais
M(p)(z,s) = / o(z.tw.e1) |det zx|°dz
Zy
d’ou le résultat. g

La transformée d’Fisenstein de f € C(X) est
for= [ r@E@sd
GrZu\Ga

lorsque l'intégrale converge absolument.
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B.7. Corollaire. Soit u € A(G). La fonction u.(s) est méromorphe, et (k(s) divise
Uc(s) - si s nlest pas un pdle de E(x,s), alors

uc(s) = Cr(s) / u(z™'yz) H(z,s,1) da.

TA\GA
De plus
uc(s) = / u(z™yz) dp(2)® da.
Zu\Ga

Démonstration. On peut déduire ce corollaire du corollaire @; voici une démons-
tration directe. La premiere formule vient du théoreme @ et de la relation

/ E(hx,s)dh = (k(s) H(z,s,1).
Ty Zp\T

D’autre part, si Re(s) > 1, on a

E(z,s) = Z op(yx)®.

YEPE\G(F)

Par conséquent
Uc(s) = / uc(z) dp(z)® de.
P Z\Gy
Mais Z\ Py est un systeme de représentants de Ti\ Gk, et on a donc

uc(w) = > ul@'n ),
nEZk\Pk

d’ou la deuxieéme formule, d’abord pour Re(s) > 1 et par prolongement analytique
en général. ([
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