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Résumé — L’implantation numérique efficace des méthodes de traitement du contact reste encore
un sujet de recherche a part entiere. On détaille ici la mise en ceuvre d’une méthode de type Lagran-
gien augmenté. Afin de gagner en performance, I’algorithme comporte une procédure particuliere
de reconnaissance (séquentiel et parallel) de nceuds venant en contact sur la surface de contact,
la reconstruction a bon escient de la matrice pour les éléments de contact et une formulation en
calcul parallele.

Mots clés — Contact-frottement, méthode de Lagrangien augmenté, reconnaissance de contact,
parallélisation.

1 Introduction

S’il y a maintenant une offre importante de méthodes numériques capables de traiter le pro-
bleme de contact en mécanique, I’'implantation numérique de celles-ci reste encore une question
délicate. La raison est que, au-dela de la méthode elle-mé&me, il faut traiter les questions de rapidité
et de robustesse de la reconnaissance de contact, de stabilisation de la solution et de parallélisation.
Les difficultés sont particulierement évidentes lorsqu’on passe a des problémes de grande taille,
impossibles a traiter séquentiellement. L’ approche cohérente qui est exposée dans cet article met
en avant les traits principaux et les points délicats d’implantation de la méthode du Lagrangien
augmenté et d’une méthode de reconnaissance basée sur un maillage auxiliaire.

2 Méthode du Lagrangien augmenté

La méthode de Lagrangien augmenté (LA) a été introduite par Hestenes [5] et Powell [7] pour
les problémes de programmation non linéaire sous contrainte. Alart et Curnier [1] et Pietrzak [6]
ont bien adapté cette méthode pour le probléme de contact avec friction dans le cadre des grandes
déformations. Le lecteur est renvoyé a I’article de Pietrzak pour un exposé détaillé de la méthode.
On ne cite ici que les principales équations, appliquées a un milieu discrétisé par des éléments
linéaires en 2D.

Pour chaque zone de contact entre deux corps, on définit un impacteur et une cible, I’impacteur
correspondant aux nceuds susceptibles d’entrer en contact sur un corps, et la cible correspond a
la surface de contact sur le deuxiéme corps ; on introduit donc une certaine asymétrie. Il y a deux
valeurs importantes d’un point de vue cinématique : la distance normale entre les surfaces de



contact et la vitesse de glissement tangentielle. Dans un milieu discrétisé, on définit la distance
entre chaque nceud de I'impacteur et sa projection sur la surface-cible (ou sur la prolongation de
cette surface dans certains cas) : g, = (X] —Xp) -n, ot X; est la coordonnée du nceud de I’impacteur,
x; la coordonnée d’un des nceuds de la cible et n une normale de la ligne reliant deux nceuds de la
surface-cible x;, et x3. La vitesse de glissement tangentielle est définie par Curnier [2] par

(0 =k oG,

ol le 7 est le temps, le F est le gradient de la transformation F = 0x/dX, X, la coordonnée de
la projection du nceud de I'impacteur sur la surface-cible dans la configuration de référence. Il
est d’usage de désigner par X les coordonnées des nceuds dans la configuration initiale, et x les
coordonnées dans la configuration actuelle.

Apres discrétisation en temps (on considére deux instants T et T+ d7T), et en espace (on se
limite a la considération d’un élément de contact composé d’un nceud de I’impacteur x; (1) et deux
nceuds de la cible x5(T), X3(1), fig. 1), on a I’expression suivante :

&(t,1+dt) = Wt(r+dt)®t(0)] . [([3_063;5())7(())] =vy(t+dr)t(t+dr)(f—)dr,
ot (1) =3(0) (5(8) =a(®) | (¥1(F4dD) —xp(5-+47) - (xa(T+dT) —xa(e-+d))

Y (7) V(T +dn)
v(T) = [|x3(T) — x2(7 )H ett = (x3 —Xp) /7 est le vecteur tangentiel normalisé.

Neeuds du contacteur :

/\ -debut d’incrément (),
A - fin d’incrément (t+dt).
Neeuds de la cible :

QO - debut d’incrément (1),
@ - fin d’incrément (t+dv).

X;(t+dr)

Figure 1 — Géométrie d’un élément de contact

L’approche par Lagrangien augmenté est une procédure qui associe les méthodes des multi-
plicateurs de Lagrange et de pénalisation, et qui s’exprime sous la forme :
N('U’PS . antact .
La(y\’ax')pn) = Z UI(X) + Z UCj(kvxapﬂ%

i=1 j=1

ol A est un vecteur de multiplicateurs de Lagrange, p, = p, + rg, la pression normale de contact
augmentée par la valeur cinématique g, multipli€e par r qui caractérise la mesure de la pénalité,
U' Iénergie potentielle du ¢ corps du systeme et U/ est 1’énergie de contact qui correspond 2 la
J¢ zone de contact.

i bo) = [ AT+ [ 6% D, BT
I/ désigne la surface de contact, ¢, et £; sont les fonctions régularisées suivantes :

r 1 ..
6n (X, M) = gn(X) M + QHgn(X)H2 - ;dlstﬁ— 0]

A . " 1
E,(x,?xn,pn):gt(x)-lt-i-iﬂgz( )Hz_idlStA[ ][ }7



ol 6, = A, +rgn(x), 6 = A +rg(x) et ¢ [Pn] est le cone de frottement de Coulomb, définissant
la valeur maximale de la force tangentielle, qui dépend de la force normale augmentée p,,.
Une condition nécessaire d’existence de la solution est
Ncarps . Nmntacr ~
Varla= Y, VXU'(x)+ Y, Vi 20/(Ax,p) = G(x) +F(x,1) =0
i=1 j=1

ol G(x) correspond a la part sur la structure, et F(x,A) correspond a la part dans le contact. La
forme de F, qui correspond aux forces nodales dans les éléments de contact est

, si 6, > 0 (non contact) ;

S O O

~ >

on+tet-o;
—(1-B)on—o;: (%t®n+(1 —0c)t®t)
—Bc,ln+c,-(%"t®n—oct®t)

—I(A—on—o)

,si [|o;|| < —uo,; 6, < 0 (adhérence)

(n—eut)o,
(-1 B -+eu(tn+(1-a))o,
) si ||o;|| > —uo,; 6, < 0 (glissement)
(—5n—€y fn — oct)) Gy
—1(A—ou(n—eput))

Il s’ensuit que la matrice tangente élémentaire est définie comme A, = VF. Dans le cadre
d’un logiciel de calcul par éléments finis, il est nécessaire de définir les nceuds de I’impacteur
qui entrent en contact et de les lier avec les nceuds de la cible. On forme pour cela des nouveaux
éléments, les éléments de contact, en groupant un nceud de I’impacteur et quelques nceuds de la
cible (au minimum deux nceuds dans le cas 2D pour les éléments linéaires). En dehors des nceuds
qui forment cet élément, on ajoute des degrés de liberté correspondant aux multiplicateurs de
Lagrange, qui sont la force de contact normale A, et la force de contact tangentielle A,. Il est ensuite
nécessaire de définir des forces nodales — un vecteur de vecteurs F(x,A) —, et la matrice tangente
de rigidité (matrice de tenseurs) A.. Apres chaque incrément de chargement, il faut reconstruire
les éléments de contact, c’est-a-dire répéter la procédure de reconnaissance sur la zone de contact,
qui s’est déformée. Cette partie de 1’algorithme global de contact, utilisée pendant tout le cycle de
résolution, est donc trés importante : la vitesse de résolution dépend fortement de 1’efficacité de la
procédure de reconnaissance, exposée dans la section suivante.

3 Reconnaissance du contact

La question de reconnaissance du contact n’est pas triviale, et bon nombre de méthodes ont
été proposées pour résoudre le probleme. Dans cette section, on décrit une méthode inspirée de
[3], qui s’est montrée efficace pour une large gamme de problémes de contact. La méthode est
basée sur la division de 1’espace de contact par un maillage régulier. Ce maillage est limité par
un parallélépipede qui contient entierement la surface-cible avec un jeu de valeur w défini par
I'utilisateur. Ce parametre définit la distance maximale sur laquelle on cherche les noeuds qui
entrent en contact. Pendant la procédure de reconnaissance, on cherche d’abord pour chaque nceud



de I’impacteur le nceud le plus proche de la cible qui se trouve dans la méme maille que le nceud
de la cible ou dans les mailles voisines, a la suite de quoi on définit s’il y a une projection de ce
nceud sur les surfaces-cibles contenant le nceud trouvé.

Il faut vérifier que le choix du parametre w, défini par I'utilisateur, est tel que la surface-cible
se trouve entierement dans 1’union des cercles, de centres les nceuds de la cible, et de rayons r; = w
(fig. 2a) : Leipte € UMD J;, J; = {r | [r =i <w} & w > L/2, ot L = max,_ s Ui = rieal}

La procédure précise de reconnaissance comporte quatre étapes :

1. Définition des limites du maillage de reconnaissance (de complexité N, ip;.)

Il est nécessaire de déterminer les coordonnées du nceud de la cible le plus éloigné ; cette

procédure se passe dans le repere global, ¢’est-a-dire qu’on cherche R, = min =T Nome [x’j} et
Rjnax
de la cible. Les limites de la boite de recherche vont de {R},;, —w,R2,;,, —w,R>, —w} a {R} .+
w,R2,, +wW, R}, .. +w} en 3D. L’introduction du jeu w est obligatoire, faute de quoi certains noeuds

de I’'impacteur peuvent étre oubliés.

La boite se divise en N; X Na(xN3) mailles ot N; = max{ [%R"””} , 1}, la notation [x] défi-
nissant, dans tout cet article, la partie entiere, si bien que les dimensions approximatives de chaque
maille sont 2w x 2w(x2w). Cette heuristique fournit une approche optimale en temps de recon-
naissance.

2. Remplissage des vecteurs (de complexité < Nejpje + Nimp)

Lorsque le maillage est formé, pour chaque noeud de la cible et chaque neeud de I’impacteur
qui entrent dans la boite de recherche, le numéro de maille ot il se trouve doit étre déterminé :

1 1 2 2 1 1 2 2 3 3
r-—r r-—r_ . r-—r r~-—r, . r-—r .
NZD_[ Axmm} m[ Aymm] ’N”_{ Axmm] +”"[ Aymm} +”x”y[ Azmm}

max; iy [ ’j} oti=1,2en2Deti=1,2,3 en 3D, le N est le nombre de ncecuds

A chaque nouvelle opération, I’identificateur du nceud s’ajoute dans un vecteur de vecteurs A;;, ou
i est le numéro de la maille dans laquelle se trouve ce nceud, et j est le numéro d’ordre du nceud
trouvé dans cette maille. Cette procédure s’utilise séparément pour les nceuds de I’impacteur et de
la cible, si bien qu’on obtient deux vecteurs de vecteurs I et 7', qui correspondent respectivement
a 'impacteur et a la cible.

I o ANiwpNoipie 8NimpNeivie
3. Définition des nceuds les plus proches (de complexité ~ #)b’ en 2D, ~ —mrcbie
xrty

. )? en 3D)

On calcule le minimum de la distance entre le nceud impacteur et les nceuds de la cible dans
la maille courante et un sous-ensemble des mailles voisines. Ce sous-ensemble est construit en ne
gardant que les mailles situées du «méme coté» que le noeud impacteur (fig. 25, 3 mailles sur 8
en 2D et 7 sur 26 en 3D). Le choix de 2w pour la taille de maille assure qu’une recherche sur ce
sous-ensemble est suffisante.

4. Définition d’une surface de projection (de complexité < 2N jpj. en 2D)

Chaque nceud est attaché a une surface (en 3D) ou une ligne (en 2D), il ne reste plus qu’a
déterminer sa projection sur la surface. Si aucune projection n’existe, il est nécessaire de vérifier
si le nceud de I'impacteur se trouve dans «I’angle mort» de la surface-cible discrétisée. C’est
notamment important lorsqu’il y a des conditions symétriques (fig. 2b).

La complexité totale de la méthode de reconnaissance est ~ 4Ncjpje + Nipp + w en 2D

(2 + k) cible T szp + 78(1\]””7:)11“)[”‘
a chaque nceud de la cible. La comparaison de la méthode proposée et de la méthode «brutale»
sur le cas réel est représentée sur la figure 3a. Les avantages de la nouvelle méthode sont la
robustesse et la rapidité. Cependant, I’efficacité de la méthode diminue si le maillage de la cible

ou de I'impacteur est tres irrégulier ou si la cible est plate.

en 3D, ou le k est le nombre moyen de surfaces attachées



| M nceud du contacteur @ nceud de la cible |

d, =\w2-12/4
| | %@

Figure 2 — a. Condition sur w ; b. Etapes de reconnaissance et exemples d’angle mort
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Figure 3 — a. Gain en temps en 2D de la méthode de reconnaissance par rapport a la méthode
«brutale» ; b. variation de la distance d’adhérence en fonction du nombre de nceuds sur la surface
de contact

4 Parallélisation

La parallélisation de la méthode de contact comporte deux parties : la parallélisation de la re-
connaissance, et celle de la résolution. Elle est basée sur une méthode générique de décomposition
de domaines [4] (contenant notamment la méthode FETI — Finite Element Tearing and Intercon-
necting).On considere donc N processeurs, et une partition du modele total en N sous-domaines.
Des que les nceuds qui entrent en contact sont trouvés, il est nécessaire d’ajouter au vol les nou-
veaux éléments de contact aux sous-domaines qui contiennent les zones de contact. La version
parallele de 1’algorithme comprend 5 étapes :

1. Chaque sous-domaine dont une partie du maillage contient une surface de contact I’envoie
au premier sous-domaine.

2. Le sous-domaine 0 définit les paramétres du maillage de reconnaissance : w, R . Ri . 1.,
etc. Il définit ensuite le numéro de maille pour chacun des nceuds de la surface de contact. Le
maillage de reconnaissance est alors divisé en N parties de méme volume (fig. 4, zone A) chacune
confiée a un sous-domaine. A chacune des parties envoyées, on ajoute en plus les nceuds de la cible
qui se trouvent dans les zones attenantes a la frontiere de la division (fig. 4, zone B) ; I’épaisseur
de cette zone est égale a une maille. Cela nous permet de ne plus échanger d’informations entre
les sous-domaines pendant la suite de la reconnaissance.

3. Chacun sous-domaine effectue indépendamment des autres la reconnaissance dans la partie
proposée et envoie ses résultats au premier sous-domaine.



4. Le premier sous-domaine définit alors les domaines ou les éléments de contact sont a créer,
et envoie ces informations aux sous-domaines concernés.

5. On effectue ensuite la résolution parallele avec la méthode générique de décomposition de
domaine.

A
‘ @ nceuds de la cible, A nceuds de I'impacteur ‘ A

Figure 4 — Partition du maillage de reconnaissance pour la procédure parallele

5 Conclusion

L approche cohérente pour traiter le probleme de contact en séquentiel et en parallel est expo-
sée. La nouvelle méthode de reconnaissance de contact est proposée en deux version : séquentielle
et parallele. La derniere permet d’effectuer la recherche par les sous domaines indépendamment.
L’ algorithme proposé dans cet article a été implanté dans Zébulon, un logiciel de calcul par élé-
ments finis développé conjointement par I’ONERA, Northwest Numerics (Seattle, USA) et le
Centre des Matériaux (CNRS UMR 7633). La méthode est validée sur le probléme axisymétrique
de contact entre une estampe rigide et un demi-espace en prenant en compte le frottement [8].
L’erreur maximale pour les coefficients de frottement différents (u = 0.2; 0.3; 0.4) ne dépasse pas
10% pour une surface de contact contenant 400 nceuds (fig. 3b).
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