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Résumé — Nous présentons un modèle couplé mécanique/champs de phases/diffusion pour les
alliages binaires, développé dans le cadre général de la thermodynamique des milieux continus. Ce
modèle est basé sur la théorie d’équilibre des microforces, proposée par Gurtin [1]. Pour étudier
les effets des contraintes mécaniques sur l’évolution morphologique des microstructures hétéro-
gènes et la cinétique de transformation, des techniques d’homogénéisation, à savoir le modèle de
Voigt/Taylor et le modèle de Reuss/Sachs, sont présentées dans la formulation.

Mots clés — champs de phases, équilibre des microforces, comportement élastoplastique, tech-
niques d’homogénéisation, méthode des éléments finis.

1 Introduction

Dans le cadre général de la thermodynamique des milieux continus, nous proposons une for-
mulation théorique et sa programmation par éléments finis de modèles couplés mécanique/champs
de phases/diffusion pour les alliages binaires. Cette formulation est basée sur la théorie d’équilibre
des microforces, proposée par Gurtin (Gurtin, 1996), où une équation de bilan supplémentaire,
fonction du paramètre d’ordre et de son gradient, est introduite.

Ce modèle est bien adapté à l’étude des modèles à interface diffuse à épaisseur non nulle et
la compréhension des évolutions morphologiques des microstructures hétérogènes (répartition des
précipités et croissance de grains...), dans lequel l’état local d’une microstructure hétérogène est
décrit par des champs conservatifs de concentration c, des champs non-conservatifs de paramètre
d’ordre φ, associé à la nature des phases, de la déformation élastique ε∼

e et les variables internes Vk
dans le cas d’un matériau écrouissable. La fonctionnelle d’énergie libre totale est basée sur l’ap-
proche de Ginzburg-Landau, représentée par une densité d’énergie chimique f0(c,φ), une densité
d’énergie mécanique W (ε∼

e,φ,Vk) et un terme quadratique en gradient, relié à l’énergie de l’inter-



face :
F(ε∼

e,c,φ,∇φ,Vk) =
∫

[ f0(c,φ)+W (ε∼
e,φ,Vk)+

α

2
(∇φ)2]dV

La densité d’énergie chimique est exprimée comme la somme d’une contribution d’une fonction
g(φ) de type "double puits" pénalisant énergétiquement l’interface et d’une énergie homogène
f0(c,φ). Cette dernière se présente comme l’interpolation des énergies libres des deux phases
( fα, fβ), par l’intermédiaire d’une fonction polynomiale h(φ) [2, 3].

f0(c,φ) = h(φ) fα(c)+ [1−h(φ)] fβ(c)+Wg(φ)

avec W est la hauteur de la barrière d’énergie entre les deux phases. g(φ) et h(φ) sont deux poly-
nômes spécifiques, qui ont été choisis sous la forme suivante :

h(φ) = φ
2(3−2φ) et g(φ) = φ

2(1−φ)2

Les densités d’énergie libre des deux phases ( fα, fβ) ont été décrites par une forme quadratique,
fonction seulement de la concentration [4] :

fi(c) =
1
2

ki(c−Ai)2 avec i = {α,β}

Les constantes kα, kβ représentent les courbures des énergies libres de chacune des phases, décrites
par des paraboles. Aα, Aβ sont respectivement les concentrations d’équilibre des deux phases α et
β, données par la courbe de coexistence du diagramme de phase et correspondant aux minima des
fα et fβ.
Le découplage entre le comportement élastique et l’écrouissage permet d’écrire l’énergie méca-
nique sous la forme suivante :

W = W e(ε∼
e,φ)+W p(Vk,φ) =

1
2

(ε∼− ε∼
p− ε∼

?) : C∼∼ e f f : (ε∼− ε∼
p− ε∼

?)+W p(Vk,φ)

où la déformation totale macroscopique est la somme de la déformation élastique ε∼
e, de la dé-

formation plastique ε∼
p et de la déformation libre de transformation ε∼

? et C∼∼ e f f est le tenseur des
modules d’élasticité locaux.

2 Champs de phases et homogénéisation

Dans le modèle proposé, le comportement élastoplastique de chaque phase est traité indépen-
damment et le comportement local du matériau s’obtient en utilisant des techniques d’homogé-
néisation. Deux modèles d’homogénéisation ont été appliqués, à savoir le modèle de Voigt/Taylor
et le modèle de Reuss/Sachs, afin de donner une description cohérente de l’interface et remplacer
la microstructure hétérogène par un milieu dit homogène équivalent. En conséquence, la densité
d’énergie mécanique est définie en fonction des propriétés élastiques et des variables internes des
deux phases :

W = φWα +(1−φ)Wβ

avec Wk =
1
2
(ε∼k−ε∼

p
k−ε∼

?
k) :C∼∼ k : (ε∼k−ε∼

p
k−ε∼

?
k)+

1
3

Ckα∼ k : α∼ k +
1
2

bkQkr2
k et k = {α,β}

avec Wα et Wβ sont les densités d’énergie mécanique des deux phases, décrites par des
fonctions quadratiques de ces variables. C∼∼ k et S∼∼k sont respectivement les tenseurs d’élasticité et
de souplesse de chaque phase, Vk =

{
ε∼

p
k ,α∼ k,rk

}
sont les variables internes pour chaque phase,

de nature scalaire ou tensorielle, introduites pour décrire les phénomènes d’écrouissage et Ak =
(−σ∼k,X∼ k,Rk) est l’ensemble des forces thermodynamiques associées aux variables internes.



Le modèle considère soit l’homogénéité des déformations (Voigt/Taylor) soit l’homogénéité
des contraintes (Reuss/Sachs) dans l’interface diffuse entre les deux phases. Ainsi, les propriétés
mécaniques effectives de la microstructure hétérogène varient continûment entre les propriétés des
deux phases en faisant intervenir leur fraction volumique :

modèle de Voigt/Taylor modèle de Reuss/Sachs

ε∼α = ε∼β = ε∼
σ∼ = φσ∼α +(1−φ)σ∼β

ε∼ = φε∼α +(1−φ)ε∼β

σ∼α = σ∼β = σ∼

C∼∼ e f f = φC∼∼α +(1−φ)C∼∼β C∼∼ e f f = (φS∼∼α +(1−φ)S∼∼β)−1

ε∼
e = C∼∼

−1
e f f : (φC∼∼α : ε∼

e
α +(1−φ)C∼∼β : ε∼

e
β
) ε∼

e = φε∼
e
α +(1−φ)ε∼

e
β

ε∼
p = C∼∼

−1
e f f : (φC∼∼α : ε∼

p
α +(1−φ)C∼∼β : ε∼

p
β
) ε∼

p = φε∼
p
α +(1−φ)ε∼

p
β

ε∼
? = C∼∼

−1
e f f : (φC∼∼α : ε∼

?
α +(1−φ)C∼∼β : ε∼

?
β
) ε∼

? = φε∼
?
α +(1−φ)ε∼

?
β

σ∼ = C∼∼ e f f : (ε∼− ε∼
p− ε∼

?)

W e = 1
2 (ε∼− ε∼

p− ε∼
?) : C∼∼ e f f : (ε∼− ε∼

p− ε∼
?)

3 Modèle couplé mécanique/champs de phases/diffusion

En utilisant le principe des puissances virtuelles, l’équation d’équilibre statique local et la
théorie d’équilibre des microforces sont exposées [5, 6]. En outre, cette formulation peut être
appliquée aux corps finis de géométries quelconques, dans laquelle des conditions initiales et
des conditions aux limites variées périodiques ou non-périodiques en déplacement, en paramètre
d’ordre et en concentration sont clairement énoncées [7]. Il s’ensuit que le modèle discret couplé
mécanique/champs de phases/diffusion, en régime transitoire, se présente comme suit :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Trouver {u (x , t),c(x , t),φ(x , t)} vérifiant

Conditions initiales : c(x ,0) = c0(x ), φ(x ,0) = φ0(x ), Vk(x ,0) = α0(x )

à tout instant t > 0

Equilibre statique local : divσ∼ + f = 0 on V
Conservation de la masse : ċ =−∇.J on V
Equilibre des microforces : ∇.ξ +π on V

Conditions aux limites en :

déplacement : t = σ∼ .n on ∂V
concentration : j = J .n on ∂V
paramètre d’ordre : ζ = ξ .n on ∂V

où π est le scalaire microcontrainte, ξ est le vecteur microcontrainte et J est le flux de matière.



4 Lois de comportement, potentiel de dissipation

Les principes de la thermodynamique des processus irréversibles, à savoir le principe de
conservation d’énergie et le principe de non-conservation de l’entropie, sont formulés, dans le
cas d’une une transformation isotherme et en absence des forces d’inertie afin de déterminer les
lois d’état du modèle [8, 9]. En postulant l’existence d’un potentiel de dissipation Ω, nous dédui-
rons les lois complémentaires relatives aux processus dissipatifs [7]. Les lois de comportement et
les lois d’évolution complémentaires s’expriment sous les formes suivantes :

Lois d’état Lois complémentaires d’évolution

σ∼ =
∂ f
∂ε∼

ε̇∼
p =

∂Ω

∂σ∼

Ak =
∂ f
∂Vk

V̇k =− ∂Ω

∂Ak

ξ (φ) =
∂ f

∂∇φ
βφ̇ = π+

∂ f
∂φ

µ =
∂ f
∂c

=
∂ f0

∂c
J =−k∇µ =−k∇

∂ f0

∂c

où β est un paramètre matériau, relié à la mobilité de l’interface et µ est le potentiel chimique.
Vk est l’ensemble des variables internes et Ak sont les forces thermodynamiques associées.

Les lois d’état et les équations d’évolution sont clairement exposées et séparées dans la for-
mulation de sorte que des modèles non-linéaires et fortement couplés puissent être implantés plus
facilement dans un code par éléments finis. En conséquence, la dérivation des relations d’état peut
être généralisée pour une large classe de comportements des matériaux en présence des processus
dissipatifs tels que le transfert thermique et la mécanique, et plus particulièrement la plasticité et
l’endommagement.

Le modèle proposé est implémenté dans le code de calcul par éléments finis ZeBuLon [10].
Dans un premier temps, nous construirons, à partir des équations issues de ce modèle, la formu-
lation faible associée. En particulier, nous déduisons à partir du principe des puissances virtuelles
les formulations variationnelles de l’équation d’équilibre statique local et l’équation d’équilibre
des microforces et nous exhiberons une formulation faible classique de l’équation de la diffusion,
en utilisant les conditions aux limites. Dans un second temps, nous utilisons une approximation
spatiale par éléments finis et une approximation temporelle par un schéma d’Euler implicite. La
méthode standard de Newton-Raphson est employée pour résoudre le système d’équations non
linéaires d’une façon itérative, dont trois vecteurs résidus pour les trois degrés de liberté (ui,φ,c)
et une matrice tangente de rigidité ont été calculés [7]. La méthode de résolution pour l’intégration
globale est basée sur un algorithme implicite de Newton [11].

5 Résultats

Le modèle a été appliqué à l’étude de l’effet des contraintes de cohérence sur les équilibres
biphasés dans lequel la présence de l’énergie élastique dans l’énergie libre invalide l’application
de la règle des phases et empêche l’utilisation de la construction de la tangente commune. En
adoptant le modèle de Larché-Cahn [12], mettant en jeu la minimisation de l’énergie libre totale
avec énergie élastique, des calculs 3D montrent une bonne concordance de l’équilibre cohérent
du système binaire et des propriétés énergétiques en comparant avec les solutions analytiques des



concentrations d’équilibre des deux phases coexistantes (Figures 1 et 2) :

cα = Aα +
(Aα +Aβ−2c0)Λ

2(1−Λ)
, cβ = Aβ +

(Aα +Aβ−2c0)Λ

2(1−Λ)
(1)

avec Λ =
2Vm E (ε?)2

k (1−ν)(Aα−Aβ)2

avec z est la fraction molaire de la phase α, E est le module d’Young, ν est le coefficient de Poisson
et Vm est le volume molaire. Aα, Aβ sont respectivement les concentrations d’équilibre incohérent
des deux phases α et β. cα et cβ sont leur valeur à l’équilibre cohérent.

Figure 1 – Diagramme d’équilibre cohérent du système binaire en fonction de la concentration
globale c0 et le ratio de l’énergie élastique Λ/vm. Le diagramme théorique, obtenu par Larché-
Cahn dans [12], est présenté par les lignes noires continues. Des résultats numériques, obtenus en
utilisant le modèle de Voigt, ont été représentés par H, • et ◦, marquant respectivement les trois
régions : la phase α, la phase β et la phase α+β.
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