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Algebres de Jordan et théorie des invariants.

Bruno Blind*

J’avancerai, je chercherai,
Jusqu’a la fin

je perdrai courage, je

reprendrai de plus loin, je reconnaitras
la maison.

C. Esteban, La mort a distance.

Abstract: Let V be a simple complex euclidean Jordan algebra of rank three,
and denote by G the subgroup of GL(V) fixing the determinant of V. For p
not greater than three, we give a unified description of the invariant algebras
ClpV]©.

Résumé: Soit G le sous-groupe de GL(V) laissant invariant le polynome
déterminant de 1’algebre de Jordan complexe V', simple, euclidienne et de rang
trois. Dans ce travail nous décrivons d’une maniere unifiée, pour p inférieur ou
égal & trois, I'algebre des invariants C[pV]%.

Classification AMS: 13A50; 15A72; 17C99.

Mots clefs: Théorie classique des invariants, Algebre de Jordan.

*Institut Elie Cartan, Nancy-Université, CNRS, INRIA, Boulevard des Aigu-
illettes, B.P. 239, F- 54506 Vandoeuvre-les-Nancy, France; blind@iecn.u-nancy.fr
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1. Introduction.

Si la description de 1’algebre des invariants C[pV]“ (ot V est une représenta-
tion de dimension finie d’'un groupe algébrique G) est bien connue pour un
certain nombre de groupes linéaires classiques (SL,,, SO,,, ...), les résultats sont
plus rares dans le cas des représentations de dimension minimale des groupes
exceptionnels (voir cependant [Sch.1], [Pop.1] et sa bibliographie ainsi que les
travaux de A.V. Iltyakov cités dans notre bibliographie).

L’on se propose dans ce travail de donner une description unifiée des généra-
teurs de C[pV]¢ (p < 3), dans le cas o1 V est une algebre de Jordan sur C simple
et euclidienne de rang trois et G le sous-groupe de GL(V) laissant invariant le
déterminant det de l'algebre V', situation qui comporte en particulier le cas du
groupe exceptionnel G = Eg agissant sur 'algebre d’Albert.

Apres des préliminaires consacrés aux algebres de Jordan, nous donnons
aux paragraphes 3 et 4 des générateurs des algebres C[2V]% et C[3V]% en
utilisant essentiellement une méthode géométrique initiée par T. Vust [Vus.].
L’algebre des invariants C[pV]% est, pour p = 2 une algebre de polynomes a
quatre indéterminées; pour p = 3 et sauf dans le cas V' = Sym(3, C), c’est une
algebre de polynomes a onze indéterminées. Ces résultats ne sont pas nouveaux
et se trouvent dans la littérature consacrée au sujet (voir [Gor.], [Cia.] et les
tables de [Sch.2], de [Ada.-Gol.] et de [Shm.1]), mais nous pensons que notre
description unifiée présente un certain intérét. Bien entendu, la détermination
de C[3V]% nous redonne celle de C[2V]¢ (ainsi que celle de C[V]Y).

Dans le cas de l'algebre de Jordan V' = Mat(3,C), le groupe G n’est pas
connexe; nous donnons, au paragraphe 5, une famille génératrice de (C[BV]GO
ainsi que sa série de Poincaré.

Nous terminons, au paragraphe 6, par quelques remarques concernant les
algebres C[pV]¢ pour p supérieur & trois.

En appendice, nous avons rappelé quelques faits concernant la classification
des quatre algebres de Jordan complexes, simples, euclidiennes et de rang trois.

A certains endroits de ce travail, nous faisons usage du logiciel LIE développé
par Marc A.A. van Leeuwen, Arjeh M. Cohen et Bert Lisser, nous le désignerons
simplement par LIE dans la suite.

Je remercie F. Chargois et O. Hijazi pour leurs critiques et encouragements.



2. Préliminaires sur les algebres de Jordan.

Nous renvoyons a [Bra.-Koe.], [Fa.-Ko.] et [Spr.] pour les définitions et les
principaux faits concernant les algebres de Jordan.

Soit V' une des quatre algebres de Jordan sur C, simples, euclidiennes et de
rang 3: nous donnons dans ’appendice une description unifiée de ces quatre
algebres Vp, V1, Vs, V3 comme 'espace H3(F¢) des matrices (3,3) hermitiennes
a coefficients dans F¢ (avec F = R, C, H, O) que I’on munit de la multiplication
de Jordan z ey = 1/2(zy + yx), d’élément unité e = Ids. La forme bilinéaire
définie par < x,y >= tr x e y est non dégénérée et associative:

<rTez,y>=<x,y0z>.

Nous noterons souvent le complexe < x,z > par ||z]|.

On note par det le déterminant de V', c’est un polyndéme irréductible et
homogene de degré 3, sa polarisation nous donne une forme trilinéaire f sur
V telle que f(z,z,x) = 6 det z. On désigne par G le sous-groupe de GL(V')
laissant invariant le déterminant; c’est un sous-groupe du groupe de structure
de V (voir [Spr.], Proposition 12.3, page 123) qui contient le groupe K des
automorphismes de 'algebre V.

Un élément x de V est inversible si det x # 0, et dans ce cas l'inverse x~
s’écrit sous la forme

1

-1 _ n(z)
det(x)

ol n est une application quadratique de V dans V. Cette application est G-
équivariante:

n(g.z) = (g ")'n(z)

ou g’ désigne l'adjoint de g par rapport a la forme bilinéaire <, > (voir [Far.-
Kor.] page 148). Par ailleurs, si nous désignons par x I’application bilinéaire
symétrique associée a l’application quadratique n: zxy = n(z+y)—n(z)—n(y),
nous avons la relation (voir [Spr.], chapitre 4, formule (5), page 56):

f(m7y72:> =T Xy,z>.

L’opération naturelle du groupe G sur V' donne lieu a une action de G sur
I'algebre C[pV] des polynémes sur pV =V @ --- @V, et I'objectif de ce travail
est de déterminer, dans le cas p < 3 , l'algebre des invariants (C[pV]G. On sait
(comme cela résulte de la décomposition de C[V] en G-modules irréductibles,
voir [Far.-Kor.]) que C[V]% = C|det z], 'algébre & une indéterminée engendrée
par le polynome det x, et a partir de la forme trilinéaire f et de ’application X,
nous pouvons facilement construire des invariants du groupe G: par exemple
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le polynéme f(n(z),n(y),n(z)) ainsi que tous ses polarisés sont des invariants.
Ces invariants ont également été considérés par A.V. Iltyakov dans [Ilt.1].

Fixons un systeme complet d’idempotents primitifs orthogonaux {ey, e, e3}
de V, on a la décomposition de Peirce associée (voir pour tout ceci les références
citées plus haut):

V:Cel@C@@CGQ@VM@VB@V%

si nous écrivons la décomposition d’un élément x de V sous la forme:
T = T1€1 + T2e2 +T3€3 + T12 + T13 + T23

nous obtenons facilement les formules suivantes, utiles pour la suite:

1 1 1
n(zr); = row3 — §H1b3H, n(z)e = r103 — §H1h3\% n(zr)s = x1w — §H1H2H
et
1
det x = z122w3 — 5 (z1]|w23]| + z2||213]| + 23|[212]]) + 2 < Z12713, 723 > .

2

Si nous écrivons I’élément x de V' = $H3(F¢) sous la forme matricielle:

8

I
QB e
S o
o I K

(ou p, q,r, sont dans F¢) cette formule devient:
det © = abc — (a r7 + b q@ + ¢ pp) + 2Re((pq)7)

(ot Re u = 1/2(u + @) pour un élément u de F¢). Dans une telle écriture
matricielle, on notera souvent les éléments x15, x13 et xa3 par (p)i2, (¢)13 et
(r)2s.

Définissons le groupe M, comme le sous-groupe de K fixant les éléments
du systeme d’idempotents {ej, ez, e3}. Nous aurons besoin dans la suite de
la propriété suivante de transitivité du groupe M (nous ne sommes pas par-
venus a trouver une référence pour ce résultat, que nous pensons connu). La
démonstration procéde cas par cas, pour une preuve unifiée, nous renvoyons a
la version publiée ([Bli.2]) de ce travail.
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Proposition 2.1. Soient (x12, 213, T23) et (2’12, 213, 2 23) deux éléments de
Via x Vig x Va3 satisfaisant les conditions:

{ ||| = 2411 #0

I / ! !
< ZT120T13,T23 > = < T'120T13,T 23>

alors il existe un élément de M transformant x;; en x';;.

L’idée générale est la suivante: par ’action de M nous pouvons nous ramemer
au cas ou les deux triplets sont de la forme: ((a)12,(¢)13, (b)23) et ((a)12, (¢')13, (b)23)
(avec a et b deux complexes non nuls); nous devons alors trouver un élément
de M laissant fixe (a)12 et (b)23 et transformant (¢)13 en (¢’)13. La relation

< (a)12 @ ()13, (b)23 >=< (a)12 ® (q')13, (b)23 >

donne alors: Re ¢ = Re ¢/. Maintenant, dans les quatre cas, on vérifie que le
sous-groupe d’isotropie de (a,b) dans M agit transitivement sur la quadrique
unité de Im(F¢) = {z € F¢,Re x = 0}.

Nous laissons le détail des cas V' = Vjy et V' = V] en exercice (noter que pour
le cas V = Vi, le groupe M° ne possede pas cette propriété de transitivité), et
nous nous concentrons sur les deux autres cas.

SiV =V, = $H3(He), le groupe M est formé des matrices diagonales

UDWIRZE

o O >
oxT O
R OO

(o1 les trois quaternions complexes sont de norme 1: A\ = pfi = v = 1, voir
I’appendice) agissant par:

A
0
0

OoOxr O
R OO
8
OoOT O
RO O

A
Mxur® = | 0
0

Posons alors 12 = (p)12, 13 = (q)13, T23 = (1)23; I'action d’un élément my ,, .,
sur les x;; nous donne:

M iz = (WP A1z, Mz = (V ¢ AN)13, My a3 = (1 U)2s.
en prenant = 1, A\ = 2 et v = 7 avec a et b deux complexes tels que a’® = pp et
b? = T, nous pouvons nous ramener au cas oll les deux triplets sont de la forme

((a)12, (q)13, (b)23) et ((a)12,(q' )13, (b)23) avec Re ¢ = Re ¢’. Un élément de M
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laissant fixe (a)12 et (b)2s est de la forme my y x; finalement, nous cherchons
un quaternion complexe, A, de norme un et tel que

A(Im ¢)X =Im ¢

(ot Im u = 1/2(u — @) pour un élément u de F¢). Sachant que ¢§ = ¢'q, la
transitivité du groupe SO(3, C) sur la quadrique {(uy,us,u3) € C*/u? + u3 +
u3 = 1} et sur I'ensemble {(u1,u2,u3) € C3/uf +u3 +u3 = 0}\{(0,0,0)} nous
permet de conclure.

Regardons pour finir le cas V' = V3 = $3(0¢); comme rappelé dans ’appendice,
M est alors le groupe Spin(8, C): un élément g de ce groupe agit par:

a p q a p+(9) () x(9)(q)
glp b r|=|ps(9)p b p—(g)(r)
q T c x(9)(q)  p-(9)(r) c

ou p4, p— sont les représentations semi-spinorielles et x la représentation vec-
torielle de Spin(8,C). On se rameéne & nouveau au cas ou les deux triplets
sont de la forme ((a)12,(q)13,(b)23) et ((a)i2, (¢’)13, (b)23) (avec a et b deux
complexes non nuls), ce fait nous est garanti ici par les propriétés de ’action
de py @ p_ sur C® @ C® (c’est-a-dire 'analogue complexe de l'assertion (a)
du théoreme 14.69 de [Har.], analogue qui se démontre de maniere similaire
au cas réel). On a toujours: Re ¢ = Re ¢/, et le sous groupe d’isotropie de
((a)12,(b)23) dans Spin(8, C) s’identifie au groupe complexe G2 agissant sur
(¢)13 par laction standard de ce groupe sur Oc; la transitivité de Gy sur la
quadrique {(uy,ug, --u7) € C7/ > u? = 1} de Im(Q¢) = C” (voir par exem-
ple [Ada.]) et sur I'ensemble {(u1,us, --u7) € C7/> u? =0} \ {(0,0,---0)}

achevent alors la démonstration.

Remarque 2.2. On peut noter que 'application trilinéaire:
Via X Vig X Vo3 — C

(712, 713, 23) —< T12 ® T13,T23 >
définit une trialité au sens d’Adams (cf [Ada.] et [Bae.]); le groupe M s’identifie
alors au groupe des automorphismes de la trialité.
Pour terminer ce paragraphe, rappelons un résultat qui nous sera utile pour
la suite:

Lemme 2.3. L’ application de G dans V' donnée par: g — g.e a pour image
G.e ={x € V/ detz = 1}.

Notons X D'ensemble {z € V/ detx = 1}, et soit z un élément de X. On
sait (proposition VIII 3.5, page 153 de [Far.-Kor.]) que le groupe de structure
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de V opere d’'une maniere transitive sur I’ensemble des éléments inversibles de
I’algebre V', par conséquent il existe un élément g de ce groupe tel que

g.e=1x.

Mais (voir [Spr.], proposition 1.5, page 11) detg.e = a(g)dete = a(g), donc ¢
est dans (G; ceci montre que G opere d’'une maniere transitive sur X, ce qui
acheve la démonstration.

3. L’algebre C[2V]¢.

Nous déterminons dans ce paragraphe l'algebre C[2V]%; pour le cas de
’algebre des invariants de deux formes quadratiques ternaires (cas V' = Vj), ce
résultat remonte a P. Gordan ([Gor.]); les cas V' = V5, et V' = V3 se trouvent
dans les tables de [Sch.2] (voir aussi [Sch.3)]. La démonstration que nous don-
nons est une illustration de la méthode géométrique de T. Vust ([Vus.]), elle se
généralise aux algebres de Jordan sur C simples et de rang quelconque.

Théoréeme 3.1. L’algébre C[2V] est une algébre de polynémes engendrée
par les polarisations de la fonction det:

flx,z,x), fly,y,y), flz,2,9), fly,y,x)

avec (z,y) € 2V.

L’idée de la démonstration remonte a T. Vust (cf [Vus.]). On identifie
2V a Hom(C2,V): lélément (z,y) de 2V est vu comme Papplication linéaire:
(a,b) — ax + by, et on consideére I'application x de 2V dans 'espace Sym3(C2)
des polyndomes homogenes de degré 3 sur C? qui au couple (z,y) associe le
polynome a deux variables a et b suivant:

2b b2
(a,b) — det(az + by) = a*det = + b>dety + %f(:v, x,y) + %f(y, Y, T).
Comme le morphisme algébrique x est G-invariant, il se factorise suivant le
diagramme:



ou l'espace 2V/ /G est la variété algébrique affine irréductible associée a 1’algebre
(integre, de type fini) C[2V]% et I'application 7 : 2V — 2V//G est le morphisme
canonique.

On va montrer que ¥ est surjective et birationnelle; il en résultera (voir
par exemple [Bri.], lemme 1 page 132) que c’est un isomorphisme algébrique
puisque SymB(CQ) est une variété normale, et le théoreme 3.1 s’en suivra.

Montrons que Y, et par conséquent ¥, est surjective. On sait qu’un élément
P (non nul) de Sym?*(C?), peut s’écrire sous la forme:

P(a,b) = A* N [J(a — asb)

ol A est un scalaire non nul, et avec 0 < N < 3 (un produit vide étant
égal a 1). En posant alors z = Zf[ e; (onprend x = 0si N =0) ety =
- Zf{ o, e; + EN+41 " + €3, il vient

1
x(z,y) = XP

et comme I'image de x est C* invariante nous obtenons la surjectivité annoncée.

Le morphisme algébrique W étant surjectif, il est dominant; pour montrer
qu’il est birationnel il nous suffit (voir par exemple [Vin.], lemme 1 page 252)
d’exhiber un sous-ensemble V dense de SymS(CQ) tel que pour tout v de V
la fibre ¥~1(v) soit réduite & un point. Pour (z,y) dans 2V, considérons le
polynome P(\) = det(Ax—y) et son discriminant A(z,y): on constate que pour
A(z,y) # 01l y a dans la G-orbite de (z,y) un élément du type (Ae, > Aie;)
avec A complexe non nul et les trois coefficients \; distincts. Posons alors
V = x(U), U étant Pouvert de Zariski {(z,y) € 2V/A(z,y) # 0}. Soit (zo,yo)

un élément de U, on va montrer que si (x,y) € 2V est tel que

(*) X (7o, %0) = x(7,9)

alors (z,y) et (zo,y0) sont dans la méme G-orbite, ce qui entrainera bien que
la fibre 1 (x(z0,%0)) est réduite & m(xg,yo). Tout d’abord, on peut supposer
que det o = 1 sans restreindre la généralité du probleme; en se déplacant
ensuite dans la G-orbite de (xg,¥p), on peut supposer que o = e et que ¥y
possede trois valeurs propres distinctes. La relation () entraine que det z = 1,
on peut donc encore, en se déplacant cette fois ci dans la G-orbite de (z,y) (et
quitte a changer de notation) remplacer (z,y) par (e,y); la relation (%) nous
donne en particulier pour tout complexe a:

det (ae + yo) = det (ae +y)
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et ceci implique que y possede les mémes valeurs propres distinctes A\;,71 =1,2,3
que yo. On sait alors (voir [Far.-Kor.], proposition VIII.3.2, page 151) que les
éléments yg et y peuvent s’écrire sous la forme:

Yo = A\1¢1 + Aaco + A3c3, y = )\16/1 + )\20’2 + )\30&

ou (c1, ca,c3) et (¢}, ¢y, c4) sont deux reperes de Jordan de V', mais ’on sait (voir
[Bra.-Koe.63], proposition 9.6, page 273 ou [Far.-Kor94], théoreme IV.2.5, page
71, la démonstration donnée pour une algebre de Jordan réelle s’étendant au cas
complexe) que le groupe Aut(V') des automorphismes de V opére transitivement
sur les reperes de Jordan. Il résulte de tout ceci que (x,y) et (xg,yo) sont bien
dans la méme G-orbite et ceci acheve la démonstration du théoreme.

Remarques 3.2.

1. Dans le cas de V = Vi, on peut noter que les propriétés de transitivité
des groupes G et Aut(V') utilisées dans la démonstration sont déja vérifiées par
leur composante neutre et par conséquent C[2V;]¢" = C[2V4]¢. Nous verrons
par la suite que ce résultat ne se généralise pas pour C[BVl]G )

2. Notons également que pour le cas V' = Vj, ce résultat nous permet de
trouver la dimension de Krull d(p) de C[pV,]® pour p > 2; en effet comme
d(2) = 4, il résulte de la formule: d(2) = dim 2V — maxdim(G.v) que la
dimension maximale d'une G-orbite G.v dans 2V est 8, ce qui est la dimension
du groupe G dans le cas V = Vj, et par conséquent d(p) = 6p — 8. On peut
aussi voir directement dans ce cas que le stabilisateur d’'un couple de points
"généraux” de V| est fini.



4. Le cas p = 3.

Le but de ce paragraphe est de montrer, en utilisant la méthode géométrique
de T. Vust, que les onze polynomes

f(x7 x? x)? f(y? y? y)? f(Z7 Z? Z)?
f(x7x7 y)? f(x7 x? Z)? f(y? y?$)7 f(y? y? Z)? f(z7 Z? x)? f(z7 Z? y)?
flx,y,2), flzxz,yxy,zxz).

engendrent 1’algebre C[3V]%; nous noterons désormais ces polynomes f1, fo, - - -, fi1;
on notera que les dix polynémes f1, fs,- - -, fio sont les polarisations de la fonc-
tion det.

On commence par considérer ’analogue du diagramme du paragraphe 2:

3V
SN
3V/)G— — — — — — > Sym®(C?)
nous obtenons:
Proposition 4.1. Les dix polynoémes f1, fa, - - -, f10 sont algébriquement indépen-

dants.

On montre que ¥ est surjective, en prouvant que x l'est. Pour ce faire,
on remarque que Imy = ImW est invariante sous l'action naturelle du groupe
GL(3, C) sur I'espace Sym®(C?), et donc est une réunion d’orbites de ce groupe;
on sait (voir par exemple [Kra.|, chapitre 1, paragraphe 7) que les GL(3,C)
orbites dans Sym?®(C?) sont les orbites de:

a®, a*b, ab(a+b), abc, (a*—bc)b, a(a® — be)

e —ad, b2c—a® —ad%e, a®+ b3+ + \abe

ou A est un complexe quelconque. Dans le cas V = V = Sym(3,C), il n’est
pas difficile de vérifier que ces représentants appartiennent a Imy; le résultat
pour les autres cas en découle, au vu des inclusions Vo C V3 C Vo C V3.

Par exemple pour le représentant a® + b + ¢ 4 \abe, on considere le triplet
(e,e1 + Cea + C%es, z) de 3V avec 3 = 1, et on cherche & trouver z tel que

x(e, e1+Cea+(2es, z) = det(ae+b(ey + Cea +(e3) +c2) = a® +b° + ¢ + Aabe.

On a:
det(ae + b(er + Cea + (Pe3) + c2) =

10



a® + b% + c*detz + ca’trz + cb*tr((e1 + (Zea + Ces)z) + ac’tr n(z)+
be*tr(n(z)(e; + Ceo + (%e3)) + abe tr((e; + Cea + CZe3) x 2).

p
Posons z = b ; les conditions trz = tr((e; + (%ez + Cez)z) = 0 et
r

QT L
o3I Q

tr((ey + Cea + C%e3) x z) = X forment un systéme de Cramer en les inconnues
a,b, c, et donnent:

a = —

A A A

Zb=-2C%c=-2C.

Cb=—5¢%e=—3¢

Les équations tr n(z) = tr(n(z)(e1 + Ce2 + (%e3)) = 0 et detz = 1 elles, sont
équivalentes a:

P+ +r*=0
C2p2+cq2+r2:0
det 2z =1

ou encore:

PP+ +r?=0

Cp? 4 C 412 =0

Ao 29, 9 A3

3(CP° + P +r?) + 2pgr =1+ o
Il n’est pas difficile de voir que ce systeme a toujours des solutions: les deux
premiceres équations permettent par exemple d’exprimer p? et ¢? en fonction
de r2:

2 =22 =
la derniere condition devenant une équation du troisieme degré en 'inconnue
HRE
2 3 A3
Are£2r° =14 3

qui a toujours des solutions.

Considérons maintenant I'algebre C[3V;]¢: les résultats de Ciamberlini (cf
[Cia.]) sur les invariants de trois formes quadratiques ternaires (voir aussi
[Shm.1], table 3) entrainent qu’elle est engendrée par ses éléments de degré 3
et 6. Par LIE, les éléments homogenes de degré 3 de C[3V(]¢ forment un sous-
espace vectoriel de dimension dix, par conséquent ce sous-espace est engendré
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par les polynémes fi,--- figp. De méme, et toujours par LIE, les éléments ho-
mogenes de degré 6 forment un sous-espace vectoriel de dimension 56 = 55+ 1;
il en résulte que I'algebre C[3V(]¢ est engendrée par C[f1, - - - fio] et un élément
de degré 6; or on voit que le polynome f1; n’appartient pas a C[f1, - - - f10]: dans
le cas contraire, en utilisant I'invariance de fi; par permutation sur z,y, z, on
aurait une relation du type:

fir = A(fafo + fsfr + fofs) + Bfi

prenons cette relation pour z = e et y = ey, il vient n(x) = n(y) = 0 et donc
Bf(e1,e2,z) =0 pour tous les z, d’ou B = 0, et par conséquent:

fi1 = A(fafo + fsfr + fofs).

On prend a nouveau = = ej, et on obtient pour tous les y et z:

Af(y,y,e1)f(e1,z,2) =0

d’out A = 0 ce qui est absurde, puisque 'invariant f1; n’est pas identiquement
nul. Nous avons donc:

Proposition 4.2. Dans le cas V = Vp, I'algébre C[3V;]¢ est engendrée par les
onze polynoémes f1, fo, -, f11.

Remarque 4.3. On sait (voir [Shm.1]) que I’algebre C[3V;]“ est d’intersection
complete; d’autre part, dans [Bli.1] nous donnons la série de Poincaré de cette
algebre.

Remarque 4.4. Il est classique de voir 3V comme le GL(3,C) x G module
(C*)*®V, il en résulte une action de GL(3, C) sur C[3V,]¢ qui conserve le degré;
LIE nous donne la décomposition du sous-espace des éléments homogenes de
degré 6: on constate la présence (avec multiplicité un) du GL(3,C) module
Sym?(A3(C3)); il n’est alors pas difficile de vérifier que le polynéme:

Fiv = fuo = 5 Uafo + Fofo + fufe) + 5

est un élément non nul de ce module. Le polynome f1; est donc un invariant
relatif de GL(3, C). Bien entendu cet élément, considéré dans C[3V;], 0 <1i <3
conserve cette propriété d’invariance.

Les résultats précédents nous conduisent a considérer, pour les autres V;, le
diagramme commutatif suivant:
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BV//G — — — — — = Sym®(C?) @ Sym’ (A}(C?))

ou l'application x est donnée par:

X =0 fi1)-

Théoreme 4.5. Dans les cas V = Vi, V5 et V3, les onze polynémes f1,--- f11
sont algébriquement indépendants et ils engendrent I'algébre C[3V]C.

On commence par montrer que 'image du morphisme ¥ contient 'ouvert
formé de la réunion des GL(3,C) orbites des éléments de la forme (a3 + b® +
c3 + Xabe, 1), ce qui impliquera en particulier que ¥ est dominant. Par la
GL(3,C) équivariance de x, il nous suffit de prouver que les éléments de la
forme (a® + b3 + ¢ + Aabc, 1) appartiennent a I'image de W, et pour ce faire,
on peut se placer dans le cas ou V = V; = Mat(3,C) (puisque Vi C V5 C V3).
On cherche, comme dans la démonstration de la proposition 4.1, un triplet
(e,e1 + Cea + CZes, 2) (avec (3 = 1) tel que

x(e,e1 4 Ceg + (e, z) = a® + % + ¢ + \abe

avec la condition supplémentaire: fu(e,el + Cea + (2e3,2) = p. En posant
2z = (zy), on trouve a nouveau: zj; = —%,222 = —%C2,233 = —%C Les
conditions:

tr n(z) = tr(n(z)(e; + Cea + (%e3)) =0

fu(e,@l + Cea + C283,Z) =p

sont équivalentes & un systeme de Cramer en les variables (z X z)11, (2 X 2)22
et (Z X 2)33 :

(2 X 2)11 + (2 X 2)22 + (2 X 2)33 =0,
(Z X 2)11 + C(Z X 2)22 + CQ(Z X Z>33 = 0,

2
(% 2+ 2z x 2 +C(e x 2 = (o — ).

En utilisant les relations:
(2x2)11 = 2(222233—223232), (2X2)22 = 2(211233—213231), (2 X2)33 = 2(222211—221212)

13



nous obtenons un systeme de Cramer en les variables 291219, 213231, 223232 qui
donne:

Y N .
Z12%221 = (=, 213231 = (5, 223232 = .

8 8 8
Compte tenu de ces valeurs, I’équation det z = 1 devient:
A2\

212223231 + 221213232 = 1 + TR

mais:

(2‘212‘13232)(2122’23231) = (%)3

par conséquent zi2203z31 vérifie une équation du second degré; de tout ceci
résulte lexistence de z tel que X(e, e1 +Cea +(2e3, 2) = (a® + b3+ 3+ abe, ).

Montrons maintenant que le morphisme ¥ est birationnel. En procédant
comme dans la démonstration du théoreme 3.1, on voit qu’il existe un ouvert
de Zariski de 3V dont les éléments (u, v, w) ont dans leur G-orbite un triplet de
la forme (Ae, > Aje;, z) avec A complexe non nul et les coefficients \; distincts.
Il n’est alors pas difficile de constater que, si deux tels triplets (Ae, > A;e;, 2)
et (ue, > pie;,2') sont dans la G-orbite de (u,v,w) avec g(Xe, > Ae;, z) =
(ne, > pieq, 2'), Pélément g est, a un facteur multiplicatif pres, dans le groupe
K et qu'il permute les éléments du repere de Jordan {eq, es, e3}; par conséquent,
Si 2 = z1e1+29e9+23e3+ 212+ 213+ 223 est I’écriture de z dans la décomposition
de Peirce de V/, les conditions < z;;, 2;; ># 0 sont indépendantes du choix d’un
tel triplet. Soit alors U le sous ensemble dense de 3V constitué par les éléments
(u, v, w) dont la G-orbite contienne un triplet de la forme (\e, y, z) ol A est non
nul, y posséde trois valeurs propres distinctes, et les conditions < z;;, z;; ># 0;
on va montrer que pour tout & dans Y(U), la fibre ¥1(£) est réduite & un
point. Soient donc deux triplets (z,y, 2) et (z/,y’,2') de U avec:

X(@,y,2) = x(a',y',7")
on voit facilement que cette relation est équivalente aux deux équations: det(az+
by + cz) = det(ax’ + by’ + ¢2’) et fr1(x,y,2) = fi1(2',y,2"). En se déplagant
dans Porbite de (z,y,z) et de (2/,y',2'), on peut supposer que x = =’ = e
et y =y = > yse; (ou les 3 valeurs y; sont distinctes). Si nous explicitons
alors les deux équations en posant z = z1eq1 + 29e9 + 23€3 + 212 + 213 + 203 et
2 = Zle1 + Zhea + zhes3 + 215 + 215 + 255, nous sommes conduits & examiner
des systemes déja rencontrés plus haut: lidentité det(ae + b y;e; + cz) =
det(ae +b>" yie; +c2’) nous donne, en identifiant les coefficients de a?c, abe et

b%c, le systéme de Cramer en les inconnues z; — z;:
(21 —21) + (25 —22) + (23 —z3) =0,
(2 +ys)(z1 —21) + (y1+ys)(2s—22) + (y1+w2)(z5—23) =0,
yays(z) —21) + y1ys(zy — 22) + y1y2(23 — 2z3) =0.
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L’on obtient:

/

De méme, en identifiant les coefficients de ac?, bc?, et en utilisant tr(n(y) x

n(z)) = tr(n(y) x n(2')) (qui est Iégalité fii(e, > yiei, 2) = fuile, 2owiei, 7)),
on trouve un systéme de Cramer en les inconnues n(z’); —n(z); qui nous donne:

et donc ||z;|? = ||z:J||2 Il vient alors, en mettant ces résultats dans 1’égalité:
det 2/ = det z:
/ / /

Il ne nous reste plus qu’a appliquer la proposition 2.1 pour voir qu’il existe
un élément du groupe M qui transforme z en z’; les deux triplets (z,y, z) et
(2,9, 2") sont donc dans la méme G-orbite et par conséquent, le morphisme
U est bien birationnel.

Il suffit, pour terminer la démonstration du théoreme, de montrer que ImW¥
rencontre toute hypersurface de I’espace Symg(C?’) @ C (voir le lemme 1 page
132 de [Bri.]). Soit donc une hypersurface de Sym®(C?) @ C d’équation H = 0;
on peut supposer que H contienne effectivement la coordonnée de la com-
posante C, car sinon le résultat est acquis par la démonstration de la propo-
sition 3.1; considérons alors le coefficient de H de plus haut degré en cette
coordonnée: c’est un polynéme sur Symg(CS) qui n’est pas identiquement nul
sur I'ouvert formé par la réunion des GL(3, C)-orbites d’un a®+b%+c®+ \abc, et
par conséquent il existe bien un élément de Im¥ dans I’hypersurface considérée.

Remarque 4.6. La démonstration du théoreme 3.3 fait intervenir une pro-
priété de transitivité du groupe M qui, dans le cas V' = V7, n’est pas vérifiée par
sa compoosante neutre. Nous déterminerons, au prochain paragraphe, I’algebre
C[311]¢".

Remarque 4.7. Notons également, pour terminer ce paragraphe, que dans
le diagramme suivant:

(oun =dimV, x(z1, - - z,) désigne le polynome det > a;z; et x(nV') 'adhérence
de Zariski de I'image de x dans Sym®(C")), il est facile de constater que
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I’application ¥ est birationnelle. En d’autres termes, 'inclusion d’anneaux:

induit un isomorphisme sur les corps des fractions.

5. L’algebre C[31;]%°.

Dans tout ce paragraphe, V désignera ’algebre de Jordan Mat(3, C); rap-
pelons que dans ce cas, le groupe G est engendré par sa composante neutre G° et
la transposition X — X la composante G° est le groupe des transformations
lindaires: (g1,92).X = g1Xg; " ot g1 et g sont dans SL(3,C). Considérons
I'élément P de C[3V] suivant:

P(z,y,z) =tr(n(z)z n(y)x n(2)y).

Proposition 5.1. Le polynéme P est G°-invariant mais non G-invariant.

En effet, la propriété de G-invariance résulte facilement des formules du

type: n((g1,92)x) = gon(x)g; '. D’autre part, on constate que: n(*z) = *n(z),

on en tire:
P('a!y) 2) = tr('n(@)'z 'n(y)'s 'n(2)'y) = tr'(y n(=)e n(y)z n(r)) =

tr(y n(z)z n(y)z n(z)) = tr(n(z)z n(y)z n(z)y) = P(z,y, ).
On va montrer que P(z,y,2) # P(z,y,x); pour ce faire, on prend x = e,
Yy = aje; +agey avec a; # az et ajaz # 0, et on pose z = (z;5) et n(z) = (2);;.
On trouve d’une part: P(e,aje; + asea, z) = ajaz(a1z13231 + azze3Z32) et
d’autre part: P(z,a1e1 + agea, e) = ajas(a1 Z13231 + a2 Z23232), comme:

Z31 = Z21232 — 222231, 413 = 212723 — 222713

Z39 = 212231 — 211732, Zo3 = 221213 — #11%223

il vient finalement:
P(e,a1e1+ages, z) — P(z,a1e1 +ages, €) = ajaz(ar —az) (213232221 — 231212223)
ce qui est une expression non identiquement nulle.
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Théoréme 5.2. Nous avons:
C[3v]¢ = C[3v]°[P].

Les éléments de C[3V]% sont ceux de C[3V]¢” qui sont invariants par la
transposition (x,y, 2) — (‘z,' y,! 2):

C[3V]% = (C[3V]¢")e/¢”.
Comme G/GY est fini, I'application inclusion:
C[3V]% s C[3V]¢"
fait de C[3V]%" un C[3V]%-module de type fini (cf [Kra.] page 111), en particu-
lier, les polynémes f1, fo,-- -, f11 forment un systeme de parametres homogenes

de I’algebre C[BV]GO et la série de Poincaré de cette algebre s’écrit donc (il est
facile de constater que le degré d’un invariant est un multiple de trois):

{_ az;it3
PO =7 _25)30(31 —y

Maintenant, on observe que dim3V = 36 — 3/ d’apres un résultat de F. Knop
(voir [Kno.|, on peut aussi consulter [Pop.2]): nous devons vérifier la condition
suivante:

codim{(u, v,w) € 3V/dimG 4 w) > 0} > 2

olt G (y,v,w) €st le sous-groupe d’isotropie de (u,v,w). En procédant comme
dans les démonstrations des théoreme 3.1 et 4.5, on voit qu’en dehors d'un en-
semble algébrique de codimension supérieur ou égal & deux, la G%-orbite d'un
triplet (u, v, w) contient & permutation pres un élément de la forme (Ae, > A;e;, 2),
avec A dans C* et ou les trois coefficients \; sont distincts; pour un tel élément,
le sous-groupe d’isotropie est alors:

G?Ae,z Nieinz) {me M°/mz =2} = M?.

Maintenant, compte tenu de la forme des éléments du groupe MY, on voit
facilement que pour que MY ne soit pas fini, il faut que z soit dans un sous-
ensemble algébrique de dimension cing. Finalement, le sous-groupe d’isotropie
G?u’ww) ne peut-étre infini que pour (u,v,w) dans un ensemble de dimension

dim G° + 1+ 3+ 5 = 25. La condition de F. Knop est donc bien vérifiée.
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Nous avons donc 3l = 9; enfin, les anneaux A(p) étant de Gorenstein (cf
[Pro.], page 562) nous avons ag = ag = 1 et ag_3; = ag;; finalement:

P(r) — 1+ ast® + ast® + t°
) = G @ma —m)

Il nous suffit al(grs de calculer, par utilisation du logiciel LIEz) la dimension de
I'espace C[3V]$" des éléments homogenes de degré 3 de C[3V]¢" pour déterminer
le coefficient ag; on trouve:

1+t
(1= #1001 = 1)’

Pt) =

Il existe donc un polynéme h homogene de degré 9 de C[3V] & tel que C[3V]§ =
C[3V]§ & Ch et

C[3v]¢° = Cc[3V]¢ + C[3V]h.

Le théoreme en résulte facilement.

Remarque 5.3. Comme me I’a fait remarquer un rapporteur anonyme, on
peut également utiliser les résultats de D.A Shmelkin ([Shm.2], corollaire 3.5.1)
pour établir le théoreme 5.2.
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6. Quelques remarques sur les algébres C[pV]¢ pour p > 3.

On sait (voir [Pro.], théoréme 1 de la page 386) que les éléments de C[pV]%
sont obtenus, pour p > dimV, par polarisation de ceux de C[(dimV)V]%; sauf
pour le cas V' = V[, nous ne connaissons pas de famille génératrice de cette
algebre. Considérons le cas V = V{: la détermination des invariants (et plus
généralement des covariants) de plusieurs formes quadratiques ternaires sous
laction du groupe G = SL(3,C) est un probleme qui a été abondamment
étudié par la théorie classique des invariants; dans ce cas, comme le groupe G
est inclus dans SL(V), le déterminant Det(x1,x2, -, z¢) est un invariant et
on sait (voir [Pro.], théoreme 2 de la page 386) que 'algebre des invariants de
C[pV] est engendrée par les polarisés des invariants de 5 copies de V' et par
les déterminants de 6 copies de V. La détermination d’une famille génératrice
de C[5V]% a été achevée en 1948 par J.A Todd (précisant un travail effectué
en 1910 par H'W. Turnbull [Tur]): cet auteur donne dans [Tod.1] et [Tod.2]
une telle famille sous forme symbolique. Dans [Bli.1], nous sommes parvenus &
expliciter ces éléments a partir de la forme trilinéaire f et de ’application X,
plus précisemment, on vérifie, en comparant avec la famille de J.A.Todd, que
Ialgebre C[5V]¢ est engendrée par les polynomes f(z;, x;, xx), f(xi X x5, 1) X
T, Ty X Ty €t f((@x25) X (T X27), (T XTp) X (T XTp), Tq). En résumé, dans
le cas V = Vj, l'algebre C[pV]¢ est engendrée par les invariants de la forme
f(u,v,w) ot u, v, w sont des mondémes (convenables) en x1, xa, - - - &, construits
avec l'opération X, et par le déterminant Det(z;,, iy, - - -, Tig)

Nous allons voir que la situation est plus complexe pour les trois autres
Vi,i > 0. Considérons d’abord l'algebre C[pV]¥: elle contient la sous-algebre
Tr(pV') engendrée par les éléments de la forme tr u, ot u est un mondéme de
Jordan en x4, -- -, x,; d’autre part, en utilisant le logiciel LIE (ou en s’armant
de patience), on peut constater qu’il existent, pour certaines valeurs de p, des
éléments multilinéaires p-alternés dans C[pV]¥: dans le cas de V5 par exemple,
il y a un invariant multilinéaire 5-alterné (unique & un scalaire pres), et dans
le cas de V3 il existe une forme multilinéaire 9-alternée K-invariante. De tels
polynémes ne peuvent étre dans la sous-algebre Tr(5V) (ou dans Tr(9V)): en
effet, les éléments de Tr(pV') sont de la forme:

P:Ztrul tr ug - - -tr u,

ou uq, - - - u, sont des monomes de Jordan et avec 1 < r < p; une telle expression
ne peut étre p-alternée, car en leur appliquant des opérateurs ”somme alternée”:

Ai : f(xh T ,.’137;) = Z 6(O-)f<x0'(1)7 T 7370'(73))

ceS;
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on détruit des termes dans la somme, par exemple si un terme tr uy tr ug - - - tr u,
contient tr [x1 e (z2 @ x3)], il sera détruit par un opérateur Ay portant sur les
variables x5 et x3, puisque e est commutatif.

Remarques 6.1. Ces arguments sont tirés de [I1t.2] (ils ne se trouvent
pas dans l'article [Ilt.3] publié sous le méme titre). Signalons que dans [I1t.2]
I’auteur se place dans la situation V' = V3 et donne explicitement une forme
multilinéaire 5-alternée sur V3, invariante sous K, malheureusement cet invari-
ant est identiquement nul: pour V = V3, il n’ existe pas de forme multilinéaire
5-alternée non nulle et K-invariante (vérification par LIE). On peut néanmoins
voir que la formule donnée dans [Ilt.2] définit bien une forme multilinéaire 5-
alternée non nulle et K-invariante dans la situation V' = V5 (ainsi que pour
V =V, et V.="1;). On peut également vérifier que la formule

Z e(o)tr To(1) " To(5)

c€Gs

donne, pour les cas V' = Vi, V5, la méme (& un scalaire multiplicatif pres) forme
multilinéaire 5-alternée non nulle et K-invariante.
Maintenant, nous avons:

Proposition 6.2. Soit p > 1 un entier, alors ’application:
ClpV]? — Cl(p - V]*

P(xy,---,zp) — Ple,xa, -+, xp)
est surjective.

En effet, d’apres le principe du transfert (voir par exemple [Gro.]), ’application:

(CIG/K]QCl(p— WV — Cl(p — 1)V

Zfi @ w; —> Z fi(e)w;

est un isomorphisme d’algebres. D’autre part, le lemme 2.3 montre que la
restriction:

C[V] — C[G.¢]
PP,

est surjective, puisque G.e est un ensemble Zariski fermé de V. 1l en résulte
que:

CVIR)Cl(p — HV] — C[G/K]R) Cl(p — 1)V]
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P®w)_)'P|Ge®w

est également surjectif; mais il est classique (voir par exemple la démonstration
du lemme 11.3 page 61 dans [Gro.]) que cette application donne lieu & une
surjection:

VI Clip— 1)V — (CIG/K] R Cl(p — HV])

ce qui acheve la démonstration de la proposition.

D’apres cette proposition, si par exemple V' = V; ou Vs, il existe un élément
P de C[6V]%, tel que P(e,xs,---x¢) soit l'invariant multilinéaire 5-alterné
trouvé par LIE et évoqué plus haut: comme 'opération x s’exprime en fonc-
tion du produit de Jordan e et que P(e, xs, - - - ¢) n’appartient pas a Tr(5V), le
polynéme P ne peut étre combinaison linéaire d’invariants de la forme f(u, v, w)
ou u, v, w sont des mondmes construits avec X.

Remarque 6.4 Nous voyons donc que la forme des éléments de 'algebre
C[pV]% pour V = Vj,i > 0 est plus complexe que dans le cas V = V;. Dans
cette thématique, les résultats les plus prometteurs nous paraissent étre ceux
de A. Elduque et A.V. Iltyakov dans [Eld.-Ilt.] (et ceux de [Ilt.3] en ce qui
concerne les algebre C[pV]¥) . Par ailleurs, en suivant les arguments du para-
graphe 4 de [Bli.1], on peut obtenir les résultats suivants, qui précisent un
peu ceux de [Eld.-Ilt.]: pour i = 1,2, I'algeébre C[pV;]¢ est entiere sur la sous-
algebre engendrée par les invariants f(z;, x;, zx) et f(z; X 2, T X T1, Ty X Ty, )5
pour le cas de I'algebre exceptionnelle V3, il faut adjoindre a la sous-algebre les
éléments de la forme f((x; X ;) X (T X 1), (Tm X &) X (T X Tp), T4), Mais
la démonstration de ces faits, sans étre difficile, est longue et assez pénible,
surtout pour le dernier cas.
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Appendice.

On se propose ici de donner quelques précisions sur les quatre algebres de
Jordan sur C, simples, euclidiennes et de rang 3: réalisations concretes, groupes
G, K et M. Nos références sont [Bra.-Koe.| et [Spr.] ainsi que [Ada.] et [Har.]
pour le cas de I’algebre exceptionnelle. '

On note par O l'algebre des octaves de Cayley sur R: QO = {Ezg a; f;} avec
a; dans R, ol fy est ’élément unité de I'algebre (que I’on notera par 1), fZ = —1
pour i > 0, fif; = —fjfi pour i > 0,5 > 0,0 # j, fs = fife, f5 = [ifa, fe =
fofa et fr = fsfs. On voit C dans @ comme la sous-algebre engendrée par
les éléments 1, f1, et H, 'algebre des quaternions sur R, comme la sous-algebre
engendrée par les éléments 1, f1, fo:

RcCcHCcCO

F désignera une de ces algebres. L’involution de O: u = Zzg a;fi — u =

ag — ZZI a; f; induit les involutions habituelles sur les autres algebres et ces
involutions se prolongent par C linéarité aux complexifiées Fc = FQ) C. Fi-
nalement sur Mat(3,F¢), on a I'involution:

x = (zi5) ="' T = (Tj)-
Les quatre algebres de Jordan sur C, simples, euclidiennes et de rang 3 sont
alors les matrices carrées d’ordre 3, hermitiennes a coefficients dans Fc:

H3(Fc) ={z € Mat(S,IFC)/@ =z}

munies du produit de Jordan; on les désignera souvent par Vo C V3 C Vo C V3.
Dans cette description, les trois matrices diagonales:

coo

coo
®
\V]

Il
coo
o~ o
coo
)

w
Il
coo
coo
— oo

1
€1 = 0
0

forment un systeme complet d’idempotents primitifs orthogonaux, et si

8

Il
QT R
S o3
o = K

est un élément de $H3(F¢), sa décomposition de Peirce associée s’écrit:

0 p O 0 0 ¢q 0 0 0
r=ae; +bes+ces+|p 0 O +10 O O]+{0 O r
0 0 O g 0 0 0 7 O
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Donnons maintenant les groupes G, K et M pour chacun des quatre cas.

e Vp = Sym(3, C) est I'espace des matrices symétriques sur C d’ordre 3. Le
déterminant est le déterminant usuel, G s’identifie au groupe SL(3, C) agissant
sur Vy par laction g.X = gX'g; le groupe K est alors SO(3,C). M est le
sous-groupe formé des matrices de la forme.

e 0 O

0 ¢ 0

0 0 e€
avec €2 = %2 = 1.

e V; = Mat(3,C) est I’espace des matrices complexes d’ordre 3 . Ici encore
le déterminant est le déterminant usuel. C’est le seul cas ou les groupes G
et K ne sont pas connexes: ils sont engendrés par leur composante neutre et
I’élément:
X =X,

La composante G° est le groupe des transformations linéaires (g1,¢92).X =
91X gy " avec g1 et go dans SL(3,C), K, étant alors la diagonale (g,g),g €
SL(3,C). On trouve que M, est le sous groupe de K, des matrices de la forme

0
0

1
Ap

o O >
oxr O

avec A\, u deux complexes non nuls.

o V5 = H3(Hc). Le déterminant est le déterminant de Study (on renvoie
a lexcellent article de synthese [Asl.] et a sa bibliographie pour tout ce qui
touche au déterminant de matrices quaternioniques); G peut étre vu comme
SL(3,Hc) agissant par: ¢g.X = gX'g, K comme {g € SL(3,H¢)/g'g = Ids} et
M comme le groupe des matrices diagonales:

A0 O
0O p O
0 0 v

ou A, u et v sont des quaternions complexes de norme 1.

e Pour I'algebre de Jordan exceptionnelle V3 on sait (voir par exemple [Spr.])
que le groupe G (resp. le groupe K) est le groupe complexe simplement connexe
Eg (resp. le groupe Fy). On constate d’autre part (voir par exemple [Har.] ou
[Ada.], ces auteurs traitent le cas de l'algebre de Jordan exceptionnelle réelle
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$3(0), mais les résultats passent aisément au cas complexe) que M s’identifie
au groupe Spin(8, C): si g est dans Spin(8, C), il définira un élément de M par
la formule:

a p q a r+(9) () x(9)(q)
p b or|= 1| pe(9)p) b p—(g)(r)
q T ¢ x(9)(q)  p-(9)(r) c

(ou py, p— sont les représentations semi-spinorielles et x la représentation
vectorielle du groupe Spin(8, C)), et réciproquement si m est dans M, il laisse
stable les espaces V;; de la décomposition de Peirce et par conséquent son action
sur un élément x s’écrit:

a p q a fi2(p)  f13(q)
m.|p b r | =1 fizlp)(p) b fas(r)
q T c f13(q)  fas(r) ¢

en utilisant la trialité, il n’est pas difficile de voir que le triplet (fi2, fo3, f13)
est de la forme (p4(g), p—(g), x(g)) pour un g de Spin(8, C).
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