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Résumé : Nous présentons une méthode asymptotique mathéma-
tiquement justifiée permettant le calcul du champ électrique dans
un milieu avec fine membrane. Cette méthode nous évite de mailler
la membrane. Le champ dans le milieu interne est connu avec une
erreur déterminée a priori en fonction des paramètres du problème.
Dans la membrane, nous avons une expression explicite du champ
avec une erreur connue elle aussi.

Mots clés : méthodes asymptotiques, conditions aux limites

1. Introduction

L’objet de ce papier est de présenter une méthode asymp-
totique rigoureuse pour le calcul de champs (électrique
ou magnétique) dans des milieux à couches minces. La
motivation de ce travail vient de problèmes rencontrés
lors du calcul du champ électrique dans une cellule bi-
ologique (voir [2] ), cependant nos résultats sont applica-
bles à n’importe quel milieu hétérogène avec fine mem-
brane. Le principe générique des asymptotiques dans les
milieux à couches minces est de remplacer la fine couche
soit par une condition aux limites, soit par une condition
de transmission. Notre approche permet de construire une
solution approchée du problème initial sans maillage de la
fine membrane tout en donnant une estimation a priori de
l’erreur commise.

2. Heuristiques du développement asymptotique

Dans cette section, nous présentons, sur un exemple sim-
ple, le principe du développement asymptotique. Consi-
dérons un domaine Ω (cf Fig. 1) composé d’un milieu
intérieur Oc de paramètre électromagnétique zc entouré
d’une fine membrane Oh de paramètre zm. Nous sup-
posons la membrane d’épaisseur constante, cependant des
résultats théoriques ont été obtenus dans le cas d’une épais-
seur variable. Nous notons z la fonction égale à zc dans Oc

et à zm dans Om. Nous supposons que zm est constant.
Soit φ une fonction assez régulière définie sur le bord ∂Ω
de Ω qui sert de condition de Neumann. Nous considérons
le problème suivant, appelé formulation diélectrique :

{

div (z grad V ) = 0, dans Ω,
∂V
∂n

= φ.
(1)

La formulation diélectrique est utilisée pour calculer le
champ E à basse fréquence: la partie rotationnelle de E
est négligée et on suppose E = − grad(V ) où V véri-
fie div(ε̃ grad V )=0. Comme nous voulons travailler avec
des quantités sans dimension et un domaine Ω de taille 1
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Figure 1 : Cellule bidimensionnelle. µ, ε et σ sont les perméabilité, per-
mittivité et conductivité du milieu, ω est la pulsation et L la longueur
de la cellule. L’introduction de z permet de travailler avec des quantités
adimensionnées (cf [2]) et Ω est alors de taille 1.

(voir [2]), nous introduisons le paramètre z et alors V est
solution de (1). Nous notons V c et V m les restrictions
de V respectivement à Oc et Om. Comme zm est con-
stant dans la couche mince, il est clair que ∆V m = 0.
L’idée est alors d’effectuer un changement de variables, de
façon à faire apparaître explicitement le paramètre h dans
l’expression du Laplacien : c’est le passage en coordonnées
locales. Notons (x, y) ∈ Om les coordonnées euclidiennes
et (η, θ) ∈ [0, 1] × R/2πZ les coordonnées locales. La
courbure du domaine Ω est notée κ. Notons vm le potentiel
V m écrit dans les coordonnées locales, ϕ la donnée aux
bords φ écrite dans les coordonnées locales (c’est-à-dire
que ϕ dépend de la coordonnée tangentielle) et f représente
la fonction ϕ écrite en coordonnées euclidiennes sur ∂Oc .
Pour (η, θ) ∈ [0, 1] × R/2πZ, vm vérifie :

1

h(1 + hηκ)
∂η

(

1 + hηκ

h
∂ηvm

)

+
1

1 + hηκ
∂θ

(

1

1 + hηκ
∂θv

m

)

= 0,

(2)

∂

∂η
vm|η=1 = hϕ,

∂

∂η
vm|η=0 = h

∂

∂n
V c|∂Oc

. (3)

L’idée du développement asymptotique est de supposer
que :

vm = vm
0 + hvm

1 + · · · , V c = V c
0 + hV c

1 + · · · .

Ensuite, il reste à injecter ce développement de vm dans
l’expression du Laplacien en coordonnées locales (2) et
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d’identifier les termes en puissance de h. Le lecteur se
référera à [3] pour une preuve rigoureuse des résultats suiv-
ants.

3. Résultats théoriques et numériques

Dans cette partie, nous donnons les résultats théoriques et
numériques obtenus dans le cas de la formulation diélec-
trique.

3.1 Condition aux limites sur le bord du milieu in-
térieur

• Ordre 0.
V c

0 est solution du problème suivant :
{

div (zc grad V c
0 ) = 0, dans Oc,

∂nV c
0 = (zm/zc)f sur ∂Oc.

(4)

• Ordre 1.
V c

1 est solution du problème suivant :
{

div (zc grad V c
1 ) = 0, dans Oc,

∂nV c
1 = (zm/zc)∂

2
t V c

0 sur ∂Oc.
(5)

Notons V c
app = V c

0 + hV c
1 . Nous avons :

‖V c − V c
app‖H1(Oc) ≤ Ch2‖φ‖H4(∂Om). (6)

Nous insistons sur le fait que la constante C dépend unique-
ment des paramètres géométriques et électromagnétiques
des matériaux. Remarquons que l’inégalité (6) donne une
estimation de l’erreur sur le potentiel V , mais aussi sur le
champ qui en dérive.

De plus, nous avons explicitement vm
0 et vm

1 dans la
membrane en fonction des coordonnées locales :

vm
0 = V c

0 |∂Oc
, vm

1 = ηϕ + V c
1 |∂Oc

.

L’erreur commise dans la membrane est du même ordre que
celle commise dans le milieu intérieur.

3.2 Simulations numériques

Nous avons fait des simulations numériques avec le logi-
ciel GetDP [1] sur une cellule allongée. En Fig. 2, nous
présentons le champ statique d’une cellule avec membrane
légèrement isolante. Les asymptotiques (4) et (5) nous per-

Figure 2 : Ligne d’isovaleurs de V dans une cellule allongée avec mem-
brane isolante.

mettent de connaître le champ dans le milieu intérieur sans
avoir à tenir compte de la membrane, en résolvant deux
problèmes successifs uniquement dans le matériau central.

La Fig. 3 nous donne l’erreur commise en fonction de
l’épaisseur h pour un milieu faiblement conducteur entouré
d’une membrane plus conductrice. Par exemple, pour une
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h
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Figure 3 : Erreur sur le potentiel statique en fonction l’épaisseur. Résul-
tats numériques obtenus sur la cellule de Fig. 2 par rapport à la solution
avec maillage de la membrane.

épaisseur relative de 5.10−3, l’erreur relative est de 10% à
l’ordre 0 et de 1% à l’ordre 1.

4. Conclusion

Nous avons présenté dans un cas simple (la formulation
diélectrique) comment construire une solution approchée
du potentiel scalaire dans un milieu avec fine membrane
sans mailler cette membrane, en résolvant successivement
deux problèmes similaires avec condition aux limites par-
ticulière. Cette approche se généralise à l’équation scalaire
de Helmholtz et nous espérons pourvoir l’appliquer à
l’équation vectorielle des ondes. Dans le cas d’une cel-
lule plongée dans un milieu ambiant, nous obtenons des
conditions de transmissions particulières sur le bord du mi-
lieu intérieur. Nous insistons sur le fait que dans la couche
mince, la solution approchée est connue explicitement en
fonction des coordonnées locales.

De plus, nous montrerons dans le papier complet que
nous pouvons itérer l’identification en puissance de h aussi
loin que nécessaire : ceci nous permet de construire des so-
lutions approchées en hn+1 en résolvant n problèmes simi-
laires avec des conditions aux limites (ou des conditions de
transmission) appropriées.
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