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Remarques sur la 
ohomologie des groupeskählériens nilpotentsBenoît Claudon14 juin 2009RésuméDans 
ette note, nous montrons que la 
ohomologie des groupes käh-lériens (virtuellement) nilpotents portent une stru
ture de Hodge mixtenaturelle, les morphismes de Hopf devenant des morphismes de stru
turesde Hodge mixtes. Nous illustrons 
e phénomène sur les exemples 
onnusde groupes kählériens nilpotents (non abéliens).Remarks on the 
ohomology of Kähler groupsAbstra
tIn this note, we show that the 
ohomology groups of (virtually) nilpo-tent Kähler groups are naturally endowed with a mixed Hodge stru
ture.These stru
tures make the Hopf morphisms into mixed Hodge stru
turesmorphisms. We illustrate this fa
t with the study of known examples ofnon-abelian nilpotent Kähler groups.1 Introdu
tionSoit X une variété kählérienne 
ompa
te de groupe fondamental Γ = π1(X).La 
ohomologie de 
es deux objets est relié par des morphismes naturels :
Hk(Γ, C) −→ Hk(X, C),dont l'existen
e est due à Hopf. Pour les petits degrés, on peut bien sûr êtreplus pré
is ; en degré 0 et 1, 
es morphismes sont des isomorphismes. En degré2, on dispose de plus d'une suite exa
te 
ourte :

0 −→ H2(Γ, C) −→ H2(X, C) −→ H2(X̃, C),où X̃ est le revêtement universel de X et le morphisme H2(X, C) −→ H2(X̃, C)étant 
elui induit par la proje
tion naturelle X̃ −→ X . En parti
ulier, H2(Γ, C)est de dimension �nie.Il est 
ommunément admis que la 
ohomologie des groupes kählériens de-vrait se 
omporter d'une façon similaire à 
elle des variétés. En parti
ulier, la
onje
ture suivante est attribuée à Carlson et Toledo (relayée notamment parKollár [Kol95℄) : 1



Conje
ture 1.1Le groupe H2(Γ, C) est toujours non-nul (pour Γ un groupe kählérien in�ni).Cependant, on ne sait pas trop qu'elle devrait être la forme des énon
és en degréplus élevé ; en e�et, 
ontrairement à 
elle des variétés 
ompa
tes, la 
ohomologiedes groupes n'est pas né
essairement de dimension �nie en degré ≥ 3 (le premierexemple de groupe de présentation �nie dont la 
ohomologie est de dimensionin�nie est dû à Stallings1 [Sta63℄ ; pour les exemples kählériens, voir [DPS09℄).Indépendamment de savoir si la réponse à la 
onje
ture 1.1 est a�rmative,la question suivante est assez naturelle :Question 1.1le sous-espa
e ve
toriel H2(Γ, C) est-il une sous-stru
ture de Hodge de H2(X, C) ?En d'autres termes, on doit véri�er l'égalité :
H2(Γ, C) =

(
H2(Γ, C) ∩H2,0(X, C)

)
⊕

(
H2(Γ, C) ∩H1,1(X, C)

)

⊕
(
H2(Γ, C) ∩H0,2(X, C)

)
.Dans sa plus grande généralité, la question 1.1 semble hors de portée deste
hniques a
tuelles (ou du moins né
essiter une idée nouvelle). En revan
he,dans le 
as des groupes nilpotents (voir la se
tion 4.2 pour les exemples degroupes kählériens nilpotents), nous allons 
onstater que la réponse est a�rma-tive.Théorème 1.1Soit X une variété kählérienne 
ompa
te de groupe fondamental Γ virtuellementnilpotents. Les groupes de 
ohomologie Hk(Γ, C) (de dimension �nie) sont na-turellement munis de stru
tures de Hodge mixtes (fon
torielles). De plus, lesmorphismes naturels

Hk(Γ, C) −→ Hk(X, C)sont des morphismes de shm.En degré 2, on peut même être plus pré
is.Théorème 1.2Sous les mêmes hypothèses que 
i-dessus, la shm sur H2(Γ, C) est pure (de poids2) et on a :
H2(Γ, C) = Im

(
H1(X, C) ∧H1(X, C) −→ H2(X, C)

)

= Im
(
H2(Alb(X), C)

α∗

−→ H2(X, C)
)
.En parti
ulier, la 
onje
ture 1.1 est vraie pour les groupes kählériens nilpotents.En utilisant [Del06℄, il su�t par exemple de supposer que le groupe fonda-mental de X est résoluble.Théorème 1.3Si le groupe fondamental d'une variété kählérienne 
ompa
te est résoluble, alorsil est virtuellement nilpotent.1le groupe dé�ni par la présentation

〈a, b, c, x, y| [x, a], [x, b], [y, a], [y, b], [a−1x, c], [a−1y, c], [b−1a, c]〉a un groupe de 
ohomologie de dimension ini�nie en degré 3.2



2 Rappels2.1 Groupes nilpotentsSoit G un groupe (de type �ni) et Ci(G) sa suite 
entrale des
endantedé�nie par C1(G) = G et Ci+1(G) = [Ci(G), G] pour i ≥ 1. On notera
Gi = G/Ci+1(G) les quotients (nilpotents) 
orrespondants. Les éléments d'ordre�ni de Gi forment un sous-groupe �ni 
ara
téristique noté Tor(Gi) et G∗

i =
Gi/Tor(Gi) est don
 un groupe nilpotent sans torsion. On peut don
 lui appli-quer appliquer la proposition suivante.Proposition 2.1 (Mal£ev, [Mal49℄)Soit N un groupe de type �ni, nilpotent et sans torsion. Il existe un uniquegroupe de Lie nilpotent (dé�ni sur Q) et simplement 
onnexe NR et une inje
tion
N →֒ NR qui réalise N 
omme un réseau 
o
ompa
t de NR. On notera L(N)l'algèbre de Lie de NR.Cette proposition montre qu'on peut asso
ier au groupe G une tour d'extensions
entrales :

. . . −→ Li+1(G) −→ Li(G) −→ . . . −→ L1(G) −→ 0,où l'on a noté Li(G) := L(G∗
i ). La limite proje
tive de 
ette suite est notée
L(G) := lim

←−
Li(G)et est appelée la 
omplétion de Mal£ev de G (si G est nilpotent, la suite est �nieet L(G) = L(G/Tor(G)) est une algèbre de Lie nilpotente de dimension �nie).2.2 Cohomologie des groupesSoit G un groupe et M un G-module (on sera surtout 
on
erné par le 
asdu module trivial). L'assignation F : M 7→ MG qui a un G module asso
ie lesous-module de ses éléments G-invariants est un fon
teur de la 
atégorie des

G-modules vers 
elle des groupes abéliens, qui est de plus exa
t à gau
he. Ondé�nit alors la 
ohomologie de G à valeurs dans M 
omme le fon
teur dérivé de
F :

∀ k ≥ 0, Hk(G, M) = RkF (M).C'est aussi la 
ohomologie du 
omplexe (C•(G, M), d) où Ck(G, M) est 
onsti-tuée des appli
ations de Gk dans M (par 
onvention, C0(G, M) = M) et ladi�érentielle étant donnée par :
df(g1, . . . , gk+1) = g1 · f(g2, . . . , gk+1)+

k∑

j=1

(−1)jf(g1, . . . , gj−1, gjgj+1, . . . )

+ (−1)k+1f(g1, . . . , gk).Dans le 
as des groupes nilpotents sans torsion, la 
ohomologie se 
al
ulefa
ilement grâ
e à la 
omplétion de Mal£ev.Théorème 2.1 (K. Nomizu [Nom54℄, voir aussi [Rag72℄)Si G est un groupe nilpotent (de type �ni) sans torsion d'algèbre de Lie L(G),on dispose des isomorphismes suivants :
∀k ≥ 0, Hk(G, C) ≃ Hk(L(G), C).3



En parti
ulier, Hk(G, C) est de dimension �nie pour tout k ≥ 0.Remarque 2.1La 
ohomologie d'une algèbre de Lie (L, [·, ·]) est 
elle du 
omplexe des formesalternées Λ•L∗, la di�érentielle étant dé�ni 
omme l'a
tion duale du 
ro
het deLie [·, ·] : L ∧ L −→ L.Pour �nir, mentionnons un outil très utile en 
ohomologie des groupes :l'opération de transfert. Soit H ≤ G un sous-groupe d'indi
e �ni de G. L'in-
lusion H
i
→֒ G induit un morphisme i∗ : H•(G, M) −→ H•(H, M) mais, faitremarquable, il existe aussi un morphisme2 allant dans la dire
tion opposée :

VH→G = V : H•(H, M) −→ H•(G, M)et qui véri�e : V ◦ i∗ = [G : H ]Id. On a don
 :Proposition 2.2 (voir prop. 10.4, p. 85 [Bro82℄)Si la multipli
ation par [G : H ] est un automorphisme de M , l'appli
ation i∗ :
H•(G, M) −→ H•(H, M) est inje
tive. Si de plus H est un sous-groupe normalde G, la 
ohomologie de G s'identi�e à la partie invariante sous l'a
tion de G/Hde la 
ohomologie de H :

H•(G, C)
∼
−→ H•(H, C)G/H .Remarque 2.2L'existen
e de l'appli
ation V : Gab −→ Hab avait d'abord été observée parS
hur ; le transfert fut ensuite généralisé aux autres groupes de 
ohomologie parE
kmann [E
k53℄.L'interprétation géométrique des opérations de transfert peut se faire 
ommesuit : soit X (resp. Y ) un K(G, 1) (resp. un K(H, 1)) et supposons pour simpli�erque X et Y ont une topologie �raisonnable�. L'in
lusion H →֒ G 
orrespond àun revêtement �ni p : Y −→ X ; le transfert

VH→G : H•(Y, C) ≃ H•(H, C) −→ H•(G, C) ≃ H•(X, C)n'est autre que le morphisme d'intégration dans les �bres (ou morphisme deGysin)
p∗ : H•(Y, C) −→ H•(X, C).Ave
 
ette interprétation, on retrouve bien le fait mentionné 
i-dessus, à savoir

V ◦ i∗ = p∗ ◦ p∗ = deg(p)Id = [G : H ]Id.2.3 Critère de 1-formalitéDans 
e paragraphe, nous rappelons la notion de 1-formalité d'une algèbredi�érentielle graduée (adg dans la suite). Pour une dis
ussion plus 
omplète de
ette notion, nous renvoyons à [GM81℄.Dé�nition 2.1Une adg (M, d) est dite 1-minimale si2la notation V provient de l'allemand Verlagerung.4



(i) elle est 
onnexe(ii) M peut s'é
rire 
omme une suite d'extension élémentaire (dite de Hirs
h)
C =M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ . . .
'est-à-dire Mi+1 ≃Mi ⊗

∧
(Vi) où Vi est pla
é en degré 1.(iii) d est dé
omposable : au 
ours de 
haque extension élémentaire, d envoie

Vi dans M+
i ∧M

+
i , M+

i désignant les éléments de degré positif de Mi.Un morphisme (d'adg) ρ :M −→ A est un 1-modèle minimal pour (A, d)si (M, d) est 1-minimale et si ρ∗ : H∗(M) −→ H∗(A) induit un isomorphismeen degré 0 et 1 et est inje
tif en degré 2.Un des intérêts de 
ette dé�nition réside dans la proposition suivante.Proposition 2.3 (Sullivan, voir [DGMS75℄)Toute adg admet (à isomorphisme près) un unique3 1-modèle minimal.Expli
itons la 
onstru
tion dans le 
as qui va nous intéresser, à savoir 
eluide l'algèbre de De Rham E•(X) d'une variété di�érentiable X . On souhaite
onstruire indu
tivement un 1-modèle minimal M
(1)
X −→ E•(X) qui donne unisomorphisme en degré 0 et 1 et un morphisme inje
tif en degré 2. On 
ommen
edon
 par poser :

M
(1)
X (1) =

∧
(H1(X, C))muni de la di�érentielle d1 nulle, le morphisme

ρ1 : M
(1)
X (1) −→ E•(X)
orrespondant à un 
hoix de représentants des 
lasses de H1(X, C) �xé une foispour toute. On a bien un isomorphisme en degré 0 et 1 mais, en degré 2, on a :

ρ∗1 : H2(M
(1)
X (1)) =

2∧
H1(X, C) −→ H2(X, C).On pose don


V2 = Ker(ρ∗1) = Ker(

2∧
H1(X, C) −→ H2(X, C))et on 
onsidère l'extension

M
(1)
X (2) = M

(1)
X (1)⊗

∧
(V2)et d2 est dé�nie sur V2 
omme l'inje
tion naturelle V2 →֒

∧
(H1(X, C)) =

M
(1)
X (1). Pour dé�nir

ρ2 : M
(1)
X (2) −→ E•(X),on le dé�nit sur V2. Un élément v de V2, vu 
omme 2-
lasse, est exa
te : v = du.On pose alors ρ2(v) = u (à nouveau en faisant un 
hoix de primitive). Examinonsl'e�et de 
ette extension au niveau 
ohomologique. Comme les éléments de V23parler d'uni
ité né
essite d'introduire les notions de points bases et d'homotopies entreadg pour lesquelles nous renvoyons une fois en
ore à [GM81℄.5



ne sont pas fermés (pour d2), on ne 
hange pas la 
ohomologie en degré 1. Endegré 2, on a supprimé le défaut d'inje
tivité provenant du noyau de
2∧

H1(X, C) −→ H2(X, C)mais on a éventuellement introduit de nouveaux éléments de
V3 = Ker

(
ρ∗2 : H2(M

(1)
X (2)) −→ H2(X, C)

)
.La 
onstru
tion se produit don
 indu
tivement en posant

M
(1)
X (i + 1) = M

(1)
X (i)⊗

∧
(Vi+1) ave


Vi+1 = Ker
(
ρ∗i : H2(M

(1)
X (i)) −→ H2(X, C)

)et en 
onstruisant di+1 et ρi+1 
omme nous l'avons fait pour passer de M
(1)
X (1)à M

(1)
X (2). Le 1-modèle minimal de E•(X) est alors obtenue en prenant la limiteindu
tive de 
ette suite d'extension :

M
(1)
X =

⋃

i≥1

M
(1)
X (i).Ce
i mène naturellement à la dé�nition suivante.Dé�nition 2.2Une variété di�érentiable X est dite 1-formelle si son algèbre de De Rahm

(E•(X), d) l'est, 
'est-à-dire si (E•(X), d) et (H•(X), d) ont même 1-modèleminimal.Pour �nir, signalons le 
ritère suivant de 1-formalité (dû à Morgan) portantuniquement sur le groupe fondamental.Théorème 2.2 (th. 9.4, p. 198 [Mor78℄)Une variété di�érentiable X (dont le groupe fondamental est de présentation�nie) est 1-formelle si et seulement si l'algèbre de Lie L(π1(X)) est de présenta-tion quadratique. Ce
i est également équivalent à la surje
tivité de l'appli
ation :
H2(L1(π1(X)), R) −→ H2(L(π1(X)), R).En e�et, la 
orrespondan
e existante entre 1-modèle minimal de E•(X) et 
om-plétion de Mal£ev du groupe fondamental est une simple dualité.Théorème 2.3 (Sullivan, voir 
ependant [DGMS75℄)Soit X une variété di�érentiable dont le groupe fondamental est de présentation�nie. Le 1-modèle minimal de l'algèbre de De Rham E•(X)

M
(1)
X (1) ⊂ · · · ⊂M

(1)
X (i) ⊂M

(1)
X (i + 1) . . .et la 
omplétion de Mal£ev de π1(X)

. . . −→ Li+1(π1(X)) −→ Li(π1(X)) −→ . . . −→ L1(π1(X)) −→ 0sont duaux l'un de l'autre.Remarque 2.3Le fait que la di�érentielle véri�e d2 = 0 se traduit exa
tement par l'identité deJa
obi au niveau du dual. 6



3 Cas du degré 23.1 Formalité et groupes nilpotentsLes résultats de la se
tion pré
édente s'applique pleinement à la 
atégoriedes variétés kählériennes 
ompa
tes 
omme le montre le résultat suivant (dontla démonstration est une 
onséquen
e dire
te du lemme du ddc).Théorème 3.1 ([DGMS75℄)Toute variété kählérienne 
ompa
te X est formelle ; plus pré
isément, les al-gèbres (E•(X), d) et (H•(X), 0) sont équivalentes via l'algèbre (E•dc(X), d) desformes dc-fermées. En parti
ulier, une variété kählérienne 
ompa
te est 1-formelle.Rappelons laDé�nition 3.1Une adg (A, d) est dite formelle si elle est équivalente à sa propre algèbre de
ohomologie (ave
 di�érentielle nulle) ; 
'est-à-dire si il existe une 
haîne dequasi-isomorphismes :
(A, d)←− (C1, d1) −→ (C2, d2)←− . . .←− (Cn, dn) −→ (H•(A), 0).Une variété di�érentiable X est dite formelle si son algèbre de De Rham (E•(X), d)l'est.Nous pouvons dès à présent démontrer le théorème 1.2 grâ
e au 
ritère dequadrati
ité.Démonstration du théorème 1.2 :Soit X une variété kählérienne 
ompa
te dont le groupe fondamental estnilpotent sans torsion. Le théorème 2.1 s'applique et on a :

∀k ≥ 0, Hk(π1(X), R) ≃ Hk(L(π1(X)), R).Or, d'après les théorèmes 2.2 et 3.1, on sait que la �è
he naturelle
H2(π1(X)ab, R) ≃ H2(L1(π1(X)), R) −→ H2(L(π1(X)), R) ≃ H2(π1(X), R)est surje
tive. Or, 
omme le groupe de gau
he est aussi

H2(π1(X)ab, R) ≃ H1(X, R)
∧

H1(X, R),on a bien :
H2(π1(X), R) = Im

(
H1(X, R)

∧
H1(X, R) −→ H2(X, R)

)
.Dans le 
as général (π1(X) virtuellement nilpotent), on sait que X admet unrevêtement galoisien �ni Y −→ X de groupe de Galois G = π1(X)/π1(Y ) et telque π1(Y ) est nilpotent sans torsion. On peut appliquer la dis
ussion pré
édenteà Y et on obtient don
 un morphisme surje
tif :

H2(π1(Y )ab, R) −→ H2(π1(Y ), R).En 
onsidérant les éléments G-invariants de 
es deux espa
es (G agit naturel-lement sur π1(Y )ab) et en appliquant la proposition 2.2, on obtient la même
on
lusion pour H2(π1(X), R). 7



Tout 
e
i montre en parti
ulier que H2(π1(X), C) est une sous-stru
ture deHodge de H2(X, C) (
omme image d'un morphisme de stru
ture de Hodge).En�n, le fait que
Im

(
H1(X, C)

∧
H1(X, C) −→ H2(X, C)

)
6= 0(pour une variété kählérienne 
ompa
te) est une 
onséquen
e dire
te du théo-rème de Lefs
hetz di�
ile et du fait que H1(X, C) est lui-même non nul (ungroupe nilpotent in�ni admet des quotients abéliens in�nis). �Remarque 3.1La démonstration 
i-dessus ne né
essite en réalité que la 1-formalité (et le 
a-ra
tère nilpotent du groupe fondamental) de X .3.2 Exemples non-kählériensNous venons de montrer dans la se
tion pré
édente que, pour un groupekählérien nilpotent Γ, l'appli
ation naturelle

H2(Γab, C) −→ H2(Γ, C)était surje
tive. Pour nous 
onvain
re que 
e
i est bien spé
i�que au 
as kählérien(au moins au 
as des variétés 1-formelles), voi
i quelques exemples.Exemple 3.1Soit G le groupe de Heisenberg réel, Γ le réseau des éléments de G à 
oe�
ientsdans Z et 
onsidérons la variété di�érentiable X = G/Γ. Le groupe Γ s'é
ritdon
 
omme une extension 
entrale
1 −→ Z −→ Γ −→ Γab ≃ Z2 −→ 1.Cette dé
omposition induit une suite exa
te

0 −→ H1(Z) −→ H2(Γab) −→ H2(Γ).Pour des raisons de dimension, on 
onstate immédiatement que la �è
he
H2(Γab) −→ H2(Γ)est identiquement nulle alors que H2(Γ) ne l'est pas. En e�et, 
omme X est un

K(Γ, 1), la dualité de Poin
aré entraîne :
H2(Γ) ≃ H2(X) ≃ H1(X)∗ ≃ H1(Γ)∗ 6= 0.Exemple 3.2Pour obtenir un exemple de variété 
omplexe (plus pro
he de la situation kählé-rienne), on reprend l'exemple pré
edent mais ave
 
ette fois des 
oe�
ients 
om-plexes. Soit don
 G le groupe de Heisenberg 
omplexe, Γ le réseau des élémentsde G à 
oe�
ients dans Z[i] et 
onsidérons la variété 
omplexe (non-kählérienne)

X = G/Γ. Comme Γab ≃ Z4, le groupe H2(Γab) est de dimension 6. Or, X està nouveau un K(Γ, 1) et on a don
 H2(Γ) ≃ H2(X) et il est bien 
onnu que
b2(X) = 8. La �è
he H2(Γab) −→ H2(Γ) ne peut don
 pas être surje
tive.8



4 Stru
ture de Hodge en degrés supérieurs4.1 La shm de MorganLe théorème 1.1 est en fait une réé
riture des résultats de Morgan [Mor78℄.En e�et, d'après [Mor78℄, on peut munir le 1-modèle minimal d'une variétékählérienne 
ompa
te d'une stru
ture de Hodge mixte (shm4 dans la suite)fon
torielle. Plus pré
isément, si X est une variété kählérienne 
ompa
te, notons
ρX : M

(1)
X −→ E•(X) le 1-modèle minimal de son algèbre de De Rham. Comme

X est formelle (théorème 3.1), (E•(X), d) et (H•(X), 0) ont même 1-modèleminimal et on dispose d'un morphisme
σX : M

(1)
X −→ H•(X).Théorème 4.1Ave
 les notations 
i-dessus, l'algèbre (M

(1)
X , d(1)) possède une shm fon
toriellevéri�ant :(1) la di�érentielle d(1) et le produit dans l'algèbre M

(1)
X sont des morphismesde shm.(2) l'appli
ation σX : M

(1)
X −→ H•(X, C) est un morphisme de shm.La �ltration par le poids W• de M

(1)
X est donnée par la des
ription de M

(1)
X
omme l'union 
roissante des sous-algèbres M

(1)
X (n) (et est don
 duale de lasuite 
entrale des
endante, la dualité étant fournie par le théorème 2.3). La �l-tration de Hodge F • provient elle de 
elle de H1(X, C).Comme mentionné 
i-dessus, le théorème 1.1 
onsiste maintenant à réinter-préter les résultats de Morgan en termes de 
ohomologie du groupe π1(X) (dansle 
as nilpotent).Démonstration du théorème 1.1 :Soit don
 X dont le groupe fondamental est (dans un premier temps) nil-potent sans torsion. D'après les théorèmes 2.1 et 2.3, on dispose des isomor-phismes :

H∗(π1(X), C) ≃ H∗(L(π1(X)), C) ≃ H∗(M
(1)
X ).On peut alors appliquer le théorème 4.1 ; 
omme M

(1)
X admet une shm qui faitde la di�érentielle un morphisme de shm, 
ette stru
ture passe en 
ohomologieet 
e pro
édé nous permet don
 de dé�nir une shm sur la 
ohomologie de π1(X).D'autre part, 
omme le morphisme

σX : M
(1)
X −→ H∗(X, C)est à la fois un morphisme d'algèbres et un morphisme de shm, le morphismeinduit

σ∗
X : H∗(π1(X), C) ≃ H∗(M

(1)
X ) −→ H∗(X, C)est bien un morphisme de shm.Si π1(X) est seulement supposé virtuellement nilpotent, on sait qu'il admetun sous-groupe d'indi
e �ni nilpotent sans torsion. Si on note Y −→ X le revête-ment étale �ni (galoisien) 
orrespondant à 
e sous-groupe, la dis
ussion 
i-dessus4pour les notions 
on
ernant les shm, nous renvoyons à [PS08℄.9



s'applique à π1(Y ) et on peut don
 munir H∗(π1(Y ), C) d'une shm fon
torielle.Comme le groupe de Galois G = π1(X)/π1(Y ) agit par biholomorphismes sur
Y , l'a
tion de G sur H∗(π1(Y ), C) préserve don
 la shm et 
e
i montre que

H∗(π1(X), C) = H∗(π1(Y ), C)Ghérite d'une shm et que le morphisme naturel
H∗(π1(X), C) = H∗(π1(Y ), C)G −→ H∗(X, C) = H∗(Y, C)Gest bien un morphisme de shm. �En guise de 
on
lusion, ré
apitulons les di�érents isomorphismes (et mor-phismes) qui nous ont permis de munir H∗(Γ, C) d'une shm dans le 
as nilpotentsans torsion. Dans le diagramme suivant

H∗(Γ, C)

��

∼

(1)
// H∗(L(π1(X)), C)

∼

(2)
// H∗

(
M

(1)
E•(X)

)

∼

(3)
wwoo

o
o
o
o
o
o
o
o
o

H∗(X, C) H∗
(
M

(1)
X

)
(4)

ooon a (volontairement) noté M
(1)
E•(X) (resp. M (1)

X ) le 1-modèle minimal de l'algèbrede De Rham de X (resp. 
elui de l'agèbre de 
ohomologie H∗(X)). L'isomor-phisme (1) est donné par le théorème de Nomizu 2.1 et la �è
he (2) 
orrespondau théorème de Sullivan 2.3. La formalité (théorème 3.1) quant à elle assureque les modèles minimaux M
(1)
E•(X) et M

(1)
X sont isomorphes et fournit la �è
he(3). Le théorème de Morgan 4.1 montre en�n 
omment munir la 
ohomologie de

M
(1)
X d'une shm à partir de la stru
ture de Hodge de H∗(X, C) de telle sorte quela �è
he (4) soit un morphisme de shm et 
omplète le par
ours de 
e diagramme.4.2 Revue des exemples 
onnusLes seuls exemples 
onnus de groupes kählériens nilpotents (non-abéliens)sont 
eux exhibés dans [Cam95℄ et [SVdV86℄ et bien sûr leurs produits. Ils sonttous obtenus 
omme extension 
entrale de Z par une groupe abélien A (sanstorsion, de rang ≥ 8) :

1 −→ Z −→ Γ −→ A −→ 1.Pour la 
ommodité du le
teur, redonnons une des 
onstru
tions de [Cam95℄.Soit V le 
omplémentaire dans P2n+1 de deux sous-espa
es linéaires de dimen-sion n en position générale (i.e. deux 
opies de Pn disjointes). Il est bien 
onnuque V admet une stru
ture de C∗-�bré sur Pn×Pn. Si A est une variété abélienneadmettant une appli
ation homolorphe, surje
tive et �nie sur Pn, 
onsidérons
Y le C∗-�bré sur A×A obtenu par tiré en arrière :

Y
g

//

��

V

��

A×A
f

// Pn × Pn

.

10



La stru
ture de C∗-�bré sur A×A montre que le groupe fondamental de Y estune extension
1 −→ Z = π1(C

∗) −→ π1(Y ) −→ π1(A)× π1(A) −→ 1qui est en fait 
entrale et que Y est un K(π1(Y ), 1). La variété Y est quasi-proje
tive mais on peut également réaliser π1(Y ) 
omme le groupe fondamentald'une variété proje
tive ; il faut pour 
ela utiliser les résultats de théorie de Morsestrati�ée de Goreski et Ma
Pherson. En e�et, si L désigne un sous-espa
e linéairede dimension n 
ontenu dans V et en position générale, on peut appliquer lesrésultats de [GM88, th. p. 195℄ :
∀ i ≤ n− 1, πi(Y, h−1(L)) = 0.Si n ≥ 2, on obtient en parti
ulier en posant X = h−1(L) : π1(X) = π1(Y ).Pour n ≥ 2, le groupe π1(Y ) est don
 aussi le groupe fondamental de la variétéproje
tive X (qui est lisse pour un 
hoix de L générique). Nous allons voir quel'on peut véri�er à la main que la 
ohomologie du groupe π1(X) satisfait aux
on
lusions des théorèmes 1.1 et 1.2.Première méthode :Comme Y est un K(π1(X), 1), on sait que H∗(π1(X), C) ≃ H∗(Y, C) etl'inje
tion 
anonique j : X →֒ Y induit les morphismes :

H∗(π1(X), C) ≃ H∗(Y, C)
j∗

−→ H∗(X, C).Or, d'après [Del71℄, la 
ohomologie de Y (qui est quasi-proje
tive lisse) porteune stru
ture de Hodge mixte et on sait également que le morphisme j induitun morphisme de stru
ture de Hodge mixte en 
ohomologie. C'est exa
tement
e qui est prédit par le théorème 1.1.�Deuxième méthode :Le groupe fondamental Γ = π1(X) s'é
rit 
omme une extension 
entrale :
1 −→ Z −→ Γ −→ Γab = π1(A)× π1(A) −→ 1 (∗),et 
elle-
i permet de 
al
uler la 
ohomologie de Γ grâ
e à la suite spe
trale deHo
hs
hild-Serre [HS53℄. Cette suite spe
trale ayant peu de termes non nuls,elle dégénère en E3 et induit une suite longue :

E2,0
2

// H2(Γ) // E1,1
2

d2 // E3,0
2

// . . .

H2(Γab) // H2(Γ) // H1(Γab)
cl // H3(Γab) // . . .Le morphisme cl 
i-dessus est donné par le produit par la 
lasse de l'extension

(∗), qui est aussi 
elle du C∗-�bré Y −→ A × A. Si f : A −→ Pn désigne laproje
tion, la 
lasse d'extension de (∗) est donnée par
cl = (f∗ω,−f∗ω) ∈ H2(Γab) = H2(A×A, C)11



où ω désigne la 
lasse hyperplane de Pn. Cette 
lasse est don
 de type (1,1)et non-dégénérée. On 
onstate alors fa
ilement que le produit par 
ette 
lasseest inje
tif sur le H1(Γab) ; de façon équivalente, la �è
he H2(Γab) −→ H2(Γ)est surje
tive (
'est le 
ontenu du théorème 1.2). De plus, la suite longue 
i-dessus montre que les groupes de 
ohomologie de Γ se dé
omposent de la façonsuivante :
0 −→ Hk(Γab)/

(
Hk−2(Γab) ∧ cl

)
−→ Hk(Γ, C) −→ (1)
Ker

(
Hk−1(Γab)

cl
−→ Hk+1(Γab)

)
−→ 0.Comme la 
lasse cl est de type (1,1) et que les groupes Hj(Γab) sont naturel-lement munis de stru
ture de Hodge (pures), la dé
omposition (1) donne unedes
ription de la shm sur Hk(Γ, C) (au moins des stru
tures de Hodge des quo-tients su

essifs de la �ltration par le poids). �Remarque 4.1Les morphismes Hk(Γ) −→ Hk−1(Γab) obtenus à partir de la suite spe
trale
i-dessus peuvent être exprimés expli
itement. Par exemple, pour k = 2, si

f ∈ C2(Γ, C) est un 
o
yle et si z ∈ Z est un générateur du 
entre Z de Γ,l'appli
ation
[f ] : x 7→ f(x, z)− f(z, x)dé�nit un élément de H1(Γab).Pour �nir, notons que la dis
ussion 
i-dessus s'appliquent pour les exemplesde [SVdV86℄ ; en e�et, les groupes kählériens obtenus sont en
ore des extensions
entrales

1 −→ Z −→ π1(X) −→ Q −→ 1où Q est un groupe abélien (le groupe fondamental d'une variété abélienne).Référen
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