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Résumé— L’introduction de non-linéarités dans les modèles permet une meilleure représentation
de leur comportement mais génère des équations plus difficiles à résoudre.En particulier, ces
systèmes d’équations peuvent comporter des solutions multiples et de différentes natures. Une
méthode permettant de trouver toutes les solutions T-périodiques (où T est connue) d’un système
d’équations non-linéaires est ici proposée. Son efficacité est illustréepar l’étude d’un modèle
simple de rotor appuyé sur palier squeeze-film.

Mots clés— analyse globale, non-linéaire, dynamique des rotors.

1 Introduction

Deux approches sont possibles face à un problème non-linéaire : une approche « locale »,
qui consiste essentiellement à partir d’un point et à lui appliquer successivement des corrections
jusqu’à obtenir un point solution, et une approche « globale », durant laquelle tout l’espace d’états
(ou une partie bornée de celui-ci) est considéré et duquel toutes les solutions sont extraites. Cette
deuxième approche semble évidemment plus intéressante mais a sa contre-partie : le coût de calcul.

On trouve ainsi plusieurs méthodes d’analyse globale dans la littérature, que l’on peut regrou-
per en trois catégories : les méthodes de « cell-mapping », les méthodes travaillant par exclusion
de cellules et enfin celles utilisant l’analyse intervalle.
Les premières [6] consistent à discrétiser l’espace d’états en « petites » cellules et à appliquer
une intégration temporelle courte à un ou plusieurs représentant(s) de chacune de ces cellules. On
attribue ainsi une image à chaque cellule pour un temps court donné et on peut reconstruire en
sautant de cellule en cellule l’évolution de chacune pour un temps infini. Cette méthode permet
donc de trouver toutes les solutions présentes dans la partie d’espace d’états étudiée ainsi que leur
bassin d’attraction. L’inconvénient majeur est le coût évident de calculet de stockage d’une telle
méthode.
Les deux autres catégories de méthodes ne traitent pas des équations dynamiques mais algé-
briques : il faut transformer le système comme exposé en section2. Les méthodes basées sur
l’exclusion de cellules [20; 21; 2; 3] requièrent la construction d’un test d’exclusion. Ce test est
appliqué à une cellule : s’il est positif, la cellule ne contient pas de solution defaçon certain et est



exclue ; sinon, on ne peut se prononcer sur l’existence ou non d’unesolution au sein de la cellule
et elle est subdivisée en espérant que le test sera plus efficace sur une cellule de plus petite taille.
Ce type d’algorithme s’arrête lorsque les cellules traitées ont une taille seuil. Leur inconvénient
majeur est la génération d’un grand nombre de cellules, donc un temps d’exécution long et l’im-
possibilité de prévoir cette durée.
Enfin, on trouve les méthodes utilisant l’analyse intervalle [5] qui ne travaillent plus dans l’espace
des réels mais des intervalles deR. Comme les précédentes, elles tentent d’éliminer les cellules
considérées mais ne travaillent pas seulement par division dans le cas où lacellule est gardée et la
réduisent. Ce type de méthode, bien que plus efficace que la précédente,souffre fondamentalement
des mêmes inconvénients.

Les différentes méthodes énumérées sont, dans la pratique, inexploitablespour des systèmes
à plus de 2 ou 3 degrés de liberté en raison de leur coût. Nous proposonsdonc ici une quatrième
approche dont le principe repose sur le fait de se placer dans un espace mathématiquement bien
délimité : celui des système polynomiaux à plusieurs variables. La non-linéarité(des équations
algébriques) est donc ramenée par projection ou approximation à une forme polynomiale, résolue
à son tour de façon globale par une méthode homotopique. Chacune des trois parties suivantes
traite un point de la résolution : passage des équations différentielles aux équations algébriques
(Section2), puis transformation du système algébrique en un système polynomial (Section 3) et
enfin, recherche de toutes les solutions du système polynomial (Section4). Une dernière section
illustre l’efficacité et l’intérêt d’une telle méthode en proposant l’étude d’un modèle simple de
rotor appuyé sur un palier à film d’huile (squeeze-film).

2 Des équations différentielles aux équations algébriques

Il faut tout d’abord convertir le système différentiel (1) en un système algébrique. Ceci se fait
différemment selon le type de solution recherchée.

M q̈+Cq̇+Kq+ f̂ (q, q̇) = fe(t) (1)

avecM , C et K respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur,f̂ (q, q̇) les
efforts non-linéaires dépendant des déplacementsq et des vitesses ˙q et fe(t) l’excitation. On notera
n la taille deq.

2.1 Cas des solutions constantes

Ce cas est quasiment trivial : imposerq(t) = q0 constant revient à considérer l’équation sui-
vante :

Kq+ f̂ (q,0) = fe(t)

Cette équation n’a de solution que sife(t) est constante : on se trouve dans une formulation auto-
nome du problème et l’équation à résoudre est alors de la forme :

Kq0 + f̂ (q0,0) = fe0 (2)

2.2 Cas des solutions périodiques

Dans le cas de solutionsT -périodiques, nous choisirons la méthode d’équilibrage harmonique
[12; 14]. Cette méthode suppose qu’une décomposition deq en une série de Fourier tronquée àNh

harmoniques constitue une bonne approximation de la solution réelle (dont ontire les expressions
des dérivées ˙q et q̈) :

q(t) ≈ a0√
2

+
Nh

∑
k=1

ak cos(kωt)+bk sin(kωt), ω = 2π/T



Les inconnues du problème sont alors les coefficients de cette décomposition (a0,a1,b1, . . . ) et les
équations sont obtenues en projetant (1) sur chacune des fonctions utilisées pour décomposerq
(1,cos(ωt),sin(ωt), . . . ) à l’aide du produit scalaire suivant :

< f ,g >T =
2
T

∫ T

0
f (t)g(t)dt

On obtient alors un système algébrique de la forme (3) où x̃ contient les inconnues algébriques,H
est la partie linéaire des équations,Ĥ la partie non-linéaire etHe un terme constant correspondant
à l’excitation (voir l’annexeA pour plus de détail)

Hx̃+ Ĥ(x̃) = He (3)

2.3 Réduction du problème

La principale contrainte d’une méthode d’analyse globale étant d’arriver à la mener à bien
dans un temps relativement court, il semble naturel de condenser (exactement) le système comme
proposé par [4] de façon à réduire la taille de l’espace dans lequel se fait la résolution. Il convient
donc de partitionner les inconnues selon qu’elles interviennent ou non dans l’expression de la
partie non-linéairêH(x̃). Notons ˜xnl celles qui y participent et ˜xl celles qui n’ont qu’une contribu-
tion purement linéaire dans le problème. En réordonnant les équations de (3), on peut réécrire le
système de la façon suivante :

[
Hll Hlnl

Hnll Hnlnl

]{
x̃l

x̃nl

}

+

{
Ĥl(x̃nl)
Ĥnl(x̃nl)

}

=

{
Hel

Henl

}

La première ligne permet d’exprimer les inconnues « linéaires » en fonctionsdes inconnues « non-
linéaires » :

x̃l = H−1
ll

[
Hel − Ĥ(x̃nl)−Hnl x̃nl

]

Réinjectant cette expression des ˜xl dans la deuxième ligne, on obtient le système d’équations non-
linéaires permettant de déterminer les ˜xnl :

(
Hnlnl −HnllH−1

ll Hnl
)

x̃nl

+
(
Ĥnl(x̃nl)−HnllH−1

ll Ĥ(x̃nl)
)

= Henl −HnllH−1
ll Hel

(4)

Ce système d’équations est de taille ˆn(2Nh +1) où n̂ renvoie au nombre d’inconnues non-linéaires.
Dans beaucoup de cas, on doit traiter une structure majoritairement linéaireavec quelques non-
linéarités correspondant à des organes précis. Ainsi, une telle condensation amène à réduire gran-
dement la taille du système (3).

3 Des équations algébriques vers un système polynomial

Une fois en possession d’un système algébrique de la forme (2), (3) ou (4), il faut le conver-
tir en un système polynomial afin de se retrouver dans un espace mathématiqueaux propriétés
fortes qui permettra d’être plus rapide sur la recherche de toutes les solutions. Nous exposerons la
méthode dans le cas (3), la transposition aux deux autres formes étant évidente.

Il existe un grand nombre de façons d’approximer une fonction non-linéaire par un système
multi-polynomial. Nous présentons ici le cas d’une méthode aux moindres carrés. Notons que
quelle que soit la méthode utilisée, seule la partie non-linéaireĤ(x̃) doit être approximée par un
système polynomial noté̂P. En effet, les parties constantes et linéaires peuvent être considérées
elles-mêmes comme des formes polynomiales. Définissons donc les notations suivantes :



a) Système polynomial̂P et ses composanteŝPi :

P̂(x̃) =







P̂1(x̃)
...

P̂ñ(x̃)







b) Composante polynomialêPi comme une somme deJi produits entre coefficients et monômes :
∀ i ∈ {1, . . . , ñ}, P̂i(x̃i) = ∑

1≤k≤Ji

βikx̃αik
,

βik ∈ R, αik ∈ N
ñ, x̃α =

ñ

∏
j=1

x̃
α j
j

c) Degré totaldi de chaque composante :

di = deg(P̂i) = max
1≤k≤Ji

|αik|, |αik| =
ñ

∑
j=1

αik
j

Pour mettre en œuvre la méthode des moindres carrés, il faut générers imagesy( j) = Ĥ(x̃( j))
et choisir les monômes ˜xαik qui constitueront chaque composanteP̂i deP̂. Le choix des monômes
découle du compromis entre le plus haut degré requis pour décrire correctement la non-linéarité et
celui que l’on peut se permettre en termes de coût numérique (voir section suivante) ainsi que la
réinjection de propriétés telles que la parité de la fonction. Une fois ce choix établi, il ne reste qu’à
minimiser chaque fonction coûtφi (éq. (5)) dont les variables sont les coefficientsβik, 1≤ k ≤ Ji.
Ceci est réalisé en résolvant le système linéaire obtenu par annulation de leurs dérivées (éq. (6) et
(7)) :

∀ i ∈ {1, . . . , ñ},
φi(βi1, . . . ,βiJi) =

s

∑
j=1

(

P̂i(x̃
( j))− y( j)

)2 (5)

∀k ∈ {1, . . . ,Ji},
∂φi

∂βik
= 0 (6)

Ce qui est équivalent à :
A{βir}1≤r≤Ji

= b

Ars =
s

∑
j=1

(x̃( j))αir+αis
, 1≤ r,s ≤ Ji

br =
s

∑
j=1

(x̃( j))αir
y( j), 1≤ r ≤ Ji

(7)

Une fois que l’on a ainsi construit̂P, on le complète par addition des parties linéaire et constantes
pour obtenirP, système multi-polynomial approchant le système d’équations algébriques.

P(x̃) =







P1(x̃)
...

Pñ(x̃)







Pi(x̃) = P̂i(x̃)+
ñ

∑
j=1

Hi jx̃ j −Hei, 1≤ i ≤ ñ

(8)

Soulignons qu’il est souvent moins coûteux d’évaluer l’approximation polynomiale que l’expres-
sion algébrique obtenue par équilibrage harmonique. En effet, la méthode d’équilibrage requiert
un passage alterné entre les espaces temporels et fréquentiels (dite méthode AFT pour Alternate
Frequency Time method) afin d’évaluer le termeĤ, ce qui est relativement coûteux. L’utilisation
de la forme polynomiale requiert uniquement d’avoir effectué ce passages fois.

Nous allons maintenant nous pencher sur la résolution du système multi-polynomial à plu-
sieurs variablesP.



4 Résolution du système polynomial par homotopie

La recherche de toutes les racines d’un polynôme (dansC) n’est pas une tâche évidente et l’on
trouve un grand nombre d’articles traitant le sujet depuis 1977 avec les contribution de Garcia,
Zangwill et Drexler. On trouve aussi des travaux plus récents portantnotamment sur l’utilisation de
méthodes homotopiques pour traiter ce problème (on pourra notamment consulter les articles [19;
8; 10; 11; 23; 18] et [7] pour en avoir un aperçu général) ; l’ouvrage de référence [15] rédigé par
Sommese et Wampler reprend la totalité des aspects théoriques et propose enplus de nombreuses
réflexions quand à l’implémentation numérique de telles méthodes.

De façon simple, une méthode homotopique, dans le cadre de la résolution d’un système po-
lynomial, consiste en une continuation des racines d’un polynômeQ pour arriver aux racines du
systèmeP étudié. On effectue donc une continuation sur le système (9) en faisant évoluerλ (le
paramètre de continuation) de 1 à 0 :

R(x̃,λ) = λQ(x̃)+(1−λ)P, λ ∈ [0,1] (9)

Une fois que l’on possède toutes les racines complexes deP, il ne reste plus qu’à en extraire les
éléments réels purs qui constituent les solutions approchées du système algébrique non-linéaire
initial.

Procédant ainsi, il est évident queQ doit avoir des racines qui sont « simples » à déterminer
(puisqu’elles sont utilisées pour initialiser la continuation), et qu’il faut aussi que ce système po-
lynomial possède certaines propriétés pour garantir que toutes les racines deP seront trouvées à
l’issue de la continuation.
Tout d’abord,Q doit présenter au moins autant de racines queP dans la mesure où toute racine
de P doit être reliée continûment par un chemin à une racine deQ. Ensuite, il faut queQ et P
partagent certaines propriétés structurelles afin que n’apparaisse aucune bifurcation au long de ces
chemins ; ceci aurait pour effet de mettre à bas tout le processus.
Sous ces conditions, un système polynomialQ simple à élaborer est le suivant, dont les racines
sont basées sur les racines n-ièmes de l’unité :

Q(x̃) = γ







x̃d1
1 −1

...
x̃dñ

ñ −1







, γ ∈ C, di = deg(Pi) (10)

Un théorème sur les homotopies de degré total ([15, Chap. 8, p. 123]) assure alors que la conti-
nuation de toutes les racines deQ mènera à toutes les racines non-singulières deP (dansC

ñ).
L’inconvénient d’un tel polynôme de départ est que la plupart desN = ∏ñ

i=1 di chemins suivis
ne convergeront pas vers une racine deP mais divergeront vers l’infini et donc sont totalement
inutiles, a posteriori, à poursuivre.
Si le fait de traiter la divergence ne présente pas de problème (en utilisantau préalable une tech-
nique d’homogénéisation), le fait de s’attarder à construire un grand nombre de chemins surnu-
méraires (qui divergent) peut amener cette méthode à être impraticable encore une fois dû au coût
numérique engendré. Ceci explique que la plupart des travaux sur le sujet s’attachent principa-
lement à l’élaboration de polynômes initiauxQ possédant le moins de racines possible tout en
faisant qu’elles soient toujours simples à trouver.

Parmi les méthodes mises en œuvre, on trouve donc outre la méthode de degrétotal, la mé-
thode de multi-homogénéisation. La première aboutit à un polynôme de la forme (10) et revient
à considérer que toutes les variables ˜xi jouent le même rôle : aucune véritable analyse deP n’est
menée, ce qui a la contre-partie de générer le nombre maximum de chemins (majoré par le nombre
de BézoutN ). La seconde méthode évoquée se base sur un regroupement des variables, prenant
par exemple en compte le fait que certaines n’ont qu’une contribution linéaire quand d’autres



ont une contribution non-linéaire (participent aux monômes de haut degré). Le nombre de che-
mins générés par l’utilisation d’une telle méthode est donné par le théorème de Bézout adapté
aux structures multi-homogènes [15] ; la question d’une partition optimale enm groupes (on parle
alors dem-homogénéisation) est traitée dans les travaux [17; 9; 16].

Ces méthodes homotopiques ont par ailleurs un avantage majeur sur les méthodes d’exclusion
de cellule ou basées sur l’analyse intervalle : elles permettent une estimation dutemps de calcul.
En sachant à l’avance le nombre de chemins à poursuivre (le nombre de racines deQ), il est aisé
d’en poursuivre quelques-uns pour estimer alors le temps total requis pour l’ensemble des racines
deP.

5 Application à un modèle de rotor sur palier squeeze-film

Dans cette dernière partie, nous appliquons la méthode proposée à un modèle simple de rotor
amorti par palier à film d’huile (abbrégé SF pour squeeze-film) décrit parla figure1. Ce système a

~x

~y

Film d’huile

Arbre
Palier
SF Bague intérieure

SF Bague extérieure

k1,c1

k1,c1

k2,c2

k2,c2

S
R

O x1

y1

x2

y2

φ

Figure 1 – Rotor monté sur palier squeeze-film : modèle

déjà été étudié dans [22] en utilisant des méthodes locales. Il consiste en un rotor souple et amorti
m1, c1, k1 (bague intérieure du squeeze-film et palier inclus) monté sur un palier de type squeeze-
film dont la bague extérieure est de massem2, lui même relié au bâti viac2, k2 ; l’excitation
provient classiquement d’un balourdU . Les équations dynamiques s’écrivent (11) (se reporter à
l’annexeB pour les notations) où la non-linéarité est introduite par les efforts du paliersqueeze-
film, Fx et Fy :

M q̈+Cq̇+Kq+







−Fx

−Fy

Fx

Fy







=







U cosτ
U sinτ

0
0







(11)

5.1 Écriture des équations algébriques

Dans l’optique de simplifier au maximum les équations algébriques, nous n’appliquons pas ici
directement un équilibrage harmonique mais nous reprenons l’hypothèse classique de mouvement
synchrone circulaire centré pour le rotor et d’un mouvement concentrique de l’ensemble rotor-
palier squeeze-film. On peut ainsi se contenter des expressions suivantes pour le déplacementq et



les efforts non-linéairesFx et Fy :

q(t) =







a1

b1

a2

b2







cosτ+







b1

−a1

b2

−a2







sinτ (12)

Fr =

(

−B
s

)(

2
ε2

(1− ε2)2 ω
)

(13)

Ft =

(

−B
s

)(
π
2

ε
(1− ε2)3/2

ω
)

(14)

Dans cette expression, les coefficients pondérant les fonction cosτ et sinτ sont donc liés et seule
une projection sur cosτ de l’équation (11) est nécessaire :



K −M +C





0−1
1 0

0−1
1 0









︸ ︷︷ ︸

H

x̃+







−Hx

−Hy

Hx

Hy







︸ ︷︷ ︸

Ĥ(x̃)

=







U
0
0
0







︸ ︷︷ ︸

He

(15)

avecHx/y(x̃) =
1
π

∫ 2π

0
Fx/y(x̃)cos(τ)dτ

5.2 Calcul du système polynomial

Il nous faut maintenant établir une approximation polynomialeP̂(x̃) de la partie non-linéaire
Ĥ(x̃). Remarquant en premier lieu que la non-linéarité ne dépend que deε, c’est-à-dire, des dépla-
cements relatifsX2−X1 andY2−Y1, le changement de variables (16) est appliqué.

q = Bqr, B =







1
1

1 1
1 1







(16)

x̃ désignera dorénavant la décomposition harmonique deqr :

qr =







a1

b1

ar

br







︸ ︷︷ ︸

x̃

cosτ+







b1

−a1

br

−ar







sinτ (17)

Ce changement de variables a peu de conséquences sur la réécriure de (15) mais permet de n’uti-
liser des polynômes qu’à 2 variables (ar et br) au lieu de 4. On économise ainsi le nombre de
monômes nécessaires, ce qui réduit d’une part le temps d’évaluation despolynômes et d’autre
part, le nombre de chemins à poursuivre lors de l’application d’une méthodehomotopique comme
il sera montré au paragraphe suivant.

Comme proposé en section3, nous utilisons une méthode des moindres carrés pour obtenir une
approximation dêH. Deux approximations sont effectuées : une première utilisant des polynômes
de degré 6 et une seconde utilisant des polynômes de degré 12.
Les pointsy( j) générés pour construire les approximations sont choisis de façon à ce que 0≤ ε =
√

a2
r +b2

r ≤ 0.6. Ce choix est motivé par la zone de validité du modèle utilisé pour le squeeze-film
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Figure 2 – Approximations polynomiales deHx

(les fortes excentricités sont mal modélisées). Nous privilégions donc une bonne corrélation entre
la fonction et son approximation sur le disque où le modèle est valable.

La figure2 propose une comparaison qualitative des deux approximations par rapport à la va-
leur vraieHx tandis que la figure3 quantifie l’erreur commise par l’approximation de degré 12
sur deux petites couronnes enε ; on peut donc constater que pour les excentricités comprises entre
0.2 et 0.6, l’erreur relative est globalement en dessous de 5%, ce qui reflète une bonne approxima-
tion. Les erreurs relatives importantes pour 0≤ ε < 0.2 proviennent du fait que la fonction vraie est
proche de zéro. Ces valeurs n’ont que peu d’importance dans la mesure où les efforts non-linéaires
sont alors de faible amplitude et n’ont qu’une faible influence sur le comportement du système.
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0≤ ε ≤ 0.6 : 13%
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Figure 3 – Approximation polynomiale de degré 12 deHx : erreur relative moyenne par couronne

Les systèmes polynomiaux ainsi obtenus sont augmentés des parties linéaireet constante du
problèmeH et He pour obtenirP(x̃) comme expliqué en section3.



5.3 Résolution par homotopie

Différentes méthodes homotopiques ont été testées pour une même configuration du problème
(s = 1) et pour chaque approximation (degréd = 6 oud = 12) :

a) Homotopie de degré total sur le système complet : les ˜n = 4 inconnues algébriques sont gardées
et prises en compte de la même façon. Chacune des quatre équations polynomialesPi(x̃) est
donc de degré 6 ou 12, conduisant à 64 ou 124 chemins à suivre.

b) 2-homogénéisation du système complet : les 4 inconnues sont partitionnéesen 2 groupes. Le
premier groupe contient les variables linéairesa1 et b1 tandis que l’autre contientar et br qui
interviennent non-linéairement. Le nombre de chemins à poursuivre est alors 6d2 (d ∈ {6,12}).

c) Homotopie de degré total sur le système réduit : on applique la condensation exacte mentionnée
en section2.3puis 2 nouveaux systèmes polynomiaux sont calculés, ne prenant alors en compte
que les variables non-linéairesar et br. Une méthode homotopique de degré total est alors
appliquée à ces systèmes générant ainsid2 chemins.

Le tableau1 résume les résultats en termes de nombre de chemins poursuivis et de temps decalcul
requis. Comme on peut le constater, chaque méthode aboutit en un temps raisonnable. Cependant,

Deg 6 Deg 12
# chemins Temps cpu # chemins Temps cpu

Degré total - Système complet 1 296 7 min 20 736 4 h
2-hom - Système complet 216 69 s 864 10 min
Degré total - Système réduit 36 4 s 144 36 s

Tableau 1 – Coût numérique pour différentes méthodes homotopiques

un fort écart sépare chacune d’entre elles, la plus performante s’avérant être celle basée sur le
système condensé.

Nous avons donc utilisé par la suite cette dernière méthode pour différentesvaleurs des, c’est-
à-dire différentes vitesses de rotation. Les solutions réelles - les seules d’intérêt - sont gardées et
affichées en figure4 (points rouges). La courbe bleue en trait plein et la courbe verte en traitpoin-
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Figure 4 – Une nouvelle branche de solutions

tillé sont obtenues par des méthodes de continuation (consulter [1] pour plus de détails). La courbe
en trait plein (de plus basses excentricités) est la courbe des réponsesdynamiques obtenue classi-
quement lorsque l’on initialise un algorithme de continuation à l’aide d’un point obtenu par une
méthode locale pour une faible valeur des. La courbe en pointillés (plus fortes excentricités) est



obtenue en utilisant un des points supérieurs de l’analyse globale comme point de départ. L’écart
entre cette seconde branche par continuation et celle dessinée par les points hauts de l’analyse par
homotopie provient de l’erreur réalisée par l’approximation polynomiale parrapport au système
algébrique initial pour de fortes excentricités.

Ceci démontre l’importance de posséder un outil d’analyse globale : sanscela, la seconde
branche n’aurait pas été recherchée car elle n’apparaît pas à la suited’une bifurcation détectée sur
la première.

Une étude de stabilité a été menée sur ces deux branches, utilisant la théorie de Floquet. Les
résultats sont présentés en figure5 et montrent que la seconde branche ainsi découverte possède
bien des solutions stables, de forte excentricité, coexistant avec celles dela branche plus classique.
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Figure 5 – Etude de stabilité pour les deux branches

Comme il a déjà été mentionné précédemment, le modèleπ-film utilisé pour décrire les efforts
du palier à film d’huile ne convient pas pour de larges excentricités. Les concepteurs utilisant ce
type de paliers ne devraient donc pas s’inquiéter de ces résultats avantde réaliser d’autres tests avec
des modèles plus appropriés. Cependant, cet exemple souligne la nécessité d’être prudent lorsque
l’on fait travailler de tels organes dans les plages de fortes excentricités et démontre l’aptitude de
la méthode proposée à exhiber des branches de solutions déconnectéeset inattendues, ce qui était
l’intérêt premier de cette application.



6 Conclusion

Cet article propose une méthode d’analyse globale se décomposant en trois étapes : tout
d’abord, l’application d’une méthode telle que l’équilibrage harmonique pour transformer les
équations dynamiques en un système d’équations algébriques ; ensuite, la transformation du sys-
tème algébrique en un système polynomial ; enfin, la résolution globale (trouvant toutes les solu-
tions) de ce système par une méthode homotopique.

Son application à un modèle de rotor supporté par un palier amorti à film d’huile(squeeze-
film) a permis de démontrer la capacité de la méthode à trouver des solutions déconnectées les
unes des autres ainsi que son efficacité en termes de coût de calcul. Desapproximations de degré
élevé peuvent en effet être traitées dans des délais raisonnables par cette méthode, ce qui permet
de l’utiliser pour des systèmes présentant des non-linéarités relativementcomplexes.

La méthode de l’équilibrage harmonique a été appliquée ici en utilisant une périodeT connue
(imposée). Des travaux ultérieurs viseront à libérer ce paramètre en introduisant par exemple en
contre-partie une équation sur la phase ([13]). Un autre champ d’investigations sera de compa-
rer différentes méthodes d’approximations en réalisant en parallèle une partition de l’espace de
variation des inconnues algébriques, ceci afin de gagner en temps de calcul.

A Définition des éléments de la méthode d’équilibrage harmonique

a) Vecteur des inconnues algébrique ˜x :

x̃ =







a0

a1

b1
...

aNh

bNh







∈ R
n(2Nh+1)

Le déplacementq(t) est une fonction de ˜x :

q(t) = φω(x̃) =
a0√

2
+

Nh

∑
k=1

ak cos(kωt)+bk sin(kωt)

b) Partie linéaireHx̃ :

H =








Λ0

Λ1
. . .

ΛNh








,

Λ0 = K ∈ MN(R)

Λk =

[
K − (kω)2M −(kω)C

(kω)C K − (kω)2M

]

,

Λk ∈ M2N(R), 1≤ k ≤ Nh

c) Partie non-linéairêH(x̃) :

Ĥ(x̃) =







< f̂ (φω(x̃)),1/
√

2 >T
...

< f̂ (φω(x̃)),cos(kωt) >T

< f̂ (φω(x̃)),sin(kωt) >T
...







1≤k≤Nh



d) Terme constantHe :

He =







< fe(t),1/
√

2 >T
...

< fe(t),cos(kωt) >T

< fe(t),sin(kωt) >T
...







1≤k≤Nh

B Notations utilisées pour l’illustration

B.1 variables adimensionnées

τ = ωt, ż = ∂z/∂τ, s = ω/ω1,

α = m2/m1, β = k2/k1,

ξ1 = c1/(m1ω1), ξ2 = c2/(m2ω2),

X = x/C : X1/C, U = u/C, Fx = fx/(m1Cω2),

q = {X1,Y1,X2,Y2}t ,

ε =
√

(X1−X2)2 +(Y1−Y2)2

B.2 Matrices

M = diag(1,1,α,α),

C = diag(ξ1,ξ1,ξ2
√

αβ,ξ2
√

αβ),

K = diag(1,1,β,β)

B.3 Expression des efforts du squeeze-film (modèle de cavitation π-film et hypo-
thèse de palier court)

Fr =

(

−B
s

)[
π
2

1+2ε2

(1− ε2)5/2
ε̇+2

ε2

(1− ε2)2 φ̇
]

,

Ft =

(

−B
s

)[

2
ε

(1− ε2)2 ε̇+
π
2

ε
(1− ε2)3/2

φ̇
]

,

Fx = Ft cosφ+Fr sinφ, Fy = −Fr cosφ+Ft sinφ

B.4 Valeurs numériques

B = 0.1,U = 0.4, ξ1 = 0, ξ2 = 0.05,α = 0.05,β = 1
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