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Résumé— Une méthode d’analyse modale non-linéaire pour les systémes mécaroquas<
tant des interfaces de contact sans frottement est proposée. Lddtiomest fondée sur le prin-
cipe d'une minimisation du quotient de Rayleigh sous contraintes de contitétad. L'approche
choisie est celle des lagrangiens augmentés. En application, on étudishedeacompresseur
en contact avec un carter rigide au niveau de son sommet. Les effatatdictcsur les parameétres
modaux non-linéaires sont mis en évidence.
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1 Introduction

Le concept de mode non-linéaire [1] est aujourd’hui fréquemment upbsé I'analyse des
systémes dynamiques non-linéaires. Les premiéres approches moptaént plutét analytiques
et ainsi peu adaptées aux systemes de grande taille. Plus récemment, delesétimériques [2—
5] ont été proposées pour répondre a cette problématique. En reyaecid’applications concernent
des non-linéarités non régulieres ou encore non conservativesavad porte sur I'analyse des
phénoménes de contact dans le cadre des modes non-linéaires etdtmphtsée est le contact
rotor-stator dans les machines tournantes [6]. Une telle approchesegtrasuvelle et contraste
avec la majorité des études de contact qui sont pour la plupart basédsssaigorithmes tem-
porels [7]. Le probléeme aux valeurs propres est défini a partir dfarmaulation aux limites du
systeme autonome avec des contraintes inégalitaires puis exprimé commelamprdé station-
narité du quotient de Rayleigh. Un lagrangien augmenté [8] est enfin uitnoolur résoudre ce
probléme contraint. La formulation proposée est adaptée a un traitemerioueret illustrée sur
un exemple pratique : une aube de compresseur en contact avec umigatéepour laquelle on
étudie les conséquences du contact sur les paramétres modaux.

2 Formulation théorique

On considére un solide élastique occupant un donfaidans les hypothéses de petites pertur-
bations en mécanique. On nate= (uy, Uy, u3) le champ de déplacement au point (X1, X2, X3),
& = %(auk/ax. +0u;/0x¢) le tenseur des déformations @§ = Ad;j ek + 2}€;; le tenseur des
contraintes selon la loi de Hooke. Le systéme est autonome et la seule @aritéiprovient d’'une
interface de contact unilatéral définie a I'aide d’une fonction jeu :

g(u) =u(x)-n—go(x) (1)



ou n est la normale sortante a la surface de conftacy est le jeu initial etty = o-n est la
pression de contact. Le frottement n’est pas pris en compte et le systedumesonservatif.

2.1 Formulation forte du probléme aux valeurs propres

Le probleme avec les conditions aux limites de Dirichlet et Signorini [8] &’écr

pli—divo(u)=0 surQxR} (2a)
u=0 surlfgxR/ (2b)
g(u) <0, IN<O et g(u)-tn=0 surl¢xR/ (2c)

On recherche des solutions périodiques (non triviales) du problemknaites (2), c’est a dire
les solutions propres. Le champ de déplacement est par conséquenigfdans le domaine fré-
quentiel & l'aide d’'une série de Fourier de fréquence fondamemtal@r/T :

. 1 .
uit)=y 0ne™ avecln = = [ u(t)e "™ dt (3)
ngZ " " T /I'

Par conséquent le probléeme aux valeurs propres consiste a tfamiey, avect = {0y, n€ Z}
tel que,

—diva(ln) = ()20, surQxz (4a)
U0h=0 surlygxZ (4b)
0(0) <0, tn<0 et g(0)-tn=0 surlcx|[0,T] (4c)

On notera que la fonction jeg(() s’exprime maintenant en fonction des composantes fréquen-
tielles deu et que, si les équations (4a) et (4b) sont formulées dans le domaipefiiiel, I'équa-
tion (4c) reste dans le domaine temporel.

Dans la suite, une formulation variationnelle sera utilisée. Pour cela, onuitkddespace
des déplacements cinématiquement admissibles (respectant la condition ddeDirituni du
produit scalaire classique (notg.)) ainsi que les formes linéaires définies SwV :

m(u,v):/quvdx et k(u,v):/go(u):s(v) dx (5)

2.2 Quotient de Rayleigh et lagrangien augmenté

Nous introduisons maintenant une forme généralisée du quotient de Retda@nt compte
de la décomposition de Fourier :
r(a) =
nez
Les points critiques du quotient de Rayleigh sont les vecteurs propregstiéme et sa valeur
en ces points donne les valeurs propres correspondaftes (). Ici, du fait des conditions de
Signorini, on se ramene a un probléme de minimisation sous contraintes inégalitaire

K (T, On)
m (Qn, Un)

(6)

minr(0) s.c.g(0) <0 surl Vvte[0,T] (7)

neVv

dont les conditions d’optimalité impliquent I'existence d’'un multiplicateur de Liagea (t) > 0
telle que :

+/ ),06,9(0))dt=0 VneZ (8a)
A(t) >0 et (A(t),g(0)) =0 Vte[0,T] (8b)



Le systeme (8), une fois développé, donne le probléme variationel :
Trouver{(n, n € Z} tel quevv € V

2m(Qn, 0n) " (K (Gn, v) — n?? (@) M (Qn, V) ) +/T<)\,v>ei”‘*‘dt =0 VYneZ (9a)
A>0et(Ag(l)=0 Vvte|0,T] (9b)

On introduit maintenant un formalisme de lagrangien augmenté qui permetrdéotraer
le probléme de minimisation sous contraintes en un probléme itératif de minimisatioiquass
en( dans lequel le multiplicateur de Lagrange est augmenté jusqu’a coneergen définit un
lagrangien augmenté sous la forme [9] :

Le(@,8)=1(@)+5 [ IVK(g(@)+0) |2 o (10)

ou KO représente un multiplicateur de Lagrange efst une matrice diagonale de coefficients de
pénalité. Dans une procédure itérative, les estimatiorsade sont utilisées pour trouver(6, k)
gui minimise le lagrangien augmenté. La premiére condition d’optimalité implique

Oo,Ly (0,8) =0 Vnez (11)

qui, comme précédemment se décline sous forme variationnelle :
Trouver{(n, n € Z} tel quevv € V

2m(Qn, 0n) " (K (Gn, v) — n?0? (@) M (Gn, V) + / (K(g(@)+0), ,v)é™d=0 (12)
T
Ensuite, le paraméti@est augmenté :

6 —8-+max(g(0),—6) (13)

tandis que les coefficients de pénaktpeuvent étre ajustés si la vérification des contraintes n’est
pas améliorée. On détaille plus loin I'algorithme utilisé en pratique.

2.3 Normalisation des modes

Dans un probléme aux valeurs propres, la fréquence est une ireduonprobleme et, cette
indétermination est classiqguement levée grace une normalisation des modE$in@ une ampli-
tude modale notég dont les paramétres modalx(q) etw(q) dépendent. Dans une formulation
discrétisée, on peut choisir comme une (ou deux dans les cas non-conservatifs) coordonnée
maitrequi gouverne le mouvement et dont dépendent les autres coordonnée

2.4 Approximation numérique et algorithme

Dans le cadre d’'une modélisation éléments-finis, on bideechamp de déplacement discrétisé
et les formes linéaires (5) permettent de définir les matrices de mfbssrmideuK. L'équation de
contraintes (1) se reformule enfU) = AU — gp a l'aide d’'une matricé\ qui permet de restreindre
U aux degrés de liberté de contact.

Une discrétisation temporelle uniforme est aussi introduitdty = kT/m, k=1,...,m} telle
queuy = u(tx) représentent les valeurs discretes du déplacement. La série de F8lueet en
pratique tronquée ax2N — 1 harmoniques ce qui permet de relier les variables temporelles et
fréquentielles a I'aide d’une transformée de Fourier discréte :

3

N
_iomk _ 2k
el et U= S (e’ m (14)
1 n=—N
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Finalement, le probléme aux valeurs propres approché s’écrit :

2M 1 (K — (nw)®M) On + AT 3 k(g (0) +64) , €7 =0 (15)
k=1

Pour conclure cette partie, on donne I'algorithme 1 de lagrangien augmeigé dans cette
étude [9]. Il fait intervenir une mesure de converge@ce max q,1. |max (g(uk), —6k)| et permet
une mise a jour des parametres de pénalité et des multiplicateurs.

Soiti =0, imax G@ =, 8=01 k=@ eta >1,>1,e>0;
while G > € et i < imaxdo
Trouver{Qn}n——n,..,n Solution de (15) et évalugig(ux) }k=1,...m;
Définir | = {1 : |max(g(uk), —6k) |>G /a} etG = max|max(g(uk), —6k)|;
if G> G then vl e, K| < BKk) etBy) — ek7|/[3;
else
i —i+16) — 6y, k! — K etG) —G;
Bk — 6L + max(g (k) , —6);
if GI) > G~V /a then Vl€l, Ky« PBK;

Algorithme 1 : Lagrangien augmenté du probléme aux valeurs propres

3 Etude d’une aube en contact avec un carter rigide
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Figure 1: Modeéle de I'aube et détails de I'interface de contact

La figure 1 illustre le modéle d’aube de compresseur qui est considéa@mication. Un
modéle réduit de Craig et Bampton comportant 24 nceuds d’interface eaunde la zone de
contact (voir figure 1) et 40 modes normaux est utilisé dans les calculsoritact a lieu dans
la direction radialg” et un jeu initial uniforme est considére. Les résultats en déplacements ou
vitesses qui suivent sont normalisés par rapport a la valeur de ce jeu.

On s’intéresse au premier mode de flexion. La figure 2a montre I'évolutida ftéquence
propre de ce mode non-linéaire en fonction de I'amplitude modale. On nolergaee cette der-
niére augmente au dela d’'une certaine limite, correspondant au jeu initi@glaefice augmente
du fait des effets rigidifiants du contact. La figure 2b montre une variét& aeode sur laquelle
on observe clairement I'effet limitatif (& une valeur de 1) du contact smrplaude. Les figures 3
montrent I'évolution des déplacements radiaux de toute l'interface en fordtiagemps et pour
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Figure 2: Premier mode non-linéaire : (a) évolution de la fréquence @epfonction de I'ampli-
tude modale et (b) un exemple de variété.
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Figure 3: Déplacements radiaux a I'interface pour trois valeurs de I'amplinatlale : (a) 5.7, (b)
9.3 et (c) 31.3. Le contact a lieu pour une amplitude égale a 1.

plusieurs amplitudes modales. Dans le premier cas, 'amplitude modale est teléejguénitial
n'est pas consommeé et la dynamiqgue est donc linéaire. Dans le seconescdsrniers nceuds
de l'interface sont en contact durant environ 15% de la période. Hefinoisi€me cas montre
gue les deux bords de 'aube sont en contact en opposition de plvasgeFniner, les figures 4
illustrent les déformées modales sur le maillage pour ces trois valeurs de 'ateptindale. Les
changements de forme ainsi que la dissymétrie du mouvement sont notables.

4 Conclusions

Une méthode d’analyse modale pour les structures élastiques avec diesastele contact
a été proposée. A partir d'une formulation mixte en temps-fréquence duepre aux valeurs
propres, on aboutit a une minimisation sous contraintes du quotient Rayleighoq résout par
une méthode de lagrangien augmenté. L'application industrielle proposéeenfewalidité de
I'approche et en illustre la pertinence. Les temps de calcul associénétimrent moindres que
ceux d’'approches temporelles, de nombreuses perspectives@sageables comme par exemple
des analyses robustes ou encore des optimisations.
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Figure 4: Déformées modales & O ett = T /2 pour trois valeurs de I'amplitude modale : (a) 5.7,
(b) 9.3 et (c) 31.3.

Remerciements

Les auteurs remercient la Société Snecma pour son soutien technigueneisfinCe travail
s'inscrit dans le projet fédérateur MAIA de recherche et technolegimécanique soutenu par le
CNRS, I'Onera et le groupe SAFRAN.

Références

[1] A. F. Vakakis, L. I. Manevitch, Y. V. Mikhlin, V. N. Pilichuk et A. A. 28vin : Normal
Modes and Localization in Nonlinear Systeriidley series in nonlinear science, 1996.

[2] D. Jiang, C. Pierre et S. W. Shaw : Large-amplitude non-linear nomodes of piecewise
linear systemsJournal of Sound and VibratiQr272(3-5):869—-891, 5 2004.

[3] R. Arquier, S. Bellizzi, R. Bouc et B. Cochelin : Two methods for thenpoitation of
nonlinear modes of vibrating systems at large amplitudésmputers & Structures84(24-
25):1565-1576, 2006.

[4] M. Peeters, R. Viguié, G. Sérandour, G. Kerschen et J.-C. GalinWNonlinear normal
modes, part Il : Toward a practical computation using numerical contimuatichniques.
Mechanical Systems and Signal Processi®(1):195-216, 2009.

[5] D. Laxalde et F. Thouverez : Complex non-linear modal analysisifechanical systems :
Application to turbomachinery bladings with friction interfacdsurnal of Sound and Vibra-
tion, 2009.

[6] M Legrand, C. Pierre, P. Cartraud et J.-P. Lombard : Two-dimesimodeling of an air-
craft engine structural bladed disk-casing modal interactionrnal of Sound and Vibration
319(1-2):366—391, 2009.

[7] N.J. Carpenter : Lagrange constraints for transient finite elenuefasice contactinternatio-
nal Journal for Numerical Methods in Engineerirg2(1):103, 1991.

[8] P. Wriggers :Computational Contact Mechanic2002.

[9] J. S. Arora, A.l. Chahande et J. K. Paeng : Multiplier methods figireeering optimization.
International Journal for Numerical Methods in Engineerjrd®(7):1485, 1991.



