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Résumé— Une méthode d’analyse modale non-linéaire pour les systèmes mécaniques compor-
tant des interfaces de contact sans frottement est proposée. La formulation est fondée sur le prin-
cipe d’une minimisation du quotient de Rayleigh sous contraintes de contact unilatéral. L’approche
choisie est celle des lagrangiens augmentés. En application, on étudie une aube de compresseur
en contact avec un carter rigide au niveau de son sommet. Les effets du contact sur les paramètres
modaux non-linéaires sont mis en évidence.

Mots clés— modes non-linéaires, dynamique, contact, aube.

1 Introduction

Le concept de mode non-linéaire [1] est aujourd’hui fréquemment utilisépour l’analyse des
systèmes dynamiques non-linéaires. Les premières approches proposées étaient plutôt analytiques
et ainsi peu adaptées aux systèmes de grande taille. Plus récemment, des méthodes numériques [2–
5] ont été proposées pour répondre à cette problématique. En revanche, peu d’applications concernent
des non-linéarités non régulières ou encore non conservatives. Ce travail porte sur l’analyse des
phénomènes de contact dans le cadre des modes non-linéaires et l’application visée est le contact
rotor-stator dans les machines tournantes [6]. Une telle approche est assez nouvelle et contraste
avec la majorité des études de contact qui sont pour la plupart basées sur des algorithmes tem-
porels [7]. Le problème aux valeurs propres est défini à partir d’uneformulation aux limites du
système autonome avec des contraintes inégalitaires puis exprimé comme un problème de station-
narité du quotient de Rayleigh. Un lagrangien augmenté [8] est enfin introduit pour résoudre ce
problème contraint. La formulation proposée est adaptée à un traitement numérique et illustrée sur
un exemple pratique : une aube de compresseur en contact avec un carter rigide pour laquelle on
étudie les conséquences du contact sur les paramètres modaux.

2 Formulation théorique

On considère un solide élastique occupant un domaineΩ dans les hypothèses de petites pertur-
bations en mécanique. On noteu = (u1,u2,u3) le champ de déplacement au pointx = (x1,x2,x3),
εkl = 1

2 (∂uk/∂xl +∂ul/∂xk) le tenseur des déformations etσi j = λδi j εkk + 2µεi j le tenseur des
contraintes selon la loi de Hooke. Le système est autonome et la seule non-linéarité provient d’une
interface de contact unilatéral définie à l’aide d’une fonction jeu :

g(u) = u(x) ·n−g0(x) (1)



où n est la normale sortante à la surface de contactΓc, g0 est le jeu initial etτN = σ · n est la
pression de contact. Le frottement n’est pas pris en compte et le système est donc conservatif.

2.1 Formulation forte du problème aux valeurs propres

Le problème avec les conditions aux limites de Dirichlet et Signorini [8] s’écrit :

ρü−divσ(u) = 0 sur Ω×R
+
∗ (2a)

u = 0 sur Γd×R
+
∗ (2b)

g(u) 6 0, τN 6 0 et g(u) · τN = 0 sur Γc×R
+
∗ (2c)

On recherche des solutions périodiques (non triviales) du problème auxlimites (2), c’est à dire
les solutions propres. Le champ de déplacement est par conséquent formulé dans le domaine fré-
quentiel à l’aide d’une série de Fourier de fréquence fondamentaleω = 2π/T :

u(t) = ∑
n∈Z

ûnejnωt avecûn =
1
T

Z

T
u(t)e−jnωt dt (3)

Par conséquent le problème aux valeurs propres consiste à trouver{ω, û}, avecû = {ûn, n∈ Z}
tel que,

−divσ(ûn) = (nω)2ûn sur Ω×Z (4a)

ûn = 0 sur Γd×Z (4b)

g(û) 6 0, τN 6 0 et g(û) · τN = 0 sur Γc× [0,T] (4c)

On notera que la fonction jeug(û) s’exprime maintenant en fonction des composantes fréquen-
tielles deu et que, si les équations (4a) et (4b) sont formulées dans le domaine fréquentiel, l’équa-
tion (4c) reste dans le domaine temporel.

Dans la suite, une formulation variationnelle sera utilisée. Pour cela, on introduit V l’espace
des déplacements cinématiquement admissibles (respectant la condition de Dirichlet) muni du
produit scalaire classique (noté〈., .〉) ainsi que les formes linéaires définies surV×V :

m(u,v) =
Z

Ω
ρuvdx et k(u,v) =

Z

Ω
σ(u) : ε(v) dx (5)

2.2 Quotient de Rayleigh et lagrangien augmenté

Nous introduisons maintenant une forme généralisée du quotient de Rayleigh tenant compte
de la décomposition de Fourier :

r(û) = ∑
n∈Z

k(ûn, ûn)

m(ûn, ûn)
(6)

Les points critiques du quotient de Rayleigh sont les vecteurs propres dusystème et sa valeur
en ces points donne les valeurs propres correspondantesω2 = r(û). Ici, du fait des conditions de
Signorini, on se ramène à un problème de minimisation sous contraintes inégalitaires :

min
ûn∈V

r(û) s.c. g(û) 6 0 sur Γc ∀t ∈ [0,T] (7)

dont les conditions d’optimalité impliquent l’existence d’un multiplicateur de Lagrangeλ(t) > 0
telle que :

∇ûn r(û)+
Z

T
〈λ(t),∇ûng(û)〉dt = 0 ∀n∈ Z (8a)

λ(t) > 0 et 〈λ(t),g(û)〉= 0 ∀t ∈ [0,T] (8b)



Le système (8), une fois développé, donne le problème variationel :
Trouver{ûn, n∈ Z} tel que∀v ∈V

2m(ûn, ûn)
−1(

k(ûn,v)−n2ω2(û)m(ûn,v)
)

+
Z

T
〈λ,v〉ejnωt dt = 0 ∀n∈ Z (9a)

λ > 0 et 〈λ,g(û)〉= 0 ∀t ∈ [0,T] (9b)

On introduit maintenant un formalisme de lagrangien augmenté qui permet de transformer
le problème de minimisation sous contraintes en un problème itératif de minimisation classique
en û dans lequel le multiplicateur de Lagrange est augmenté jusqu’à convergence. On définit un
lagrangien augmenté sous la forme [9] :

Lκ (û,θ) = r(û)+
1
2

Z

T
‖
√

κ(g(û)+θ)‖2+ dt (10)

où κθ représente un multiplicateur de Lagrange etκ est une matrice diagonale de coefficients de
pénalité. Dans une procédure itérative, les estimations deθ etκ sont utilisées pour trouver̂u(θ,κ)
qui minimise le lagrangien augmenté. La première condition d’optimalité implique

∇ûnLκ (û,θ) = 0 ∀n∈ Z (11)

qui, comme précédemment se décline sous forme variationnelle :
Trouver{ûn, n∈ Z} tel que∀v ∈V

2m(ûn, ûn)
−1(

k(ûn,v)−n2ω2(û)m(ûn,v)
)

+
Z

T
〈κ(g(û)+θ)+ ,v〉ejnωt dt = 0 (12)

Ensuite, le paramètreθ est augmenté :

θ← θ+max
x,t

(g(û) ,−θ) (13)

tandis que les coefficients de pénalitéκ peuvent être ajustés si la vérification des contraintes n’est
pas améliorée. On détaille plus loin l’algorithme utilisé en pratique.

2.3 Normalisation des modes

Dans un problème aux valeurs propres, la fréquence est une inconnue du problème et, cette
indétermination est classiquement levée grâce une normalisation des modes. On définit une ampli-
tude modale notéeq dont les paramètres modauxûn(q) et ω(q) dépendent. Dans une formulation
discrétisée, on peut choisirq comme une (ou deux dans les cas non-conservatifs) coordonnée
maîtrequi gouverne le mouvement et dont dépendent les autres coordonnées.

2.4 Approximation numérique et algorithme

Dans le cadre d’une modélisation éléments-finis, on noteU le champ de déplacement discrétisé
et les formes linéaires (5) permettent de définir les matrices de masseM et raideurK . L’équation de
contraintes (1) se reformule eng(U) = AU−g0 à l’aide d’une matriceA qui permet de restreindre
U aux degrés de liberté de contact.

Une discrétisation temporelle uniforme est aussi introduitet = {tk = kT/m, k = 1, . . .,m} telle
que ūk = u(tk) représentent les valeurs discrètes du déplacement. La série de Fourier(3) est en
pratique tronquée à 2×N− 1 harmoniques ce qui permet de relier les variables temporelles et
fréquentielles à l’aide d’une transformée de Fourier discrète :

ûn =
1
T

m

∑
k=1

ūke
−j 2πkn

m et ūk =
N

∑
n=−N

ûne j 2πkn
m (14)



Finalement, le problème aux valeurs propres approché s’écrit :

2M−1(

K − (nω)2M
)

Ûn +AT
m

∑
k=1

κ
(

g
(

Û
)

+θk
)

+
ej 2πkn

m = 0 (15)

Pour conclure cette partie, on donne l’algorithme 1 de lagrangien augmenté utilisé dans cette
étude [9]. Il fait intervenir une mesure de convergenceG= maxd.d.l . |maxk (g(ūk) ,−θk)| et permet
une mise à jour des paramètres de pénalité et des multiplicateurs.

Soit i = 0, imax, G(0) = ∞, θ = θ(1), κ = κ(1) et α > 1, β > 1, ε > 0;
while G(i) > ε et i < imax do

Trouver{ûn}n=−N,...,N solution de (15) et évaluer{g(ūk)}k=1,...,m;
Définir l = {l : |max(g(ūk),−θk) |>G(i)/α} et Ḡ = max|max(g(ūk) ,−θk)|;
if Ḡ > G(i) then ∀l ∈ l, κk,l ← βκk,l et θk,l ← θk,l/β;
else

i← i +1 θ(i)
k ← θk, κ(i)

k ← κk etG(i)← Ḡ;

θk← θ(i)
k +max(g(ūk) ,−θk);

if G(i) > G(i−1)/α then ∀l∈l, κk,l←βκk,l ;

Algorithme 1 : Lagrangien augmenté du problème aux valeurs propres

3 Étude d’une aube en contact avec un carter rigide
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Figure 1: Modèle de l’aube et détails de l’interface de contact

La figure 1 illustre le modèle d’aube de compresseur qui est considéré enapplication. Un
modèle réduit de Craig et Bampton comportant 24 nœuds d’interface au niveau de la zone de
contact (voir figure 1) et 40 modes normaux est utilisé dans les calculs. Lecontact a lieu dans
la direction radiale~r et un jeu initial uniforme est considéré. Les résultats en déplacements ou
vitesses qui suivent sont normalisés par rapport à la valeur de ce jeu.

On s’intéresse au premier mode de flexion. La figure 2a montre l’évolution dela fréquence
propre de ce mode non-linéaire en fonction de l’amplitude modale. On note quelorsque cette der-
nière augmente au delà d’une certaine limite, correspondant au jeu initial, la fréquence augmente
du fait des effets rigidifiants du contact. La figure 2b montre une variété dece mode sur laquelle
on observe clairement l’effet limitatif (à une valeur de 1) du contact sur l’amplitude. Les figures 3
montrent l’évolution des déplacements radiaux de toute l’interface en fonction du temps et pour



0 5 10 15 20 25 30
0.98

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

1.12

1.14

amplitude modale

fr
eq

ue
nc

e 
no

rm
.

(a)

−20
−10

0
10

20

−4
−2

0
2

4

x 10
4

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

depl., d.d.l. lineairevitesse, d.d.l lineaire

de
pl

., 
d.

d.
l. 

no
n−

lin
ea

ire

(b)

Figure 2: Premier mode non-linéaire : (a) évolution de la fréquence propre en fonction de l’ampli-
tude modale et (b) un exemple de variété.
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Figure 3: Déplacements radiaux à l’interface pour trois valeurs de l’amplitude modale : (a) 5.7, (b)
9.3 et (c) 31.3. Le contact a lieu pour une amplitude égale à 1.

plusieurs amplitudes modales. Dans le premier cas, l’amplitude modale est telle quele jeu initial
n’est pas consommé et la dynamique est donc linéaire. Dans le second cas, les derniers nœuds
de l’interface sont en contact durant environ 15% de la période. Enfin, le troisième cas montre
que les deux bords de l’aube sont en contact en opposition de phase. Pour terminer, les figures 4
illustrent les déformées modales sur le maillage pour ces trois valeurs de l’amplitude modale. Les
changements de forme ainsi que la dissymétrie du mouvement sont notables.

4 Conclusions

Une méthode d’analyse modale pour les structures élastiques avec des interfaces de contact
a été proposée. À partir d’une formulation mixte en temps-fréquence du problème aux valeurs
propres, on aboutit à une minimisation sous contraintes du quotient Rayleigh que l’on résout par
une méthode de lagrangien augmenté. L’application industrielle proposée montre la validité de
l’approche et en illustre la pertinence. Les temps de calcul associés étantnettement moindres que
ceux d’approches temporelles, de nombreuses perspectives sont envisageables comme par exemple
des analyses robustes ou encore des optimisations.



(a) (b) (c)

Figure 4: Déformées modales àt = 0 ett = T/2 pour trois valeurs de l’amplitude modale : (a) 5.7,
(b) 9.3 et (c) 31.3.
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