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Résumé

Dans ce travail, on établit des résultats autour du théorème limite presque-sûre pour des martin-
gales vectorielles quasi-continues à gauche, en temps continu, à croissance explosive et mixte. Nous
appliquons les résultats obtenus à un modèle de diffusion multidimensionnel mixte puis au modèle
d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié utilisé en modélisation biologique et en mathématiques financières.

Mots Clés : Martingales quasi-continues, théorème de la limite centrale presque-sûre, loi forte qua-
dratique, Ornstein-Uhlenbeck bivarié.

Classification Mathématique. 60G46, 60G51, 60F05.

1 Introduction

1.1 Motivation

Soit B = (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien réel standard. Le processus Y défini par Yt = e−t/2Bet
est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck récurrent positif, de mesure invariante la loi gaussienne centrée
réduite G = N (0, 1). La traduction des théorèmes limites classiques vérifiés par le processus Y au mou-
vement brownien B fournit les premiers théorèmes limites par moyennisation logarithmique. En effet,
l’une des propriétés les plus classiques, vérifiée par le mouvement brownien B, est un théorème limite
avec moyennisation logarithmique. Plus précisment, on a la loi forte des grands nombres logarithmique,
donnée par

(LFL) ∀f ∈ L1(G), (log t)−1

∫ t

1

f

(
Bs√
s

)
ds

s
ds −→

∫
fdG p.s..

Une conséquence immédiate de la propriété (LFL) est le fameux théorème de la limite centrale presque-
sûre

(TLCPS) (log t)−1

∫ t

1

ds

s
δ{Bs√

s
} =⇒ G p.s., (où =⇒ dénote la convergence étroite),

établi dans une forme plus générale par Brosamler [2]. Le théorème de la limite centrale presque-sûre
ainsi que la détermination des vitesses de convergence de la loi forte quadratique sous-jacente ont mené
à une littérature étendue durant la décennie passée. En effet, ces propriétés ont été généralisées aux
martingales discrètes unidimensionnelles par Chaâbane [3] et Lifshits [14], puis aux martingales discrètes
d-dimensionnelles par Chaâbane et al. [7] et Bercu [1], ensuite aux martingales continues par Chaâbane
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[4]. Les résultats de Chaâbane [3, 4] ont été obtenus grâce à une approximation forte de la martin-
gale M par une trajectoire brownienne, alors que les résultats de Chaâbane et al. [7] et Chaâbane et
Maaouia [6] ont été obtenus en reprenant la technique de la fonction caractéristique utilisée par Touati
[18] pour démontrer une extension du théorème de la limite centrale pour les martingales. Plus récemment,
Chaâbane et Kebaier [5] ont étendu ce type de théorème pour des martingales quasi-continues à gauche
à normalisation régulière.

Le but de ce travail est de généraliser ces propriétés à des martingales quasi-continues à gauche à
normalisation explosive et mixte : (régulière et explosive) (voir paragraphe 2). Nous exploitons l’ensemble
des résultats obtenus dans le cadre d’applications statistiques (voir paragraphe 4) où nous produisons des
vitesses de convergence de type fonctionnel pour l’estimation de paramètre dans deux modèles différents :
• un processus de diffusion linéaire multidimensionnel,
• un processus d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, utilisé dernièrement pour modéliser le tissu micro vas-

culaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir Favetto et Samson [8]) et en mathématiques
financières (voir les récents travaux de Krämer et Richter [10] et Lo et Wang [15]).

1.2 Préliminaires

On note ‖.‖ la norme euclidienne sur Rd. Pour une matrice réelle carrée A, A∗, trA et det(A) désignent
respectivement la matrice transposée, la trace et le déterminant de la matrice A. Id dénote la matrice
identité d× d. La norme de la matrice A est définie par : ‖A‖ =

√
tr(AA∗). On note V ect(A), le vecteur

obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A et on note [V ect(A)V ect(A)∗]⊥ la matrice à
blocs dont le bloc d’indice 1 ≤ i, j ≤ d est AjA∗i où A1, ..., Ad sont les vecteurs colonnes de A. Le symbole
⊗ désigne le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

Rappelons que toute martingale locale M admet une décomposition unique en M c +Md, où M c est
la partie martingale locale continue alors que Md est une somme compensée de sauts nulle en zéro. La
variation quadratique de M , notée [M ], est le processus défini par

[M ]t = 〈M c〉t +
∑

0<s≤t

∆Ms∆M∗s ,

où 〈M c〉t est l’unique processus croissant continu adapté tel que MM∗−〈M c〉t soit une martingale locale
nulle en zéro. Le compensateur prévisible du processus [M ] est noté par 〈M〉.

Dans la suite, on considère une martingale quasi-continue à gauche M = (Mt, t ≥ 0) d-dimensionnelle,
localement de carré intégrable, définie sur un espace de probabilité filtré (Ω,F , (F)t≥0,P) (voir Jacod et
Shiryaev [9]) et un processus déterministe V = (Vt)t≥0 à valeurs dans l’ensemble des matrices inversibles.
Pour u ∈ Rd, on définit

φt(u) := exp
(
−1

2
u∗〈M c〉tu+

∫ t

0

∫
Rd

(exp{i〈u, x〉} − 1− i〈u, x〉)νM (ds, dx)
)

où νM est la mesure de Lévy des sauts de la martingale M . L’ensemble de nos résultats de type presque-
sûre est basé sur le théorème de la limite centrale généralisé pour les martingales (voir Touati [17]). Il
donne une version généralisée du TLC utilisant non pas la condition classique de Lindeberg mais plutôt
une hypothèse portant sur les fonctions caractéristiques valable même dans le cas non gaussien.

Théorème 1.2.1 (Théorème limite central généralisé pour des martingales) Soit M = (Mt, t ≥ 0) une
martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-continue à gauche. Soit V = (Vt, t ≥ 0) une
famille déterministe de matrices inversibles. Soit Q une probabilité sur l’espace C(X ,Rd) des fonctions
continues de X dans Rd (où X désigne un espace vectoriel de dimension finie). Si le couple (M,V ) vérifie
l’hypothèse suivante
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(H) :

 φt((V ∗t )−1u) −→ φ∞(η, u) p.s., (t −→∞),

φ∞(η, u) non nulle p.s.,

où η désigne une v.a., éventuellement dégénérée à valeurs dans X . Pour (z, u) ∈ X × Rd,

φ∞(z, u) =
∫

Rd
exp{i〈u, ξ〉}π(z, dξ)

désigne la transformée de Fourier des lois conditionnelles unidimensionnelles (π(x, .), x ∈ X ) de la pro-
babilité Q. Alors

(TLCG) Zt := V −1
t Mt =⇒ Z∞ := Σ(η) (t −→∞),

de manière stable, où (Σ(z), z ∈ X ) est un processus de loi Q indépendant de la v.a. η.

Sous des hypothèses de régularité pour la normalisation V , nous pouvons obtenir des résultats de type
TLCPS à partir du TLCG ci-dessus. Une normalisation V est dite régulière si elle vérifie la condition
(C) = {C1, C2, C3} suivante :
• (C1) t 7−→ Vt est de classe C 1.
• (C2) il existe s0 ≥ 0 tel que pour tout t ≥ s ≥ s0, on a VsV ∗s ≤ VtV

∗
t (au sens des matrices réelles

symétriques positives).
• (C3) il existe une fonction a = (at) continue sur R+, décroissante vers 0 à l’infini, telle que

At =
∫ t

0

asds ↑ ∞ pour t ↑ ∞

et une matrice U1 vérifiant :
a−1
t V −1

t

dVt
dt
− U1 = ∆t,1, avec ∆t,1 −→ 0 (t −→∞),

U1 + U∗1 = S1, où S1 est une matrice inversible.

Récemment, Chaâbane et Kebaier [5] ont établi, pour une normalisation V de type régulière et dans le
cadre d’obtention du TLCG renforçées par certaines hypothèses, que le couple (M,V ) vérifie les résultats
ci-dessous. Plus précisément, sous les hypothèses (H),

(H1) V −1
t 〈M〉t(V ∗t )−1 −→ C p.s., (t −→∞),

(où C est une matrice aléatoire ou non) et si de plus la condition (C3) est obtenue avec

‖∆t,1‖ = O(t−β), (t→∞) avec β > 1,

ils obtiennent le théorème de la limite centrale presque-sûre généralisé :

(TLCPSG) (log(detV 2
t ))−1

∫ t

0

δZs d(log(detV 2
s )) =⇒ µ∞, p.s., (t −→∞),

où µ∞ est la loi de Z∞.

Si de plus le couple (M,V ) vérifie les hypothèses

(H2) V −1
t [M ]t(V ∗t )−1 −→ C p.s., (t −→∞) et

(H3) C =
∫
xx∗dµ∞(x),

alors ils démontrent une loi forte quadratique :
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(LFQ) (log(detV 2
t ))−1

∫ t

0

V −1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1d(log(detV 2

s )) −→ C p.s., (t −→∞),

et une loi du logarithme

(LL) ‖V −1
t Mt‖ = o(

√
log(detV 2

t )) p.s..

Notons que les relations LFQ et LL restent vraies, en remplaçant (H2) par

(H′2) ∃p ∈ [1, 2] tel que
∫ ∞

0

∫
Rd
A−ps ‖V −1

s x‖2pνM (ds, dx) <∞ p.s..

Enfin, en renforçant (H′2) de la manière suivante

(H′′2) ∃p ∈ [1, 2] tel que
∫ ∞

0

∫
Rd
A−p/2s ‖V −1

s x‖2pνM (ds, dx) <∞ p.s.,

et en supposant que la condition (C3) est obtenue avec

‖∆t,1‖ = O(t−
3
2 ), (t→∞),

ils démontrent le théorème de la limite centrale de la loi forte quadratique :

(TLC) (log(detV 2
t ))−1/2

∫ t

0

{UD̃s + D̃sU
∗}d(log(detV 2

s )) =⇒ ν∞, (t −→∞),

où D̃s = V −1
s (MsM

∗
s − 〈M〉s)(V ∗s )−1 et conditionnellement à C, ν∞ est une loi gaussienne matricielle

centrée, indépendante de la v.a. C et de covariance

C = 2C ⊗ C + 2[(V ect(C))(V ect(C))∗]⊥.

Remarque 1.1 Notons que le TLC classique s’obtient sous l’hypothèse (H1) et la condition de Lindeberg

(H′) ∀δ > 0,
∫

Rd

∫ 1

0

‖V −1
t x‖21{‖V −1

t x‖>δ} ν
M (ds, dx) −→ 0 p.s., (t −→∞)

lesquelles impliquent l’hypothèse (H) avec

η = C1/2 et Φ∞(η, u) = exp
(
−1

2
u∗Cu

)
et que les preuves sont plus faciles à mener sous (H′) que sous (H).

Le but de ce travail est d’étendre ces résultats au cas explosif : c’est-à-dire à une normalisation V
satisfaisant la condition (C3) ci-dessus avec at = 1 ; et au cas mixte, c’est-à-dire que la martingale M
s’écrit M = (M1,M2) où M1 désigne une martingale avec une normalisation régulière V1 et M2 une
martingale avec une normalisation explosive V2.

Les principaux résultats seront énoncés au paragraphe 2. Dans le paragraphe 3, afin d’éviter de
reprendre des preuves analogues à celles données au cas régulier dans [5], on se contente de démontrer les
résultats dans le cas mixte. Pour illustrer nos résultats, on donne dans le paragraphe 4 deux applications
statistiques. Dans la première on étudie un modèle de diffusion mixte à temps continu et dans la seconde,
on étudie le modèle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié à temps continu.

2 Enoncés des résultats

2.1 Martingale à croissance explosive

Soit M = (Mt, t ≥ 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-continue à gauche.
Soit V = (Vt, t ≥ 0) une famille déterministe de matrices inversibles. Une normalisation V est dite
explosive si elle vérifie la condition (C′) = {C1, C2, C′3} suivante :
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• (C1) t 7−→ Vt est de classe C 1.
• (C2) il existe s0 ≥ 0 telque pour tout t ≥ s ≥ s0 on a VsV ∗s ≤ VtV

∗
t (au sens des matrices réelles

symétriques positives).
• (C′3) il existe une matrice U2 vérifiant :

V −1
t

dVt
dt
− U2 = ∆t,2, avec ∆t,2 −→ 0 (t −→∞),

U2 + U∗2 = S2, où S2 est une matrice inversible.

Ces conditions sont notamment vérifiées dans le cas où Vt est une normalisation scalaire de type Vt = vtId
avec vt une fonction scalaire donnée par vt = c ebt où c et b sont deux réels.

Les techniques utilisées pour démontrer les résultats de [5], cités ci-dessus, s’adaptent facilement dans
le cas d’une normalisation V explosive. Ainsi, on a les résultats suivants :

Théorème 2.1.1 Si le couple (M,V ) satisfait aux hypothèses (H) et (H1). On suppose que la condition
(C′3) est obtenu avec

‖∆t,2‖ = O(t−β), (t→∞) avec β > 1,

alors on a

(TLCPSG) µt = t−1

∫ t

0

δZs ds =⇒ µ∞ p.s., où µ∞ est la loi limite de Z∞.

Si de plus le couple (M,V ) vérifie (H2) et (H3), alors on a

(LFQ) t−1

∫ t

0

V −1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1ds −→ C p.s., (t −→∞)

et

(LL) ‖V −1
t Mt‖ = o(t1/2) p.s..

Enfin, si le couple (M,V ) vérifie (H), (H1),

(H′′2) ∃p ∈ [1, 2] tel que
∫ ∞

0

∫
Rd

(1 + s)−p/2‖V −1
s x‖2pνM (ds, dx) <∞ p.s.,

(H3) et en plus on suppose que la condition (C′3) est obtenue avec

‖∆t,2‖ = O(t−
3
2 ), (t −→∞),

alors on a

(TLC) t−1/2

∫ t

0

{U2D̃s + D̃sU
∗
2 }ds =⇒ ν∞, (t −→∞),

où D̃s = V −1
s (MsM

∗
s − 〈M〉s)(V ∗s )−1 et conditionnellement à C, ν∞ est une loi gaussienne matricielle

centrée, indépendante de la variable aléatoire C et de covariance

C = (tr(S2))−1{2C ⊗ C + 2[(V ect(C))(V ect(C))∗]⊥}.

2.2 Martingales à croissance mixte

On dit qu’une normalisation V = (Vt, t ≥ 0) ∈ Rd×d est mixte si elle est de la forme V = Diag(V1, V2)
où V1 (resp. V2) est une famille déterministe de matrices inversibles de Rd1×d1(resp. Rd2×d2) satisfaisant
aux conditions de croissance régulière (C) (resp. aux conditions de croissance explosive (C′)). Dans tout
ce paragraphe on désigne par M = (M1,M2) une martingale locale d-dimensinnelle, quasi-continue à
gauche, nulle en zéro avec M1 ∈ Rd1 et M2 ∈ Rd2 où d = d1 + d2 et on pose Zt := V −1

t Mt.
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2.2.1 Théorème limite centrale presque sûre généralisé

Théorème 2.2.1 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en zéro et quasi-continue à
gauche. Soit V une normalisation mixte de matrices inversibles avec

‖∆1,t‖ = O(A−βt ) et ‖∆2,t‖ = O(t−β) (t→∞) où β > 1.

Si le couple (M,V) vérifie les hypothèses (H) et (H1) avec C = Diag(C1, C2) une matrice aléatoire ou
non où Ck ∈ Rdk×dk , k ∈ {1, 2}.

Alors les mesures aléatoires µt = A−1
t

∫ t

0

δZs dAs vérifient la version généralisée du TLCPS suivante

(TLCPSG) µt =⇒ µ∞ p.s., (t −→∞).

où At est la fonction définie dans la condition (C3).

2.2.2 Loi forte quadratique associée au TLCPS

Théorème 2.2.2 Sous les hypothèses du théorème précédent. Si le couple (M,V) vérifie de plus les hy-
pothèses (H2) et (H3) et en renforçant la condition (C) par :

(C4) il existe α ∈]0, 1], tel que
tat
At
−→ 1− α et

ta′t
at
−→ −α (t −→∞)

Alors on a

(LFQ) A−1
t

∫ t

0

V −1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1dAs −→ C p.s., (t −→∞).

Remarque 2.1 1. Le résultat reste vrai en remplaçant l’hypothèse (H2) par

(H′2) ∃p ∈ [1, 2];
∫ ∞

0

∫
Rd
Ã−ps ‖V −1

s x‖2pνM (ds, dx) <∞ p.s.,

avec Ãs = Diag((1 +As)Id1 , (1 + s)Id2).

La quelle implique ∫ t

0

V −1
1,s (d[M1]s − d〈M1〉s)(V ∗1,s)−1 = o(At) p.s.,

et ∫ t

0

V −1
2,s (d[M2]s − d〈M2〉s)(V ∗2,s)−1 = o(t) p.s..

2. Notons que (H3) est automatiquement vérifiée sous les hpothèses (H′) et (H1), car dans ce cas Z∞ =
C1/2Gd où Gd est une variable d-dimensionnelle standard gaussienne indépendante de C.

2.2.3 TLC de la LFQ

En vue de démontrer un TLC précisant la vitesse de convergence en loi de la LFQ établie ci-dessus,
on renforce l’hypothèse (H′2) de la façon suivante

(H′′2) ∃p ∈ [1, 2] tel que
∫ ∞

0

∫
Rd
Ã−p/2s ‖V −1

s x‖2pνM (ds, dx) <∞ p.s..

Remarque 2.2 Notons que sous (H′′2), on a que∫ t

0

V −1
1,s (d[M1]s − d〈M1〉s)(V ∗1,s)−1 = o(A1/2

t ) p.s.,

et ∫ t

0

V −1
2,s (d[M2]s − d〈M2〉s)(V ∗2,s)−1 = o(t1/2) p.s..
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Théorème 2.2.3 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en zéro et quasi-continue à
gauche. Soit V une normalisation mixte de matrices inversibles. On suppose que la condition (C) est
renforcée par (C4) et que

‖∆1,t‖ = O(A−3/2
t ) et ‖∆2,t‖ = O(t−3/2) (t→∞).

Si le couple (M,V) vérifie les hypothèses (H), (H1), (H3) et (H′′2).
Alors

tr

{
t−1/2

∫ t

0

{V −1
s (MsM

∗
s − 〈M〉s)(V ∗s )−1}V −1

s dVs

}
=⇒

√
tr{C̃2 ⊗ C2}G,

où C̃2 = U2C2 + C2U
∗
2 .

Dans la suite, on suppose que la normalisation mixte V = Diag(V1, V2) est telle que V1 est de type
scalaire à savoir V1,t = vtId1 .

Théorème 2.2.4 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en 0 et quasi-continue à gauche.
Soit V une normalisation mixte de matrices inversibles vérifiant de plus :

v−1
t

dvt
dt

= r2t−α + o(t−(1+α)) avec r > 0 et α ∈ [3/4, 1[

et
‖∆t,2‖ = O(t−β) (t→∞), avec β > 1.

Si le couple (M,V) vérifie les hypothèses (H), (H1), (H′′2), (H3).

Alors

tr

{
t−(1−α)/2

∫ t

1

s−αV −1
s (MsM

∗
s − 〈M〉s)(V ∗s )−1S̃ ds

}
=⇒

√
2

r
√

1− α
tr{C1}G.

où S̃ = Diag(Id1 , S2).

Remarque 2.3 Le premier TLC associé à la LFQ (théorème 2.2.3) découle de l’application des TLC
de la LFQ associés aux deux martingales M1 et M2. Ainsi, la normalisation exponentielle tue la partie
régulière. La covariance de la limite s’exprime donc uniquement en fonction de la covariance limite
associée à M2. Dans le second TLC (théorm̀e 2.2.4), on change la pondération et de ce fait le résultat
obtenu s’exprime en fonction de la covariance limite associe à M1.

3 Preuve des principaux résultats

Dans cette section, nous donnons une esquisse de preuve pour le théorème 2.2.1 (resp. théorème 2.2.2)
qui se démontre d’une manière analogue que le théorème 2.1 (resp. théorème 2.2) de [5]. Les preuves des
théorèmes 2.2.3 et 2.2.4, se démontrent par de nouvelles techniques qui seront détaillées dans la suite.

3.1 Esquisse de preuve du théorème 2.2.1

Pour montrer le résultat de ce théorème, il suffit de montrer que pour u = (u1, u2) ∈ Rd1 × Rd2 on a

ψt(u) −→ ψ∞(η, u) (t −→∞), (1)

avec ψt la fonction caractéristique associée aux mesures (µt) données par

ψt(u) = A−1
t

∫ t

0

exp{i〈u, Zs〉}dAs où Zs = (Z1,s, Z2,s)

et ψ∞(η, u) est la fonction caractéristique associée à la mesure limite µ∞, la loi limite de Z∞.
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Dans la suite on introduit les processus L = (L1, L2) et φ = (φ1, φ2) définis par

Lt,k(uk) = (φt,k(uk))−1 exp i〈uk,Mt,k〉, et φt,k(uk) = expBt,k(uk), k ∈ {1, 2},

avec

Bt,k(uk) = −1
2
u∗k〈M c

k〉tuk +
∫ t

0

∫
Rdk

(exp{i〈uk, x〉} − 1− i〈uk, x〉)νMk(ds, dx), k ∈ {1, 2}.

Par conséquent, montrer (1) revient à établir la convergence suivante

A−1
t

∫ t

0

Ls((V ∗s )−1u)φs((V ∗s )−1u)dAs −→ ψ∞(η, u) (t −→∞). (2)

En adaptant les mêmes techniques utilisées dans le lemme 3-2 de [5], on montre que

|Lt(u)| = (φt(u))−1 exp i〈u,Mt〉 ≤ exp
1
2
u∗〈M〉tu. (3)

En introduisant le temps d’arrêt Tr := infr{Tr,b ; Tur,c} où

Tr,b :=

 inf{t ≤ r telque tr(V −1
r 〈M〉t(V ∗r )−1) > b} si Er,b est réalisé,

r si non

et

Tur,c :=


inf{t ≤ r telque |φt((V ∗t )−1u)|−1 > c} si Eur,c est réalisé,

r si non

avec Er,b = {tr(V −1
r 〈M〉r(V ∗r )−1) > b} et Eur,c = {|φr((V ∗r )−1u)|−1 > c}, pour u ∈ Rd et b > 0 (resp.

c > 0) désigne un point de continuité de la variable aléatoire tr(C) (resp. un point de continuité de la
variable aléatoire |φ∞(η, u)|−1 ), on déduit que la martingale locale complexe L̃t(u) = Lt∧Tt((V

∗
t )−1u)

est bornée et d’espérance égale à 1. Ainsi pour u ∈ Rd, on a

A−1
t

∫ t

0

L̃s(u)φs((V ∗s )−1u)dAs − φ∞(η, u) = A−1
t

∫ t

0

{
L̃s(u)− 1

}
φ∞(η, u)dAs + Σt. (4)

avec Σt = ∆t + δ′t + δ′′t où

∆t = A−1
t

∫ t

0

{exp i〈u, Zs〉 − exp i〈u, V −1
s Ms∧Ts〉}dAs,

δ′t = A−1
t

∫ t

0

L̃s(u){φs((V ∗s )−1u)− φ∞(η, u)}dAs,

δ′′t = A−1
t

∫ t

0

L̃s(u){φs∧Ts((V ∗s )−1u)− φs((V ∗s )−1u)}dAs.

En tenant compte des hypothèses suivantes

‖∆1,t0‖ = O(A−βt0 ) et ‖∆2,t0‖ = O(t−β0 ), (t0 →∞) , β > 1, (5)

et de la même façon que pour démontrer les relations (3.11) et (3.12) de [5] à savoir

lim sup
t,b,c→∞

|∆t|+ δ′′t = 0 et lim
t→∞

|δ′t| = 0 (6)

et

A−1
t

∫ t

0

{Ls∧Ts((V ∗s )−1u)− 1}dAs −→ 0 p.s., (t −→∞). (7)

Le résultat du théorème (2.2.1) est établi, en utilisant (5), (6) et (7).
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3.2 Esquisse de preuve du théorème 2.2.2

Tout d’abord, on montre la convergence suivante

A−1
t

∫ t

0

as‖Zs‖2ds −→ tr(C) p.s., (t −→∞). (8)

où Zt = (Z1,t, Z2,t) et C = Diag(C1, C2).
En écrivant

A−1
t

∫ t

0

as‖Zs‖2ds = A−1
s

∫ t

0

as‖Z1,s‖2ds+A−1
t

∫ t

0

as‖Z2,s‖2ds.

Grâce à la loi forte quadratique, le premier terme du membre de droite tend vers tr(C1), lorsque t tend
vers ∞. Par une intégration par parties on montre que le deuxième terme s’écrit,

A−1
t

∫ t

0

asdΓs = A−1
t atΓt −A−1

t

∫ t

0

Γsa′sds avec dΓs = ‖Z2,s‖2ds. (9)

En appliquant la LFQ, dans le cas d’une normalisation explosive, on obtient

Γt
t
−→ tr(C2) p.s., (t −→∞). (10)

En utilisant la condition (C4), on obtient

A−1
t atΓt −→ (1− α) tr(C2) p.s., (t −→∞). (11)

En tenant compte de (10) et l’hypothèse (C4), on obtient

A−1
t

∫ t

0

Γs a′sds −→ −α tr(C2) p.s., (t −→∞). (12)

Insérons (11) et (12) dans (9), on obtient la relation (8).
Compte tenu du théorème 2.2.1 et de l’hypothèse (H3), on en déduit que

lim inf
t→∞

tr{A−1
t

∫ t

0

as‖Zs‖2ds− C} ≥ 0. (13)

En combinant la convergence (8) et l’inégalité (13), on obtient le résultat du théorème (2.2.2).

3.3 Preuve du théorème 2.2.3

Pour Zt = V −1
t Mt, la formule d’Itô donne :

ZtZ
∗
t =

∫ t

0

V −1
s MsdM

∗
s (V ∗s )−1 −

∫ t

0

V −1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1dV ∗s (V ∗s )−1

−
∫ t

0

V −1
s dVsV

−1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1 +

∫ t

0

V −1
s dMsM

∗
s (V ∗s )−1

+
∫ t

0

V −1
s d[M ]s(V ∗s )−1. (14)

Alors

D̃t +
∫ t

0

V −1
s dVsD̃s +

∫ t

0

D̃s(dVs)∗(V ∗s )−1 = Ht +H∗t + H̄t, (15)

avec D̃t = V −1
t (MM∗−〈M〉t)(V ∗t )−1, H = Diag(H1, H2) et H̄ = Diag(H̄1, H̄2), définis à valeurs dans

Rd1×d2 , par

Hk,t =
∫ t

0

V −1
k,sMk,sdM

∗
k,s(V

∗
k,s)
−1 et H̄k,t =

∫ t

0

V −1
k,s (d[Mk]s − d〈Mk〉s)(V ∗k,s)−1, k ∈ {1, 2}.

9



Par conséquent, on obtient la relation clef suivante :

tr

{
t−1/2

∫ t

0

{V −1
s MsM

∗
s (V ∗s )−1 − V −1

s 〈M〉s(V ∗s )−1}V −1
s dVs

}
=

−1
2
t−1/2tr{D̃t}+ t−1/2tr{Ht}+

1
2
t−1/2tr{H̄t}, (16)

Vu que
t−1/2D̃t = t−1/2V −1

t MtM
∗
t (V ∗t )−1 − t−1/2V −1

t 〈M〉t(V ∗t )−1,

de l’hypothèse (H1), on obtient que

tr{t−1/2D̃t} −→ 0 p.s., (t −→∞). (17)

Par ailleurs, sous l’hypothèse (H′′2), le lemme 3 de Le Breton et Museila [13] s’applique et on a

A
−1/2
t H̄1,t −→ 0 et t−1/2H̄2,t −→ 0 p.s., (t −→∞).

En écrivant
t−1/2H̄1,t = t−1/2A

1/2
t A

−1/2
t H̄1,t,

L’hypothèse (C4), implique
t−1/2H̄1,t −→ 0 p.s., (t −→∞).

Ainsi,
t−1/2tr{H̄t} −→ 0 p.s., (t −→∞). (18)

Le lemme suivant donne le comportement asymptotique du terme tr{t−1/2Ht}.

Lemme 3.1 Avec les notations précédentes, on a

A
−1/2
t H1,t =⇒ N (0, C̃1 ⊗ C1), avec C̃1 = U1C1 + C1U

∗
1 , (19)

et
t−1/2H2,t =⇒ N (0, C̃2 ⊗ C2), avec C̃2 = U2C2 + C2U

∗
2 . (20)

La première assertion de ce lemme est démontré par Chaâbane et Kebaier (voir relation (3.37) dans [5]).
La seconde assertion est démontrée en annexe. De la première assertion du lemme 3.1 et de la condition
(C4) on en déduit que t−1/2H1,t tend vers zéro en probabilité. Par suite il vient :

t−1/2tr{Ht} =⇒ N (0, tr{C̃2 ⊗ C2}). (21)

En insérant (17), (18) et (21) dans (16), on obtient le résultat du théorème 2.2.3.

3.4 Preuve du théorème 2.2.4

Notons tout d’abord qu’en posant S̃ = Diag(Id1 , S2), on a

tr

{∫ t

1

s−αD̃sS̃ ds

}
= tr

{∫ t

1

s−αD̃1,s ds

}
+ tr

{∫ t

1

s−αD̃2,s S2 ds

}
. (22)

avec D̃t,1 = v−2
t (M1M

∗
1 − 〈M1〉t) et D̃t,2 = V −1

t,2 (M2M
∗
2 − 〈M2〉t)(V ∗t,2)−1.

Par conséquent, afin de montrer le résultat du théorème, on étudie les comportements asymptotiques
des deux termes de droite de cette dernière égalité lesquels se déduisent des deux propriétés suivantes :
Pour γ > 0 et k ∈ {1, 2}, on a
(P1) : t−γD̃k,t

P
−→ 0,

et

(P2) : t−(1−α)/2

∫ t

1

s−(γ+ 1+α
2 )tr{D̃k,s}ds P

−→ 0.

Ces deux propriétés sont une conséquence directe des faits que les couples (Mk, Vk) vérifient l’hypothèse
(H1) pour k ∈ {1, 2} et donc V −1

k,t Mk,t converge en loi et de l’application du lemme de Toeplitz.
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1. Comportement asymtotique de tr

{∫ t

1

s−αD̃2,s S2 ds

}
:

Nous réécrivons la relation (15), pour le couple (M2,t, t
α/2V2,t), on obtient∫ t

1

s−αtr{D̃2,sV
−1
2,s dV2,s}+

∫ t

1

s−αtr{D̃2,s(V −1
2,s dV2,s)∗} = −tr{t−αD̃2,t}+

α

∫ t

1

s−α−1tr{D̃2,s}ds+
∫ t

1

s−αtr{(2dH2,s + dH̄2,s)}, (23)

avec H2,t =
∫ t

0

V −1
2,sM2,sdM

∗
2,s(V

∗
2,s)
−1 et H̄2,t =

∫ t

0

V −1
2,s (d[M2]s − d〈M2〉s)(V ∗2,s)−1.

Vu la condition (C′3) et le fait que ‖∆2,t‖ = O(t−β), alors,∫ t

1

s−αtr{D̃2,sV
−1
2,s dV2,s}+

∫ t

1

s−αtr{D̃2,s(V −1
2,s dV2,s)∗} = tr

{∫ t

1

s−αD̃2,s S2 ds

}
+O

(
tr

{∫ t

1

s−α−βD̃2,s ds

})
.

Par conséquent, la relation (23) devient

tr

{∫ t

1

s−αD̃2,s S2 ds

}
= −tr{t−αD̃2,t}+ α

∫ t

1

s−α−1tr{D̃2,s}ds+

∫ t

1

s−αtr{(2dH2,s + dH̄2,s)}+O
(
tr

{∫ t

1

s−α−βD̃2,s ds

})
. (24)

Notons qu’en choisissant γ = (1 + α)/2 dans (P1) et (P2) d’une part, on a que

tr{t−αD̃2,t} P
−→ 0, (25)

et d’autre part ∫ t

1

s−α−1tr{D̃2,s}ds P
−→ 0. (26)

De même, en choisissant γ = β − (1− α)/2, dans (P2), on obtient

tr

{∫ t

1

s−α−βD̃2,s ds

}
P
−→ 0. (27)

Par ailleurs, notons

B2,t =
∫ t

1

s−αtr{dH2,s}, et B̄2,t =
∫ t

1

s−αtr{dH̄2,s}.

alors, on a ∫ t

1

s−αtr{(2dH2,s + dH̄2,s)} = 2B2,t + B̄2,t (28)

Dans la suite, on étudie le comportement asymptotique des deux martingales B2,t et B̄2,t.

(a) Comportement asymptotique de (B2,t) :

La variation quadratique prévisible de la martingale (B2,t, t ≥ 0) est donnée par

〈B2〉t =
∫ t

1

s−2αtr{d〈H2〉s}.

11



Par une intégration par parties, on obtient∫ t

1

s−2αtr{d〈H2〉s} = t1−2αtr{〈H2〉t
t
}+ 2α

∫ t

1

s−2αtr{〈H2〉s
s
}ds.

Vu que 〈H2〉t/t converge p.s.,(voir lemme 3.1 en annexe), il vient que

t1−2αtr{〈H2〉t
t
} = o(1) p.s.,

et ∫ t

1

s−2αtr{〈H2〉s
s
}ds = O(1) p.s..

Par conséquent

〈B2〉t =
∫ t

1

s−2αtr{d〈H2〉s} = O(1) p.s..

Donc
B2,t = O(1) p.s.. (29)

(b) Comportement asymptotique de (B̄t,2) :

De même par une intégration par parties, on obtient

B̄2,t = t−αtr{H̄2,t}+ α

∫ t

1

s−(α+1)tr{H̄2,s}ds.

Sous l’hypothèse (H′′2), (voir remarque (2.2)), à savoir∫ t

0

V −1
2,s (d[M2]s − d〈M2〉s)(V ∗2,s)−1 = o(t1/2) p.s.,

on obtient
H̄2,t = o

(
t1/2

)
p.s..

Par conséquent,
t−αtr{H̄2,t} = o

(
t1/2−α

)
p.s.,

et ∫ t

1

s−(α+1)tr{H̄2,s}ds = O(1) p.s..

Ce qui implique
B̄2,t = o

(
t(1−α)/2

)
p.s.. (30)

Vu les relations (24), (25), (26), (27), (29) et (30) il vient que

t−(1−α)/2tr

{∫ t

1

s−αD̃2,s S ds

}
P
−→ 0.

2. Comportement asymtotique de tr

{∫ t

1

s−αD̃1,s ds

}
:

De même, en réécrivant la relation (15) pour le couple (M1, V1) et en appliquant la trace, on
obtient

tr

{∫ t

1

D̃1,s
dvs
vs

}
= −1

2
tr{D̃1,t}+ tr{H1,t}+

1
2
tr{H̄1,t}. (31)
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avec H1,t =
∫ t

0

v−2
s M1,sdM

∗
1,s et H̄1,t =

∫ t

0

v−2
s (d[M1]s − d〈M1〉s).

Vu que, pour α ∈ [3/4, 1[, on a

v−1
t

dvt
dt

= r2t−α + o(t−(1+α)), (32)

il vient que

tr

{∫ t

1

D̃1,s
dvs
vs

}
= r2tr

{∫ t

1

s−αD̃1,sds

}
+ o

(
tr

{∫ t

1

s−(1+α)D̃1,sds

})
.

Par conséquent la relation (31), devient

r2tr

{∫ t

1

s−αD̃1,sds

}
= −1

2
tr{D̃1,t}+

1
2
tr{H̄1,t}+ tr{H1,t}+ o

(
tr

{∫ t

1

s−(1+α)D̃1,sds

})
. (33)

En choisissant γ = (1− α)/2 dans (P1), on a que

t−(1−α)/2tr{D̃1,t} P
−→ 0. (34)

De même, en choisissant γ = (1 + α)/2, dans (P2), on obtient que

t−(1−α)/2tr

{∫ t

1

s−(1+α)D̃1,sds

}
P
−→ 0. (35)

Sous l’hypothèse (H′′2), (voir remarque 2.2), on a∫ t

0

v−2
s (d[M1]s − d〈M1〉s) = o(A1/2

t ) p.s..

De la condition (32), on en déduit que

H̄1,t = o(t(1−α)/2) p.s.. (36)

Par ailleurs, la première assertion du lemme 3.1 et la relation (32), impliquent que
√

1− α
r

t−(1−α)/2tr{H1,t} =⇒ N (0, 2(tr{C1})2). (37)

Ainsi, le résultat du théorème 2.2.3 découle des propriétés (33), (34), (35), (36) et (37). Ainsi, le
résultat du théorème 2.2.3 est établi.

4 Applications statistiques

4.1 Modèle de diffusion linéaire multidimensionnel à régularité mixte

Dans ce premier exemple, on considère un modèle de diffusion mixte. Soit Xt, solution de l’équation
différentielle stochastique, définie par

Xt = X0 +N

∫ t

0

Xsds+Bt (38)

où Bt est un mouvement brownien standard p-dimensionnel et N une matrice inconnue d’ordre p. En
appliquant les théorèmes obtenus dans le paragraphe 2, on obtient des vitesses de convergence pour des
fonctionnelles de l’estimateur de la matrice N . Dans la suite, on suppose que le polynôme caracteristique
P de la matrice N , vérifie

P (z) = P1(z)P2(z), (39)
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avec P1 est un polynôme de dégré p1, ayant des racines strictement négatives la plus petite (resp. la plus
grande) des solutions sera notée λmin(θ1) (resp. λmax(θ1)) et P2 est un polynôme de dégré p2, ayant une
seule racine réelle strictement positive notée λ(θ2). (Un modèle plus général que ce dernier a été étudié
dans Touati [18]). La relation (39) implique l’existence d’une matrice A d’ordre p telle que

ANA−1 := θ = Diag{θ1, θ2}

où θi est une matrice d’ordre pi × pi dont le polynôme caracteristique est Pi où i ∈ {1, 2}.
Le modèle (38), s’écrit

AXt = AX0 + θ

∫ t

0

AXsds+ABt.

En écrivant A sous la forme

A =
(
A1

A2

)
,

avec Ai une matrice d’ordre pi × p pour i ∈ {1, 2}, on obtient la décomposition suivante

AiXt = AiX0 + θi

∫ t

0

AiXsds+AiBt, pour i ∈ {1, 2}.

On notera Xi,t = AiXt pour i ∈ {1, 2}, où X1,t est une diffusion de type régulière et X2,t est une diffusion
de type explosive. Ainsi on a

Xi,t = Xi,0 + θi

∫ t

0

Xi,sds+AiBt.

Dans la suite, on considère θ̂t l’estimateur de moindre carrée de θ, définie par

θ̂t =
(∫ t

0

AXsd(AXs)∗
)∗(∫ t

0

AXs(AXs)∗ds
)−1

.

Ainsi on construit un estimateur fortement consistant de N , donné par

N̂t := A−1θ̂tA. (40)

De la relation (38), on obtient
(N̂t −N)Pt = Mt

où Pt =
∫ t

0

XsX
∗
sA
∗ds et Mt est la martingale définie par

Mt =
∫ t

0

dBs(AXs)∗ avec 〈M〉t =
∫ t

0

AXsX
∗
sA
∗ds.

Dans la suite on écrit Mt sous la forme Mt = (M1,t,M2,t) avec

Mi,t =
∫ t

0

dBsX
∗
i,s pour i ∈ {1, 2}.

L’avantage de cette écriture est de décomposer Mt en deux composantes, la première étant à normalisation
régulière alors que la seconde est à normalisation explosive. Notons que la variation quadratique de Mt

s’écrit aussi

〈M〉t =


〈M1〉t 〈M1 , M2〉t

〈M2 , M1〉t 〈M2〉t

 .
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En posant Vt = Diag(
√
t Ip1 , eθ2t) et It = V −1

t 〈M〉t(V ∗t )−1, on a

It =


It,1

1√
t
〈M1 , M2〉te−θ

∗
2 t

e−θ2t√
t
〈M2 , M1〉t It,2

 ,

où I1,t =
1
t
〈M1〉t et I2,t = e−θ2t〈M2〉te−θ

∗
2 t.

Le lemme suivant, nous donne le comportement asymptotique de It.

Lemme 4.1 Avec les notations précédentes, on a

It −→ I∞ := Diag(I1,∞ , I2,∞) p.s., (t −→∞)

où

I1,∞ =
∫ +∞

0

eθ1seθ
∗
1s ds

et

I2,∞ =
∫ +∞

0

e−θ2sZZ∗e−θ
∗
2s ds avec Z =

∫ +∞

0

e−θ2sdBs.

Preuve
Le fait que Ii,t −→ Ii,∞ p.s., (t −→∞) pour i ∈ {1, 2}, est une conséquence directe de [11] et [12]. Il
reste à montrer que

1√
t
〈M1 , M2〉te−θ

∗
2 t =

1√
t

∫ t

0

X2,sX
∗
1,sds e

−θ∗2 t −→ 0 p.s., (t −→∞).

En effet, on a {
E
∥∥∥∥ 1√

t

∫ t

0

X2,sX
∗
1,sds e

−θ∗2 t
∥∥∥∥}2

≤ 1
t

∥∥∥e−θ∗2 t∥∥∥2
(∫ t

0

E
∥∥X2,sX

∗
1,s

∥∥ ds)2

,

de l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a(∫ t

0

E
∥∥X2,sX

∗
1,s

∥∥ ds)2

≤
∫ t

0

E
∥∥X∗1,sX1,s

∥∥ ds∫ t

0

E
∥∥X∗2,sX2,s

∥∥ ds. (41)

Or

E
∥∥X∗1,sX1,s

∥∥ = E
{∫ s

0

dB∗uA
∗
1e
−θ∗1ueθ

∗
1seθ1s

∫ s

0

e−θ1uA1dBu

}

=
∫ s

0

∥∥∥eθ∗1se−θ1uA1

∥∥∥2

du.

En tenant compte des équivalences suivantes

‖eθ
∗
1s‖ ∼ ‖eθ1s‖ ∼ eλmin(θ1)s et ‖e−θ

∗
1s‖ ∼ ‖e−θ1s‖ ∼ e−λmax(θ1)s (s −→∞),

on obtient∫ t

0

E
∥∥X∗1,sX1,s

∥∥ ds ≤ ‖A1‖2

2|λmax(θ1)|
×

{
1

2|λmin(θ1)|

(
e2λmin(θ1)t − 1

)
− 1

2(λmin(θ1)− λmax(θ1))

(
e2(λmin(θ1)−λmax(θ1))t − 1

)}
. (42)
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De même, en utilisant les équivalences suivantes

‖eθ
∗
2s‖ ∼ ‖eθ2s‖ ∼ eλ(θ2)s et ‖e−θ

∗
2s‖ ∼ ‖e−θ2s‖ ∼ e−λ(θ2)s (s −→∞),

on obtient ∫ t

0

E
∥∥X∗2,sX2,s

∥∥ ds ≤ ‖A2‖2

(2λ(θ2))2

(
e2λ(θ2)t − 1

)
. (43)

En insérant (42) et (43) dans (41), on obtient que

1√
t
〈M1 , M2〉te−θ

∗
2 t −→ 0 p.s., (t −→∞).

D’où le résultat du lemme. �

Vitesses de convergences pour des fonctionnelles de l’estimateur N̂ de N :

Le théorème de la limite centrale pour la martingale Mt découle directement du lemme précédent. Plus
précisément, on a

V −1
t Mt =⇒ N (0, I∞)

où I∞ est donné par le lemme 4.1. On en déduit des relations (38) et (40), un TLC pour N̂t, à savoir :

(TLC) V −1
t {N̂t −N}Pt =⇒ N (0, I∞) .

Dans ce cadre d’étude, la normalisation mixte Vt vérifie les conditions (C) et (C4) avec U1 = 1/2 Ip1 ,
At = log t, ∆1,t = 0 et α = 1, ainsi que la condition (C′) avec U2 = θ2 et ∆2,t = 0. En appliquant les
résultats des théorèmes 2.2.1, 2.2.2 et théorème 2.2.3 au couple (M,V ), on en déduit que l’estimateur N̂t
de N vérifie les propriétées suivantes :

Proposition 4.1 l’estimateur N̂t de N vérifie

1. (TLCPS)
1

log t

∫ t

1

δ{V −1
s {N̂s−N}Ps}

ds

s
=⇒ Np×p (0, I∞) p.s..

2. (LFQ)
1

log t

∫ t

1

V −1
s {N̂s −N}PsP ∗s {N̂s −N}∗(V ∗s )−1 ds

s
−→ I∞ p.s..

3. (TLC de LFQ) t−1/2tr

{∫ t

1

(V −1
s {N̂s −N}PsP ∗s {N̂s −N}∗(V ∗s )−1 − Is)Jsds

}
=⇒ Np×p (0,C) ,

avec la covariance C est donnée par C = 4tr{(θ2I2,∞ + I2,∞θ
∗
2)⊗ I2,∞} et Js = Diag(

1
2s
Ip1 , θ2).

4.2 Modèle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié

La deuxième application concerne le modèle d’Ornstein-Uhlenbeck bidimensionnel. Ce modèle, plus
connu sous le nom de modèle d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, est souvent utilisé notamment en mathématiques
financières (voir par exemple Lo et Wang [15] et Krämer et Richter [10]), mais aussi en biologie où il
a permis de modéliser le tissu microvasculaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir Favetto et
Samson [8]). Ainsi, les énoncés ci-dessous, viennent compléter les résultats d’estimation des paramètres
de ce modèle faits par [8] et [10].

Soit Z = {Ω,F , (Pz; z ∈ R2)}, F = (Ft; t ≥ 0), (Zt; t ≥ 0) une version canonique de la diffusion sur
R2, solution du système différentiel stochastique suivant dXt = θ1Xtdt+ θ2Ytdt+ dBt, X0 = x,

dYt = θ3Ytdt+ dWt, Y0 = y,
(44)
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où θ = (θ1, θ2, θ3) ∈ R3 avec 0 < θ3 < θ1 et F est la filtration naturelle de Zt = (Xt, Yt), Pz est la loi de
Z partant de z = (x, y) et Γ = (B,W ) est un (F, Pz) mouvement brownien plan nul en 0.

En posant A(θ) =
(
θ1 θ2

0 θ3

)
, le système (44) s’écrit sous la forme vectorielle

dZt = A(θ)Ztdt+ dΓt; t ≥ 0, Z0 = z. (45)

On notera Pθ,z la loi de Z partant de z, pour bien marquer sa dépendance en fonction de θ et P0,z la loi
du mouvement brownien Γ. Notons P tθ,z et P t0,z les restrictions de Pθ,z et P0,z à la tribu Ft. D’après le
théorème de Cameron Martin Girsanov (voir [16]), on a

dP tθ,z
dP t0,z

= expVt(θ)

où

Vt(θ) =
∫ t

0

(θ1Xs + θ2Ys)dXs + θ3

∫ t

0

YsdYs −
1
2

∫ t

0

(θ1Xs + θ2Ys)2ds− θ2
3

2

∫ t

0

Y 2
s ds

Soit D(1)Vt(θ) la derivée première de Vt(θ) par rapport à θ, on a

D(1)Vt(θ) =



∫ t

0

XsdXs − θ1

∫ t

0

X2
sds− θ2

∫ t

0

XsYsds∫ t

0

YsdXs − θ1

∫ t

0

XsYsds− θ2

∫ t

0

Y 2
s ds∫ t

0

YsdYs − θ3

∫ t

0

Y 2
s ds

 .

L’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂ de θ est une solution de l’équation D(1)Vt(θ) = 0, qui
vérifie la relation matricielle suivante

Mt = 〈M〉t(θ̂t − θ), (46)

où Mt est une (F, Pθ,z) martingale définie par

Mt =
(∫ t

0

XsdBs,

∫ t

0

YsdBs,

∫ t

0

YsdWs

)
dont la variation quadratique prévisible est donnée par

〈M〉t =



∫ t

0

X2
sds

∫ t

0

XsYsds 0∫ t

0

XsYsds

∫ t

0

Y 2
s ds 0

0 0
∫ t

0

Y 2
s ds

 .

Dans [17], Touati a déterminé le comportement asymptotique du crochet de Mt à savoir

It := V −1
t 〈M〉t(V ∗t )−1 −→ I∞ p.s., (t −→∞),

où

Vt =

 etθ1 0 0
0 etθ3 0
0 0 etθ3


et

I∞ =


1

2θ1
X2(θ)

1
θ1 + θ3

X(θ)Y (θ) 0
1

θ1 + θ3
X(θ)Y (θ)

1
2θ1

Y 2(θ) 0

0 0
1

2θ1
Y 2(θ)

 .
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Par conséquent, on a que ItVt(θ̂t − θ) =⇒ N (0, I∞). Comme I∞ est inversible, le TLC précédent s’écrit
aussi

(TLC) Vt(θ̂t − θ) =⇒ N
(
0, I−1
∞
)
.

Vitesses de convergences pour des fonctionnelles de l’estimateur θ̂ de θ :

La normalisation Vt vérifie la condition (C′) avec U2 = Diag(θ1, θ3, θ3) et ∆2,t = 0. Le théorème 2.1.1, ap-
pliqué au couple (M,V ) définie ci-dessus, permet d’en déduire que l’estimateur θ̂ de θ vérifie les propriétés
asymptotiques suivantes

Proposition 4.2 l’estimateur θ̂ de θ vérifie

1. (TLCPS) t−1

∫ t

0

δ{IsVs(θ̂s−θ)}ds =⇒ N3×3 (0, I∞) p.s., (t −→∞).

2. (LFQ) t−1

∫ t

0

IsVs(θ̂s − θ)(θ̂s − θ)∗V ∗s I∗s ds −→ I∞ p.s., (t −→∞).

Pour D̃s = IsVs(θ̂s − θ)(θ̂s − θ)∗V ∗s I∗s − Is, on a

3. (TLC de LFQ) t−1/2

∫ t

0

(U2D̃s + D̃sU2) ds =⇒ ν∞, (t −→∞),

où conditionnellement à I∞, ν∞ est une gaussienne matricielle centrée, indépendante de la v.a.
I∞ et de covariance

C = (2θ1 + 4θ3)−1{2I∞ ⊗ I∞ + 2[(V ect(I∞))(V ect(I∞))∗]⊥}.

A Annexe

A.1 Preuve du lemme 3.1

La première assertion du lemme a été établi dans [5] (voir relation 3.37). Nous allons montrer la
seconde à savoir

t−1/2H2,t =⇒ N (0, C̃2 ⊗ C2)

où H2,t =
∫ t

0

V −1
2,sM2,s(dM2,s)∗(V ∗2,s)

−1 et C̃2 = U2C2 + C2U
∗
2 . Nous allons établi que la martingale H2

vérifie le TLC. Pour cela nous allons étudier le comportement asymptotique de sa variation quadratique
prévisible et la validité de la condition de Lindeberg.

A.1.1 Comportement asymptotique de la variation quadratique de la martingale H2

Pour u ∈ Rd, on pose

Hu
2,t :=

∫ t

0

V −1
2,sM2,s(dM2,s)∗(V ∗2,s)

−1u.

On le résultat suivant :

Lemme A.1 Posons C̃2 = U2C2 + C2U
∗
2 , pour tout u ∈ Rd on a

t−1〈Hu
2 〉t −→ (u∗C̃2u)C2, (t −→∞).

Par conséquent,
t−1〈Vect(H2)〉t −→ C̃2 ⊗ C2, (t −→∞).

Preuve :
La variation quadratique prévisible de la martingale (Hu

2,t) est donnée par

〈Hu
2 〉t =

∫ t

0

Z2,s{u∗V −1
2,s d〈M2〉s(V ∗2,s)−1u}Z∗2,s.
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Pour tout (x, u) ∈ Rd × Rd, on a

x∗〈Hu
2 〉t x =

∫ t

0

x∗Z2,s{u∗V −1
2,s d〈M2〉s(V ∗2,s)−1u}Z∗2,sx

=
∫ t

0

< x,Z2,s >
2 dFus ,

avec Fut = u∗Ftu où Ft =
∫ t

0

V −1
2,s d〈M2〉s(V ∗2,s)−1ds. Le processus Ft s’écrit

Ft = C2,t +
∫ t

0

C2,s(V −1
2,s

dV2,s

ds
)∗ds+

∫ t

0

(V −1
2,s

dV2,s

ds
)C2,sds. (47)

Alors, pour u ∈ Rd, on obtient

dFut = d(u∗C2,tu) + u∗
{
C2,t(V −1

2,t

dV2,t

ds
)∗ + (V −1

2,t

dV2,t

dt
)C2,t

}
u.

Il en résulte que, pour tout (x, u) ∈ Rd × Rd :

x∗〈Hu
2 〉t x =

∫ t

0

< x,Z2,s >
2 d(u∗C2,su) + 2

∫ t

0

< x,Z2,s >
2 u∗∆2,sC

2
2,su ds

(48)

+
∫ t

0

< x,Z2,s >
2 u∗ (C2,sU

∗ + UC2,s)u ds.

La loi forte quadratique dans le cas d’une normalisation explosif, donne

1
t

∫ t

0

< x,Z2,s >
2 ds −→ x∗C2x p.s., (t −→∞). (49)

En utilisant la convergence (49), la condition (C′3), l’hypothèse (H1) et en appliquant le lemme de
Toeplitz, on obtient pour tout (x, u) ∈ Rd × Rd∫ t

0

< x,Z2,s >
2 u∗∆2,sC

2
2,su ds = o(t) p.s., (t −→∞) (50)

et
1
t

∫ t

0

< x,Z2,s >
2 u∗ (C2,sU2

∗ + U2C2,s)u ds −→ (u∗C̃2u)(x∗C2x) p.s., (t −→∞). (51)

Par ailleurs, ∫ t

0

< x,Z2,s >
2 d(u∗C2,su) ≤ ‖x‖2

∫ t

0

‖Z2,s‖2d|u∗C2,su|.

Du fait que
|u∗C2,su| ≤ ‖u‖4‖C2,s‖ = ‖u‖4tr{C2,s},

alors, on obtient ∫ t

0

< x,Z2,s >
2 d(u∗C2,su) ≤ Cte

∫ t

0

‖Z2,s‖2d(tr{C2,s}).

Par une intégration par parties, on obtient∫ t

0

‖Z2,s‖2d(tr {C2,s}) = ‖Z2,t‖2tr {C2,t} −
∫ t

0

tr {C2,s} d(‖Z2,s‖2).
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Par l’hypothèse (H1), il vient que presque sûrement tr{C2,s} = O(1). En appliquant la LL dans le cas
d’une normalisation explosif, on déduit que les deux termes du membre de droite de cette égalité est
presque sûrement un o(t). Par conséquent∫ t

0

< x,Z2,s >
2 d(u∗C2,su) = o(t) p.s., (t −→∞). (52)

En insérant (50), (51) et (52) dans (48), on obtient alors que pour x ∈ Rd

t−1x∗〈Hu
2 〉t x −→ (u∗C̃2u)x∗C2x p.s., (t −→∞).

D’où la première assertion du lemme A.1. La deuxième assertion découle directement de la relation
suivante

〈Hi
2, H

j
2〉t =

∫ t

0

Z2,s e
∗
i V
−1
2,s d〈M2〉s(V ∗2,s)−1 ej Z

∗
2,s,

pour 1 ≤ i, j ≤ d, où (e1, ..., ed) désigne la base canonique de Rd. �

Vu le résultat de la proposition précédente, pour appliquer le théorème TLC à la martingale (Ht), il
reste à vérifier la validité de la condition de Lindeberg. Pour ce faire on rappelle (voir Chaâbane et Ke-
baier [5]) que pour A = (At; t ≥ 0) et B = (Bt; t ≥ 0) deux processus croissants issus de 0, on dit que A
est dominé au sens fort par B et on note A << B si (Bt − At) est un processus croissant. On désigne
par Ãt (resp B̃t), le compensateur prévisible du processus A (respB). On a le résultat suivant

Si A << B, alors Ã << B̃. (53)

Le saut de la martingale matricielle Ht,2, est donnée par

∆H2,t = Z2,t(∆M2,t)∗(V ∗2,t)
−1,

sa norme vérifie
‖∆H2,t‖2 = tr{∆H2,t∆H∗2,t}

= tr{Z2,tZ
∗
2,t}{∆M∗2,t(V ∗2,t)−1V −1

2,t ∆M2,t}

= ‖Z2,t‖2tr{V −1
2,t ∆M∗2,t∆M2,t(V ∗2,t)

−1}

= ‖Z2,t‖2tr{V −1
2,t ∆[M2]t(V ∗2,t)

−1}.

Alors
‖∆H2,t‖2 = ‖Z2,t‖2∆Λt avec ∆Λt = tr{V −1

2,t ∆[M2]t(V ∗2,t)
−1},

où Λ = (Λt; t ≥ 0) est le processus croissant donnée par

Λt = tr

{∫ t

0

V −1
2,s d[M2]s(V ∗2,s)

−1

}
.

A.1.2 Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale (H2,t)

Désormais, on pose

σH2
t (r) =

∑
s≤t

‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>r} t > 0, r > 0.

La condition de Lindeberg au sens de la convergence presque sûre pour la martingale H2 s’écrit

∀ε > 0, ˜σH2
t (ε
√
t) −→ 0 (t −→∞).

La preuve de ce dernier résultat découle des deux lemmes techniques suivants :
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Lemme A.2 Sous l’hypothèse (H2) on a presque sûrement

sup
t>0
‖V −1

t ∆M2,t‖ < +∞.

Preuve
En remarquant que ∑

s≤.

∆M2,s(∆M2,s)∗ << [M2]. ,

alors pour t ≥ 0, on a

‖V −1
2,t ∆M2,t‖2 ≤

∑
s≤t

‖V −1
2,s ∆M2,s‖2 << tr{V −1

2,t [M2]t(V ∗2,t)
−1}.

Vu l’hypothése (H2), on obtient

‖V −1
t ∆Mt‖2 = O(1), (t −→∞).

D’où le résultat du lemme. �

Lemme A.3 Pour t > 0 et r > 0 en posant

σ1
t (r) =

∑
s≤t ‖∆H2,s‖21{‖Z2,s‖>r},

σ2
t (r) =

∑
s≤t ‖∆H2,s‖21{‖V −1

2,s ∆M2,s‖>r}.

Alors pour α ∈]0, 1], on a
σH2
. (α−3) << σ1

. (α−1) + σ2
. (α−1).

Preuve

En écrivant σH2
t (α−3) de la façon suivante

σH2
t (α−3) =

∑
s≤t ‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>α−3 , ‖Z2,s‖>α−1},

+
∑
s≤t ‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>α−3 , ‖Z2,s‖≤α−1 , ‖V −1

2,s ∆M2,s‖≤α−1}

+
∑
s≤t ‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>α−3 , ‖Z2,s‖≤α−1 , ‖V −1

2,s ∆M2,s‖>α−1}.

En tenant compte du fait que, d’une part, on a∑
s≤t

‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>α−3 , ‖Z2,s‖>α−1} << σ1
t (α−1)

et ∑
s≤t

‖∆H2,s‖21{‖∆H2,s‖>α−3 , ‖Z2,s‖≤α−1 , ‖V −1
2,s ∆M2,s‖>α−1} << σ2

2,t(α
−1),

d’autre part
‖∆H2,s‖2 = ‖Z2,s‖2‖V −1

2,s ∆M2,s‖2,
le résultat du lemme est établi vu que

{‖∆H2,s‖ > α−3 , ‖Z2,s‖ ≤ α−1 , ‖V −1
2,s ∆M2,s‖ > α−1} = ∅ p.s.. �

Une conséquence immédiate est que

σ1
. (r) <<

∫ .

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>r}dΛs

et

σ2
. (r) <<

∫ .

0

‖Z2,s‖21{∆Λs>r2}dΛs
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et pour tout t ≥ 0 et r ≥ 0, on a

σ̃1
. (r) ≤

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>r}dΛ̃s

et

σ̃2
. (r) ≤

∫ t

0

‖Z2,s‖21{∆Λs>r2}dΛ̃s

≤ 1{sups≤t ∆Λs>r2}

∫ t

0

‖Z2,s‖2dΛ̃s

avec

Λ̃s = tr

{∫ t

0

V −1
s d〈M〉s(V ∗s )−1

}
.

Il en résulte que pour tout α ∈]0, 1] et ε > 0 , on a

lim sup
t→∞

t−1 ˜σH2
t (ε
√
t) ≤ lim sup

t→∞
t−1 ˜σH2

t (α−3).

En fin, pour terminer, il suffit de prouver que

lim sup
t→∞

t−1 ˜σH2
t (α−3) = 0. (54)

En effet, d’après le lemme A.3, on a

˜σH2
t (α−3) ≤

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>α−1}dΛ̃s + 1{sups≤t ∆Λs>α−2}

∫ t

0

‖Z2,s‖2dΛ̃s,

par suite

t−1 ˜σH2
t (α−3) ≤ t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>α−1}dΛ̃s + 1{sups≤t ∆Λs>α−2}t
−1

∫ t

0

‖Z2,s‖2dΛ̃s. (55)

Or d’après la LFQ, on a

t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖2ds −→
∫ +∞

0

‖x‖2dµ∞(x) p.s., (t −→∞).

Alors

t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>α−1}ds −→
∫ +∞

0

‖x‖21{‖x‖>α−1}dµ∞(x) p.s., (t −→∞).

Soit le processus K donné par

Kt =
∫ t

0

V −1
2,s d[M2]s(V ∗2,s)

−1,

il vérifie
t−1Kt −→ C2U

∗
2 + U2C2 p.s., (t −→∞). (56)

Le compensateur prévisible du processus (Kt) donné par

K̄t =
∫ t

0

V −1
2,s d〈M2〉s(V ∗2,s)−1,

vérifie
t−1K̄t −→ C2U

∗
2 + U2C2 p.s., (t −→∞).

Ce qui implique que
Λ̃t = tr{K̄} = O(t) p.s., (t −→∞).
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Par conséquent

t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖2dΛ̃s ≤ Cte t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖2ds

t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>α−1}dΛ̃s ≤ Cte t−1

∫ t

0

‖Z2,s‖21{‖Z2,s‖>α−1}ds.

En tenant compte de (55), pour tout α ∈]0, 1], on a

t−1 ˜σH2
t (α−3) ≤

∫ +∞

0

‖x‖21{‖x‖>α−1}dµ∞(x) + 1{sups≤t ∆Λs>α−2}

∫ +∞

0

‖x‖2dµ∞(x).

En faisant tendre α vers 0, le deuxième terme du membre de droite de cette dernière inégalité tend vers
0 puisque d’après le lemme (A.2) on a presque sûrement

sup
t>0

∆Λs < +∞,

ce qui implique que 1{sups≤t ∆Λs>α−2} tend vers 0, lorsque α tend vers 0.

De même, si α tend vers 0, on a 1{‖x‖>α−1} tend vers 0, alors∫ +∞

0

‖x‖21{‖x‖>α−1}dµ∞(x) −→ 0, (α −→ 0).

Ainsi la relation (54) est établit. Par conséquant la martingale H vérifie la condition de Lindeberg au
sens de la convergence presque sûre. �
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[3] F. Chaâbane. Version forte du théorème de la limite centrale fonctionnel pour les martingales. C.
R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 323(2) :195–198, 1996.
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[5] F. Chaâbane and A. Kebaier. Théorèmes limites avec poids pour les martingales vectorielles à temps
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