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Résumé

Dans ce travail, on établit des résultats autour du théoreme limite presque-stire pour des martin-
gales vectorielles quasi-continues a gauche, en temps continu, & croissance explosive et mixte. Nous
appliquons les résultats obtenus a un modele de diffusion multidimensionnel mixte puis au modele
d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié utilisé en modélisation biologique et en mathématiques financiéres.

Mots Clés : Martingales quasi-continues, théoréme de la limite centrale presque-stre, loi forte qua-
dratique, Ornstein-Uhlenbeck bivarié.

Classification Mathématique. 60G46, 60G51, 60F05.

1 Introduction

1.1 Motivation

Soit B = (By,t > 0) un mouvement brownien réel standard. Le processus Y défini par Y; = e~*/2B,:
est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck récurrent positif, de mesure invariante la loi gaussienne centrée
réduite G = N (0,1). La traduction des théorémes limites classiques vérifiés par le processus ¥ au mou-
vement brownien B fournit les premiers théoreémes limites par moyennisation logarithmique. En effet,
I'une des propriétés les plus classiques, vérifiée par le mouvement brownien B, est un théoréme limite
avec moyennisation logarithmique. Plus précisment, on a la loi forte des grands nombres logarithmique,
donnée par

t B\ d
(LFL) Vf e LY(G), (logt)*l/ f <) B — /fdG D.S..

1 Vs) s
Une conséquence immédiate de la propriété (LFL) est le fameux théoreme de la limite centrale presque-
stire

¢
d
(TLCPS) (log t)_l/ —86{1375} = G p.s., (ol = dénote la convergence étroite),
1 S :

établi dans une forme plus générale par Brosamler [2]. Le théoreme de la limite centrale presque-stire
ainsi que la détermination des vitesses de convergence de la loi forte quadratique sous-jacente ont mené
a une littérature étendue durant la décennie passée. En effet, ces propriétés ont été généralisées aux
martingales discrétes unidimensionnelles par Chadbane [3] et Lifshits [14], puis aux martingales discrétes
d-dimensionnelles par Chadbane et al. [7] et Bercu [1], ensuite aux martingales continues par Chadbane
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[4]. Les résultats de Chadbane [3, 4] ont été obtenus grice & une approximation forte de la martin-
gale M par une trajectoire brownienne, alors que les résultats de Chaébane et al. [7] et Chaébane et
Maaouia [6] ont été obtenus en reprenant la technique de la fonction caractéristique utilisée par Touati
[18] pour démontrer une extension du théoréme de la limite centrale pour les martingales. Plus récemment,
Chaébane et Kebaier [5] ont étendu ce type de théoréme pour des martingales quasi-continues & gauche
a normalisation réguliere.

Le but de ce travail est de généraliser ces propriétés a des martingales quasi-continues a gauche a
normalisation explosive et mixte : (réguliére et explosive) (voir paragraphe 2). Nous exploitons I’ensemble
des résultats obtenus dans le cadre d’applications statistiques (voir paragraphe 4) ol nous produisons des
vitesses de convergence de type fonctionnel pour I'estimation de parametre dans deux modeles différents :

e un processus de diffusion linéaire multidimensionnel,

e un processus d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, utilisé dernierement pour modéliser le tissu micro vas-

culaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir Favetto et Samson [8]) et en mathématiques
financiéres (voir les récents travaux de Kramer et Richter [10] et Lo et Wang [15]).

1.2 Préliminaires

On note ||| la norme euclidienne sur R%. Pour une matrice réelle carrée A, A*, trA et det(A) désignent
respectivement la matrice transposée, la trace et le déterminant de la matrice A. Z; dénote la matrice
identité d x d. La norme de la matrice A est définie par : ||A|| = \/tr(AA*). On note Vect(A), le vecteur
obtenu en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A et on note [Vect(A)Vect(A)*]* la matrice &
blocs dont le bloc d’indice 1 < 7,5 < d est A; A} ou Ay, ..., Ag sont les vecteurs colonnes de A. Le symbole
® désigne le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

Rappelons que toute martingale locale M admet une décomposition unique en M€ + M?, ot M€ est
la partie martingale locale continue alors que M¢ est une somme compensée de sauts nulle en zéro. La
variation quadratique de M, notée [M], est le processus défini par

[M]t = <Mc>t + Z AMSAM:)

0<s<t

o (M¢); est unique processus croissant continu adapté tel que M M* — (M€); soit une martingale locale
nulle en zéro. Le compensateur prévisible du processus [M] est noté par (M).

Dans la suite, on considére une martingale quasi-continue a gauche M = (M;, t > 0) d-dimensionnelle,
localement de carré intégrable, définie sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F);>0,P) (voir Jacod et
Shiryaev [9]) et un processus déterministe V' = (V;);>0 & valeurs dans ’ensemble des matrices inversibles.
Pour v € R¢, on définit

e (u) = exp (—;u*<Mc>tu + /Ot /Rd(expmu,@} 1 — i(u, )M (ds, dx))

ot vM est la mesure de Lévy des sauts de la martingale M. L’ensemble de nos résultats de type presque-
stire est basé sur le théoreme de la limite centrale généralisé pour les martingales (voir Touati [17]). 11
donne une version généralisée du TLC utilisant non pas la condition classique de Lindeberg mais plutot
une hypothese portant sur les fonctions caractéristiques valable méme dans le cas non gaussien.

Théoreme 1.2.1 (Théoréme limite central généralisé pour des martingales) Soit M = (My,t > 0) une
martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-continue & gauche. Soit V.= (V;,t > 0) une
famille déterministe de matrices inversibles. Soit Q une probabilité sur l’espace C(X,R?) des fonctions
continues de X dans R? (ot X désigne un espace vectoriel de dimension finie). Si le couple (M, V) vérifie

Uhypothése suivante



¢t((‘/t*)_1u) — ¢OO(777U’) p-s., (t — 00)7
(H)
oo, u) non nulle p.s.,

ol n désigne une v.a., éventuellement dégénérée a valeurs dans X. Pour (z,u) € X x R%,

bnclc) = [ expliu,§))(z.de)

désigne la transformée de Fourier des lois conditionnelles unidimensionnelles (w(x,.),x € X) de la pro-
babilité Q. Alors
(TLCG) Zy =V, My = Zo :=3(n) (t — o0),

de maniére stable, ot (X(z),z € X) est un processus de loi Q indépendant de la v.a. 7.

Sous des hypotheses de régularité pour la normalisation V', nous pouvons obtenir des résultats de type
TLCPS a partir du TLCG ci-dessus. Une normalisation V est dite réguliére si elle vérifie la condition
(C) = {C1,Cq,C3} suivante :

e (Cy) t — V; est de classe €.

e (Cy) il existe sg > 0 tel que pour tout ¢ > s > s, on a ViV < V,V,* (au sens des matrices réelles

symétriques positives).

e (C3) il existe une fonction a = (a;) continue sur R, décroissante vers 0 & I'infini, telle que

t
At:/ asds T oo pour t7T oo
0
et une matrice U; vérifiant :

—U; =A 1, avec Ay — 0 (8 — 0),

U, + Uy = 954, ol S; est une matrice inversible.
Récemment, Chadbane et Kebaier [5] ont établi, pour une normalisation V' de type réguliere et dans le
cadre d’obtention du TLCG renforcées par certaines hypotheses, que le couple (M, V') vérifie les résultats
ci-dessous. Plus précisément, sous les hypotheses (H),
(H1) Vi M) (V) — C ps., (t— 00),
(ot C est une matrice aléatoire ou non) et si de plus la condition (C3) est obtenue avec
A1l = O ), (t—o00) avec>1,
ils obtiennent le théoreme de la limite centrale presque-stre généralisé :
t
(TLCPSG) (log(detV2))~1 / 57, d(1og(detV2)) —> fio, pos,  (t —s o0),
0
ol [ioo est la loi de Z
Si de plus le couple (M, V') vérifie les hypotheses
(H2) Vi ML (Vi)™ — C ps., (t—00) et

(Hs) C= / xx*dpos (z

alors ils démontrent une loi forte quadratique :



t

(LFQ) (log(detV;?))~! / VoM M (V)" d(log(detVE)) — C p.s.,  (t — 00),
0

et une loi du logarithme

(LL) 1V, P M, || = o(y/log(detV2)) p.s..

Notons que les relations LFQ et LL restent vraies, en remplagant (Hs) par

(H'2) JIp €[1,2] tel que / / AZP| V2| |2PuM (ds, dx) < 0o pus..
0o Jre

Enfin, en renforcant (H's) de la maniére suivante

(H"2) dp € [1,2] tel que / / ATPRV ]| 2PoM (ds, dx) < oo p.s.,
0o Jre

et en supposant que la condition (C3) est obtenue avec
_3
[Anall =0O(@™2), (t — o),

ils démontrent le théoreme de la limite centrale de la loi forte quadratique :

t
(TLC) (log(detV;2))~1/2 / {UD, + D,U*}d(log(detV?)) = oo, (t — 0),
0
ott Dy = V.UMM — (M),) (V)™ et conditionnellement & C, o, est une loi gaussienne matricielle
centrée, indépendante de la v.a. C' et de covariance
€ =2C @ C + 2[(Vect(C))(Vect(C))*]*.
Remarque 1.1 Notons que le TLC classique s’obtient sous ’hypothése (H1) et la condition de Lindeberg

1
(H") Yo > 07/11@/0 HVt_lx||21{HVfer>5} vM(ds,dx) — 0 p.s., (t — o0)

lesquelles impliquent Uhypothése (H) avec
1
n=CY2% et B(n,u)=exp (—Qu*C'u)

et que les preuves sont plus faciles ¢ mener sous (H') que sous (H).

Le but de ce travail est d’étendre ces résultats au cas explosif : c’est-a-dire a une normalisation V'
satisfaisant la condition (Cs) ci-dessus avec a; = 1; et au cas mizte, c’est-d-dire que la martingale M
s'écrit M = (My, Ms) ou M; désigne une martingale avec une normalisation réguliere V; et My une
martingale avec une normalisation explosive V5.

Les principaux résultats seront énoncés au paragraphe 2. Dans le paragraphe 3, afin d’éviter de
reprendre des preuves analogues & celles données au cas régulier dans [5], on se contente de démontrer les
résultats dans le cas mixte. Pour illustrer nos résultats, on donne dans le paragraphe 4 deux applications
statistiques. Dans la premiere on étudie un modele de diffusion mixte a temps continu et dans la seconde,
on étudie le modele d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié a temps continu.

2 Enoncés des résultats

2.1 Martingale a croissance explosive

Soit M = (M, t > 0) une martingale locale d-dimensionnelle nulle en zéro et quasi-continue & gauche.
Soit V' = (V;,t > 0) une famille déterministe de matrices inversibles. Une normalisation V est dite
ezplosive si elle vérifie la condition (C') = {Cy,C2,C 3} suivante :



o (C) t — V; est de classe €.

o (Cy) il existe sg > 0 telque pour tout t > s > sg on a ViV < V;V,* (au sens des matrices réelles
symétriques positives).

e (C'3) il existe une matrice Uy vérifiant :

dV;
Vfld—tt —Us=As2, avec Ao —0 (t— ),
Us +Us = 99, ol S est une matrice inversible.

Ces conditions sont notamment vérifiées dans le cas ou V; est une normalisation scalaire de type V; = vy
avec vy une fonction scalaire donnée par v; = cebt oll ¢ et b sont deux réels.

Les techniques utilisées pour démontrer les résultats de [5], cités ci-dessus, s’adaptent facilement dans
le cas d’une normalisation V' explosive. Ainsi, on a les résultats suivants :

Théoréme 2.1.1 Si le couple (M, V) satisfait auzx hypothéses (H) et (H1). On suppose que la condition
(C'3) est obtenu avec
[Ae2] = 0@ ), (t—o0) avec>1,

alors on a
¢
(TLCPSG) e = til/ 0z,ds = lloo D-S., O0U liso €St la loi limite de Z.
0
Si de plus le couple (M, V') vérifie (Hz2) et (Hs), alors on a
¢
(LFQ) t—l/ VoMM (V) rds — C ps.,  (t — o)
0
et
(LL) Vi M| = o(t'/?) p.s..

Enfin, si le couple (M, V') vérifie (H), (H1),

(H"3) el g [ [ @ TRV P (dsdn) < o0 ps,
o Jrd
(H3) et en plus on suppose que la condition (C'3) est obtenue avec
[Acall = O(2), (¢ — o0),

alors on a

t
(TLC) t_1/2/ (Us Dy + DyU3 Vs —> vao, (£ — 00),
0

ot Dy = V7Y (MMF — (M),)(VZ)™! et conditionnellement o C, vs est une loi gaussienne matricielle
centrée, indépendante de la variable aléatoire C' et de covariance

€ = (tr(Sy)) {20 @ C + 2[(Vect(C’))(Vect(C))*}J‘}.

2.2 Martingales a croissance mixte

On dit qu'une normalisation V = (V;,t > 0) € R4*? est mixte si elle est de la forme V = Diag(Vy, V2)
ot Vi (resp. V) est une famille déterministe de matrices inversibles de R%* %1 (resp. R92*42) satisfaisant
aux conditions de croissance réguliere (C) (resp. aux conditions de croissance explosive (C’)). Dans tout
ce paragraphe on désigne par M = (Mj, M3) une martingale locale d-dimensinnelle, quasi-continue &
gauche, nulle en zéro avec M; € R% et My € R% olt d = dy + ds et on pose Z; := Vt_lMt.



2.2.1 Théoréme limite centrale presque siire généralisé

Théoréme 2.2.1 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en zéro et quasi-continue a
gauche. Soit V' une normalisation mixte de matrices inversibles avec

1ALl = O(A") et Aol =0 (t—o00) o0df>1.

Si le couple (M,V) vérifie les hypothéses (H) et (H1) avec C' = Diag(C1, Cs) une matrice aléatoire ou
non ot Cj, € R¥>dk | ¢ {1,2}.

t

Alors les mesures aléatoires pu; = A;l/ 0z, dAs vérifient la version généralisée du TLCPS suivante
0

(TLCPSG) Ut = floo P-S., (t — 00).

oty Ay est la fonction définie dans la condition (Cs).

2.2.2 Loi forte quadratique associée au TLCPS

Théoréme 2.2.2 Sous les hypothéses du théoréme précédent. Si le couple (M, V) vérifie de plus les hy-
pothéses (Ha) et (Hs) et en renfor¢ant la condition (C) par :

t ta,
(Cy) il existe a €]0,1], tel que % sl et U g (t — o)
t ag
Alors on a
¢
(LFQ) A;l/ VoMM (V) dA, — C ps.,  (t — o).
0

Remarque 2.1 1. Le résultat reste vrai en remplagant U’hypothése (Ha) par

o0
(H) el [ [ ATV (s dn) < oo pes
o JRrd
avec Ay = Diag((1 4 As)Za,, (1 4+ $)Z4,)-

La quelle implique
t
[ v - dpn)) ) = o) ps.
0
et

/0 Vstl(d[MZ]s - d<M2>s)(V§:s)71 =o(t) p.s.

2. Notons que (Hs) est automatiquement vérifiée sous les hpothéses (H') et (H1), car dans ce cas Zoo =
C2G4 o0 G4 est une variable d-dimensionnelle standard gaussienne indépendante de C.

2.2.3 TLC de la LFQ

En vue de démontrer un TLC précisant la vitesse de convergence en loi de la LFQ établie ci-dessus,
on renforce I'’hypothese (H's) de la fagon suivante

(oo}
(H"2) Jp € [1,2] tel que / / APV || 2PuM (ds, dx) < oo pes..
0o Jrd
Remarque 2.2 Notons que sous (H"3), on a que
t
[ v - dan)) i) = o4 ps.,

et
/O Vi (Mo, — d(MR)) (Vi)™ = o(t?) ps.



Théoréme 2.2.3 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en zéro et quasi-continue a
gauche. Soit V' une normalisation mizte de matrices inversibles. On suppose que la condition (C) est
renforcée par (C4) et que

ALl = OAT*) et [[Azull = OF?) (¢ — o0).

Si le couple (M, V) vérifie les hypothéses (H), (H1), (Hs) et (H"2).

Alors .
o {2 [t - an)wnyvstanf = G e ae
0

ou 62 = UQCQ + CQUQ*

Dans la suite, on suppose que la normalisation mixte V = Diag(V1, V2) est telle que V; est de type
scalaire a savoir Vi ; = v Zy,.

Théoréme 2.2.4 Soit M une martingale locale, d-dimensinnelle, nulle en 0 et quasi-continue a gauche.
Soit V' une normalisation mixte de matrices inversibles vérifiant de plus :

-1 dvt

v = 2% 4 ot~ 1)) avecr >0 et a € [3/4,1]

et
A2l = Ot ) (t—o0), avec > 1.
Si le couple (M, V) vérifie les hypothéses (H), (H1), (H"2), (Hs).

Alors

t
~ 2
tr {t_(l_a)/2/1 sV Y (M ME — <M>S)(v;)—15d3} — T\/% tr{C1}G.

ot S = Diag(Zy,, Sa).

Remarque 2.3 Le premier TLC associé a la LFQ (théoréme 2.2.3) découle de 'application des TLC
de la LFQ associés auzr deur martingales My et My. Ainsi, la normalisation exponentielle tue la partie
réquliére. La covariance de la limite s’exprime donc uniquement en fonction de la covariance limite
associée a M. Dans le second TLC (théorme 2.2.4), on change la pondération et de ce fait le résultat
obtenu s’exprime en fonction de la covariance limite associe o M.

3 Preuve des principaux résultats

Dans cette section, nous donnons une esquisse de preuve pour le théoreme 2.2.1 (resp. théoreme 2.2.2)
qui se démontre d’une maniére analogue que le théoréme 2.1 (resp. théoreme 2.2) de [5]. Les preuves des
théoremes 2.2.3 et 2.2.4, se démontrent par de nouvelles techniques qui seront détaillées dans la suite.

3.1 Esquisse de preuve du théoréme 2.2.1

Pour montrer le résultat de ce théoréme, il suffit de montrer que pour u = (uy,us) € R4 x R?% on a

Pr(u) — Yoo(nu)  (t — 00), (1)

avec 1y la fonction caractéristique associée aux mesures (u¢) données par

t
Ye(u) = At_l/ exp{i(u, Zs) }dAs ou Zs = (Z1,s,Z2,s)
0

et Yoo (n, u) est la fonction caractéristique associée a la mesure limite pioo, la loi limite de Zu.



Dans la suite on introduit les processus L = (L1, L) et ¢ = (¢1, ¢2) définis par
L (up) = (¢en(ur))” expilug, Myy), et ¢pr(uy) = exp Byg(ur), k € {1,2},

avec

By i (ug) = —%ui(M,g)tuk —|—/0 /de (exp{i(up, z)} — 1 — i{uy, )™ (ds, dx), k € {1,2}.

Par conséquent, montrer (1) revient & établir la convergence suivante

¢
AT [ L) o) A, — bl (). @)
0
En adaptant les mémes techniques utilisées dans le lemme 3-2 de [5], on montre que

. 1,
|Le(w)| = (¢ (u) ™" expiu, My) < exp Fu (M) eu. (3)
En introduisant le temps d’arrét T, := inf, {T,.;; T}.} ot
inf{t <r telgue tr(V,1{(M),(V;¥)"!) > b} si E,., est réalisé,

r si non

et

inf{t <rtelque |¢((V;*) 'u)|™! > ¢} si B, est réalisé,

T, =

T si non
avec Bpy = {tr(V,"H M), (V;)™Y) > b} et BY, = {|¢.((V;¥) " u)| ™t > ¢}, pour u € R? et b > 0 (resp.
¢ > 0) désigne un point de continuité de la variable aléatoire ¢r(C') (resp. un point de continuité de la
variable aléatoire |¢oo(n,u)| ™" ), on déduit que la martingale locale complexe Ly(u) = Liar, (Vi)™ 'u)
est bornée et d’espérance égale & 1. Ainsi pour u € R%, on a

t
At / La(w)és(V2) " u)dA, — oo u) = Ay / Y omnwdA + 5. ()
0
avec Xy = Ay + 8, + 8 ou

Ay

t
A;l/ {expi(u, Zs) — expi(u,VS_lMsATs>}dAs,
0

5 = A / W) {65 ((VZ) ") — oo, u) A,

5/ A?l/o Ly(u){¢snr, (V) Hu) = 0s((VS) ™ u) }dA,.

En tenant compte des hypotheses suivantes

1216l = O(AL7) et Azl =Ot7), (to—o0) .6 > 1, (5)
et de la méme fagon que pour démontrer les relations (3.11) et (3.12) de [5] & savoir
limsup [A¢| + 0, =0 et Jim |6, =0 (6)
t,b,c— o0 —oo
et
Ay / {Loar, (V) ') = 1}dAy, — 0 p.s., (t — 00). (7)

Le résultat du théoreme (2.2.1) est établi, en utilisant (5), (6) et (7).



3.2 Esquisse de preuve du théoréeme 2.2.2

Tout d’abord, on montre la convergence suivante
t
A;l/ 04| Zo|2ds —> t1(C)  p.s.  (t — o). (8)
0

ou Zt = (Zl,h ZZ,t) et C = Diag(Cl, CQ)
En écrivant

t t t
At_l/ as|| Zs||*ds = A;l/ aSHZLSHQdS—FAt_l/ as|| Za,s||*ds.
0 0 0

Grace a la loi forte quadratique, le premier terme du membre de droite tend vers tr(Cy), lorsque ¢ tend
vers oo. Par une intégration par parties on montre que le deuxieme terme s’écrit,

t t
At_l/ asdl'y = A[latft — At_l/ Iialds avec dlg= ||Z275||2d5. (9)
0 0
En appliquant la LFQ, dans le cas d’une normalisation explosive, on obtient
Iy
- tr(Cs) p.s., (t — o00). (10)

En utilisant la condition (C4), on obtient
A7 ra Ty — (1 — ) tr(Co) p.s., (t — 00). (11)
En tenant compte de (10) et 'hypothese (C4), on obtient

t
At / [salds — —atr(Cs) p.s., (t — 00). (12)
0

Insérons (11) et (12) dans (9), on obtient la relation (8).
Compte tenu du théoréme 2.2.1 et de 'hypothese (Hs), on en déduit que

t
hminftr{A;l/ as||Zs||*ds — C} > 0. (13)
t—o0 0
En combinant la convergence (8) et I'inégalité (13), on obtient le résultat du théoreme (2.2.2).

3.3 Preuve du théoreme 2.2.3
Pour Z; = I/[lMt7 la formule d’It6 donne :

t t
Z£==/WWMMWWj/WWmm®%WWW
0 0
t t
—/wwmﬁmwwﬂ+/wmumm*
0 0

+ [ vetann, o) (14)

Alors . ¢
Dt+/ v;ldvsbﬁ/ Da(dVy)* (V)" = H, + HF + H,, (15)
0 0

avec Dy = V; Y (MM* — (M))(V;*)~', H = Diag(H,, Hy) et H = Diag(H,, Hs), définis & valeurs dans
R %42 par

t t
Hk,tzf Vo My dME (Vi)™ et H;m:/ Vo (d[My, — dM)) (Vi)™ ke {1,2}.
0 0



Par conséquent, on obtient la relation clef suivante :
t

o {2 [ AL ) v ) v =
0

1 - 1 _
—§t_1/2tr{Dt} +t7 Y2 {H,} + §t_1/2tr{Ht}7 (16)
Vu que }
t—l/QDt _ t—l/Q‘/;flMtMt*(‘/t*)—l _ t—1/2%71<M>t(‘/;*)—1’
de ’hypothese (H1), on obtient que
tr{t 2D,y — 0 p.s., (t — 00). (17)
Par ailleurs, sous ’hypotheése (H"3), le lemme 3 de Le Breton et Museila [13] s’applique et on a
At_l/QﬁLt — 0 et til/QHQ,t — 0 p.s.,(t— o0).

En écrivant - -
t_1/2H1,t _ t_l/QA;/2At_1/2H1,t7

L’hypothese (C4), implique B
t7V2H, , — 0 p.s., (t — o0).
Ainsi, B
V2 {H,} — 0 p.s., (t — 00). (18)
Le lemme suivant donne le comportement asymptotique du terme tr{tfl/ 2H.}.

Lemme 3.1 Avec les notations précédentes, on a
A;1/2H17t - N(O,él X Cl), avec él =U.Cy + ClUl*, (19)

et
t71/2H27t — N(O, 62 X CQ), avec éz = UsCy + CQUQ* (20)

La premiére assertion de ce lemme est démontré par Chadbane et Kebaier (voir relation (3.37) dans [5]).
La seconde assertion est démontrée en annexe. De la premiere assertion du lemme 3.1 et de la condition
(C4) on en déduit que t~'/2H, ; tend vers zéro en probabilité. Par suite il vient :

t7Y 20 {H,} = N(0,tr{Cs ® C3}). (21)
En insérant (17), (18) et (21) dans (16), on obtient le résultat du théoréme 2.2.3.

3.4 Preuve du théoréme 2.2.4

Notons tout d’abord qu’en posant S = Diag(14,,52), on a

t t t
tr {/ s *D,S ds} =tr {/ s‘“bl’s ds} +tr {/ S_QDQ’S So ds} . (22)
1 1 1

avec Dy = vy 2(MiM{ — (My):) et Dz = Vo (MaMg — (Ma):) (Vi) ™!

Par conséquent, afin de montrer le résultat du théoréeme, on étudie les comportements asymptotiques
des deux termes de droite de cette derniere égalité lesquels se déduisent des deux propriétés suivantes :
Pour v > 0et k € {1,2}, on a

(Pl) : ti’ybkat —]P; 0,

et .

(P2) : t*(l’a)ﬂ/ sthFHTa)tr{Dk,s}ds Eoo.
1

Ces deux propriétés sont une conséquence directe des faits que les couples (My, Vi) vérifient 'hypothese
(H1) pour k € {1,2} et donc kathm converge en loi et de ’application du lemme de Toeplitz.
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t
1. Comportement asymtotique de tr {/ 57 %Dy 5 .Sy ds} :
1

Nous réécrivons la relation (15), pour le couple (My ¢, t*/?V, ), on obtient

t t
/ Siat’l"{DZs‘/stldVQ’s} +/ SiatT{DQ,s(V{;d%,s)*} = —tr{t *Da,} +
1 1

. t
a/ s Ur{Dy s }ds + / s “tr{(2dHa,s + dHy,s)}, (23)
L 1

t t
avee Hy = [ Vi MadM5 (V5,) ™ et o = [ V5 2(AM). - ). (V)
0 0

Vu la condition (C’3) et le fait que ||Aq,|| = O(t~7), alors,

t t
s7r{ Dy o(Vy tdVa )"} = tr {/ 57Dy, So ds}
’ 1

t
+0 (tr {/ s_a_ﬁbg,s ds}) .
1

t
/ s™r{Da V[ dVa o} + /
1 1

Par conséquent, la relation (23) devient

t t
tr {/ S*O‘DQ,S So ds} = ftr{t*O‘Dlt} + a/ sfo‘*ltr{Dgys}ds +
1 1

/1 ot {(2dHs + dfls)} + O (tr { /1 "aiD,, ds}) (24)

Notons qu’en choisissant v = (1 + «)/2 dans (P1) et (P3) d’une part, on a que
tr{t=*Da,} = 0, (25)
et d’autre part
¢
/ s r{ Dy }ds £ 0. (26)
1

De méme, en choisissant v = 5 — (1 — a)/2, dans (P3), on obtient
t
tr {/ s Dy, ds} Fo. (27)
1

t

t
Bz,t:/ sTr{dHs s}, et B27t:/ s™r{dHs s}.
1 1

Par ailleurs, notons

alors, on a
t — —
/ S_at’l”{(QdH27s + dH27S)} = 232775 + Bg,t (28)
1
Dans la suite, on étudie le comportement asymptotique des deux martingales Ba; et Ba .

(a) Comportement asymptotique de (Bs,) :

La variation quadratique prévisible de la martingale (B ,t > 0) est donnée par
t
(Ba) = / sT2%r{d(H,)}.
1

11



Par une intégration par parties, on obtient

‘ H K Ha),
/ sT2r{d(H,) )} = tlﬂ%r{%} + 20 / sfmtr{@}ds.
1 1 S
Vu que (Ha);/t converge p.s.,(voir lemme 3.1 en annexe), il vient que
H
t1*2atr{7< t2>t} =o(l) p.s.,
et .
Hj)s
/ 3*2“tr{g}ds =0(1) p.s..
1 S
Par conséquent
¢
(Ba)t :/ s72tr{d(Hs)s} = O(1) p.s..
1
Donc
By =0(1) p.s.. (29)
(b) Comportement asymptotique de (B; ) :
De méme par une intégration par parties, on obtient
— — t —
By =t"%r{Ha,.} + a/ s~ Hy Vds.
1
Sous I'hypothese (H”3), (voir remarque (2.2)), a savoir
t
[ v ), - ) (507 = o) pes.
0
on obtient B
Hyy=o0 (t1/2> P.S..
Par conséquent,
t*tr{Hz;} =0 (tlﬂ*a) D.S.,
et ;
/ s~V Vs = O(1)  p.s..
1
Ce qui implique
Byi=o0 (t(l_")m) D.S.. (30)

Vu les relations (24), (25), (26), (27), (29) et (30) il vient que

t
t—(1=0)/24 {/ 570‘[)2,3 Sds} oo
1

t
2. Comportement asymtotique de tr {/ 57Dy s ds} :
1

De méme, en réécrivant la relation (15) pour le couple (Mi,V]) et en appliquant la trace, on
obtient

t
- duv, 1 - 1 _
tr{/ by, 2 }:—2tr{D1,t}+tr{HLt}+2tr{Hl,t}. (31)
1 s

12



t t
avec Hy; = / vy 2 My dM; et Hyy = / v 2(d[My]s — d{M)s).
0 0

Vu que, pour « € [3/4,1], on a

1 d’l}t
R

t t t
- dv, - -
tr {/ Dy s v } = r2tr {/ s_aDLSds} +o <tr {/ s_(l'“’)Dl,Sds}) .
1 Vs 1 1

Par conséquent la relation (31), devient

=727 4 o(t~(1H), (32)

il vient que

t t
. 1 - 1 .
r2tr {/ s—aplysds} = _itr{DLt} + 5tr{HLt} +tr{Hy:}+o0 (tr {/ S—(1+a)D1,Sds}> . (33)
1 1
En choisissant v = (1 — «)/2 dans (P;), on a que
t= (= 240py 3 Lo, (34)

De méme, en choisissant v = (1 + «)/2, dans (Pz), on obtient que

t
p—(1=a)/24, {/ 3—(1+a)1~)1,5ds} Fo. (35)
1

Sous 'hypothese (H”3), (voir remarque 2.2), on a

t
/ v 2(d[My]s — d(My)s) = O(Ai/2) p.s..
0
De la condition (32), on en déduit que
Hy;=o(t=/2) ps. (36)

Par ailleurs, la premiére assertion du lemme 3.1 et la relation (32), impliquent que

v 1; @ -0/ 20 L Y = N(0, 2060 {Ch 1)), (37)

Ainsi, le résultat du théoréme 2.2.3 découle des propriétés (33), (34), (35), (36) et (37). Ainsi, le
résultat du théoreme 2.2.3 est établi.

4 Applications statistiques

4.1 Modele de diffusion linéaire multidimensionnel a régularité mixte

Dans ce premier exemple, on considere un modele de diffusion mixte. Soit X, solution de I’équation
différentielle stochastique, définie par

t
Xt:X0+N/ Xsd8+Bt (38)
0

ol By est un mouvement brownien standard p-dimensionnel et N une matrice inconnue d’ordre p. En
appliquant les théoremes obtenus dans le paragraphe 2, on obtient des vitesses de convergence pour des
fonctionnelles de 'estimateur de la matrice N. Dans la suite, on suppose que le polyndéme caracteristique
P de la matrice N, vérifie

P(z) = P1(2)Pa(2), (39)
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avec P est un polynoéme de dégré pi, ayant des racines strictement négatives la plus petite (resp. la plus
grande) des solutions sera notée A, (01) (resp. Amaz(01)) et Po est un polynéme de dégré py, ayant une
seule racine réelle strictement positive notée A\(f3). (Un modele plus général que ce dernier a été étudié
dans Touati [18]). La relation (39) implique l'existence d’une matrice A d’ordre p telle que

ANA™! := 0 = Diag{6,,6,}

ol 6; est une matrice d’ordre p; x p; dont le polyndéme caracteristique est P; ol ¢ € {1, 2}.
Le modele (38), s’écrit

t
AXt = AX() + 9/ AXSdS + ABt
0

(A
a=(4)

avec A; une matrice d’ordre p; X p pour i € {1,2}, on obtient la décomposition suivante

En écrivant A sous la forme

t
A Xy = A, X+ 91/ A; X ds+ A;B;, pour i€ {1, 2}
0

On notera X; ; = A; X, pour ¢ € {1,2}, out X3, est une diffusion de type réguliere et X5 ; est une diffusion
de type explosive. Ainsi on a

t
Xip = Xio+ 91‘/ X sds + A;B;.
0

Dans la suite, on considere ; 'estimateur de moindre carrée de 6, définie par

0, = (/Ot AXSd(AXS)*>* (/Ot AXS(AXS)*ds>

Ainsi on construit un estimateur fortement consistant de IV, donné par

-1

Nt = A_létA. (40)

De la relation (38), on obtient X
(Nt — N)Pt == Mt

t
ou P, = / X XA*ds et M est la martingale définie par
0

t t
M, = / dBs(AX,)* avec (M), = / AX XTA*ds.
0 0
Dans la suite on écrit M, sous la forme M; = (M; 4, Ma,) avec

t
Mi,t:/ dB, X/, pour ie{1,2}.
0

L’avantage de cette écriture est de décomposer M; en deux composantes, la premiere étant & normalisation
réguliere alors que la seconde est a normalisation explosive. Notons que la variation quadratique de M,
s’écrit aussi

<Ml>t <M1, M2>t

Mye=1 gy, M) (Mo
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En posant V; = Diag(v/1Z,,,e”") et I, = V, ' (M);(V;)~*, on a

1 .
I 7<M1 ) M2>t6792t

It - —0st ’
<M2 y M1>t It,2

1 «
ou Il,t = ¥<M1>t et .[27,5 = 6792t<M2>t6792t.

Le lemme suivant, nous donne le comportement asymptotique de I;.

Lemme 4.1 Avec les notations précédentes, on a

I, — I :=Diag(l1,00; I2.00) p-5., (t —> 0)

ot
+oo
AR =/ ef15ef1% ds
0
et
+oo . +oo
Ig,oo:/ e 25775 %% ds  avec Z:/ e~ %254B,.
0 0
Preuve

Le fait que I, ; — I; oo p.s., (t — o0) pour i € {1,2}, est une conséquence directe de [11] et [12]. 11
reste a montrer que

1 o 1 .
—t<M1, My)e= %2t = %/ Xo s X7 ds e %2t —0 ps., (t— o0).
0

En effet, on a

2 t 2
(/ E || Xa. X7 ds) ,
0

2

1 [t .
Ell— | XX dse 0t
{27 [ e

de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

t 2 t t
(/ E||X2,5Xis|\ds> g/ ]EHXf,SXLSHds/ E || X5 X2 ds. (41)
0 0 0
Or . .
E|| X X1s] = E{/ dB;A*{e—GT“eQTSeGIS/ e“’l“AldBu}
0 0

s . 2
= /Heelse_el“AlH du.
0

En tenant compte des équivalences suivantes
e8] ~ %] ~ eAnin@D et (70| e [l e Amen )0 (5 s o),

on obtient

/tIEHX* X1s|lds < AP
0 s ' - 2|/\mar(91)|

1 Wpmin (02)1 1 2 Amin (01)—Amas (01))¢ }
e min 1 _ 1 _ e min 1 max 1 _ 1 A 42
{2|Amm(91> ( )~ ST ) )y @)
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De méme, en utilisant les équivalences suivantes
e~ flef=5]) e O et e~ [lem0 ] e e N0 (5 — o0),

on obtient

t 2
. [ Az 20(02)t _
/0 E[|X5, Xa] ds < i (e 1). (43)

En insérant (42) et (43) dans (41), on obtient que
1 ot
%<M1, M)e™2" — 0 p.s., (t — 00).
D’ou le résultat du lemme. O

Vitesses de convergences pour des fonctionnelles de ’estimateur N de N :

Le théoréme de la limite centrale pour la martingale M; découle directement du lemme précédent. Plus
précisément, on a
Vt_lMt = N(Ovjw)

ol I, est donné par le lemme 4.1. On en déduit des relations (38) et (40), un TLC pour Ny, & savoir :

(TLC) Vi YN, — N}P, = N (0, 1)

Dans ce cadre d’étude, la normalisation mixte V; vérifie les conditions (C) et (C4) avec U; = 1/27,,,
Ay =logt, A1y = 0 et a =1, ainsi que la condition (C’) avec Us = 63 et Ag; = 0. En appliquant les
résultats des théorémes 2.2.1, 2.2.2 et théoréme 2.2.3 au couple (M, V'), on en déduit que I'estimateur N,
de N vérifie les propriétées suivantes :

Proposition 4.1 [’estimateur N, de N vérifie
1 t ds
1. (TLCPS) @/; 6{Vg_1{Nb—N}Pb}? ﬁj\/’pxp (O,Ioo) p.S..
1
logt

_1ds

2. (LFQ) /j VYN, — NYP,PX{N, — N}* (V) ~ — I ps.

t
3. (TLC de LFQ) t '/tr {/ (VoY N, — NYP,P{N, — N}*(V¥)™' — Is)Jsds} = Nyxp (0,€),
1

1
avec la covariance € est donnée par € = 4tr{(0212 00 + I2.000%5) @ I2 oo} et Js = Diag(?lpl,ﬁg).
s

4.2 Modele d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié

La deuxiéme application concerne le modele d’Ornstein-Uhlenbeck bidimensionnel. Ce modele, plus
connu sous le nom de modele d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié, est souvent utilisé notamment en mathématiques
financieres (voir par exemple Lo et Wang [15] et Kramer et Richter [10]), mais aussi en biologie ot il
a permis de modéliser le tissu microvasculaire dans certaines thérapies contre le cancer (voir Favetto et
Samson [8]). Ainsi, les énoncés ci-dessous, viennent compléter les résultats d’estimation des parametres
de ce modele faits par [8] et [10].

Soit Z = {Q, F,(P.;z € RY)}, F = (F;t > 0), (Z;;t > 0) une version canonique de la diffusion sur
R?, solution du systeme différentiel stochastique suivant

AX, = 0, X,dt + 6,Y;dt + dB,, Xo =z,
(44)
dYVt = egndt + tha YO =Y,
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ot @ = (61,02,05) € R? avec 0 < 63 < 01 et F est la filtration naturelle de Z; = (X;,Y};), P, est la loi de
Z partant de z = (x,y) et I' = (B, W) est un (F, P,) mouvement brownien plan nul en 0.

En posant A(f) = O 62

0 6. ) le systeme (44) s’écrit sous la forme vectorielle
3

dZ, = A(0)Z,dt +dTy;t >0, Zg = 2. (45)

On notera Fy . la loi de Z partant de z, pour bien marquer sa dépendance en fonction de 6 et P, la loi
du mouvement brownien I'. Notons P; , et Fj , les restrictions de Py . et Py . & la tribu F;. D’apres le
théoréme de Cameron Martin Girsanov (voir [16]), on a
dPg,Z
dPg)z

= exp Vy(0)

ou

t t 1 t 2 t
Vi(6) = / (01X 4 0,Y,)d X + 93/ Y,dY, — 5/ (01X, + 0,Y,)%ds — %3/ Y2ds
0 0 0 0

Soit DMV;(6) la derivée premiere de V;(0) par rapport a 6, on a

/XdX —91/Xd5—92/XYds

DMV, (9) = /YdX 91/ X,Y.ds — 92/ YZ2ds
0 0

t
/ stYG 93/ Y;; ds
0 0

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 est une solution de I'équation DWY,(0) = 0, qui

vérifie la relation matricielle suivante R
M; = (M):(0: — 0), (46)

ol M; est une (F, Py ,) martingale définie par

t t t
M, = ( [ x| vab.. [ stWS)
0 0 0
dont la variation quadratique prévisible est donnée par
/ X2ds / XYds 0
/ XsYds / Yids 0
0
t
0 / Y2ds
0

Dans [17], Touati a déterminé le comportement asymptotique du crochet de M; & savoir

I =V M) (V) — I ps., (t— 00),

ou
et 0 0
V= 0 efs 0
0 0 etfs
et
L x2(p L _x@ve o
1291 0, + ?3
I = 0)Y (6 — Y20
6, 05 )Y (0) 50, (0) 1 0
_—y?
0 0 2.V 2(0)
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Par conséquent, on a que It‘/t(ét —0) = N (0, I.). Comme I, est inversible, le TLC précédent s’écrit
aussi

(TLC) Vi(f, - 0) = N (0,151).
Vitesses de convergences pour des fonctionnelles de ’estimateur 0 de 6 :

La normalisation V; vérifie la condition (C') avec Uy = Diag(fy, 03, 03) et Az, = 0. Le théoréme 2.1.1, ap-
pliqué au couple (M, V') définie ci-dessus, permet d’en déduire que 'estimateur 6 de 6 vérifie les propriétés
asymptotiques suivantes

Proposition 4.2 Uestimateur 6 de 0 vérifie

t
1. (TLCPS) t—1/0 S i1 v 6.—ey85 = Naws (0,I0)  ps.,  (t — o0).

t
2. (LFQ) fl/ LV.(0, —0)(0, — 0)*VIIids — I p.s., (t—s 0).
0
Pour D, = I,V,(0s — 0) (s — 0)*VXI* — I, on a
1
3. (TLC de LFQ) t*1/2/ (UyDg + DUs) ds = o, (t — 0),
0

ou conditionnellement o I, Vs est une gaussienne matricielle centrée, indépendante de la v.a.
I et de covariance

€ = (201 + 403) 21 @ o +2[(Vect(I))(Vect(1)) ]}

A  Annexe

A.1 Preuve du lemme 3.1

La premiere assertion du lemme a été établi dans [5] (voir relation 3.37). Nous allons montrer la

seconde a savoir ~
t_l/QHQ’t - N(O, Cy® CQ)

¢
ou Hyy = / V{lMg,s(dMg,s)*(VQ*)s)_l et Cy = UyCy + CoU3. Nous allons établi que la martingale Ho

8
vérifie le TLOC. Pour cela nous allons étudier le comportement asymptotique de sa variation quadratique
prévisible et la validité de la condition de Lindeberg.
A.1.1 Comportement asymptotique de la variation quadratique de la martingale H,
Pour u € Rd, on pose ,
o= [ VidMa (@) (V)
On le résultat suivant :
Lemme A.1 Posons C’g = UsCy + CoU3, pour tout u € R? on a
tTHHY), — (u*Cou)Cy,  (t — 0).

Par conséquent, B
t71<V€Ct(H2)>t I C2 X CQ, (t — OO)

Preuve :
La variation quadratique prévisible de la martingale (H3';) est donnée par

t
(HY), = / Zo (0 Vi (M) (Vi) u} 25,
0
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Pour tout (z,u) € R? x R?, on a

t
S = [ eV O 0 2
0
t
= / < xsz,s >2 dF;La
0

¢
avec F{' = u*Fuou F, = / V2T51d<M2>S(V2fS)*1ds. Le processus F; s’écrit
0

t t
dVa s, _1dVa s
F, :CQ,t+/ Co.o (V1222 ds+/ (V=2
o ] 0 S ds

ds )0273(18. (47)

Alors, pour u € R?, on obtient

Va1 dVE
dFu:d(u*og,tu)m*{cg,t(vg; T () di’t)cm}u.

Il en résulte que, pour tout (x,u) € RY x R :

t t
2" (Hy)rx = / <X, 23 >2 d(u*Cq su) + 2/ <x,Zas >2 u*Ag’SC’S)Su ds
0 0
(48)

t
—I—/ <x,Zas >2 (Ca, s U" +UCss) uds.
0

La loi forte quadratique dans le cas d’une normalisation explosif, donne

1 t
E/ <z, 2y >2 ds — z*Chz p.s., (t — o0). (49)
0

En utilisant la convergence (49), la condition (C’3), 'hypothese (H;) et en appliquant le lemme de
Toeplitz, on obtient pour tout (z,u) € R x R?

t
/ <x, 2y >3 u*A27sC’227su ds=o(t) p.s.,, (t— 00) (50)
0
et .
1 -
%/ <x,Zas >2 (Ca,sUs™ + UsCy 5) uds — (u*Cou)(x*Caz) p.s., (t — 00). (51)
0
Par ailleurs,
t t
/ <, 7 >2 d(uCou) < ||33H2/ | Zo.s |2l Csou.
0 0

Du fait que
| Cogul < [Jull*[|Caysl = [[ul|*tr{Cs,s3,

alors, on obtient

t t
/ < .'I:,ZQ,S >2 d(u*C’g,su) < Ote/ ||Z27s||2d(t1"{0273}).
0 0

Par une intégration par parties, on obtient

t t
[ 1Z2lPdter (Coh) = 122l Per (Ca) = [ tr{Ca}d()1Za]).
0 0
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Par ’hypothese (Hy), il vient que presque strement tr{Cs s} = O(1). En appliquant la LL dans le cas
d’une normalisation explosif, on déduit que les deux termes du membre de droite de cette égalité est
presque sirement un o(t). Par conséquent

t
/ <, 7255 > d(u*Coyu) = ot) p.s., (t— o). (52)
0

En insérant (50), (51) et (52) dans (48), on obtient alors que pour z € R?
t~ e (HY) 2 — (u*Cou)z*Chz p.s., (t —> o0).

D’ou la premiére assertion du lemme A.l1. La deuxiéme assertion découle directement de la relation
suivante

t
(3 1y = [ Zoe VildOB)(V5) e 25,
0
pour 1 <i,5 <d, ol (e, ...,eq) désigne la base canonique de R?. |

Vu le résultat de la proposition précédente, pour appliquer le théoreme TLC & la martingale (H,), il
reste a vérifier la validité de la condition de Lindeberg. Pour ce faire on rappelle (voir Chadbane et Ke-
baier [5]) que pour A = (A4t > 0) et B = (By;t > 0) deux processus croissants issus de 0, on dit que A
est dominé au sens fort par B et on note A << B si (B; — A;) est un processus croissant. On désigne
par A; (resp By), le compensateur prévisible du processus A (respB). On a le résultat suivant

Si A<< B, alors A<<B. (53)
Le saut de la martingale matricielle Hy o, est donnée par
AHy: = Z2,t(AM2,t)*(V2*,t)717

sa norme vérifie
||AH2¢||2 = tr{AHQ,tAH;t}

= tr{Z2.25 H{AM;,(V5,) V5 ' AM; .}
= || Zo|Ptr{V5, AMz AM, o (V5,) 7'}

= N ZolPPtr{Vyy AM:]e(V5,) ')

Alors
[AH || = [ Z24|P AN avec ANy = tr{V; ' A[Ma]i(V5,) ™'},

ot A = (Ay;t > 0) est le processus croissant donnée par
t
Ay = tr {/ 1/2751d[M2]S(V2’jS)‘1} .
0

A.1.2 Vérification de la condition de Lindeberg pour la martingale (Hs ;)

Désormais, on pose

o{2(r) = Y IIAHz P Ljam, 5yt > 0,7 >0.

s<t

La condition de Lindeberg au sens de la convergence presque sire pour la martingale Hs s’écrit

—~

Ve >0, of2(eVt) — 0 (t — o0).

La preuve de ce dernier résultat découle des deux lemmes techniques suivants :
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Lemme A.2 Sous l’hypothése (Hs) on a presque strement
sup |V, PAM, 4| < +oo.
>0

Preuve
En remarquant que

> AM, (AM, )" << [My].,

s<.

alors pour t > 0, on a

Vot AMae]|* <Y Vo L AM ff|* << tr{Vy [Ma]o(V5,) ™'

s<t
Vu I'hypothése (Hz), on obtient
Vi ' AM|? = O(1),  (t — o).
D’oti le résultat du lemme. ]

Lemme A.3 Pourt >0 etr >0 en posant

op(r) = Yot |AH2]* 12, 50y,
of(r) = Xoct 1A "Ly s ap, or-

Alors pour o €]0,1], on a
o2 (a73) << ol(a™) + 0% (a™h).

Preuve

En écrivant o/ (a~?) de la facon suivante

ot (™)

et IAH2 [P ab,  |>a—3 | Zo |50}
2
+ Xt IAH2 s Py am, 1503 1 2o sli<at [V ) AMs .l <a-1)

2
+ Dt |AH2 || LA H 503, | Zosl<a 1, Vs AMs. . |>a-1}-

En tenant compte du fait que, d’une part, on a

Z HAH2,S

s<t

2 1 —1
"L{am >a=2, 1 Zs s[>0} << 0p (@)

et

2 2 -1
DA P Y any >0 2 s<ant Vet abta a1y << 2071,
s<t

d’autre part
[AHz,s|? = || Za,s ||V AMs,|,

le résultat du lemme est établi vu que
{|AH || > 72, || Zas|| < o' Vo AMy ol > a7} =0 pus.. O
Une conséquence immédiate est que

ol(r) << /OHZz,s||21{|\zz,5|\>r}dAs
et

)<< [ 120 P1ian s
0
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et pour tout £t >0et 7> 0, on a

—_ t ~
ol(r) S/O 122,111 25, >ry dAs

et
— t ~
) < / 1Zo.0|P1 s, 2rey A
0

12dA,

t
< 1{sups<t AAS>T‘2}/ HZQ,S
- 0

o A= tr { / t vsld<M>s(v:>1}.

Il en résulte que pour tout « €]0,1] et € >0, on a

e~ e~

limsupt~ o2 (ev/t) < limsupt™ o2 (a=3).

t—o0 t—oo

En fin, pour terminer, il suffit de prouver que

—_~—

limsupt o2 (a=3) = 0.

t—oo

En effet, d’apres le lemme A.3, on a

t t
of*(a3) < / 1Z2,51* 1) 2, L1501y dAs + 1{Sups<tAAs>0F2}/ 122,51 2dAs,
0 - 0

par suite

t t
ol (a-3) < 1 / 12541211120 o1y 8Rs + L an, 50zt / | Zs.0| ?dA..
0 - 0

Or d’apres la LFQ, on a

t +o0
N e R N A
0 0

Alors . oo
O 121z ads — [ e e i) s (o)
Soit le processus K donné par .
o= [ Vitanl vz
il vérifie
7 — U5 +UsCy pes.,  (t — o00).

Le compensateur prévisible du processus (K;) donné par

t
K = / Vi d(M)e(Vsy)
0

vérifie ~
tillct — CQUQ* + UsCs p.s., (t — OO)

Ce qui implique que y -
A =tr{} =0() p.s., (t— o0).
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Par conséquent

IN

t
t*l/ | Z2.s||2dA
0

) )
L) 2y > a-1}dAs

t
Cte t*l/ 1 Z2 5|2 ds
0

t
cte -1 / 120,421 25 . 515,

IN

t
1 / 12|
0

En tenant compte de (55), pour tout a €]0,1], on a

H e i
t_lot 2(a_3) < /0 ||‘T‘|21{||:C\|>oc*1}dlu/oo(x) + 1{supsgt AAS>0¢*2}/O ||.'L'||2d,U/OO(IIJ)

En faisant tendre « vers 0, le deuxiéme terme du membre de droite de cette derniere inégalité tend vers
0 puisque d’apres le lemme (A.2) on a presque stirement

sup AA; < 400,
>0

ce qui implique que l{supsgt AA,>a-2} tend vers 0, lorsque « tend vers 0.

De méme, si « tend vers 0, on a 1gj;>q-1} tend vers 0, alors

+oo
/0 el (ot ydioe (2) — 0, (@ — 0).

Ainsi la relation (54) est établit. Par conséquant la martingale H vérifie la condition de Lindeberg au
sens de la convergence presque stre. O
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