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Résumé

Les structures des arbres, des listes, des piles et des
queues sont souvent utilisées en programmation logique
et programmation logique avec contraintes. Il est donc
important de pourvoir résoudre des contraintes dans ces
structures. Les listes et les piles peuvent étre considérées
comme des cas spéciaux des arbres, mais ce n'est pas le
cas des queues avec les opérations d'ajout d'un élément
a gauche ou a droite. Nous présentons dans ce papier
un algorithme de décision dans I'algebre des arbres finis
ou infinis étendus avec des queues. De cet algorithme
découle un résultat en logique : la complétude et la dé-
cidabilité de la théorie du premier ordre de cet algebre.

Abstract

The structures of trees, lists, stacks and queues are
usually used in logic programming or constraint logic pro-
gramming. It is then important to be capable to solve
constraints in these structures. Lists and stacks can be
considered as special cases of trees, but it is not the
case for queues with left- and right-insert operations. We
present in this paper a decision algorithm in the algebra
of finite or infinite trees extended with queues. This al-
gorithm gives a result in logic : the completeness and
the decidability of the first-order theory of this algebra.

1 Introduction

Dans la programmation logique (PL) ou la program-
mation logique avec contraintes (PLC), la structure
d’arbres et les structures de listes, de piles ou de queues
sont souvent utilisées. On se trouve donc face a dé-
cider ou a résoudre des contraintes dans ces struc-
tures. Les listes et les piles avec l'opération d’ajout
d’un élément a gauche pour les listes et a droite pour
les piles peuvent étre considérées comme des cas spé-
ciaux des arbres. Une procédure de décision d’une al-
gebre des arbres s’applique donc habituellement aux

arbres avec listes et piles. Les queues sont des struc-
tures ol nous pouvons ajouter un élément a la fin ou
bien prendre I’élément du début. Ces deux opérations
correspondent respectivement a des ajouts a droite et
a gauche d’un élément dans une queue. Les queues
avec ces opérations ne peuvent pas étre considérées
comme des arbres, car une queue peut étre construite
de différentes fagons, ce qui contrarie une des proprié-
tés principales des arbres. Par exemple une liste [a, ]
est construite par 'unique construction [a|[b|[]]], mais
une queue (a,b) a plusieurs constructions différentes,
par exemple en ajoutant a a gauche de la queue vide
puis b a droite ou en ajoutant b a gauche de la queue
vide puis a & gauche. Une procédure de décision dans
les arbres ne peut donc pas s’appliquer aux queues.
Tandis que la décidabilité de ’algebre des arbres finis
avec des queues est connu [13], celle des arbres finis
ou infinis avec des queues a notre connaissance, reste
une probléme ouvert.

Un simple exemple d’utilisation de queues est dans
I’analyse syntaxique, ou l'on veut reconnaitre les mots
a™b™ générés par les régles S — e | aSbh. Dans des
implantations de la PL ou la PLC, avec des gram-
maires de clauses définies, les queues sont souvent re-
présentées par des différences de listes. Une différence
de liste est un terme L1 — L2, qui signifie la liste obte-
nue en coupant la liste L2 de la fin de L1, par exemple
[1,2,3,4] — [3,4] représente la liste [1,2]. Voici un pro-
gramme Prolog utilisant des différences de listes :

s (X0-X0) .

s([alX0]-X1) :- s(X0-[blX1]).

Cependant, la différence de listes n’est qu'une astuce
pour gérer la fin d’une liste. Nous nous plagons en-
suite dans 'algebre des arbres étendus avec des queues.
L’ensemble des symboles de fonctions est étendu de la



constante nil pour la queue vide et des symboles al
et ar correspondant respectivement a ’ajout a gauche
et 'ajout a droite d’'un élément dans une queue. Les
clauses seront plus simples et naturelles :

s(nil).

s(al(a,ar(X,b))) :- s(X).

Les arbres avec un ensemble infini de symboles de
fonction modélisent la base de la PL ou de la PLC
[2, 7]. L’algebre qui modélise cette extension sera celle
des arbres finis ou infinis étendus avec des queues, dé-
finis sur un ensemble infini de symboles de fonction.
Il est important donc d’assurer la décidabilité dans
cet algebre. La décidabilité de cette extension a éga-
lement un intérét dans autres domaines de I'informa-
tique comme la logique ou la vérification.

La décision dans des algebres des arbres font déja
I'objet de plusieurs études. Dans le cas des arbres fi-
nis nous référons aux travaux de A. Malcev [11], K. L.
Clark [1], K. Kunen [8] et H. Comon [3]. Pour les arbres
finis ou infinis, M. Maher a proposé une axiomatisa-
tion complete ainsi qu'une procédure de décision [10].
Un algorithme de résolution de contraintes du premier
ordre dans les algebres des arbres est proposé en [4, 6]
et qui fait d’office la décision pour les formules closes.

Des extensions d’arbres avec d’autres structures
sont étudiées dans différents travaux. Dans le cas d’ex-
tension de la théorie des arbres avec une théorie dite
flexible, par exemple la théorie des rationnels addi-
tifs, une axiomatisation ainsi qu’une procédure de dé-
cision sont proposées [5]. Cependant, les arbres avec
des queues n’entrent pas dans ce cadre. De plus, I'ex-
tension avec des queues n’est pas simplement d’avoir
des queues en plus des arbres, mais une structure ot
un arbre peut avoir une partie qui est une queue, ou
les éléments d’une queue peuvent étre des arbres ou de
nouveau des queues. Par conséquent les méthodes gé-
nérales de décision dans une combinaison de théories
comme Nelson-Oppen [12] ne peuvent non plus s’appli-
quer. Dans le cadre de la vérification, T. Rybina et A.
Voronkov ont proposé un algorithme de décision dans
lalgebre des arbres finis avec queues [13]. Cependant
I’algebre étudiée est des arbres finis construits sur un
ensemble fini de symboles de fonction, ce qui fait que
des techniques utilisées pour la décision ne peuvent pas
s’appliquer dans notre cas.

La contribution de ce papier est un algorithme de
décision des formules du premier ordre dans cette al-
gebre. L’algorithme permet a conclure la décidabilité
de la théorie du premier ordre de cette algebre.

Le reste du papier est organisé comme suit. L’al-
gebre des arbres avec queues ainsi que ses propriétés
sont présentées dans la section 2. Dans la section 3,
nous présentons les formes résolue et basique et 'al-
gorithme de transformation en forme résolue. Dans

la section 4, nous présentons l'algorithme de déci-
sion dans l'algebre et déduisons la décidabilité de la
théorie du premier ordre de cette algebre. Plusieurs
exemples sont donnés pour illustrer l'algorithme. La
section 5 est réservée a la conclusion. A cause des
contraintes d’espace, les preuves ne sont pas pré-
sentes. Une version compléte est accessible en ligne a la
page des rapports de recherche du Laboratoire d’Infor-
matique Fondamentale d’Orléans (http ://www.univ-
orleans.fr/lifo/).

2 L’algebre des arbres avec queues

Langage Soit S un ensemble de deux sortes arbre et
queue. Soit V' un ensemble de variables dont chacune
est associée a une sorte fixée. On suppose que chaque
sorte a un nombre infini de variables. On appelle un
type chaque expression de la forme a1 X -+ X o, —
G, o aq,...,a, et B sont des sortes de S. Soit F
un ensemble infini de symboles de fonction. A chaque
élément de F' est associé un type ay X - - - X o, — arbre
et le nombre n est appelé l'arité de f. On se donne
trois autres symboles al, ar et € ol al est de type a x
queue — queue, ar est de type queue X a — queue et
€ de type — queue, avec o € S. Soit R un ensemble de
symboles de relation contenant deux symboles queue
et arbre d’arité 1.

Un terme de sorte [ est soit une variable de cette
sorte, soit de la forme f(uq,...,u,) o f € F de type
oy X - X a, — B etuy,...,u, des termes de sortes
Qq,...,q, respectivement. Une formule est une ex-
pression de I'une des formes suivantes :

s =t, arbre(x), queue(t), true, false,
=0, (P A1), (P V), (p = ¥), (¢ < ¥), Fzp, Yaop.

Ici t,s sont des termes et ¢,1 sont des formules
de taille plus petite. Nous utiliserons la notation
T pour désigner un vecteur de variable xi...x,, 3T
pour 3xy...3z, et VT pour Vzy..Vz,. Nous utiliserons
la notation [uj..u,]t ou [@]t pour désigner le terme
al(uy, ..., al(up,t)....) et la notation t[u..u,] ou t[u]
pour le terme ar(...ar(t,uy)...,u,). Nous utiliserons la
notation 37 et 3! pour exprimer “’il existe au plus une
valeur” et “il existe exactement un”, respectivement.

Structure S Nous définissons la structure S, appelée
Ualgebre des arbres finis ou infinis avec queues comme
suit. Le domaine de S est 'ensemble D = AUQ, ou A
est ’ensemble des arbres, qui sont finis ou infinis, dont
les noeuds sont étiquetés par les éléments de F', et @)
I’ensemble des queues d’éléments de AU Q. Une queue
est une suite d’éléments, a laquelle nous pouvons ajou-
ter un élément & gauche (au début) ou & droite (a la
fin). Les arbres et les queues représentent deux sortes



arbre et queue respectivement. Nous définissons main-
tenant l'interprétation de chaque symbole de fonction.

Pour chaque symbole de fonction f de type a; X

- X ay, — arbre, 'interprétation f de f est I'opé-
ration de construction d’arbre défini comme suit :
avec ai,...,a, des éléments de sortes ap,..., oy,
f(ay,...,a,) est un arbre dont la racine est étique-
tée par f et les fils immédiats sont ai,...,a,. Le
symbole ¢ est interprété par la queue vide. Le sym-
bole al est interprété par la fonction d’ajout a gauche
al : D x Q — Q@ telle quavec a € D, (by,..,b,) €
Q, al(a,(b1,..,b,)) = {a,by,..,b,). Le symbole ar
est interprété par la fonction d’ajout a droite ar :
Q x D — Q@ telle qu'avec (by,...,b,) € Q, a € D,
M(<b1, .y bn>, a) = <b1, o bn, a).

Propriétés des arbres Elles sont formulées par ’en-
semble des schémas d’axiomes suivants [10, 6] :

vzvy —(f(7) = 9(y)) (al)
vevy (f(T) = f(§) = Niwi = i) (a2)
Vz3z A, zi = t:i(TZ) (a3)

Ici f,g € F et sont distincts, T un vecteur de va-
riables z;, ¥ un vecteur de variable y;, Z un vecteur
de variables distinctes z; de sorte arbre et ¢;(TZ) un
terme de la forme d’un symbole de fonction suivi de
variables prises dans T et Z. La forme (al) est appelée
conflit de symboles qui indique que les arbres construits
par des symboles de fonction différents sont différents.
La forme (a2) est appelée explosion qui indique que
les arbres égaux doivent avoir ’égalité entre les sous-
arbres respectifs. La forme (a3) est appelée solution
unique, qui indique que certaines formes de conjonc-
tions d’équations ont une solution unique. Par exemple
la formule = f(x) a une solution unique pour z, qui

est arbre infini f(f(f(...))).

Propriétés des queues Les queues satisfont les pro-
priétés suivantes [13] :

VaVu—-(z = t(2u)) (q1)
Vavu(=(e = [ulz) A =(e = zfu])) (42)
Y. Yu, Vo1 Yo, Ve ([ur . us)z = zlvr.vm])  (¢3)
V(e = e v 3g3u(e = [uly) v I3z = ylu])  (¢4)
VaVyVuvv([ulz = vy —u=v Az =vy) (g5)
VaVyVuVv(z|u] = ylv] = u=v Az =y) (¢6)
VavVuvv(al(u, ar (v, z)) =ar(al(u, x),v)) (¢7)
Vg .. Vg ([u1.un)e =€lur .. uy]) (¢8)

Ici n # m, x,y sont des variables de sorte queue, t(x%)
est un terme de sorte queue qui contient des occur-
rences de x. La propriété (ql) exprime le fait que les
queues sont de longueur finie et une queue ne peut
se servir a définir elle-méme, ¢(2) et (¢3) le fait que

les queues de longueurs différentes sont différentes, et
de (g4) & (¢8) la relation entre les ajouts & gauche
et a droite dans une queue. Il est important de no-
ter que (¢7) et (¢8) expriment le fait qu’une queue
peut étre construite de différentes fagons, par exemple
(a, b) est la queue construite par al(a,ar(e,b)) ou par
ar(al(a,e),b). Ces propriétés distinguent les queues
des arbres.

De plus, les queues satisfont les propriétés suivantes
concernant des mots. Les queues peuvent étre consi-
dérées comme des mots finis sur D et les opérations
d’ajout a gauche et a droite peuvent étre considérées
comme des concaténations d’'un mot avec une lettre.
Soit D* I’ensemble des mots finis, D™ 1’ensemble des
mots finis non vides sur D et € le mot vide. Pour deux
mots u et v, uv signifie le résultat de la concaténation
du mot u avec le mot v. Pour un mot w, |u| désigne
sa longueur et u™ le résultat de la concaténation de
n fois u, u* (u™) désigne l'ensemble {u™ | n > 0}
({u™ | n > 0}). Un mot u est primitif si u # v™ avec
n > 1 pour tout mot v. Deux mots u et v sont conju-
gués s'il existe deux mots s,t avec s # € tels que u = ts
et v = st. Par exemple sur 'alphabet {a, b}, deux mots
baaba et ababa sont conjugués.

Propriété 1 [9] Soient t,s € DT et x une variable.
L’équation tx = xs a des solutions si et seulement sit
et s sont conjugués, c’est-a-dire qu’il existe un couple
(u,v) € D* x DT tel que t = wv et s = vu. De plus,
sit et s sont primitifs alors (uv)*u est 'ensemble des
solutions de l’équation tx = xs.

Propriété 2 Soit t = uv et t = v'u’ deux mots pri-
mitifs dans DT avec [t| # [t']. On a

wz = xvu Au'v'z = zo'u’ — |z| < [t| + |t].

Propriété 3 Soit t = wv et t' = v’ deuw mots pri-
mitifs dans DV avec |t| = |t'|. Si |u| = |v| alors

wvx = zvu A u'v'x = zv'u’
= (u=v Az=u)V(u=u Av=1 ANuwwz = zvu)

sinon uwvx = zou A u'v'z = xv'u’ — false.

Ces propriétés montrent qu’avec des équations dans
des queues, nous pouvons exprimer des queues avec
des motifs répétés. Par exemple d’apres la propriété
1, Péquation [ablx = x[ba] correspond & un ensemble
infini des queues finis (a), (a, b, a), (a,b,a,b,a), ... (la
forme (ab)*a), d’apres la propriété 2, la conjonction

[ablx = x[ba] A [abalx = z[aba] donne une solution
unique {a, b, a), et d’apres la propriété 3, la conjonction
[aba]x = x[aba] A [aba]x = z[aab] n’a pas de solution.



3 Formules basiques

A partir d’ici nous supposons que les variables soient
numérotées par des entiers naturels distincts, et pour
une variable z soit no(z) son numéro. Nous suppo-
sons que dans chaque formule et sous-formule, si = est
une variable libre et y une variable quantifiée, alors
no(y) > no(z). Cette condition est satisfaisable car les
variables quantifiées peuvent étre renommées et 1’en-
semble de variables est infini.

En utilisant la propriété (¢7) des queues, les
termes construits avec les symboles al,ar sont ré-
écrits dans la forme ou les symboles les plus in-
ternes sont ar et ceux des plus externes sont al.
Par exemple le terme ar(ar(al(ui,x),us),us) devient
al(uy,ar(ar(z,uz),us)). La notation [t1..t,]T[s1..8m]
désignera ces termes et la variable x sera appelée le
noyau du terme. Soit @ = ui..u, et 1 < k < n, on note
par p(k,u) la rotation circulaire & droite de k places de
u, ¢’est-a-dire wg41..uyus..ug. Notons que u et p(k,u)
sont conjugués.

Une contrainte élémentaire est

— soit une contrainte de sorte de la forme queue(x)

ou arbre(z), avec z une variable,

— soit une équation de la forme x = y, avec z,y des

variables,
— soit une équation de la forme x = f(uy, .., uy,) avec
x et les u; des variables et f de type ag x -+ X

o, — arbre,

— soit une équation de l'une des formes x = t et
t = s, ou x est une variable, ¢ et s sont des termes
de 'une des formes ¢, [u]e[v] et [a)y[v], avec y une
variable et 7,7 des vecteurs de variables.

Une équation triviale est une équation de la forme
t = t. Pour simplifier I’écriture, les équations de la
forme x[u] =[v]y sont réorganisées en [v]y =z[u]. Pour
les équations de la forme x = ¢ ou [u|z = z[7], = est
appelée le représentant de ’équation. Une conjonction
c de contraintes élémentaires est completement typée
si pour toute variable x ayant une occurrence dans c,
soit queue(x) soit arbre(z) est dans c.

Soit ¢ une conjonction de contraintes élémentaires
et soit u une variable. On définit Acc.(u) 'ensemble
des variables accessibles depuis v dans ¢ comme suit :

— si ¢ contient une équation non triviale de la forme

u=toux = tavecz € Acc.(u), alors les variables
dans t sont dans Acc.(u),

— si ¢ contient une équation non triviale de la forme

[@]u = u[v] ou [u]z = x[v] avec x € Acc.(u), alors
les variables de u et T sont dans Acc.(u).

Définition 1 Une conjonction ¢ de contraintes élé-
mentaires est sous forme résolue si et seulement si

1. chaque équation est de l'une des formes x = t,
[u]z = z[p(k,@)], ot x est une variable et k < [u],

2. les représentants des équations sont tous dis-
tincts,

3. pour chaque équation de la forme x =y, no(x) >
no(y),

4. ¢ est complétement typée et les contraintes de
sorte respectent le type des symboles de fonction
dans c,

5. pour toute variable x de sorte queue ayant une
occurrence dans ¢, © & Acce(x).

Dans I’algorithme de décision présenté dans la section
4, nous allons maintenir les formules sous la forme
d’une disjonction de formules basiques, dont la défi-
nition est comme suit.

Définition 2 Une formule basique est de la forme
JFu(e A N\;ep ~Tics), avec I éventuellement vide, ot

1. c et les ¢; sont des conjonctions résolues,

2. pour chaque variable u de w, il existe une variable
x libre dans Juc telle que u € Ace.(x),

3. pour chaque variable u de w;, il existe une variable
x libre dans 3uzc; telle que u € Acee, ().

Remarque : puisque chaque variable quantifiée dans
une formule basique doit étre accessible depuis une
variable libre, la seule formule basique sans variable
libre est la formule true.

Notons que dans une formule basique, des conjonc-
tions de contraintes élémentaires sont sous forme réso-
lue. Nous présentons dans la sous-section 3.1 suivante
I’algorithme permettant de transformer une conjonc-
tion de contraintes élémentaires en forme résolue.

3.1 Algorithme de transformation en forme résolue

Nous utiliserons la notation d’équation []z £ z[7]
pour marquer que les mots w et U sont primitifs et la
notation [@)z = z[v] pour marquer que les mots T et T
sont conjugués et primitifs.

L’algorithme est une combinaison de deux phases.
La premiere phase transforme une conjonction de
contraintes élémentaires completement typée de sorte
que les représentants des équations x = t sont tous
distincts. A la fin de cette phase, les représentants des
équations de la forme [u]z = x[0] ne sont pas encore
distincts. La seconde phase traite ces équations, elle
créera une disjonction de formules de la forme Juc, ou
éventuellement sur c il sera nécessaire de relancer la
phase 1 et la phase 2. Nous présentons dans ce qui
suit les deux phases et montrons que bien que les deux
phases puissent se lancer mutuellement, ’applications
se termine toujours au bout d’un temps fini.



Premiére phase
— Concordance de type :

assurer que le type des
symboles de fonction est respecté, et qu’il n’y a
pas de conflit de type.

Equations de sorte arbre : Dans ces regles, a est
une contrainte élémentaire, x, y sont des variables
de sorte arbre avec no(z) > no(y), les u;,v; des
variables, t un terme de sorte arbre, f et g deux
symboles de fonction différents.

false N\a = false

r=x = true

r=y = y==zx

x = f(u,.,un) Nx = g(v1,..,vm) — false
x = f(ut,.,un) Ax = f(vr,..,v,) =

= fug, yun) Aup =01 A Ay = vy
rT=yNz =t =

r=yNy=t

Equations de sorte queue : des qu’il existe une
variable x de sorte queue dans c telle que = €
Acee(x), la conjonction est évaluée & false.

1 false N\a = false

2 t=t = true

3 t=2z =— xz=t

4 y=xr — T=Y

5 z=yAe(r) = xz=yAe(y)
6 z=tANz=5 = zx=tAt=s
7T x=the(r) = z=tAet)
8 [ut=[v]s = u=vAt=s
9 tul=s] = u=vAt=s
10 [ule=r[v] = elu =r[v]

11 [@lz =¢t] = [u|z = [v]e
12 e=[ulz[v] = false

13 [u)z[v)=e = false

14 [ulz =z[t] = false

Ici a est une contrainte élémentaire, ¢, s sont des
termes de sorte queue, x,y des variables de sorte
queue, u,v des variables et u,7 des vecteurs de
variables. Dans les regles 3, 6 et 7, ¢, s sont des
termes qui ne sont pas une variable. Dans les
regles 4 et 5, no(z) > no(y). Dans la regle 5, e(x)
est une équation ayant une occurrence de x et e(y)
obtenue de e(x) en remplagant les occurrences de
x par y. Dans la régle 7, e(x) est une équation
dans laquelle x est le noyau d’un terme et e(t)
I’équation obtenue en remplagant le noyau = par
t, et si e(z) est écrite avec = e(t) est écrite avec
=. Dans la regle 10, r est soit ¢, soit une variable
de sorte queue. Dans la regle 14, |u| # [].

Deuxieme phase Cette phase s’effectue sur une
conjonction c¢. Selon la forme des équations dans c,

les regles suivantes s’appliquent. Lorsqu’il y a une dis-
jonction qui se créée, la disjonction est distribuée pour
maintenir la formule sous forme disjonctive \/, Ju;c;.
La phase 1 est relancée sur des conjonctions ¢.

1. Une équation [uj..tn )T =y[v1..v,] avec x,y des
variables distinctes, est remplacée par

Fu(y=[u1. Unti]u A z=ulvi..v,] A queue(u))

\/7'171 y=[u1. . Uptile N T=[Un_it1.-Unle
=0\ AU = Uk 1 A A Vp = U

idem pour [uy..up]T=y[v1.Vntk]-

2. Equation [uj..uy]r = z[v;..v,] : Pour chaque
couple 4,5 avec 1 < i # j < n, on ajoute
(ui = Uj A v; = ’Uj) \ —|(ui = U,j) \ _|(Ui = Uj).
Distribuer pour créer une disjonction de conjonc-
tion d’équations et de diséquations. Pour chaque
conjonction on peut déterminer si u;..u, est une
répétition de uy..uk.

— dans les cas ou wj..u, est de la forme
(ul..uk)”/k avec wup..up primitif, remplacer
Péquation [u..u,]z = z[v1..v,] par [ur..ug)z =
x[vl..vk],

— dans les autres cas, remplacer I’équation

[Uy..up)z = z[v1..0] par [uy..u,|z 2 zvr.0,).

3. Equation [u)z £ 2[v), avec || =|7] =n, remplacée
par

V ([@a=alp(k,a)] A lp(k, a)le = [0]e)
k=1

4. Deux équations = sur une méme variable z, avec
al > [v] :
[@z=a[p(k, w)] A [Blz =2[p(l,7)] =
Vier(w = [wur.uple A [olz=z(p(l,v)])
Iei I = {0} si k > |7] et I ={0,1} sinon.
5. Deux équations = sur une méme variable z, avec
[a] = 0] et k#1:
[@z=z[p(k, )] A [lz=2z[p(l,7)] = false

3 . * ~ .
6. Deux équations = sur une méme variable x, avec
= ]

[l =z [p(k, w)] A [Plz = [p(k,7)] =

(/\ii:1 u;=v; AT = [ug...uple)V
(A wi=vi A [l =alp(k )
Propriété 4 Soit ¢ une conjonction de contraintes

élémentaires completement typée. L’application des 2
phases autant que possible sur ¢ se termine et produit



une formule équivalente qui est soit false soit de la
forme \/; 3Ti(c; AN\ —eiz), ot les ¢; sont des conjonc-
tions résolues, les e;; sont des équations entre deux
variables et chaque variable de T; est accessible depuis
une variable libre dans c;.

Exemple 1 Transformer la conjonction (é signifie la
transformation par la phase i) :

x=[uly A x=z[v] ANu=f(v) A queue(z)

Aqueue(y) A queue(z) A arbre(u) A arbre(v)

x=[uly A [uly==z[v] Au= f(v) A queue(x)

Aqueue(y) A queue(z) A arbre(u) A arbre(v)

rx=[uly Au=f(v) A queue(z)

Aqueue(y) A queue(z) A arbre(u) A arbre(v)
FJw(y=wv] A z=[u]w A queue(w)))

M=

IIS

V(y=e Az=e Au=0)
r=[uly Au=f) Ny=wlv] A z=[u]w
Jw | Aqueue(w) A queue(x) A queue(y)
Aqueue(z) A arbre(u) A arbre(v)
r=uly Nu=foAy=ecAz=ec Au=v
V | Aqueue(z) A queue(y) A queue(z)
Aarbre(u) A arbre(v)
r=[ulwv] Au=fo Ay=wv] A z=[u]w
Jw | Aqueue(w) A queue(x) A queue(y)
Aqueue(z) A arbre(u) A arbre(v)
x=[ule N\u=vAy=eAz=eAv=f(v)
V | Aqueue(z) A queue(y) A queue(z)
Aarbre(u) A arbre(v)

=

4 Algorithme de décision

Nous présentons dans cette section un algorithme
pour décider la valeur de vérité d’une formule F' du
premier ordre. L’algorithme consiste a transformer F'
en forme prénexe QF’, & transformer la matrice F’
sans quantificateur en une disjonction de formules ba-
siques et a éliminer successivement les quantificateurs
de @ du plus interne au plus externe. L’algorithme est
détaillé dans la sous-section 4.1 et les techniques d’éli-
mination de quantificateur sont présentées dans 4.2.
Nous discutons la décidabilité dans la sous-section 4.3.

4.1 Algorithme

Soit F' une formule du premier-ordred. Pour chaque
variable libre x nous ajoutons a F la formule
queue(z) V arbre(z) et chaque sous-formule JzF’
est changée en Jz(F’ A (queue(z) V arbre(x)). Les
contraintes sont mises sous forme de contraintes élé-
mentaires, des nouvelles variables sont introduites si
nécessaires et sont quantifiées existentiellement, avec
une contrainte de sorte respective. La formule obtenue
est ensuite mise sous forme prénexe, c’est-a-dire tous
les quantificateurs sont mis au début de la formule

(éventuellement en renommant des variables quanti-
fiées), puis le reste de la formule est mis en forme nor-
male disjonctive \/(c A A\ —¢;), o les ¢ et ¢; sont des
conjonctions de contraintes élémentaires. Il est claire
que ces transformations préservent 1’équivalence de
formules.

Pour chaque sous-formule ¢ A A —¢;, appliquer I’al-
gorithme de transformation en forme résolue sur c et
les ¢;. Nous obtenons une formule sous forme

\/ Ju(d A /\ —Ju(c A /\ —ei;))-

ier j
Cette formule est transformée en la formule :

\/ Ja(d A N\ (=) v \/ (s A eij))).

iel’ j

En faisant des distribution des V sur des A, la formule
est transformée en une formule de la forme

\/ Fa(e n )\ ~Ficy). (1)

iel

En mettant les conjonctions ¢ en forme résolue pour
celles qui ne le sont pas encore, on obtient une for-
mule toujours de la forme (1) et ol les conjonctions
c et ¢; sont sous forme résolue, ou chaque variable de
u; est accessible dans ¢; depuis une variable libre. En
gardant dans les u seulement les variables accessibles
dans ¢ depuis une variable libre, les autres variables de
u étant remontées dans la partie des quantificateurs de
F', nous avons une formule de la forme Q(F1V...VF,),
ou @ dénote la partie des quantificateurs et les F; sont
des formules basiques. Nous procédons ensuite 1’élimi-
nation des quantificateurs de Q.

Considérons le quantificateur le plus interne de la
formule est supposons que ce soit un quantificateur
existentiel. C’est-a-dire la formule est Q3z(Fy V...V
F,), ou Q représente le reste des quantificateur. Cette
formule est équivalente a Q(IzFy Vv ...V JxF,). Le
travail devient & transformer chaque formule 3z F; en
disjonction de formules basique. Il fera 1’objet de la
sous-section 4.2.

Si le quantificateur le plus interne est un quantifi-
cateur universel, la formule est QVz(Fy V ...V F,),
qui devient Q—Jz—(Fy V...V F,) donc Q—Ix(—F; A
...A=F,). Chaque formule F; est une formule basique
donc de la forme Ju(c A A =Juzc;). Elle est transfor-
mée en une conjonction Juc A A\ -3u3u;(c A ¢;). Nous
transformons ensuite (—F; A ... A =F),) en forme nor-
male disjonctive et éliminons des quantificateurs exis-
tentielles introduits comme précédent. Apres 1’élimi-
nation du quantificateur Jz, la négation du résultat
est ensuite mise en forme de disjonction de formules
basiques comme précédent.



4.2 Elimination de quantificateur

Soit x une variable et b une formule basique. L’objec-
tif de ’élimination du quantificateur Jx est de trans-
former Jxb en une disjonction de formules basiques.
Nous présentons cette élimination en deux parties, dé-
pendant de la forme de b : (1) lorsque b ne contient pas
de négation, et (2) lorsque b contient des négations.

4.2.1 Elimination dans une conjonction résolue

Lorsque la formule basique b ne contient pas de né-
gation, il est de la forme Juc, avec ¢ une conjonc-
tion résolue. S'’il existe une variable libre y telle que
x € Acc.(y), alors 3xFuc est déja une formule basique.
Si « n’est pas accessible depuis une variable libre, la
formule Jz3%uc peut s’écrire en Ju’ (¢’ AJzve, ), ot U est
le vecteur des variables de @ qui sont accessibles depuis
x et non accessibles depuis aucune autre variable libre,
¢, est la conjonction des contraintes élémentaires qui
font intervenir des variables de z¥ et ¢’ la conjonction
des autres contraintes de c. L’élimination de = dans
JxJuc retourne Ju'c’.

Exemple 2 Eliminons 3x dans JxFuvivs([vivs]z =
x[vrve] Avr = f(u) Ay=f(u) A queue(z) A arbre(vy) A
queue(ve) A arbre(y) A queue(u)). Dans cette formule
x nest pas accessible depuis une autre variable libre,
u est accessible depuis x,y et vi,ve sont accessibles
depuis x. La formule se réécrit en :

y=f(u) A arbre(y) A queue(u)A

Ju Trv1w [viva]r =x[v1v2] A Vi = f(U)A
172\ queue(z) A arbre(vy) A queue(vy)

et le résultat de ’élimination est
Ju(y= f(u) A arbre(y) A queue(u)).

4.2.2 Elimination dans une formule basique

Soient x une variable et b une formule basique. Nous
allons transformer Jzb en une disjonction de formules
basiques. Si x n’a pas d’occurrence dans b le résultat
sera b. Supposons que z ait des occurrences dans b. Soit
b la formule basique Ju(cA A, ; ~Tuzc;). S'il existe une
autre variable libre y de b telle que = € Acc.(y), alors
Jxb est une formule basique. Dans le cas contraire,
ol = n’est accessible dans ¢ depuis aucune autre va-
riable libre, tous les cas possibles pour x sont listés sui-
vant avec les transformations correspondantes. Note :
puisque les contraintes de type queue et arbre res-
pectent le type des symboles de fonction, pour rendre
les formules plus visibles dans les exemples, nous omet-
tons ces contraintes dans les cas ou cela ne change pas
la sémantique des formules.

(a) x est de sorte arbre et = a des occurrences
dans des équations de ¢ Du fait que = a des occur-
rences dans ¢ mais x n’est accessible dans ¢ depuis au-
cune autre variable libre,  doit étre le membre gauche
d’une équation x = t. L’ensemble Acc.(z) est réparti
en deux sous-ensemles disjoints Acc?(z) des variables
de sorte arbre et Accl(z) des variables de sorte queue.
Soit A4(x) I'ensemble de tous les variables accessibles
dans ¢ depuis une variable de Accl(z). Notons que
x & Ad(z), car sinon il doit exister une variable w de
sorte queue dans Accl(x) telle que w € Acee(w), ce qui
contrarie le fait que c est résolue. Nous pouvons donc
calculer un vecteur v des variables de sorte arbre de w
qui sont dans Acc?(z)\A%(x) et qui sont des membres
gauches d’équations de c. Soit ¢, la conjonction de ces
équations et des contraintes arbre concernant ces va-
riables et soit ¢’ le reste des contraintes de c. Soit u’ le
vecteur des variables de u qui ne sont pas dans v. No-
tons que ni x ni aucune variable de ¥ n’a d’occurrence
dans ¢/, car si une variable v € U est dans ¢/, puisque
c est résolue, v ne peut pas étre un représentant de ¢,
on a donc v € Ad(x), ce qui est contraire a la définition
de v. La formule Jxb se réécrit en :

Ju/ (¢ A Jave, A /\ —Juic;)
i€l

pour étre transformée en :

Fu/ (¢ A /\ —Ju; Jav(c A ¢;)).
i€l

La procédure présentée en 4.2.1 est appliquée dans les
négations. Le quantificateur 3z est donc éliminé. Pour
rendre le résultat en forme basique il faudra éventuel-
lement éliminer d’autres quantificateurs de Ju'.

Exemple 3 FEliminer dz; :

Jxq Jyw
w1=f(y,v) Ny=9(2) A z=g(y) Nw=g(a1)
Azlv=wv]z] A queue(u) A queue(v) A arbre(wz)
/\arbre(mgi A arbre(y) A arbre(z) A arbre(w)

(u = [2]v)) A =(z9 = g(21))

Ici Acc?(x1) = {y, z,w}, Accl(x1) = {v} et A(x1) =
{y, z}. La formule est transformée en

y=9(z) N z=g(y) A [zJlv=v][z] A queue(u)
Aqueue(v) A arbre(xs) A arbre(y) A arbre(z)
z1=f(y,v) Nw= g(xﬂ/\uz[z]v))
Aarbre(x1) A arbre(w)

r1=f(y,v) Nw=g(z1) N2 = 9($1)>
/\arbre(:m) A arbre(w)

Jy | A—Tziw

A—dziw



puis en

y=g(z) N z=g(y) A [zJlv=v[z] A queue(u)
Aqueue(v) A arbre(xs) A arbre(y) A arbre(z)
) nwmote) A = gt
xr1= ,V)Nw=g(x1) N2 = g(21
AmTrw (/\arbre?xl) A arbrg(w) ! )

Cette formule est une formule basique.

(b) x est de sorte arbre et = n’a pas d’occurrence
dans les équations de ¢ L’ensemble I est séparé en
deux sous-ensembles disjoints I et Is, ou I; est 1'en-
semble des indices i tels que ¢; contient au moins une
occurrence de x. Soit ¢’ la conjonction des contraintes
de ¢ a 'exception de arbre(x). L’élimination de = dans
Jab retourne :

Ju(d A /\ —Juic;).

i€ly
Cette formule est une formule basique.

Exemple 4 Eliminant Jzo dans la derniére formule
de l'exemple 3, on obtient la formule basique :

y=9(2) A z=g(y) A [z]o=v[z] A queue(u)
P </\queue(v) A arbre(y) A arbre(z) A =(u = [z]v))

(c) = est de sorte queue et une équation de la forme
x =t est dans ¢ Du fait que = n’est pas accessible
depuis une autre variable libre, x n’a pas d’autres oc-
currences dans les autres équations de c. Soit ¢’ la
conjonction des contraintes de ¢ a I’exception de x =t
et de queue(x). La formule Jzb est transformée en :

Ju(d A /\ —Ja2; (x = t A queue(z) A ¢;)).
i€l

La procédure présentée en 4.2.1 est appliquée dans les
négations. Le quantificateur 3z est donc éliminé. Pour
rendre le résultat en forme basique il faut éventuelle-
ment éliminer d’autres quantificateurs de Ju.

Exemple 5 Transformation pour éliminer Iz :

JrIyv(z=[v]y A ~(x=¢) A =Fuz(x=[u]z))
= Jyv(-Fz(z=Ply Az=¢c) A Tzuz(z=[ply Ax=
= Jyv(—false A =Fzuz(z=[u]z ANu=v A z=y))
= Jyv(—true)
= false

(d) z est de sorte queue et une équation de la forme
[a]lr = z[p(k,u)] est dans ¢ Nous pouvons suppo-
ser ici et dans le cas (e) que si  a une occurrence
dans une conjonction ¢; alors z a une occurrence dans
une équation de ¢;. En effet, si z n’est dans aucune

[u]2))

équation de ¢; et seule la contrainte queue(z) est dans
¢;, nous pouvons la supprimer grace a l’équivalence
queue(z) A ~Ju;(c; A queue(x)) = queue(x) A —~Ju;cl.
Du fait que x n’est pas accessible depuis une autre
variable libre, z n’a pas d’autres occurrences dans les
autres équations de c. Les cas possibles pour x sont :

dl. Dans chaque conjonction ¢; qui contient une oc-
currence de x, il existe une variable libre y; telle
que z € Acceg, (yi), ou ¢; contient une équation de
I'une des formes r=¢, x = y et x = [v]y[v] avec
y libre. L’élimination de 3z dans Jzb retourne :

Ju(d A /\ —Ju;c;)
iel’
oli ¢’ est la conjonction des contraintes de ¢ a 1’ex-
ception de [a]x = z[p(k,@)] et de queue(zx), I’ est
le sous-ensemble maximal de I tel que pour tout
1 € I', ¢; n’a pas d’occurrence de x. Cette formule
est une formule basique.

Exemple 6 Eliminant v dans la formule résul-
tante de l’exemple 4 on obtient la formule ba-
sique :

(y=g(Z) Az=g(y) A queue(U))

Narbre(y) A arbre(z)

d2. Il existe une conjonction ¢; dans laquelle x n’est
pas accessible depuis une autre variable libre et
qui contient une équation de la forme [v]z =
z[p(l,7)]. En utilisant la procédure de résolution
de contraintes d’arbres [4, 6], nous montrons com-
ment supprimer Iéquation [v]z = z[p(l,7)]. La
formule Jzb est transformée en :

Jza(e A —Fug (e A e;) A /\ —3Ju;¢j).
JEI j#i

La conjonction ¢ A ¢; est mise sous forme réso-
lue. Dans cette procédure, si |[u| # |7| ou k # I,
les deux équations [u|lx = z[p(k,a)] et [v]z =
x[p(l,7)] sont supprimées et remplacées par des
équations de la forme = = t, ce cas fait I'objet
de l'item d3. suivant. Sinon, dans la regle 6 de la
deuxiéme phase, I"équation [u]z = z[p(k, )] est
gardée. Les équations recopiées de c seront restau-
rées puis supprimées, d’apres la procédure dans
[4, 6]. L’équation [v]z = z[p(l,7)] est ainsi suppri-
mée.

Exemple 7 Eliminer Jz :

Jz([u]r = z[u] A =3y(z = [u]y) A
[u]z = 2[u] A =3y(z = [u]

= v)
[—\(][u]a: _[Zj[ u] /\El[vgac =z v}g
_ ulr = x\u| A ~3y(x = |ujy)\
= e —(x =¢) A ([ulz = z[u] Au=v) )
_ o, ( e =alu A -3y = [uly)A >
(5 = 2) A~ = v)



d3.

L’équation [vlx = z[v] est donc supprimée. La
suite se trouve dans ’exemple 8.

Il existe une conjonction ¢; dans laquelle x n’est
pas accessible depuis une autre variable libre et
qui contient une équation de la forme x = []y[v’],
avec y € w;. Ici Tv’ doit étre non vide car si-
non I’équation devient x = y, ce qui entraine que
no(x) > no(y) contradictoire avec le fait que y €
;. Si v n’est pas vide, soit a le plus petit nombre
tel que |ala > |7]. Léquation [u]z = z[p(k,w)],

avec U = uj...ug...up est remplacée par la dis-
jonction

a—1

\/ (z=[@uy..up)e)VIz(x = [ 2A[d)z = z[p(k,@)])
=0

Sinon soit a le plus petit nombre tel que [ula >
|v|. L’équation [u]r = z[p(k, )] est remplacée par
la disjonction

a—1

\/ (= [T uy..up)e)VIz(x=2[T| Az =2
§=0

[p(k, @)])

La distribution des V sur des A est effectuée et
on se retrouve dans le cas (c¢). La variable z reste
a éliminer mais le fait d’associer & = une liste de
longueur supérieure & |[v| (ou [v’]) permet de ne
pas créer une équation de la forme z = t¢.

Exemple 8 Suite de l'exemple 7 :

Fa(fulr=x[u] A -Iy(z=[uly) A ~(z=¢)
Jx(z=ec A -Fy(z=[uly) A ~(x=e) A=

V
x=[u)z A [ulz=2z[u] A ~Fy(x=[u]y)A
3xz<ﬂ@ﬁf)Aﬁm—v) )

Elimination de 3x dans la premiéere formule de la
disjonction :

A =(u
(u=v

\/

~(z=e) A=(u=v))

Jr(z=e A =TFy(z=[uly) A
y)A-Jrx(z=e Nx=¢) )

—Jzy(z=ec Ax=[uly) A

A—Jz(x=e ANu=v)
—false A —true A —(u=v)
false

Elimination de 3z dans la seconde formule :

rx=[u)z A [ulz=z[u] A ~Fy(xz=[u]y)A
%“<ﬁ@:@Aﬁ@:w )
[ulz=2z[u] A ~Fay(z=[u]z A z=[u]y)A
= Jz| —Fz(x=[ulz Ax=e)A
ol 2l Bl =)
ulz=z\u| A\ dey(x=|ujz ANy=2)A
= Ez( ﬂfalse/\—'(u:’u)y ’ )
= Fz([ulz=z[u] A ~true A ~(u=v))
= false

Le résultat est donc la formule false.

=v))

(e) x est de sorte queue et = n’a pas d’occurrence
dans les équations de ¢ Les cas possibles sont :
el. Pour chaque conjonction ¢; qui contient une oc-
currence de z, soit x est accessible dans ¢; de-
puis une autre variable libre, soit ¢; contient une
équation de l'une des formes x = y, * = ¢,
Wz = z[p(k,v")] et * = [D]y[v'], avec y une va-
riable libre. La formule Jxb est transformée en :

Ju(c A /\ —Ju;c;)
iel’

ou ¢ est la conjonction des contraintes de ¢ a

Pexception de queue(x), I’ est le sous-emsemble

maximal de I tel que pour tout i € I, ¢; n’a pas

d’occurrence de z. Cette formule est une formule
—~Jo(u=[v]z) A Jv([v]z=

basique.
Exemple 9 Eliminer 3x :
vz =zxfv ]))
Fu(y=f(u) A =[v]2))

e2. Il existe une conjonction ¢; dans laquelle x n’est
pas accessible depuis une autre variable libre et ¢;
contient une équation x = [uly[u’] ou les variables
de yuu/ sont tous quantifiées. Soit n = [a] + |v/|.

Puisque queue(x) est dans ¢, en conservant 1’équi-
valence nous ajoutons dans c la disjonction

Ty (y—f(u) A queue(z)A

—Jv(u

(r=¢)V \/1§i<n Fuy..vi(x = [v1..0;)e)V
yv1..vn (2 = [V1..0pmJY[VjE£1--0n] A queue(y))

La distribution des V sur des A est effectuée et
on se retrouve dans le cas (c). Les variables yuu’
restent a éliminer mais le fait d’associer a x une
liste soit de longueur déterminée soit de longueur
supérieure & || + |[u/| permet de supprimer des
négations de ce cas.

Exemple 10 Transformations
dx -

pour  éliminer

Jz(queue(x) A ~(z=¢) A ~Juz(x=
(Elx(xe/\—'(xs) A —Juz(x=[u]z )) )
Jryv(x=[v]y A ~(r=¢) A "Fuz(r=[u]z))

D’apres lexemple 5, l’élimination de 3x dans les
deux formules de la disjonction retourne false. Le
résultat est donc la formule false.

4.3 Décidabilité

Dans la procédure d’élimination de quantificateur
nous n’introduisons pas de nouvelle variable libre. Les
cas d2, d3 et e2, ou des nouvelles variables quantifiées
sont ajoutées se ramenent toujours a un autre cas, ol
des variables quantifiées sont éliminées sans ajouter



de nouvelles. La procédure va s’arréter donc apres un
temps fini. La correction et la terminaison de cette
procédure se résument dans le résultat suivant.

Théoréme 1 Soit © une variable et b une formule
basique. La procédure d’élimination de quantificateur
transforme 3xb apres un temps fini en une disjonction
de formules basiques, équivalente a Jxb dans ’algébre
des arbres finis ou infinis avec des queues.

Si 'algorithme s’applique sur une formule close, tous
les quantificateurs seront éliminés par cette procédure.
Nous obtiendrons soit la valeur de vérité true (le ré-
sultat est une disjonction contenant une seule formule
basique true) soit la valeur de vérité false (le résultat
est une disjonction vide, donc false). On conclut donc :

Corollaire 1 La théorie du premier ordre de ’algébre
des arbres finis ou infinis avec queues est compléte et
décidable.

5 Conclusion

Dans ce papier nous avons présenté 'algebre des
arbres finis ou infinis étendus avec des queues. L’en-
semble des symboles de fonction de la signature est in-
fini. Nous avons présenté un algorithme d’élimination
de quantificateurs dans cette algebre. Cette algorithme
permet de décider la valeur de vérité des formules du
premier ordre closes dans cette algebre. Il montre éga-
lement que la théorie du premier ordre de 'algebre est
complete et décidable.

Un travail restant a faire est de formuler une axio-
matisation de la théorie du premier ordre des arbres
finis ou infinis avec des queues. Une solution, comme en
[13], est de rassembler les propriétés nécessaires pour
assurer la correction de I'algorithme. Nous continuons
a travailler sur cet aspect & fin de caractériser une for-
mulation simple et concise. D’un autre coté, en se ba-
sant sur cet algorithme de décision, nous étudions des
adaptations pour répondre a l'objectif de résoudre des
contraintes du premier ordre dans cette algebre.
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