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LES TYPES DE DONNEES SYNTAXIQUES
DU SYSTEME F

SYNTACTICAL DATA TYPES OF SYSTEM F
par Samir FARKH et Karim NOUR!

Résumé. - Nous présentons dans ce papier une définition purement syntazique
des types entrées et des types sorties du systeme F. Nous définissons les types de
données syntaziques comme €étant des types entrées et sorties. Nous démontrons
que les types a quantificateurs positifs sont des types de données syntaxiques et
qu’un type entrée est un type sortie. Nous imposons des restrictions sur la regle
d’élimination des quantificateurs pour démontrer qu’un type sortie est un type
entrée.

Abstract. - We give in this paper a purely syntactical definition of input and
output types of system F. We define the syntactical data types as input and
output types. We show that any type with positive quantifiers is a syntactical
data type and that an input type is an output type. We give some restrictions
on the V-elimination rule in order to prove that an output type is an input type.

Mathematics Subject Classification : 03B40, 68Q60
Keywords : input type - output type - data type - system F.

Introduction

Le systéme de typage F a été introduit par J.-Y. Girard (voir [3]). Ce systeme
est basé sur le calcul propositionnel intuitionniste du second ordre, et donc donne
la possibilité de quantifier sur les types. En plus du théoréme de normalisation
forte qui assure la terminaison des programmes, le systeme F permet d’une
part, d’écrire des programmes pour toutes les fonctions dont la terminaison est
démontrable dans 'arithmétique de Peano du second ordre, et d’autre part, de
définir tous les types de données courants : booléens, entiers, listes d’objet, etc.

Nous avons essayé de trouver une définition syntaxique a un type de données
dans le systeme F. Nous l'avons défini comme étant un type entrée et sortie.

e Type entrée : Il faut qu'une machine soit capable de tester si les entrées
sont bien typées, c’est a dire que le probleme de typage d’'un type entrée
soit décidable. On définit donc un type entrée comme étant un type dont
toutes les démonstrations se font dans une restriction décidable (notée Fy)
du systeme F.
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e Type sortie : Si F, S sont deux types du systeme F, et ¢ un \-terme
clos tel que Fx ¢t : E — S, alors ¢t peut étre vu comme un programme
qui & un élément de A(E) (I’ensemble des A-termes de type E) associe un
élément de A(S). Pour nous, la sortie doit dépendre de I’entrée. Les seuls
programmes (fonctions) qui ne tiennent pas compte de leurs arguments
(entrées) sont les fonctions constantes (i.e les A-termes de la forme Azt ol
t est un terme clos). En formalisant les types qui vérifient cette propriété,
nous avons obtenu la définition suivante : un type sortie est un type clos
S tel que si F Aat : VX (X — ) (t est un A-terme normal), alors x est
non libre dans ¢.

Nous avons remarqué que les types de données ainsi définis contiennent les types
a quantificateurs positifs. Ensuite, nous avons montré qu'un type entrée est un
type sortie. Ce résultat nous a conduit a regarder la réciproque. Nous ’avons
démontré dans des cas particuliers, ol on impose des restrictions sur la regle
d’élimination des quantificateurs du second ordre. Le cas général, qui reste une
conjecture, est démontré lorsqu’on se restreint aux termes du Al-calcul (voir
[9]). Enfin nous avons obtenu un résultat sur les opérateurs de mise en mémoire
de J.-L. Krivine (voir [6]). Nous avons montré que si D est un type de données
syntaxique, alors un A-terme de type D* — ——D (D* est la traduction de Godel
de D) est un opérateur de mise en mémoire pour D. Le fait que D est un type
sortie est nécessaire pour avoir ce résultat.

1 Notations et définitions

On désignera par A I'ensemble des termes du A-calcul pur, dits aussi A-termes.
Etant donnés des A-termes ¢, u, uq, ..., un, Uapplication de ¢t & u sera notée (t)u,
et (...((t)ug)...)up, sera noté (t)uy...u,. Sit est un A-terme, on désigne par Fu(t)
I’ensemble de ses variables libres. On note par —3 la G-réduction. Un A-terme
t soit posséde un redex de téte faible [i.e. t = (Azu)vvy...0, le redex de téte
faible est (Azu)v], soit est en forme normale de téte faible [i.e. t = (x)v1...u,
ou t = Azv]. La notation u >y v signifie que v est obtenu & partir de u par
réduction de téte faible.

Les types du systeme F sont les formules construites a ’aide d’un ensemble
dénombrable de variables propositionnelles X, Y ..., et deux connecteurs — et V.
Etant donnés un A-terme ¢, un type A, et un contexte I' = {z1: A1, . xn s Anl,
on définit au moyen des regles suivantes la notion “¢ est typable de type A dans

le contexte I'”. Cette notion est notée I' -7 t : A.
e (ax)Thrua;: A (1<i<n).
[ )

a
—i)Silz:Bbgt:C,alorsT' Fz Aat: B— C.
—¢)SiTkFru:B—C,etTkrov:B,alorsT g (u)v: C.

(
(
(
(

o (V;)Sikxt: A, et X ne figure pas dans T, alors T'Fr ¢ : VX A.



o (Vo) SiT kxt:VXA, alors, pour tout type C, I' -zt : A[C/X].

Le systéme F possede les propriétés suivantes (voir [4]) :

Proposition 1.1 (i) SiT'Fxt: A, ett —gt', alorsT Fxt' : A.
(i) SiT' Frt: A, alors t est fortement normalisable.

Proposition 1.2 (i) SiT Fx t : A, alors pour tout type G, T|G/X]| Fx t :
AlG/X].
(i) SiT,z:BFru:AetTFrov: B, alors T Frulv/z]: A.

On ne considere dans ce papier que des types “propres” (c’est & dire les variables
sur lesquelles on quantifie figurent dans le type).

Dans la suite, on note par ¥XA la formule VX;...VX, A (n > 0).

Une partie G de A est dite saturée si, quels que soient les A-termes t et u, on
a: (ueGett>pu)=1teG. Ilest clair que l'intersection d’un ensemble de
parties saturées de A est saturée. Etant données deux parties G et G’ de A, on
définit une partie de A, notée G — G’, en posant : u € (G — G') & (u)t € G’
quel que soit t € G. Si G’ est saturée, alors G — G’ est saturée pour toute partie
G C A. Une interprétation I est, par définition, une application X — |X|;
de 'ensemble des variables de type dans I’ensemble des parties saturées de A.
X étant une variable de type, et G une partie saturée de A, on définit une
interprétation J = I[X «— G] en posant | X|; = G, et |Y|; = |Y|; pour toute
variable Y # X. Pour chaque type A, sa valeur |A|; dans Uinterprétation I est
une partie saturée définie comme suit, par induction sur A :

- si A est une variable de type, |A|; est déja définie ;

-|A— Blr = [Alr — |B|1 ;

- VX A|r = N{|Al;;x—q) pour toute partie saturée G'}.

Pour tout type A, on note |A| = N{|A|; ; I interprétation}.

Le résultat suivant est connu sous le nom du lemme d’adéquation (voir [5]).
Théoreme 1.3 Soient A un type et t un A-terme clos. Sitzt: A, alorst € |A].
Les types & quantificateurs positifs (resp. & quantificateurs négatifs),
notés en abrégé VT (resp. V™), sont définis de la maniére suivante :

- une variable propositionnelle X est VT et V™

- si A est VT (resp. V™) et B est V™ (resp. V'), alors B — A est VT (resp. V™)
-si Aest VT et X est libre dans A, alors VX A est ¥V

Le résultat suivant constitue une sorte de réciproque du théoreme 1.3 (voir [2]).



Théoréme 1.4 Soient A un type V' du systéme F, et t un \-terme, alors
t € |A| ssi il existe un A-terme clos t’ tel quet —gt' etz 1t : A.

Le systeme de typage simple S est la restriction du systeme F aux types qui
ne contiennent pas de quantificateurs. Ce systeéme possede donc trois regles de
typage : (ax), (—i) et (—¢). Sit est un A-terme, A un type, et I' = {z; :
A1, ..., xy ¢ Ap} un contexte, alors on écrit I' Fg ¢t : A ssi t est typable dans le
systeme S de type A a partir de I'.

2 Types de données syntaxiques

2.1 Types sorties

Définition : Un type clos S est un type sortie ssi pour tout A-terme normal
t,si bz At : VX (X — 5), alors © & Fu(t).

Cela veut dire que les fonctions (programmes) a valeurs dans un type sortie S
indépendamment du type de leurs arguments (entrées) sont les fonctions con-
stantes.

Soit O une constante de type. La définition d’un type sortie est équivalente &
la suivante :

Définition : Un type clos S (ne contenant pas la constante O) est un type
sortie ssi pour tout A-terme normal ¢, si a: O bz t: S, alors a & Fu(t).

Exemples :

(1) Les types Id = VX (X — X) (type de lidentité), B = VX{X — (X —
X)} (type des booléens), et N = VX{X — [(X — X) — X]} (type des
entiers) sont des types sorties.

On va faire la preuve pour le type B. Soit ¢ un A-terme normal tel que
a:0Fzgt:B,dmnca:ObFgrt: 0 — (00— 0, o O est une
constante de type différente de O. t est donc une abstraction, soit t = Azu,
dona: O,z : 0 Fru: 0O — O. u sécrit nécessairement A\yv, avec
a:0,x:0y:0 Frov:0 doncv=2xouwv =y, ce qui fait que
t=MXxAyr =1out=AzAyy = 0.

(2) Le type D = VX{VY(Y — X) — X} n’est pas un type sortie. En effet,
posons t = Az(z)q; t est un A-terme normal non clos. D’autre part on
aa:0,x: VWY - X)Frz: VY — X),donc a: O,z : VY (VY —
X)Frz:0— X. Douta: O,z : VY (Y - X) Fr (z)a : X, et donc
a:0kgt=x(x)a: D.

(3) Le type N — N (type des fonctions d’entiers dans les entiers) n’est pas
un type sortie. En effet, il suffit de trouver un A-terme ¢, normal non



clos tel que « : O Fxr ty, : N = N. Ona, I' =2 : X,a : O,n :
Nz: X —>Xbtrn:N/dncTtzegn: (0—X)—[(0—X)—
(O - X)) — (0O — X)), par suite I' Fz (n)Ayz : [((O — X) — (O —
X)) — (O — X)]. Par conséquent I' £ (((n)\yz)Azz)a : X, et donc
a: Oz iz z((n)\yz)\zz)a : N — N.

(4) Soit S un type du systeme F. Sil’ensemble des A-termes normaux de type
S est fini, alors S est un type sortie. En effet, si S n’est pas un type sortie,
alors il existe un A-terme normal ¢ contenant « tel que a : O Fx ¢ : S.
D’otli, d’apres la proposition 1.2, a : O[E/O] k£ t : S pour tout type E.
Donc si u est un A-terme clos tel que - v : E, alors, d’apres la proposition
1.2, Fx tlu/a] : S. Or « ne peut pas étre en position d’application, car «
est de type atomique. Donc, comme ¢ est normal, alors t[u/«] est normal.
On obtient donc un nombre infini de A-termes normaux de type S.

(5) Si E — F est un type sortie, alors F' est un type sortie. En effet, soit ¢
un A-terme normal tel que a : O Fxt: F,alorsa: O,y: EFxt: F, en
choisissant une variable y non libre dans . Donc a: O bz Ayt : E — F.
Comme E — F est un type sortie, alors o € Fv(Ayt), et donc a & Fu(t).

Définition : Soit K un variable ou une constante de type. On dit qu’un type
A se termine par K ssi A est obtenu par les régles suivantes :

- K se termine par K ;

- si A se termine par K, alors B — A se termine par K, pour tout type B ;

- si A se termine par K, alors VX A se termine par K, pour toute variable de
type X # K.

Un type A qui se termine par K s’écrit alors : A = VXo(B1 — VX1(B2 —
VXo(...(B, = VX, (Bry1 — K))...))).

On se propose de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1 Un type clos S est un type sortie ssi pour tout A\-terme normal
t et pour tous types Aq,..., A, qui se terminent par O, si x1 : Ay, ...,z : Ar Fx
t:S, alors x; & Fu(t) pour tout 1 <i <.

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Soient t un A-terme normal, v un \-terme, et o, x deuz variables
tels que x € Fu(t). Sit[Az1.. \xpa/z] —g v, alors a € Fo(v).

Preuve : Par induction sur ¢.

— Sit=w, alors t[Az1...\xna/z] = Ax1.. Az = v. Donc « € Fo(v).
—Sit = (2)uy...um, u; normal, 1 < i < m, alors t{A\xy.. \zpa/x] =
(AZ1. AZp @)U . Uy,

- Si m = n, alors t[Az1..\zpa/x] —p .

- Sim > n, alors t{Az1.. zpa/z] =g (Q)Unti...Un.



- Sim <, alors t[Az1..\zp /2] =g ATmy1... ATpQ.

Dans les trois cas on a bien a € Fu(v).

— Sit = (y)ui...um, u; normal, et y une variable différent de . Comme z €
Fu(t), alors il existe i, 1 <i < m tel que x € Fo(u;). Donc t[Azy...\zpa/z] =
(y)uh..u Ay Az of/x]..ul, —p

(y)u)...v"..ul,, avec u;[Axy ... \zpa/x] —g v'. D'olt, d’apres hypothese d’induction,
a € Fo(v'), et par conséquent o € Fu(v).

- Si t = Azu, alors Azu[Azi.. Az, /z] —p v, donc v = Azw, ol u[Az1...\zpa/ ]
—g w. Or z € Fu(t), donc = € Fv(u), et d’apres 'hypothese d’induction,

a € Fo(w), dot o € Fu(v). [ )

On a donc immédiatement :

Corollaire 2.1.3 Soient t un A-terme normal, v un A-terme clos, et o, x deuz
variables. Si t{Axy.. \zpa/x] —g v, alors x & Fu(t).

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Lemme 2.1.4 Soient t un \-terme normal, et v un A-terme clos.
St tAY11- AY1n, O T1, oo, AYr1 o AYrn, /2] —g v, alors x; & Fo(t) pour tout
1<i<r.

On peut alors déduire la preuve du théoréeme 2.1.1.

Preuve du théoréme 2.1.1 : La condition suffisante est évidente. Supposons
que x1 : Ay, ...,z A Fxt: S, avec S un type sortie et ¢ un A-terme normal.
Comme A; se termine par O, alors A; s’écrit :

Ai = VXl(Bl — VXQ(BQ — VX3((BnZ_2 — VXni—l(Bm—l — O))))),
donc a: O Fx Ayt ... AYin, @ & A,.

Do, a: O bz t[Ay11-AY1n, /X1, ooy AYr1o AYrn, /] + S, d’apres la proposi-
tion 1.2. Par conséquent, t[Ay11...A\Y1n, @/T1, ..., AYr1...AYprn, @/ xr] — 3 v, avec v
un A-terme clos. D’olt, d’apres le lemme 2.1.4, ©; € Fo(t) pourtout 1 <i <r. #

Définition : Si A et B sont deux types du systeme F, alors le type A A
B =VX{(A — (B — X)) — X} est dit type produit de A et B, le type
AVB =VX{(A— X)— ((B— X) — X)} est dit type somme disjointe de
Aet B, et le type LA =VX{X — [(A — (X — X)) — X]} est dit type liste
d’objet de A.

Corollaire 2.1.5 Si A et B sont des types sorties, alors ANB, AV B, et LA
sont des types sorties.

Preuve : Faisons la preuve pour A A B. Soit ¢ un A-terme normal tel que
a:0Frt: ANB,donca:0Fgt: (A B — O)— O, dout = \zu, avec
a:0,z:(A,B— O)Fxu:0O. Comme O est une constante de type, on obtient
u = (z)ab, avec a: O,z : (A,B—-0O)Fra:Aeta:0,2: (A, B—->0)Fzb:



B. Or A et B sont des types sorties, d’ou d’apres le théoreme 2.1.1, a et b sont
des A-termes clos, et donc t est clos. 'Y

On va démontrer que tout type V™ du systéme F est un type sortie. On a besoin
du lemme suivant démontré dans [7].

Lemme 2.1.6 Soient t un A-terme normal, A1, ..., A, des types ¥V~, S un type
VT, O une constante de type qui ne figure pas dans A, ..., An, S, et By, ..., By,
des types qui se terminent par O. Six1: Ay, .yt Anyy1 : B1, ooy Ym : B B
t:S, alors y; & Fu(t), pour tout 1 < i < m.

Théoréme 2.1.7 Si S est un type VT, alors S est un type sortie.
Preuve : 11 suffit d’appliquer le lemme 2.1.6, avecn =0,m =1et By =0. &

Remarque : La réciproque du théoreme 2.1.7 n’est pas en général vraie. En
effet, considérons le type S = VX{VY (Y — X) — Id}. S n’est pas VT, d’autre
part si t est un A-terme normal tel que  : O Fx t : S, alors t = Azxu, avec
a:0,z:VY(Y — O) bz u: Id. Comme Id est un type sortie, a ¢ Fov(u), d’ou
a & Fu(t), et par conséquent S est un type sortie.

Définition?: Un type clos A du systeme F est un type de données ssi |A| # ()
et tout terme ¢ € |A| se réduit par f-réduction & un terme clos.

Exemples : J.-L. Krivine a montré dans [4] que les types Id, B et N sont des
types de données.

Théoréme 2.1.8 Si A est un type de données, alors A est un type sortie.

Preuve : Soit ¢t un A-terme normal tel que o : O Fx t: A. On définit une in-
terprétation Z en posant |O|z = {7 € A: 7 > a}. Onaa € |O|z, donc, d’apres
le lemme d’adéquation, t € |A|z = |A|. Comme A est un type de données, alors
t est un terme clos, ce qui fait que A est sortie. ®

Théoréme 2.1.9 Si A est un type clos, V¥ et démontrable, alors A est un type
de données.

Preuve : Comme A est démontrable, alors il existe un A-terme clos ¢, tel que
Frt: A D’ou d’apres le lemme d’adéquation ¢ € |A|, et donc |A] # 0. Soit
donc t € |A|l. Comme A est un type V', alors d’apres le théoréme 1.4, il existe
un A-terme clos ¢’ tel que ¢t —g ¢’ et -7 ¢’ : A. Par conséquent A est un type de
données. '

Remarque : Il existe des types de données qui ne sont pas V. Considérons

2Cette définition est due & J.-L. Krivine (voir [4])



par exemple le type S = VX{VY (Y — X) — Id}. 1l est clair que S n’est pas
V*. De plus S est un type de données. En effet, sit-x ¢ : S, alorskx ¢ : VY (Y —
X) — Id, et donc t = Azu, avec z : VY (Y — X) Fz w: Id. D’ou u = Ayv, avec
x: VY (Y - X),y: Zbrwv:Z, Z étant une variable de type. Par conséquent
v=yett=ArAyy.

D’autre part, soit ¢ € |S| ; « étant une variable du A-calcul qui n’est pas libre
dans t, on définit une interprétation Z en posant |X|z = {7 € A ; il existe G une
partie saturée et u € G tels que 7 —g (z)u}. |X|z est évidemment une partie
saturée. On at € VY(Y — X) — Id|z. Or z € [(Y — X)[j—iy—g) pour
toute partie saturée G de A, car si v € G, alors (x)v € | X|z, par définition de
Z. Donc (t)x € |Id| = {1 € A;7 —p Ayy}, dou (£)x —g Ayy, et par conséquent
(t)z est normalisable et donc ¢ est normalisable. Soit ¢’ sa forme normale, alors
deux cas peuvent se présenter :

— Si ¢ commence par A, on écrit t' = Azu, donc (t)z —g (t')r —p u, d’ou
u = Ayy. On a donc t —g t' = Az Ayy.

— Sinon ¢’ = (f)uq...up, donc (t)x —g (t')z = (fHur..upz. Dot (flur...upx =
Ayy, ce qui est impossible.

On vient donc de démontrer que ¢ € | S| ssi t —g AxAyy et Fx Axdyy : S.

2.2 Types entrées
Définition : On définit le systeme Fy comme étant le systeme F sans la regle

de typage (V).

Théoréme 2.2.1 Le probleme de typabilité d’un \-terme normal dans le systéme
Fo est décidable.

Preuve : Ceci provient des équivalences suivantes :
)T kgax:Assiz: AeT.

(ll) P,,T : B |—]:0 (,T)tl...tn :Assi B = Bl,...,Bn — Aet F,,T : B l—]:0 ti : Bl
(1<i<n).
(iii) Thxr Aaxt: Assi A=VX(B—C)etT,z: BbFg t:C. A

Le résultat suivant est démontré dans [7] :

Théoréme 2.2.2 Soient A un type V™ du systéme F, et t un A-terme normal
clos. Sitrt: A, alorsFx, t: A.

Définition : Un type clos E du systeme F est dit entrée s’il vérifie la propriété
suivante : si ¢ est un A-terme normal tel que Fx ¢t : E, alors -z, ¢ : E.

Cela veut dire qu’un type entrée est un type dont toutes les démonstrations se
font dans le systeme Fy. D’apres le théoreme 2.2.2; on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.3 Si A est un type V', alors A est un type entrée.



Exemples : D’apres le théoréme 2.2.3, les types Id = VX(X — X) et B =
VX{X — (X — X)} sont des types entrées. Par contre le type D = VX{VY (Y —
X) — X} ne est pas, puisque Fr Ax(z)\yy : D et Vr, Az(x)\yy : D.

Définition : On dit qu'un type clos D du systeme F est un type de données
syntaxique, s’il est a la fois un type entrée et sortie.

D’apres les théoremes 2.1.7 et 2.2.3, on a :

Théoréme 2.2.4 Si D est un type clos, V© du systéeme F, alors D est un type
de données syntaxique.

On va montrer qu'un type entrée est un type sortie, et donc les types de données
syntaxiques seront les types sorties. Dans la preuve on a besoin de trois lemmes.

On note par p,, n € N, le A-terme Az;...\x, Azz. Le lemme suivant est facile a
démontrer.

Lemme 2.2.5 Soit G un type du systétme S. Si' s p, : G, alors G = C; —
(.. > (Ch,—D)...)etT,x1:C1,...,y : Cp Fs Axx : D.

Définition : On définit la longueur d’un type F (qu’on note Lg(E)) comme
étant le nombre des — dans E.

Lemme 2.2.6 Soient E un type du systéeme S, Ay,..., Am, G des sous-types de
E, t un A-terme normal, et a une variable libre de t qui n’est pas en position
d’application. SiT =1 : A1, ..., 2 A Fs tlpn/a] : G, alors Lg(E) > n.

Preuve : Par induction sur ¢.

— Sit = a, alors t[p,/a] = pn, par conséquent I' s p, : G. D’ou, d’apres le

lemme 2.2.5, G = C4,...,C, - Det 'xy : C4,...;z, : Cp Fs Axx : D, donc

Lg(G) > n. Or G est un sous-type de E, donc Lg(E) > n.

- Sit = Azxu, alors T' bs Azulpn/a] : G. Done G =C — Det Tz : C kg

ul[pn/a] : D, d’onr, d’apres 'hypothese d’induction, Lg(F) > n.

—Sit = (z;)v1..vx (k > 1), comme e € Fv(t), alors il existe 7, 1 < j < k tel que

a € Fu(vj). Donc t[pn/a] = (z:)v]...vj[pn/a]..v}, et T ks (x:)v]...v5[pn/a]...v, :

G,doud; =C{ — (... > (Cj — ... = (C}, = G)...)...), avec T Fs vj[pn/a] : Cj.

Donc Cj; est un sous-type de E, et d’apres 'hypothese d’induction, Lg(E) > n.
)

Définition : Soit A un type du systeme F. On définit le type A° par induction
sur A :

-si A= X, alors A° = X ;

-si A= B — (C, alors A°* = B — C* ;

-si A=VXB, alors A* = B*.



Soit I' = X Al ey Ly - An on note I'* = Xy AS .. Iy - A, Alors on a le
’ ) ’ 1» ’ n
lemme suivant :

Lemme 2.2.7 Soient E un type du systéme F, et t un A-terme. Si I' = a1 :
Ay oxn i Apbr t i B, alors TP gt BS.

Preuve : Par induction sur le typage. ')

Théoreme 2.2.8 Si E est un type entrée du systéme F, alors E est un type
sortie.

Preuve : Soit t un A-terme normal tel que o : O Fx t : E. Supposons que
Lg(E) = r, et considérons le A-terme p,, avec n > r. Si a € Fu(t), alors
a:Xy,....Xy, = IdFgt: E. Comme Fr p, : X1,...,X,, — Id, alors, d’apres la
proposition 1.2, - t[p,/a] : E. Or « ne peut pas étre en position d’application,
car « est de type atomique, donc t[p,/a] est normal. F étant un type entrée,
on obtient alors bxq t[p,/a] : E. Done, d’aprés le lemme 2.2.7, s t[p, /o] : E*,
d’ou, d’apres le lemme 2.2.6, Lg(F) > n. Ce qui fait que r > n, contradiction.
Par conséquent o € Fv(t), et donc E est un type sortie. o

Théoréme 2.2.9 Si A et B sont des types entrées, alors ANB, AV B, et LA
sont des types entrées.

Preuve : Faisons la preuve pour A A B. Soit ¢ un A-terme normal tel que
Frt: AAB, donc t = Ax(z)ab, avec a : O,z : (A,B — O) Fr a: A et
a:0,x:(A,B—0O)Fxrb:B. Or A et B sont des types entrées donc sorties.
D’apres le théoreme 2.1.1, on atbr a : Aet Fxr b: B, donc Fx, a : A et
k£, b: B. Par conséquent Fx, t : AN B. A

3 Sortie = Entrée

Nous avons montré dans le paragraphe précédent qu’un type entrée est un type
sortie. Ce résultat nous a conduit a regarder la réciproque. Nous allons la
démontrer dans des cas particuliers, ot1 on impose des restrictions sur la regle
de typage (V).

Définition : Si G est un type du systeme F, alors on note par G° le type
O —GAO.

Présentation globale de la preuve :

Soit F un type sortie. On se propose de trouver des conditions pour que E
soit un type entrée. Raisonnons par ’absurde, donc supposons que E n’est
pas un type entrée, alors il existe un A-terme normal T tel que Fr T : E et
Ve T @ E. Ce qui fait qu’au cours de typage de T on a utilisé au moins
une fois la regle de typage (V.). C’est a dire, on avait dans le typage de T,
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T F]: 0: VXA
Fkrd: AG/X]
types, avec X figure dans A. Pour aboutir & une contradiction, il suffit de
trouver un terme normal 7° contenant o tel que o : O Fx T° : E. On
procede de la maniére suivante: On reprend le typage de T et lorsqu’on ar-
rive a T £ ¢ : VXA, on applique la regle (V. ), en remplagant cette fois X par
G°. C’est a dire, on obtient I -x § : A[G°/X]. Donc s’il existe un terme 7" tel
que a: O Fx T : A[G°/X] — A|G/X], on aura ', : O Fx (T)d : A[G/X].
Puis on suivra les mémes étapes que précédemment (dans le typage de T') pour
obtenir un terme. T est la forme normale du terme obtenu.

, 0 étant un sous-terme de 7', T' un contexte et A, G deux

Le premier lemme & démontrer est donc l'existence d’un terme TV tel que

a:0FrT)  A[G°/X] — A|G/X].

Définition : Si F est un type, on définit deux A-termes T et Tf par induction
sur F de la facon suivante :

-s1 X & Fu(F), alors Tp =T = Az ;

-8l F =X, alors Tr = AxAfAg(g)za et Tf = Ax(z)ald ;

-si ' =C — D, alors Tp = Xa\y(Tp)(z)(TH)y et Ti = Xady(ThH)(x)(Te)y ;
-si F =VY B, alors Tp = Ax(Tg)z et Ty = dx(Th)x.

On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.1 a: Otz Ty : A[G/X] — A[G°/X] et a: O Fx T : A[G°/X] —
AlG/X].

Preuve : Par induction sur A.

- Si A= X, alors A[G/X] = G et A[G°/X] =G°. Onaa: O,z : G kg
Ag(g)za : G A O, donc « @ O Fxr AxABAg(g)ra : G — G°. D’autre part,
x:Ga:0kFzr (@)a: GAO, donc z : G°a : O Fg (x)al : G. Dou
a:0kFzdzx(z)al : G° — G.

-Si A= B — C, on a par hypothese d’'induction o : O bz T : B[G°/X] —
B|G/X], donc a : O,y : B[G°/X] Fr (Tg)y : B|G/X]. Dou a : O,y :
B|G°/X],z : B|G/X] — C|G/X] Fr (z)(Ts)y : C[G/X]. Or par hypothese
d’induction, « : O Fr T : C|G/X] — C[G°/X], donc « : O,y : B|G°/X],x :
B|G/X] — C[G/X] Fr (Tc)(x)(Th)y : C|G°/X]. Par conséquent o : O Fx
Ty = dxdy(Teo)(x)(Th)y : A[G/X] — A|G°/X]. La méme démonstration se
fait pour a: O Fx T = Az y(TH) (2)(Ts)y - A|G°/X] — A|G/X].

- Si A =VYB, il faut démontrer que o : O Fx Ax(Tg)z : A[G/X] — A|G°/X]
et a: O Fxr dx(Tp)xr : A|[G°/X] — A[G/X]. Onax : VYB|G/X] Fr x :
B[G/X]. Comme par hypothese d’induction, a : O bz Tp : B[G/X]| —
B[G°/X], alors « : O,z : VY B[G/X] bx (Tg)x : B[G°/X]. Dot e : O,z :
VYB|G/X] b (Tg)x : VY B[G°/X], et donc o : O b Ty = Xx(Tp)x :
A[G/X] — A|G°/X]. La méme démonstration se fait pour o : O Fr T =
Xe(Th)x : A|G° /X — A[G/X]. )

11



Notons que dans ce paragraphe, tous les A-termes considérés sont typables et
donc fortement normalisables.

Définition : On dit qu'un A-terme est simple §'il est de la forme (z)u;...uy,
avec z une variable et u; (1 < ¢ <n) un A-terme normal.

Dans le typage de T, on avait I' bz § : A[G/X]. On a le lemme suivant :
Lemme 3.2 On peut traiter seulement le cas ot 0 est un A-terme simple.

Preuve : 1l faut étudier trois cas.

— L’étape suivante dans le typage de T est ’application de § & un terme u.
Comme le terme T est normal, § est un A-terme simple.

— L’étape suivante dans le typage de T est I'application de la régle (—;), donc
I'-{y:B}FzrAyd: B— A|G/X], avecy: BeT.

Parallelement on a, I' — {y : B} Fx My(T%)0 : B — A[G/X]. Alors si «
appartient & la forme normale de (7%)d, il appartient & la forme normale de
Ay(T% ). Comme le terme T est normal, ce cas ne pose pas de probleme.

— L’étape suivante dans le typage de T' est 'application d’un terme u & §, donc
I'tru:A[G/X] — Bet I',)T' 7 (u)d : B.

Parallelement on a, I', TV F £ (u)(T% )0 : B. west un A-terme simple, car le terme
T est normal. Si « appartient & la forme normale de (17 )d, alors il appartient &
la forme normale de (u)(T")d. Par conséquent ce cas ne pose pas de probleme. &

Dans la suite on suppose donc que § est un A-terme simple. Montrons que «
appartient & la forme normale de (T7)0.

Lemme 3.3 (i) Pour tout A-terme simple A\, « est libre dans la forme normale
de (TA)A.
(11) Pour tout A-terme simple A\, « est libre dans la forme normale de (T)))A.

Preuve : Par induction simultanée sur A.

Preuve de (i) :

-Si A= X, alors (Tx)A —g A\3Ag(g9)Da, et donc c’est bon.

- Si A= B — C, alors (Ta)A —5 M\y(Te)(A)(Tg)y. Si X est libre dans
C, alors, d’apres I’hypothese d’induction, « est libre dans la forme normale de
(Te)(A)(TR)y, donc « est libre dans la forme normale de (T4)A. Si X n’est
pas libre dans C, alors (T4)A —5 MAy(A)(Th)y, et X est libre dans B. Donc
d’apres (ii), « est libre dans la forme normale de (Tg)y, d’ott « est libre dans
la forme normale de (T4)A.

- Si A=VYB, alors (Ta)A —3 (T'B)A, et donc par hypotheése d’induction, on
a le résultat.

Preuve de (ii) :

-Si A= X, alors (T%)A —g (A)a 1.

— Pour les autres cas, on reprend la méme preuve que (i). ®
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Dans la suite on va donner des cas particuliers qui prouvent que E n’est pas un
type sortie.

Théoréme 3.4 Soient tq,...,t,. des A\-termes. Si A se termine par X, alors la
forme normale de (T7)dt1...t,. contient c.

Preuve : Ona A =VXo(A; - VX1(42 — ... = VX,,_1(4, = VX, X)...)).
Donc (T7))d —p (T:axlﬁvxl(A2e...evxn,l(An—»VXnX)m))5 G

AL (T, (A =X 1 (Ag =X X)) (O)(Tay)y1 =

(T, —vX (A —vXn X)) (0 (Ta)y1 —p
/\yl/\y2(Tv/x2(,43_,,,,_,vxn71(An_wxnx),,,))(a)(TAl)yl(TAz)ZJZ B
AY1--AYn (T ) (0) (T Jy1--(Ta, Jyn 1 = Ay1--Ayn(6)(Ta, )y1--(Ta,, Jynod.
Dans la réduction de (T7)dt;...t,, trois cas peuvent se produire :

- r =mn, donc (T))dt1..t, —3 (8)(Ta,)t1...(Ta, )tna 1.

—r <n,donc (T))dt1..tr =8 AYrt1.--AYn(0)(Ta, )t1...(Ta, )tna 1.

—r >n, donc (T))0t1...t, — (0)(Ta,)t1...(Ta, )t 1 tpiq.. .ty

On remarque que dans les trois cas, la forme normale de (T7)d¢1...t, contient

Q. 'Y

Supposons donc que A = VXo(A; — VX1(4s — ... = VX ,—1(A4, = VX,Y)...)),
ol Y est une variable différente de X. On a le lemme suivant :

Lemme 3.5 Soient tq,...,t, des A-termes. Si l'un des A; est égal a X, alors la
forme normale de (T7)0t1...t, contient c.

Preuve : On a (T))d —z

Ay A1 (T _x v ) (0)(La )y (Ta )y (Ta, . )yn—1 —p

Y1 AYn—1AYn (T, v )(6)(Tay )y1-(Ta, 1 )yn—1(Ta, )yn —p

AY1-AYn -1 AYn (T3 ) (6) (T4, Jy1--(Ta, 1 Jyn—1(Ta, )yn —p
AY1-Ayn (0)(Ta, )y1---(T'a,, Jyn-

Si A; = X, alors (Tx)y: —p ABAg(9)yic.

Donc (T%)d —5 Ay1-..Ayn(6)(Ta)y1--- ABAG(9)yicv...(Ta,, )Yn.-

Comme y; reste en position d’argument, alors par le méme raisonnement du
théoréme 3.4, on peut voir que la forme normale de (17 )dt1...t, contient c. @

Le lemme suivant est un raffinement du lemme 3.3.

Lemme 3.6 Si A se termine par X, alors la forme normale de (Ta)(z)uy...up
contient o qui n’est pas un argument de x.

Preuve : Par induction sur A.

- Si A= X, alors (T'x)(z)u1...ur, =g ABAg((g)(x)u1...un)a. Donc c’est bon.
- Si A= B — C, alors C se termine par X, et (T4)(z)u1...u,, —3
My(Te)(x)us...un(Th)y. Par hypothese d’'induction sur C, on a le résultat.
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—Si A =VY B, alors B se termine par X, et (Ta)(x)u1...un —g (TB)(x)u1...Up.
Donc, par hypothese d’induction sur B, on a le résultat. ®

Théoréme 3.7 Soient ti,...,t,. des A-termes. Si l'un des A; (1 < i < n) se
termine par X, alors la forme normale de (T')dt1...t, contient «.

Preuve : On a A =VXo(A; — VX1(4s — ... = VX,_1(A, — VX, Y)..)),
avec Y une variable. Trois cas a examiner :

— A; = X, et on a donc le résultat, d’apres le lemme 3.5.

— A; = C; — D;, et donc D; se termine par X. Par conséquent :

(Th)0 —p5 Ay1--AYn(8)(Ta, )y1--(Ta, 1 )Yi—1(Te,—p,)Yi--(Ta, ) yn —p
/\yl)‘yn(é)(TAl )yl(TAlfl)yl_l)\Z(TDl)(yl)(Tél)Z(TAn)yn

Or d’aprés le lemme 3.6, la forme normale de (Tp,)(y:)(T¢,)z contient a qui
n’est pas un argument de y;, donc la forme normale de (77 )dt;...t, contient a.
— A; =VZB;, et donc B; se termine par X. On a (T))d —3

Y1 MY (0)(Ta ) y1---(TB,)yi---(Ta, )yn. D’oli, d’apres 'hypotheése d’induction,
la forme normale de (77 )dt1...t, contient «. A

Définition : On définit le systeme Fr comme étant le systeme F ol on rem-
place la regle (V.) par la regle :

T F]:F t: VXA
Dhr, t: A[G/X]

(VB)F

ou A = VXo(Al — VXl(Ag — ... VXn_l(An — VXnY))), avec Y = X
ou I'un des A; se termine par X.

Alors on a le résultat suivant :

Théoréme 3.8 E est un type sortie dans le systéme Fp ssi E est un type
entrée.

4 Opérateurs de mise en mémoire

Définition : Soient D un type, et T un A-terme clos. On dit que T est un
opérateur de mise en mémoire (en abrégé o.m.m.) pour D ssi pour tout
A-terme ¢ tel que Fx ¢t : D, il existe deux A-termes 7, 7/, avec 7 ~g 7' et
Fz 7' : D, tel que pour tout A-terme 6; ~3 ¢, il existe une substitution o, telle
que (T)8.f = (f)o(r) ou f est une nouvelle variable.

Définition : Soit L une constante de type particuliere. Pour toute formule
A de F, on note par —A la formule A —_1, et par A* la formule obtenue en
remplacant chaque formule atomique R de A par =R (A* est dite la traduction
de Godel de A).
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On a le résultat suivant (voir [8]) :

Théoréme 4.1 Soit D un type VT tel que L ne figure pas dans D. Sitx T :
D* — =D, alors T est un o.m.m. pour D.

Dans la preuve de ce théoréme, on utilise deux propriétés essentielles qui sont
valables pour les types de données syntaxiques: 'une vient du fait que D est
un type entrée et 'autre est le théoreme 2.1.1 pour les types sorties. D’ou le
résultat suivant :

Théoréme 4.2 Soit D un type de données syntazique tel que L ne figure pas
dans D. Sitx T : D* — =D, alors T est un o.m.m. pour D.

D’autre part on remarque que dans la preuve du théoreme 4.2, on utilise le type
D qui est a gauche de I'implication (dans I’énoncé) comme type entrée et le type
a droite comme type sortie. D’ou la définition et le résultat suivants :

Définition : On dit qu'un A-terme clos T est un o.m.m. pour le couple de
types (E,S) ssi pour tout A-terme ¢ vérifiant Fx ¢ : F,| il existe deux A-termes
T, 7, avec T g 7' et Fx 7' 1 S, tel que pour tout A-terme 6, ~g t, il existe une
substitution o, telle que (T")0:f =5 (f)o(7) ol f est une nouvelle variable.

Théoréme 4.3 Soit E un type entrée et S un type sortie, tel que L ne figure
pas dans S. Sitz T : E* — =S, alors T est un o.m.m. pour (E,S).

Remarque : La condition S sortie est nécessaire pour avoir le théoreme 4.3.
En effet, si S n’est pas sortie, alors il existe un A-terme normal ¢ contenant
xtelquex: Obxrt: S Douaz:E*Fxrt: S car O ¢ Fu(S), et donc
x: E* Fr dy(y)t : =—S. Ce qui fait que Fr T = AzAy(y)t : E* — —=S.
D’autre part T n’est pas un o.m.m. pour (E,S), car (T)rf > (f)t[r/x] pour
tout T ~3 ¢t et t[r/x] contient la variable x.
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