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Résultats de complétude pour des classes de types du systeme AF2

Samir FARKH et Karim NOUR
LAMA - Equipe de Logique
Université de Savoie
73376 Le Bourget du Lac

e-mail sfarkh, knour@univ-savoie.fr

Abstract. J.-L. KRIVINE introduced the AF2 type system in order to obtain programs (-
terms) which calculate functions, by writing demonstrations of their totalities. We present in
this paper two results of completness for some types of AF2 and for many notions of reduc-
tions. These results generalize a theorem of R. LABIB-SAMI established in the system F of J.-Y.
GIRARD.

Résumé. J.-L. KRIVINE a introduit le systeme de typage AF?2 pour obtenir des programmes (\-
termes) calculant des fonctions en écrivant des démonstrations de leur totalité. Nous présentons
dans ce papier des résultats de complétude pour certains types de AF2 et pour plusieurs notions
de réductions. Ces résultats généralisent un théoreme de R. LABIB-SAMI établi dans le systeme
F de J.-Y. GIRARD.

Introduction

Le systéme de typage F a été introduit par J.-Y. GIRARD (voir [2]). Ce systéme est basé sur le
calcul propositionnel intuitionniste du second ordre, et donc donne la possibilité de quantifier sur
les types. En plus du théoréme de normalisation forte qui assure la terminaison des programmes,

le systeme F a deux autres propriétés :

— Il permet d’écrire des programmes pour toutes les fonctions dont la terminaison est

démontrable dans I'arithmétique de Peano du second ordre.
— Il permet de définir tous les types de données courants : booléens, entiers, listes, etc.

La sémantique du systeme F proposée par J.-Y. GIRARD consiste & associer a chaque type A
un ensemble de A-termes | A |, dans le but d’obtenir le résultat suivant : Si un A-terme ¢ est

de type A, alors il appartient a I’ensemble | A |. Ce résultat est connu sous le nom du lemme



d’adéquation, et permet de démontrer la normalisation forte du systeme F.
La réciproque du lemme d’adéquation n’est pas en général vraie, mais R. LABIB-SAMI a démontré

dans [7] un résultat de ce genre pour les types clos & quantificateurs positifs.

Le systeme de typage AF2, introduit par J.-L. KRIVINE (voir [4]), est basé sur la logique intu-
itionniste du second ordre. Au plan des propriétés théoriques, normalisation forte et représentation
des fonctions calculables, le systéeme AF2 ne se distingue pas du systeme F. La différence
provient de sa capacité a exprimer les spécifications exactes des programmes, ce qui permet
d’obtenir un programme calculant une fonction en écrivant une démonstration du fait que la
fonction est du bon type. J.-L. KRIVINE a proposé une sémantique pour son systéme, et il a
démontré un lemme d’adéquation permettant d’obtenir 'une des plus importantes propriétés du

systeme AF2 : C’est I'unicité de la représentation des données.

Dans ce papier, nous démontrons deux résultats de complétude du systeme AF2, c’est a dire,

des équivalences entre la syntaxe du systéme et ses sémantiques :

e Le premier résultat de complétude est obtenu pour les types a quantificateurs positifs en
utilisant une sémantique basée sur les ensembles des A-termes stables par la Gn-équivalence,
ce qui constitue une généralisation du résultat de R. LABIB-SAMI établi dans le systéeme

F.

e Le second résultat de complétude est établi pour une classe restreinte de types (les bons
types positifs) qui englobe les types de données de J.-L. KRIVINE en utilisant une sémantique
basée sur les ensembles des A-termes stables par la B-expansion. Ce résultat nous permet

de comprendre d’oli provient la n-équivalence dans le premier résultat.

Les démonstrations de ces résultats reposent essentiellement sur des propriétés syntaxiques du
systeme AF2 (voir [9]).

Ces résultats donnent une réponse partielle a la question de la comparaison entre opérateurs de
mise en mémoire sémantiques (& la KRIVINE) et syntaxiques (& la NOUR). Les deux notions sont

en effet identiques dans le cas des classes pour lesquelles la sémantique de KRIVINE est complete
(voir [10]).

L’article est organisé de la maniére suivante :

— Dans la partie 1, nous rappelons des préliminaires sur le A-calcul pur et nous présentons
le systéme de typage AF2 ainsi que ses propriétés. Nous donnons, a la fin de cette partie,

quelques résultats syntaxiques du systeme que nous utilisons dans les démonstrations.

— La partie 2 est consacrée a la sémantique proposée par J.-L. KRIVINE. Nous rappelons

ensuite le lemme d’adéquation du systeme AF2.



— Dans la partie 3, nous démontrons une réciproque du lemme d’adéquation pour les types

a quantificateurs du second ordre positifs avec la Bn-équivalence.

— Dans la partie 4, nous présentons un résultat analogue pour une classe restreinte de types
a quantificateurs du second ordre positifs (les bons types), et avec la S-réduction. Nous

montrons enfin que les conditions que nous imposons sur les types sont toutes nécessaires.

1 Le A-calcul pur et typé

Nous allons adopter dans cet article les notations de J.-L.. KRIVINE, par exemple :

On note A 'ensemble des termes du A-calcul, dits aussi A-termes. Etant donnés des A-termes
t,u,uq, ..., uy, application de t & u sera notée (t)u, et (...((t)u1)...)u, sera noté (t)uj...u,. On
note par —g (resp. —,) la B-réduction (resp. la n-réduction) et par ~g (resp. ~g,) la -
équivalence (resp. la n-équivalence). Si ¢ est un A-terme, on note par Fv(t) ’ensemble de ses
variables libres. Alors on a clairement : Fo((t)u) = Fo(t) U Fo(u) et Fo(Azu) = Fo(u) — {x}.
De plus si t —g t/, alors Fu(t') C Fu(t), et si t —, t', alors Fu(t) = Fo(t').

Lemme 1.1 Soient t et t' deuzr A-termes.

Sit —py t', alors il existe un A\-terme u, tel que t —gu et u —, t'.
Preuve : Voir [1]. [ )

Lemme 1.2 (i) Sit est fn-équivalent a un terme normalisable, alors t est normalisable.

(ii) Sit est fn-équivalent a un terme clos, alors t est B3-équivalent a un terme clos.
Preuve : Voir [1] et [4]. )

On considere le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit avec les symboles

suivants :

e Les seuls symboles logiques — et V ;

Des variables d’individu : z,y, ... (appelées aussi variables du premier ordre) ;

Des variables de relation n-aire (n =0,1,...) : X,Y,... (appelées aussi variables du second

ordre) ;

Des symboles de fonction n-aire (n = 0,1, ...) sur les individus ;

Des symboles de relation n-aire (n =0, 1,...) sur les individus.



Chaque variable de relation, et chaque symbole de fonction ou de relation a une arité n > 0 fixée.
Un symbole de fonction 0-aire sera appelé symbole de constante. Une variable de relation

0-aire est aussi appelée variable propositionnelle.

On suppose qu’il y a une infinité de variables d’individu, et, pour chaque n > 0, une infinité de

variables de relation n-aire.

La donnée des symboles de fonction et de relation constitue ce qu’on appelle un langage, les

autres symboles étant communs a tous les langages.

Les termes sont construits de la fagon suivante :
e Chaque variable d’individu, et chaque symbole de constante est un terme ;

e Si f est un symbole de fonction n-aire, et t1,...,t, sont des termes, alors f(t1,...,t,) est

un terme.
Les formules sont construites de la fagon suivante :

e Si A est une variable ou un symbole de relation n-aire, et tq,...,t, sont des termes, alors

A(ty, ..., t) est une formule dite formule atomique ;
e Si A, B sont des formules, alors A — B est une formule ;

e Si A est une formule, alors Vx A et VX A sont des formules,  (resp. X) étant une variable

d’individu (resp. de relation).

On définit les notions de variables libres et liées de maniere usuelle.

Un terme est dit clos s’il n’a pas de variable. Une formule est dite close si elle n’a pas de vari-
able libre. La cloture d’une formule F' est la formule obtenue en quantifiant universellement

toutes les variables libres de F'.

Soit & = &1, ..., &, une suite finie de variables du premier et/ou du second ordre.
e La formule V&;...VE, F est notée VEF ;
e L’écriture < € n’est pas libre dans A > signifie que &; (1 <1 < n) n’est pas libre dans A.

La notation t[uy/x1, ..., un/xy] (vesp. Fluy/x1,...,u,/zy]) représente le résultat de la substitu-

tion simultanée de uy & x1,..., u, & x, dans le terme ¢ (resp. dans la formule F').



Si X est une variable de relation unaire, t et ¢’ deux termes, alors la formule VX[Xt — Xt'| est
notée t = t’ et est dite équation fonctionnelle ou formule équationnelle. Un cas partic-
ulier de I'équation ¢t = t’ est une formule de la forme :

tHur /o1, ooy f 0] = lur /a1, ooy un f20] 0w tuy /o1, ooy up 2] = tlug /21, .y U /2],

Ui, ..., Up étant des termes du langage.

Considérons un langage L du second ordre, et un systeme E d’équations fonctionnelles de L. On
décrit un systeme de A-calcul typé, appelé Arithmétique Fonctionnelle du second ordre
(en abrégé AF2), dont les types sont les formules de L. Dans l’écriture des termes typés de
ce systéme, nous emploierons les mémes symboles pour les variables du A-calcul et les variables
d’individu du langage L. Un contexte I' est un ensemble x1 : A1, ..., x, : A, de déclarations,

ou r1, ..., X, sont des variables distinctes du A-calcul, et Aq, ..., A,, des formules de L.

Etant donnés un A-terme ¢, un type A et un contexte I' = x1 : Ay, ...,x, : Ap, on définit au
moyen des regles suivantes la notion < t est typable, a I’aide du systéme équationnel E, de type
A dans le contexte I' >. Cette notion est notée I' F 472 ¢ : A.

(1)Fl—A]:2xi:Ai (1§z§n)

F'Fgrpou:A— B T'bgmv:A
I'Far2 (w)v: B

Tz:Abgmt: B
F'Farpo Axt: A— B

3)

Thgrmt: A T'hpgpt: VA
4 e (* )%
) FI—Afgt:V:EA() 5 Fl_A]-‘Qt:A[’LL/IE]( )
[ : H :
6 AL @ Lhan DivAd (e
IF'Fagrt: VXA Chart: A[F/X (21, ..., 20)]

Avec les conditions suivantes :

(*) x et X ne sont pas libres dans T'.

(**) u est un terme et F' est une formule.

A[F/X (x1,...,x,)] est obtenue en remplagant dans A chaque formule atomique X (t1, ..., t,) par
Flt1/z1, ..., tn/xn).

(***) u = v est un cas particulier d’une équation de F.

Lemme 1.3 (1) SiT bk grat: A et T CTV, alors TV Fypo t 2 A.

(11) SiT Farot: A, alors T Fyrat: A, ou TV est la restriction de T' aux déclarations contenant

les variables libres de t.



Preuve : Par induction sur I' F 479 ¢ : A. '
Le systeme AF2 possede les propriétés suivantes :

Théoréme 1.4 (1) SiT 0t : A, ett —gt/, alors T Far t’' 1 A.
(ii) SiT'Farat: A, alors t est fortement normalisable.

Preuve : Voir [4]. [ )

Soient L un langage du second ordre et E un systeme d’équations de L. On définit sur ’ensemble

des termes de L une relation d’équivalence notée ~g de la maniére suivante :
a~pbs EFa=hb.

Le lemme suivant décrit 1’équivalence qu’on vient de définir.

Lemme 1.5 a =g b ssi on peut l'obtenir au moyen des régles suivantes :

(i) si a =0b est un cas particulier d’une équation de E, alors a =g b ;

(ii) quels que soient les termes a,b,c de L, on a :
—aRpa;

-sia~gbetb=pgc, alors a~gc ;

(iii) si f est un symbole de fonction n-aire de L, et si a; =g b; (1 < i < n), alors
f(ala '-'7an) ~p f(bl, 7bn)
Preuve : Voir [4]. o

Le lemme suivant permet de généraliser la regle (8) de typage équationnelle.
Lemme 1.6 SiT'F 472 u: Bla/x] et a =g b, alors T' - 72 u : Blb/z].

Preuve : Par induction sur la preuve de a ~g b, on considere la derniere régle utilisée.
e Si c’est la regle (i), alors c’est évident.

e Si c’est la régle (ii), alors ou bien b = a, et dans ce cas on a le résultat, ou bien a ~g c et

¢ ~p b, et donc par hypothese d’induction, on a I' - 49 u : Blc/z] et T' a7 u : B[b/x].

e Si c’est la regle (iii), alors a = f(ay,...,a,) et b= f(b1,...,b,), avec a; =g b; (1 < i < n).
On aT'Fgr u: B[f(a1,...,an)/x], donc I' b g9 u : (B[f(x1,...,an)/x])[a1/x1], par suite,
d’apres 'hypothese d’induction, I' F g7 w : (B[f(z1,...,an)/x])[b1/x1]. Ainsi de suite, en

utilisant I’hypothese d’induction n fois, on obtient le résultat. '



Nous allons présenter le théoréme de programmation pour les entiers.

Etant donnés deux A-termes t,u et un entier k, on pose, par définition, (t)*u = (t)...(t)u (le
A-terme t étant répété k fois au second membre) ; en particulier (¢)°u = u. On définit le A-terme
k= AeAf(f)*z ; k est appelé < Dentier k du A-calcul > (ou entier de Church).

On définit le type des entiers naturels par la formule suivante :

Niz] = VX{X0 — Vy(Xy — Xsy) — Xxl},

0 étant une constante pour le zéro, et s un symbole de fonction unaire pour le successeur.

Un systeme d’équations E est dit adéquat pour le type des entiers ssi :
—s(a) #£0;
— Si s(a) =g s(b), alors a ~g b.

Soit f une fonction de N* dans N. On dit que E est un systeme d’équations définissant la

fonction f ssi:
F(5™(0), ..., 7% (0)) mepp 87 (M) (0).

Soit f une fonction totale de N¥ dans N. Etant donné un A-terme Py, on dira que Pr représente

la fonction f si, quels que soient nq,...,n; € N :

(Pg)ni..ni, —5 f(na,...,ng).

Théoréme 1.7 (théoréme de programmation) Soient f une fonction de N™ dans N, et
E un systeme d’équations adéquat définissant f. Si Py est un A-terme tel que : Fyr2 Py :
Vry.. Ve {Nzi] — (... = (N[zpn] = N[f(z1,...,zm)])--)},

alors Py représente la fonction f.
Preuve : Voir [4]. [ )

Exemple. Considérons par exemple la fonction prédécesseur p : N — N, définie a 'aide des
équations : p(0) = 0 ; p(sx) = x. Un A-terme t qui représente la fonction p (autrement
dit un programme pour p), est donc un terme de type (dans le systeme AF2) la formule
Va{N[z] — Nlp(z)]}. L

Le théoreme de programmation se généralise a tous les types de données syntaxiques de J.-L.
KRIVINE (voir [4] et [6]).



Les résultats que nous allons présenter maintenant permettent une simplification dans les démonstrations

syntaxiques (voir [9]).

On définit sur les types de AF2 les deux relations binaires <’ et ~' de la maniere suivante:
o VA <’ Alu/x], si u est un terme du langage ;
o VXA < A[F/X(x1,...,25)], si F est une formule du langage ;
e A~'Bssi A= Clu/z], B=C[v/z], et u= v est un cas particulier d’une équation.

Soient < et ~ les clotures réflexives et transitives respectives de <’ et ~/.
On note A< Bssi A< Bet A#B.

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.8 (1) Si T Fr x : A, alors A s’écrit VEC', ou &€ n’est pas libre dans T, et il
existe deuz types C' et B tels que C ~C', B< C et (x:B)eTl.

(2) SiT Fgro Azu: A, alors A s’écrit VE(B' — C'), ou € n'est pas libre dans T, et il existe deux
types C et B tels que C ~C', B~ B' etz : Bt ru:C.

(3) Si T kg2 (w)v: A, alors A s’écrit VED", ot € n’est pas libre dans T, et il existe trois types
F,CetDtelsquelFpmu:F, F<C—-D, DD, D ~D"etDltgmv:C.

Preuve : Voir [9]. [ )

Corollaire 1.9 Si ',z : AFgr2 (x)uy...u, : B, alors :

n=0,A<C,C~C', B=VEC', et & nlest libre ni dans T’ ni dans A,

ou

n#0, A< Cy — B,B; < Ciy1 —» Biyn (1 <i<n—1), B, < Bpy1, et B=VEB,, | ot
Bi~B (1<i<n+1),T,z:Abtaru;:C; (1<i<n),et& nestlibre ni dans T' ni dans A.

Preuve : Voir [9]. [ )

2 A-modéele

Les sémantiques que nous allons présenter dans ce paragraphe sont dies a J.-L. KRIVINE (voir
[4]). Elles dépendent des classes de parties de A-termes appelées habituellement < parties
saturées >. Nous allons utiliser dans ce papier deux de ces sémantiques, la premiere est basée sur

les parties stables par la On-équivalence et la deuxieme sur les parties stables par la G-expansion.



Une partie G de A est dite —g-saturée (resp. ~g,-saturée) si, quels que soient les termes ¢ et

u, on a :
ueGett—gu(resp. t ~g,u) =>teG.
Etant données deux parties G et G’ de A, on définit une partie de A, notée G — G’, en posant

cu€ (G— G e (u)t e G quel quesoit t € G.

Il est clair que l'intersection d’un ensemble de parties — g-saturées (resp. ~g,-saturées) de A
est —g-saturée (resp. ~~g,-saturée). De plus si G’ est —g-saturée (resp. ~~g,-saturée), alors

G — G’ est — g-saturée (resp. zﬁn—saturée) pour toute partie G C A.

Considérons maintenant 'ensemble Pg, ) (resp. PSM(A)) de toutes les parties — g-saturées

(resp. ~g,-saturées) de A. Un sous-ensemble R de P, (resp. Pg, ( A)) est dit adéquat si :
e GG eR=(G—-G)eR;

e Pour toute partie o de R, 'intersection des éléments de o appartient a R. En particulier
A € R (prendre o = 0)).

Soit L un langage du second ordre. On va définir la notion d’un Ag-modele (resp. Ag,-modele)

pour L :

C’est une modification de la notion classique d’un modele du second ordre, dans lequel ’ensemble

des valeurs de vérité n’est pas {0,1} comme d’habitude, mais un sous-ensemble adéquat R de
Pg, ) (resp. PSﬁn(A))'
Un Ag-modele (resp. Ag,-modele) pour le langage L est la donnée de :

e Un ensemble | M | supposé non vide, appelé la base de M ;

¢ Un sous-ensemble adéquat R de Pgj () (resp. Pg o A)) (R est appelé I'ensemble des valeurs
de vérité de M) ;

e Pour tout symbole de fonction n-aire de L, une fonction fas :| M |"—| M | ;
e Pour tout symbole de relation n-aire P de L, une fonction Py :| M |"— R.

Soit M un Ag-modele (resp. Ag,-modele) pour L. Une interprétation I est, par définition,
une application de I’ensemble des variables d’individu (resp. de relation n-aire) dans | M | (resp.
dans RIMI™).

Soient I une interprétation, x (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation n-aire), et a

(resp. ®) un élément de | M | (resp. de RIMI™). On définit une interprétation J = I[z « a]



(resp. J = I[X < ®]) en posant J(z) = a (resp. J(X) = @) et J(§) = I(§) (resp. J(&') = I(£))
pour toute variable £ # z (resp. & # X).

Définissons maintenant la valeur d’une formule de L dans M et dans une interprétation I.

A chaque terme t de L est associée sa valeur tys; €| M |, définie par induction sur ¢ :

e Sit est une variable z, alors ty; 1 = I(z) ;

o Sit=f(t',...,t"), alors tars = far(tys g thrp)-

Soit F' une formule de L. La valeur de F' dans M et dans 'interprétation I, notée par | F' |y 1

est un élément de R défini par induction sur F' au moyen des régles suivantes :

e Si I est une formule atomique P(t!,...,#"), ott P est un symbole (resp. une variable) de re-
lation n-aire, et ¢!, ..., " sont des termes de L, alors on définit | F' |77 par Py (t}w’l, oty r)
(resp. I(X)(t}w’l, sty ) qui est un élément de R ;

e Si Fest G— H,alors | F' |y r=| G |mr—| H |m1;

e Si F' est VaG, olt x est une variable d’individu, alors | F' |y 1= (| G[*] [ 1j0—a) ;
a€|lMl|};

e Si Fest YXG, ot X est une variable de relation n-aire, alors | F' |y, 1=
NI GIX] I rx—a) ; @ € RIMI™Y

Il est clair que la valeur | F' |71 ne dépend que des valeurs dans I des variables libres de F'. En
particulier, si A est un type clos, | F' |p,1 ne dépend pas de l'interprétation I, on la notera alors
| F -

Soient M un Ag-modele (resp. Ag,-modele) pour L, et u = v une équation de L. On dit que M

satisfait u = v, si la cloture de cette formule est vraie dans M.

Si E est un ensemble d’équations de L, on dit que M satisfait F, ou que M est un modele de

E, si M satisfait toute équation de FE.

Pour tout type clos A, on note par | A |[g3= N{| A |m / M Ag-modele de E }, et par
| Algy={| Ay / M Agymodele de E }.

Théoréme 2.1 (lemme d’adéquation) Soient E un ensemble fini d’équations d’un langage

L, t un A-terme, et A un type clos du systéeme AF2.
Sitarat: A, alorste| Alg (resp. t €| Algy,) .

10



Preuve : Voir [5]. )
Dans la démonstration de ce théoreme, on utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 2.2 Soient t un terme, et A une formule de L ayant x comme variable libre, alors :

| Alt/x] ’M,I:’ A ’MJ[W_tM,I]'

Lemme 2.3 Soit F une formule de L, ayant 1, ..., x, comme variables libres, et soit ® € RIMI"
définie par ®(a1, ..., an) =| F | a1 121 —an,... one—an] POUT tout ay, ..., an €| M [. Si A est une formule
ayant X (variable de relation n-aire) comme variable libre, alors : | A[F/X (x1,...,xp)] |m,1=]

Al 11X —a)-

Remarque. Pour avoir le lemme d’adéquation, il suffit de donner la définition suivante d’ensemble
saturé G : quels que soient les termes t,tq, ..., t,, u,
(u[t/z]))t1...t, € G = (Azu)tt;...t, € G.

Dans la suite nous allons démontrer des réciproques du théoreme 2.1.

3 Premier résultat de complétude

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser le résultat de R. LABIB-SAMI pour le systeme AF2,

et pour une classe plus large de types.

On définit de la fagon suivante les types & quantificateurs positifs (resp. & quantificateurs

négatifs), notés en abrégé V3 (resp. V5 ) :
e Une formule atomique est V4 (resp. V) ;
e Si AestV] (resp. V5 ) et B est V5 (resp. V3 ), alors B — A est V3 (resp. V5 ) ;

e Si Aest V], et x (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation n-aire), alors VrA
(resp. VX A) est V3 ;

e Si AestV; etz (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation n-aire qui ne figure
pas dans A), alors Vz A (resp. VX A) est V.

Les formules V4 (resp. V5 ) sont les formules ott les quantificateurs du second ordre < actifs >

sont en position positive (resp. négative) dans la formule.
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Il est facile de voir que : Si A est V3 (resp. V) et A ~ B, alors B est V3 (resp. V5 ). De plus
si AestVy; et A< B — C, alors Best Vj et C est V5.

K. NOUR a défini dans [8] le systéeme de typage AF2y qui n’est autre que le systeme AF2 ot on
remplace la reégle de typage (7) par la régle :

P I—AJ:QO t: VXA
I’ l—A]:QO t: A[Y/X(xla 7$n)]

(7o)

ou Y est une variable ou symbole de relation de méme arité que X.

Théoréme 3.1 Soient A un type V; du systeme AF2, et t un A-terme normal clos.
Sitarat: A, alors Farg, t: A.

Preuve : Voir [8]. [ )

Soient L un langage du second ordre et E un systeme d’équations de L, ce qui définit le systeme
de typage AF2.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme I Soient A un type V; clos du systéme AF2, et ¢t un \-terme, alors :

t €| A |g, ssi il existe un A-terme ¢’ tel que t ~g, t' et -2 t': A.
Pour démontrer ce théoréeme, on a besoin de certaines définitions et d’un lemme.

Soient Q@ = {z;/i € N} une énumération d’un ensemble infini de variables du A-calcul, et
{A;/i € N} une énumération des types ¥, de AF2, ou chaque type V; se répete une infinité de
fois. On définit alors 'ensemble I'™ = {z; : 4;/i € N}. Soit u un A-terme, tel que Fuv(u) C €.
On définit le contexte I, comme étant la restriction de I'~ sur les déclarations contenant les

variables de F'v(u). La notation I'™ F 4z, u : B exprime que I, b7, u: B.
On pose I'~ I—%z u : B ssi il existe un A-terme o/, tel que u ~g, v’ et I'" k47, v’ : B.

Considérons My I’ensemble de tous les termes de L. On définit un Ag,-modele Mp- (noté dans

la suite M) de la fagon suivante :

M
e L’ensemble de base est |[M| = =0 ('ensemble des classes d’équivalence modulo la relation
~E
~E) ;

e L’ensemble adéquat R = Ps, (A) ;
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e L’interprétation de chaque symbole de fonction n-aire f est 'application faq de | M |”
dans | M | définie par fap(aq,....,an) = f(a1,...,an) ;

e L’interprétation de chaque symbole de relation n-aire P est 'application Py de
| M |" dans Ps,, (A) définie par Py (@t ..., @) = {1t € A: I'" I—A]_-2 T:P(ay,...,an)}.

Ensuite on définit une interprétation Z sur les variables en posant :
e 7(x) =T, ou T est la classe de z modulo ~p ;

e 7(X) = @, ot ® est 'application de | M |* dans Ps,, (A) définie par ®(az, ...,@,) = {1 €
A: T~ '_?477:2 T:X(ay,...;an)}.

Les fa, Py, et © sont bien définies. En effet :

Si (@1, ..., an) = (b1, ...,by), alors a; ~g b; (1 < i < n). Donc, d’aprés le lemme 1.5, f(a1, ...,a,) ~g
f(blv o0y bn)v et par conséquent f./\/l(a_lv ,W) = fM(E) aE)

De méme supposons que (a_l, e @) = (b1, ..., by ), donc a; ~g b; (1 <i < n). Dou, d’apres le
lemme 1.6, {T € A: '~ Afz T:P(ay,..,an)}={r€A: " I—A]_-2 7 : P(by,...,b,)}, ou alors,
PM(al, ceny n) == PM(bla ceey bn)

La méme démonstration se fait pour . ®
Le lemme suivant va nous permettre de démontrer le théoreme I.

Lemme 3.2 Soient S une formule du langage L, et T un A-terme.
(i) Si S estVy, et T €| S |mz, alors '~ I—A]_-27':S.
(11) Si S estVy, et I'” l_.A]-'z T7:8,alors T €| S |m1.

Preuve : Par induction simultanée sur les types V4 et V.

Preuve de (i)

e Si S est atomique, alors S = X(aq,...,ay), ou les a; sont des termes, et X une variable
(resp un symbole) de relation n-aire. Soit 7 €| S |m,z=| X(al,.. an) |mz= {0 € A :
I—A]_-2 0:X(ay,...,an)}. Il en résulte que 7 €| S | a7 ssi I~ I—A]_-2 T:8S.

e SiS=DB— C,ol BestV, et CestVy,soit €| B— C|pz. Il existe une infinité
de i € N tel que B = A;. On choisit un i de facon que x; ne soit pas libre dans 7. On
a x; : BFyry x; : B, donc, d’apres (ii) z; €| B |m1, et alors (17)z; €| C |pm,z, et donc,
d’apres ’hypothése d’induction, I'~ -on Ar, (T)z; + C. Donc il existe un A-terme 7' tel que
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(T)xs ~pgy T et I Far, 7 2 C, par suite 7 ~g, Avi(T)x; ~p, Axym’. Six; € Fo(r'),

alors I'y_ , Far. Az;7' : B — C. Sinon on peut écrire I, x; : B a5, 7' : C, et comme

Ax; 1!

Fu(r") = Fo(Az;7'), alors I'y, ., Fars Azit' : B — C. Par conséquent I'~ I—Z"f2 T:8S.

e Si S = VXB, avec B est Vg, alors 7 €| VXB |mze (VO || M ["— Ps, )T €|
B[X] | m,zix—a]- Soit Y une variable de relation n-aire qui ne figure pas dans I';. Donc
7 €| BIX] [mzix—yipug=! BlY/X] [mz, d’apres le lemme 2.3. D’olt par hypothese
d’induction, I'~ l—infz 7 : B[Y], donc il existe un A-terme 7’ tel que 7 ~g, 7" et I, Fax,
7' B[Y]. Par conséquent il existe un A-terme u tel que 7 —g, u et 7/ —g, u, et, d’aprés le
lemme 1.1, il existe un A-terme 7" tel que 7" —3 7" et 7" —, u. Donc Fv(u) = Fo(r") C
Fu(r') et I, Far, ™" B[Y] , d’ou, par le choix de Y et le fait que Fu(r") C Fu(r), on
déduit que I'7, 47, 7 : VY B[Y], et done I'™ L 7: 8.

o Si S =VaB, avec Best V3 , alors T €| VaB |m 14 (VYa €] M |)(7 €| Blx] | pm zjz—a))- Soit
y une variable de L qui ne figure pas dans les formules de I'-. Alorson a: 7 €| M |,
donc 7 €| Blx] | m zjz—5=| Bly/*] |m,z (d’apres le lemme 2.2). D’ou, d’aprés hypothese
d’induction, I~ I—%Ez T : Bly], et par le méme raisonnement qu’ au cas précédent et le

choix de y, on obtient '~ I—%z T:85.
Preuve de (ii)
e Si S est atomique, le résultat découle immédiatement de la définition de Iaq (voir (i)).

e SiS=B—C,ouB est V;’ et C est V5, supposons I~ '_,6417]-‘2 7: B — C. Donc il existe
un A-terme 7’ tel que 7 ~g, 7" et I, Far, 7' : B — C. Siu €| B |pm,z, alors d’apres (i),
Ir- I—infz u : B, donc il existe un A-terme v’ tel que u ~g, u' et I, F a7, v’ : B. D’otl
L Fare (t")u' : C, et comme (T)u ~g, (7')u/, alors I'~ I—Z"f2 (T)u : C. D’ou, d’apres

I'hypothese d’induction, (7)u €| C' |ap,z. Par conséquent 7 €| B — C' |pm 7.

e S5iS =VxB, ou B est V,, supposons que I~ I—Z"f2 T :VzB (-), et soit a €| M |. Donc a =
b, ol b est un terme de L. D’apres (-), il existe un A-terme 7' tel que T ~g, 7/ et IS F 4z,
7' VxB, par suite I, F47. 7 : B[b/z]. Donc, d’apres 'hypothese d’induction, 7/ €|
Blb/x] |mz=| B ‘M,Z[a«—@]:’ B | pmzz—a) (d’apres le lemme 2.2). Comme | B | 7jzq]

est ~g,-saturée, on aura 7 €| B |y 7{z—a]-

e S5i §=VXDB, ou B est V,, supposons que I~ I—%z 7 : VXB. Alors il existe un A-terme
7' tel que T ~g, 7" et I, Far, 7' : B, donc I'” k47, 7' 1 B, et par hypothese d’induction,
7' €| B |[m1z. Donc 7' €] VXB |pm 7, car X ne figure pas dans B, et comme | VXB |y 7
est ~g,-saturée, on aura 7 €| VX B | 7. [

On peut déduire maintenant la preuve du théoreme I.

Preuve du théoréme I
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e La condition suffisante est une conséquence directe du théoreme 2.1, et du fait que 'interprétation

d’un type du systeme AF2 dans un Ag,-modele M est une partie ~g,-saturée.

e La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type V; clos, et t un A-terme tel que
t €| A |gy, alors t €] A |s, pour tout Ag,-modele M associé & un ensemble I'™ (comme
décrit avant). De plus on peut supposer que I'~ ne contient pas de déclarations pour les
variables libres de ¢, i.e I,” = (. D’aprés le (i) du lemme 3.2, I'~ I—infz t: A, donc il existe
un A-terme t' tel que ¢ ~g, t' et I, k47, ' : A, par suite, il existe un A-terme u tel que
t —pn u et t’ —g, u, et d’apres le lemme 1.1, il existe un A-terme t” tel que t' —5 t” et
t" —y, u. Dot Fo(t") C Fo(t') et I, Far. t" : A. Or Fo(t") = Fu(u) C Fo(t), donc
Iy, C I =0, par conséquent t ~g, t” et 72 t" : A. 'Y

D’apres le théoreme 3.1, on peut déduire le résultat suivant :

Théoréme 3.3 Soient A un type V; clos du systeme AF2, et t un A-terme, alors :
t €| A gy ssi il existe un X\-terme t' tel que t ~pg, t' et b ara, t' 1 A.

Corollaire 3.4 Soient A un type Vg clos du systéme AF2, et t un A-terme.

Sit €| Algy, alors t est normalisable et 3-équivalent a un terme clos.

Preuve : Sit €| A |g,, alors, d’aprés le théoréme I, il existe un A-terme t’ tel que t ~g, t’ et
Fara t' : A. Donc t est Bn-équivalent a un terme normalisable clos. D’ou le résultat d’apres le
lemme 1.2. 'Y

Remarque. La condition V; est nécessaire pour avoir le théoreme 1. En effet, soit
D=VX{VW — X) > X}

Il est clair que D n’est pas V3. Posons t = Az(z)(8)d, ot § = Az(z)z, alors on a: t €| D |g,,
et t n’est pas normalisable. Pour montrer que t est bien un terme de | D |g,, soit M un
Agy-modele, montrons que t €] VY (Y — X) — X [y x—z) pour tout = € Ps, (A). Soient
u €| VY(Y — X) |y x—g), et Z' 'ensemble des A-termes qui ne sont pas normalisables.
E' est évidemment une partie ~g,-saturée de A. Comme u €| VY (Y — X) [p[x—g], alors
u€lY — X |yxezyez], cest aditeu € 2 — Z. Ona (§)0 € Z, donc (u)(0)d € E. Or
(t)u = (Az(z)(8)0)u —5 (u)(6)d, d’ou (t)u € =.

Posons t' = Az(z)y, ou y est une variable. On a : t' €| D |g,, et t' n'est pas fn-équivalent
a un terme clos. En effet, d’'une part ¢’ est normal et non clos, d’autre part nous montrons
que t' €| D |g,, soient M un Ag,-modele quelconque, et u €| VY (Y — X) |5 x—z pour tout

=

=€ PSM(A). Considérons Z" I’ensemble des A-termes qui sont 3n-équivalent & une variable. =
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est évidemment une partie ~g,-saturée de A. Alors u €| Y — X [ |x—zy=zr], c’est a dire

2

u € =" — E, et comme y € Z”, on obtient (u)y € E. Or ()u = (Az(z)y)u —5 (u)y, d’on

(thu € E. '

Le systeme de typage F de J.-Y. GIRARD est le sous-systéme de AF2, ot on a seulement des
variables propositionnelles et des constantes (symboles de relation 0-aire). Donc les variables
du premier ordre, les symboles de fonction et le systeme d’équations sont inutiles. Les regles de
typages sont les regles (1),(2),(3) et (6),(7) du systeme AF2 restreintes aux variables proposi-
tionnelles.

Si on se restreint au systeme F, un Ag-modele (resp. Ag,-modele) est composé uniquement
d’une partie adéquate R de Ps,,) (resp. Psﬁn(/\))’ et pour toute constante (resp. variable)
propositionnelle P, d'un élément | P |y; de R.

Le théoreme I s’énonce dans le systeme F de la fagon suivante :

Théoréme 3.5 Soient A un type V4 clos du systéme F, et t un A-terme.
t €| A gy ssi il existe un X\-terme t' tel que t ~g, t' etz t': A.

Ce théoreme a été démontré par R. LABIB-SAMI (voir [7]).

4 Second résultat de complétude

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer un théoréme analogue au théoréeme I avec la (-

réduction et pour une classe plus restreinte de types.

Les types propres sont définis de la fagon suivante :
e Une formule atomique est propre ;
e Si A et B sont propres, alors A — B est propre ;

e Si A est propre, et z (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation n-aire qui figure
dans A), alors Vx A (resp. VX A) est propre.

On définit de la fagon suivante les types positifs (resp. négatifs), notés en abrégé V' (resp.

V)
e Une formule atomique est V' (resp. V™) ;

e Si A est VT (resp. V™ qui ne commence pas par un quantificateur du premier ordre) et B
est V™ (resp. V1), alors B — A est V' (resp. V7) ;
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e Si A est VT, et X une variable de relation qui figure dans A, alors VX A est VT ;

e Si AestV, alors VoA est V™.

D’aprés cette définition chaque type V' (resp. V™) est propre.

Précisément les types V' sont les types ol :
— Les quantificateurs du second ordre < actifs > sont positifs.
— Les quantificateurs du premier ordre sont négatifs.
— Les seules variables du second ordre sur lesquelles on peut quantifier sont < actives >>.
— On n’a pas le droit de mettre un quantificateur du premier ordre juste derriére une fleche.

D’apres la définition ci-dessus, on peut remarquer que si A est V~, alors A est de la forme
VE(A — (Ag — (... = (A — X(t1, ..y tn))..))), ou € est une suite finie de variables du premier

ordre, A; (1 <i < n) des types V', et X une variable ou un symbole de relation n-aire.

Il est clair que si A est un type V™~ et A < B, alors B est V™, et une variable du second ordre

qui est libre dans B est aussi libre dans A.

Soit A un type. On définit les sous-types positifs (resp. négatifs) de A de la facon inductive

suivante :
—Si A= X(t1,...,tn), alors A est le seul sous-type positif et négatif de A.

- Si A = B — C, alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de A sont les sous-types
négatifs (resp. positifs) de B, et les sous-types positifs (resp. négatifs) de C.

- Si A = VXB (resp. VzB), alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de A sont les
sous-types positifs (resp. négatifs) de B.

Les sous-types positifs (resp. négatifs) d’un type forment en général un ensemble infini, car
par exemple pour le type VX B[X], il faut considérer comme sous-types positifs, B[Y], B[Z],
etc. Intuitivement, on écrit la formule avec des noms différents pour les variables liées auquelles
on associe des ensembles dénombrables disjoints de variables. Pour chacune des variables liées,
on utilise 'ensemble correspondant de variables. Illustrons maintenant cette définition (non
formelle) par un exemple. Soient A = VX{X — VY (Y — X)}, {Xi/i > 0} et {Y;/i > 0}
deux ensembles disjoints de variables propositionnelles. Les sous-types négatifs de A sont :
X;,Y;,1 > 0 et ses sous-types positifs sont : A, VY (Y — X;),Y; — X;, X; avec 4,5 > 0.
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D’autre part, on appelle type avec substitution, tout type de la forme A[ty/zq,...,t,/xy],
obtenu par substitution simultanée de t; & x1,..., t, & x, dans le type A, ou x1,..., £, sont des

variables d’individu, et t1,..., t, des termes du langage.

On dit qu'un type V' (resp. V™) A satisfait la condition (*) si, lorsque B et C sont deux sous-
types négatifs (resp. positifs) avec substitution de A, alors on ne peut pas avoir les propriétés

suivantes :

B <G, G~ Chy,
et
C<C,— (Cy— (... > (Cp, — D)..)),

ou C1,Cs,...,Cy,, D et G sont des types du systeme AF2.
Rappelons bien que B < G signifie que B < G et B # G.

Pour la vérification de la condition (*), il s’agit d’un test s’appartenant & I'unification modulo
une théorie équationnelle F (ou E-unification), et donc il est facile de voir qu’il est indécidable
lui aussi, par exemple par recodage du probleme de Post ou du dixieme probleme de Hilbert
(voir [3]).

On dit qu'un type A est un bon type positif (resp. bon type négatif), noté en abrégé Bt
(resp. B7) s’il est VT (resp. V™) et satisfait la condition (¥).

Remarques. (1) J.-L. KRIVINE a présenté dans [6] une méthode pour définir les types de

données syntaxiques du systéeme AF2. Par exemples :

e Le type booléen est la formule :
Blx] =VX{X0 — (X1 — Xux)},

ol 0 et 1 sont des symboles de constante.
e Le type des entiers naturels est déja défini.

e Le type des listes d’éléments de type U est la formule :
LU[z] =VX{X0 — [VyVz(Uly] — (Xz — Xcons(y,z))) — Xz|},

ol cons est un symbole de fonction binaire et () une constante.

On peut vérifier que ces types de données sont des types BT.
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(2) K. NOUR a défini dans [8] une autre classe des types de données (types de données descen-

dants). On peut vérifier également que ces types sont tous des BT. [

Soient L un langage du second ordre et E un systeme d’équations de L, ce qui définit le systeme
de typage AF2.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme II Soient A un type B' clos du systéme AF2, et t un \-terme, alors:
tG’A’gS_SZ't—wt/ et |—A]:2t/ZA.

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin de certaines définitions et d’un lemme.

Soit A un type BT du systéme AF2. On note Bjr (resp. Bf_), I’ensemble des sous-types positifs
(resp. négatifs) avec substitution de A. Soient 2 = {x;/i € N} une énumération d’un ensemble
infini de variables du A-calcul, et notons par A; (i € N) les sous-types Bf_ de A, ou chaque type
A; se répete une infinité de fois. On définit alors I'ensemble I'y = {z; : A;/i € N}. Soit u
un A-terme, tel que Fo(u) C 2. On définit le contexte Iy, comme étant la restriction de I'y
sur les déclarations contenant les variables de Fv(u). La notation I'y F 47, u : B exprime que
Fg’u Fars u: B.

On pose I', I—ﬁfz u : B ssi il existe un A-terme v/, tel que u —gu’ et I'y Far v/ @ B.

On définit le Ag-modele M et l'interprétation Z de la méme fagon qu’au paragraphe 3 (en rem-

placant I~ par I'; et la #n-équivalence par la G-réduction). Alors on a le lemme suivant :

Lemme 4.1 (i) Si S est un sous-type Bf de A, et 7 €| S |mz, alors I'y I—ﬁf2 T:S.
(ii) Si S est un sous-type B, de A ety I—Zf2 7:85, alors T €] S |mz-

Preuve : Par induction simultanée sur les sous-types Bf et Bf_ de A (la complexité étant le
nombre de symboles logiques dans le type).
Preuve de (i)

e Si S est atomique, alors on a la méme preuve que celle du lemme 3.2.

e Si S = VXB, ou B est B}' ;alors 7 €] VXB [mze (VO o[ M ["— Ps )T €
B[X] [mzx—9)- Soit Y une variable de relation n-aire qui ne figure pas dans I'y et
B. Donc 7 €| BIX] |pmzix—|v|pz=| BIY/X] |pmz, d’aprés le lemme 2.3. D’ott par hy-
pothese d’induction, I'; '_,54]-‘2 7 : B[Y], donc il existe un A\-terme 7’ tel que 7 —g 7’ et
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Iy bare 70 BlY]. Comme Fo(r') C Fu(r), alors par le choix de Y, on déduit que
I, bags ™ YWY B[Y] =VXB, et donc I'y Fp, 71 8.

SiS=B— C,ou B est Bf_ et C est Bf, alors soit 7 €| B — C | pm,7, et soit y une variable
du A-calcul telle que y : Be I'y. Onay: Bl ary: B, donc, d’apres (ii), y €] B |m.z,
par suite (7)y €| C' |smz, et donc, d’apres I'hypothese d’induction, I'y '_,54]-‘2 (r)y : C.
Drott il existe un A-terme 7’ tel que (7)y —g 7', et I'y . Faz, 7' C. Il en résulte que (1)y
est normalisable, et donc 7 est normalisable. La forme normale de 7 est x ou (z)7y...7,
(n>1) ou Axf.

Cas 1: Si 7 —g x, alors (7)y —g (x)y. Comme Iy Fars 7/ . C, on aura Iy bars
(x)y : C. Or Fu((x)y) € Fu(r'), donc Iy 2y A2 ()y : C. D’ou, d’apres le corol-
laire 1.9, la variable x est déclarée d’un type F' dans F;(x)y, avec : F <G — D,D ~
D’,Fg’my Fars y: G,C =VED', et € n'est pas libre dans Iy () OO G est VT et D est
V¥~ qui ne commence pas par des quantificateurs.

y:Bely,,, domncB< B',B' ~ B", G =V¢'B", et & n’est pas libre dans Iy )y
Supposons que & commence par une variable du second ordre X. Comme X n’est pas
libre dans F;(w)y, alors X n’est pas libre dans F'. Or F < G — D, ce qui implique que X
n’est pas libre dans D, donc non plus dans D’. Ce qui contredit le fait que C est propre.
De plus £ ne peut pas commencer par une variable du premier ordre, car C est V', d’ou
C=D.

Maintenant, comme G est VT, on démontre de la méme maniére que G = B”.

D’autre part on a B = B’, car sinon, i.e si B < B’, alors, comme F <G — D et G ~ B,
on obtient une contradiction avec la condition (*).

Finalement on a Iy, Far. x : F, par conséquent Iy, Far. z : G — D, et donc
Iy, Farpzz:G— D' DouI'y  Far,x:B" — C,donc I'y , FaF, x: B— C, et par
suite Iy I—ifz T:5.

Cas 2: Si 7 —g (x)71...7, alors (7)y —g (x)71...7,y. Comme Iy Far. ™ 0 C et
Fo((z)m...7ny) € Fo(7'), on déduit que Ly ()rs oy T AF2 (2)7y...7ny : C. Donc, d’apres le
corollaire 1.9, = est déclarée d’un type F' dans F;(x)ﬁmmy avec : F' < Cy — Dy, Dy ~ D},
D; = Ciy1 — Diy1, Dig1 ~ Djyy (1 <i<n—1), D, =G — Dpy1, Duy1 ~ Dy,

Ly (@)ra oy T AF2 Ti ! C; (1<i<n), Ly yrrmny TAF2 Y G, C =VED; et £ n'est pas
libre dans F;(x)ﬁ___%y.

y:Bely,., ., domncB < BB’ ~ B", G = V¢'B", et & n’est pas libre dans
Ly )y

€ ne commence pas par une variable du premier ordre, car C est V*.

Si & commence par une variable du second ordre X, et comme C' est propre, cette variable
doit étre libre dans D), donc elle est libre dans D11, et donc dans D), aussi. Par
conséquent X est libre dans tous les D; (resp. D)) (1 <i<mn+1). Donc X est libre dans

F, et par suite dans I', (@) ce qui est impossible. D’ott C' = D/, 41

Ti...Tny’
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De la méme maniere et comme G est VT, on démontre que G = B”.

D’autre part, on remarque que B = B’, car sinon, i.e si B < B’, et comme on a montré
que F < C — (Cy — (... = (Cp — (G — C)...))) et B ~ G, alors on obtient une
contradiction, d’apres la condition (*).

Finalement on a F;(x)ﬁ___,rn Far. x: F, donc F;(x),r . Fars ()71 : G — Dyy,. Par

conséquent Iy v Far, ()7y...7 : G — D), ., et alors Ly (yrsomn T AF2 ()T
G — C. D'ou FZ’(m)TIMTn Fars (2)7y...7n : B — C, et donc 'y l—ifz T:8

Cas 3: SiT —g Axf, alors, comme I'ensemble I'; contient une infinité de déclarations pour
chaque sous-type Bf_ de A, soit y une variable déclarée de type B dans I',, n’appartenant
pas & Fu(0). Alors (1)y —g (Azf)y —p 0ly/x]. Ona I'y , Far. 7 : C, donc I'y , Fars
Oly/z] : C, et donc, Iy opy)a) A7 Oly/x] : C, car Fu(fly/x]) C Fu(r'). D’ou I syoly)a) TAF
AyOly/x] : B — C. Comme y n’est pas libre dans 6, alors A\yfly/x] = \xf, par conséquent
I'y Fars Azl Set I'y I—Z]_-2 T:5.

Preuve de (ii)
e Si S est atomique, alors on reprend la méme preuve de (ii) du lemme 3.2.

e SiS=B—C,ouB est Bjr et C est Bf_, supposons 17, I—Zf2 7: B — C. Donc il existe
un A-terme 7’ tel que 7 —g 7’ et Iy hars 7':B — C. Siu €| B |mz, alors d’apres (i),
ry I—Zfz u : B, donc il existe un A-terme v’ tel que u —g v et Iy Fars v : B. D’ou
Ly ey Fae ("' : C, et comme (T)u —g (7/), alors I'y I—ﬁfz (T)u : C. D’ou, d’apres
I'hypothese d’induction, (7)u €| C' |ap,z. Par conséquent 7 €| B — C' |pm 7.

e Si S =VxB,ou B est Bf_, supposons que I, I—Zf2 7 : VB, et soit a € M |. Alors on a :
a =b, ot b est un terme de L, et il existe un A-terme 7’ tel que 7 —g 7’ et F_J, Far. 7'
VaB, par suite I'y , Fag, 7 B[b/z]. Or, par définition, B[b/z] est un sous-type B, de
A, donc d’aprés 'hypothese d’'induction, 7" €| Bb/x] |mz=| B ‘M,I[w—g]:’ B | pm zlz—q]
(d’apres le lemme 2.2). Par conséquent 7 €| B |rq7[z—q]; €t ce pour tout a € M; donc
T €| VaB |M,I- ' Y

On peut déduire ainsi la preuve du théoreme II.

Preuve du théoréme I1

e La condition suffisante est une conséquence directe du théoreme 2.1, et du fait que 'interprétation

d’un type du systéeme AF2 dans un Ag-modele M est une partie — g-saturée.

e La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type BT clos, et t un M\-terme tel que
t €| Alg, alors t €| A |p, pour tout Ag-modele M associé a un ensemble I'; (comme
décrit avant). De plus on peut supposer que I'; ne contient pas de déclarations pour les

variables libres de t, i.e Iy, = 0. D’apres le (i) du lemme 4.1, I'y I—Zf2 t: A, donc il
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existe un A-terme ¢’ tel que t —g ' et Iy, Far. t' 1 A Comme Fu(t') C Fu(t), alors
'y, =0, dou le résultat. o

D’apres le théoreme 3.1, on peut déduire le théoreme suivant :

Théoréme 4.2 Soient A un type BT clos du systéme AF2, et t un \-terme, alors :
t €] A|g ssi il existe un A-terme t' tel que t —t' et b ar, t': A.

Corollaire 4.3 Soient A un type BT clos du systéeme AF2, et t un \-terme.
(i) Sit €| A|g, alors t est normalisable et se réduit par B-réduction a un terme clos.
(ii) | A |g est stable par 3-équivalence (i.e sit €| A |z et t ~gt', alorst' €| A|s).

Preuve : (i) Sit €| A |, alors, d’apres le théoreme II, il existe un A-terme ¢’ tel que t —p ¢ et
Faro t' 1 A. Donc t se réduit par B-réduction & un terme normalisable clos, d’ou le résultat.

(i) Soit t €] A |g, avec t ~g t/, alors il existe un A-terme v tel que t —g v et t’ —5 v. Or d’apres
le théoreme II, il existe un A\-terme u tel que t —g u et =472 u : A. On peut supposer que u est
normal (car sinon v —g w, w normal et k472 w : A). D’olt v —3 u, et comme F 472 u : A, alors
d’apres le théoreme 2.1, u €| A |3. Mais | A |g est —g-saturée, il en résulte que v €| A |3 et par
suite ¢’ €] A |a. [ )

Remarques. Nous allons voir que les conditions qui définissent un type BT sont toutes

nécessaires pour avoir le théoreme II.

(1) Considérons les types

A = VX{(X0—-VyXy) — (X0— X0)}
B = VX{Vx(X0— (Xz — X0)) — (X0 — Vzz(Xz — X0))}
C = VX{(VzXz— X0) — (X0 — X0)}

Il est clair que ces types sont propres, satisfont la condition (*), mais ils ne sont pas ¥V (dans A
et B on a un quantificateur du premier ordre derriere une fleche, et dans C, le probleme vient

d’un quantificateur du premier ordre positif).

Haro I = Axx : A, car sinon on aura, z : X0 — VyXy Far x : X0 — X0. Ce qui est
impossible, d’apres le théoreme 1.8.

Pourtant I €| A |3 : Soit M un Ag-modele quelconque, il faut montrer que I €| (X0 —
VyXy) — (X0 — X0) | M,[x—g] pbour tout = € Péf(b\)‘ Considérons donc un élément = dans

ng(l/x); siu €| (X0 — VyXy) [ x—z), et v €[ X0 |p. Alors on a : (u)v €] YyXy |p x5, et
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comme (I)uv —g (u)v, on voit que (Iuv €| VyXy |ax—z), car | VyXy |px—z) est une partie
—g-saturée de A. Par conséquent (I)uv €] X(0) |ar,x—z= Z(0n)-

De méme pour B, il est clair que {472 I : B. De plus, si M est un Ag-modele et = € Pgﬁ'l\),
alors en supposant que u €| V(X0 — (Xz — XO0)) |ax—z5), v €] X0 |p7[x—z), €t en prenant
un élément quelconque a de | M |, on voit que u €| (X0 — (Xa — XO0)) |y x—z), et donc
(u)v €] Xa — X0 |y x—z), dout ([)uv €] Xa — X0 |y x—z). Par conséquent I €| B |-

On reprend la méme démonstration pour C.

(2) Soit
C' =VvX{(VY X0 — X0) — (X0 — X0)}

C’ satisfait la condition (*), et vérifie toutes les propriétés qui figurent dans la définition d’un
type VT, sauf le fait qu’il n’est pas propre. On peut démontrer comme dans (1), que I €| C” |,
et ar I:C.

(3) Reprenons l'exemple du type D = VX{VY (Y — X) — X} décrit dans le paragraphe 3.
D est un type propre qui satisfait la condition (*), mais il n’est pas ni V™ ni V. Par une
démonstration analogue & celle qui est déja faite, on voit que le A-terme t = Az (x)(0)d €| D |,
et t n’est pas normalisable.

De méme t' = Xz(z)y €| D |g, et t’ est normal et non clos.

(4) Considérons enfin les types

E VX{Vz(Xz — X0) - (VaXz — X0)}
F = VX{V2(X0— (Xz — X0)) — (X0 — (VzXz — X0))}
K VXVY {Vy{[Vz(X(z,0) — X(0,0)) — (VX (x,y) — X(0,0))] - Y} — Y}

E et F sont V', mais ils ne satisfont pas la condition (*). En effet :

Pour E, on a : Vz(Xz — X0) < (Xz — X0), et VaXz < Xuz.

Et pour F, on a : V(X0 — (Xz — X0)) < X0 — (Xz — X0), et Va Xz < Xz.

De la méme maniere, on démontre que I €| E |g (resp. I €| F' |), et que 472 I : E (resp.

|7[_A].‘2 I: F)
K n’est pas BT pour des raisons plus compliquées. En effet : Vz(X (x,0) — X(0,0)) < X(z,0) —

X(0,0) et Ve X(z,y)[0/y] < X(x,0).
On démontre facilement que A\x(z)I €| K |g et /472 Ax(x)] : K. [
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Il est clair qu'un type du systéme F est BT ssi il est V3 et propre. Dot le résultat suivant:

Théoréme 4.4 Soient A un type V;, clos et propre du systeme F, et t un \-terme, alors:

t €| A g ssi il existe un X\-terme t' tel quet —gt' et Fxt': A.

Remerciements. Nous remercions C. RAFFALLI pour ses remarques.
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