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Résumé Un systéme numérique est une suite de A-termes normauz clos distincts pour
laquelle il existe des \-termes clos pour les fonctions successeur et test a zéro. Un systéme
numeérique est dit adéquat ssi il existe un A-terme clos pour la fonction prédécesseur. Un
opérateur de mise en mémoire pour un systéme numérique est un A-terme clos qui simule
“Uappel-par-valeur” dans le cadre de “l’appel-par-nom”. E. Tronci a conjecturé le résultat
suivant : un systéme numérique est adéquat s’il posséde un opérateur de mise en mémoire.
Nous donnons, dans cet article, une réponse négative a la conjecture de E. Tronci mais
uniquement pour les systémes numériques typable dans le systeme F. La conjecture de E.

Tronci reste sans solution en A-calcul pur.

Mots clés : Systeme numérique ; A-calcul ; Successeur ; Test a zéro ; Prédécesseur ;
Opérateur de mise en mémoire ; Systeme numérique adéquat ; Appel-par-valeur ; Appel-

par-nom ; Systeme F.

Abstract A numeral system is a sequence of an infinite different closed normal A-terms
which has closed A-terms for successor and zero test. A numeral system is said adequate iff
it has a closed \-term for predecessor. A storage operator for a numeral system is a closed
A-term which simulate “call-by-value” in the context of a “call-by-name” strategy. E. Tronci
congectured the following result : a numeral system is adequate if it has a storage opera-
tor. This paper gives a negative answer to this conjecture for the numeral systems typable in

the J.-Y. Girard type system F. The E. Tronci’s conjecture remains open in pure A-calculus.

Keywords : Numeral system ; A-calculus ; Successor ; Zero test ; Predecessor ; Storage

operator ; Adequate numeral system ; Call-by-value ; Call-by-name ; Type system F.

1 Introduction

Un systeme numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts d = dg, d1, ..., dp, ...
pour laquelle il existe des A-termes clos Sy et Z; pour les fonctions successeur et test a
zéro. Un systeme numérique est dit adéquat ssi il existe un A-terme clos P, pour la fonction
prédécesseur. H. Barendregt a démontré dans [1] qu'un systéme numérique est adéquat ssi

toutes les fonctions récursives totales sont représentables dans le systeme.



La différence entre notre définition d’un systeme numérique et celle proposée par H. Baren-
dregt (voir [1]) est le fait d’imposer aux A-termes d; d’étre normaux et distinctes. En effet
ces conditions permettent, pour des stratégies de réduction gagnantes, de trouver la valeur

exacte d’une fonction numérique totale calculée sur des entiers.

Une des stratégies de réduction gagnantes est la réduction gauche (itération de la réduction
de téte notée >). Mais pour cette stratégie Pargument d’une fonction est calulé le nombre
de fois ou la fonction l'utilise. Les opérateurs de mise en mémoire ont été introduits par
J.-L. Krivine pour remédier a ce défaut.

Un A-terme clos Oy est dit opérateur de mise en mémoire pour un systéme numérique d
ssi pour tout n € N, il existe un A-terme clos 7, ~3 d, tel que pour tout 6, ~g d,
(Oq 0y, f) = (f m) (ou f est une nouvelle variable).

Nous allons justifier cette définition. Soit F' un A-terme (pour une fonction), et 6, un \-
terme [-équivalent & d,,. Durant la réduction gauche de (F 6,,), 6, sera réduit chaque fois
qu’il arrive en téte. Au lieu de réduire (F 6,,), effectuons la réduction de téte de (Oq4 0, F).
La réduction de (Oq 0,, F) = {(Oq 0y, f)}[F/f] commence par amener (Og4 0,, f) & sa forme
normale de téte qui est (f 7,,), et puis réduire (F' 7,). Dans la réduction de (Oq4 0,, F),
0, est calculé le premier, et le résultat est donné a F' comme argument. Oy a donc mis
en mémoire le résultat 7,, avant de le donner & la fonction F. Donc la réduction de téte
(Oq 0y, F) = (F 7,) dépend seulement de 6,, et pas de F.

J.-L. Krivine a démontré dans [4] que, dans le systéme de typage F de J.-Y. Girard, le type
N*— == N convient pour les opérateurs de mise en mémoire pour le systéme numérique de
Church : ou N est le type des entiers de Church, et I'opération * est la simple traduction de
Gddel qui associe a chaque formule F' la formule F'* obtenue en remplacant dans F' chaque

variable de type par sa négation.

Nous démontrons dans ce papier que chaque systeme numérique adéquat possede un opérateur
de mise en mémoire. E. Tronci a conjecturé qu'un systéme numérique est adéquat s’il possede

un opérateur de mise en mémoire.

Nous donnons, ensuite, une réponse négative a la conjecture de E. Tronci mais uniquement
pour les systemes numériques typable dans le systeme F. Nous construisons donc un type

clos E, une suite de A-termes normaux clos distincts e = eg, €1, ..., €y, ..., et des A-termes

)

clos Se, Z., et O, tels que :
— Si t est un A-terme normal clos, alors Fxt: E ssit=e; oui € N.
—F7rSe: E— E et (Se e,) ~3 ep41 pour tout n € N.

—Fr Z.: E — B (B est le type des Booléens du systeme F), (Z. e9) ~5 AxAyz et
(Ze en+1) ~p A\xAyy pour tout n € N.



— k7 Oc : EX*— —=E, et, pour tout n € N, il existe un A-terme clos 7, ~3 e, tel que
pour tout 0, ~g ey, (Oq 0y, f) = (f ™).

— Il n’existe pas un A-terme clos P, tel que Fr P, : E — E et (P. epy1) ~3 e, pour
tout n € N.

La conjecture de E. Tronci reste sans solution en A-calcul pur.

2 Notations et définitions

2.1 Le A-calcul pur
Notations :
1) La (-équivalence est notée u ~g v.
2) Si u et v sont deux A-termes, alors on note < w,v > le A-terme Az(x u v).
3) On note T (pour True) le A-terme AzAyz et F (pour False) le Ad-terme AzAyy.

4) Pour tous A-termes u, v, on définit (u™ v) par induction : (u® v) = v et (vt v) =
(u (u™ v)). Pour chaque entier n, on définit l’entier de Church n = XaAf(f™ x).

5) La notation o(t) représent le résultat d’une substitution simultanée o sur les vari-

ables libres de ¢ apres un rénommage de ses variables liées.

6) Onnote © = (U U) ou U = AaAf(f (x « f)). Le A\-terme © est appelé le point fize
de Turing.

Définitions : Un A-terme ¢ soit il posséde un redex de téte [i.e. t = Axq1.. Az, (Azu v v1...0,,),
le redex de téte est (Azu v)], soit il est en forme normale de téte [i.e. t = Axy.. A\xy (T v1...0)].
La notation u > v signifie que v est obtenue a partir de u apres quelques pas de réductions
de téte. Un A-terme est dit résoluble si sa réduction de téte termine.

Les résultats suivants sont bien connus (voir [3] et [4]).

Théoréme 1

1) Sit est B-équivalent a une forme normale de téte, alors t est résoluble.

2) St u = v, alors, pour toute substitution o, o(u) = o(v).

3) Siu = v, alors, pour toute suite wy, ..., Wy, il existe un A-terme w tel que (u wy...wy) = w

et (v wy...wp) = w.

Définition : On définit sur les A-termes une relation d’équivalence ~ par : u ~ v ssi il
existe un A-terme ¢, tel que u > t, et v > t.

Donc, si t est résoluble, alors u ~ t ssi u est résoluble, et possede la méme forme normale

de téte que t. Si u est une forme normale de téte, alors ¢t ~ wu signifie que u est la forme



normale de téte de t.
D’apres le théoréme 1, on obtient les résultats suivants (voir [4]).

Théoréme 2
1) Siu ~wv, alors, pour toute substitution o, o(u) ~ o(v).
2) Siu ~wv, alors, pour toute suite wy, ..., Wy, (U w1...w,) ~ (V W1...Wy).

2.2 Le systeme F

Définition : Les types du systeme F sont construits a partir des variables de type X,Y, Z, ...

et une constante L (pour I'absurde) en utilisant les opérations suivantes :
—Si U et V sont des types, alors U — V est un type.

—SiV est un type, et X est une variable de type, alors VXV est un type.

On définit d’'une maniere usuelle les variables libres et les variables liées d'un type.

Définition : Soient ¢t un A-terme, A un type, et I' = z1 : Ay, ...,z, : A, un contexte. On
définit par les regles suivantes la notion “t est de type A dans I'” ; cette notion est notée
r F]: t: A

(DTFkzpax;: A (1<i<n)

I'z:AFxt: B I'tpu:A—B Thkrov:A

(2) 3)

I'trXat: A— B ke (u)v: B
FF]:t:A FF}‘t:VXA
4 I S— - S T kk
@) FI—;t:VXA() 5) FI—;t:A[G/X]( )

Avec les conditions suivantes :
(*) X n’est pas libre dans T'.
(**) G est un type.

Le systéme F possede les propriétés suivantes (voir [2] et [3]).
Théoreme 3
1) Un type est préservé durant une (-réduction.

2) Un A-terme typable est fortement normalisable.

Le type Fy — (Fy — (... — (F,, — G)...)) est noté Fy, Fs,...,F, — G et le type F —_L est
noté —F.

Les lemmes 1 et 2 seront trés utiles pour nos démonstrations. Le lemme 1 (resp. le lemme
2) a été démontré dans [5] (resp. dans [2] et [3]).



Lemme 1

1) Soit X une variable de type. SiT bzt : X, alors t ne commence pas par \.
2)SiThzriaxt: A— B, alorsT,z: Abrt: B.

3)SiT,x: A— Bbgr (x ur...ty) : C, alors T2 : A— Blguy: A

4) SiT x: A,y Ay — X b (x ug..uy) 0 C, alors X est libre dans C.

Lemme 2 Sixy : Ay, ...,x, : Ay Bx t 2 A, alors, pour toute variable X et tout type G,
21 A[G/X], o ARG/ X Fet s A[G/X].

Dans le systeme F on a la possibilité de définir les types de données. Soit B = VX{X, X —
X} (le type des Booléens) et N = VX{X,(X — X) — X} (le type des entiers). On a les
résultats suivants (voir [2] et [3]).

Théoréme 4 Soit t un A-terme normal clos.
I)Frt:Bssit=T out=F.
2)Frt: N ssiil evisten € N tel que t = n.

Définition : On note encore F le systeme logique sousjacent au systeme de typage F, et
on écrit I' Fx A si A est démontrable a partir des formules de I" en utilisant les regles du

systeme logique F.

Il est claire que : Ay, ..., A, F# A ssi il existe un A-terme ¢ tel que 1 : Ay, ...,z : A Fx t:

A. Ce résultat est connu sous le nom de “la corresponce du Curry-Howard”.

2.3 Le systeme F¢ et la traduction de Godel

Définition : On ajoute au systeme logique F la regle :

'k--A
0 —
0) A
Cette regle axiomatise la logique classique au dessus de la logique intuitionniste.
On note F¢ ce nouveau systeme et on écrit I' -, A si A est démontrable a partir des

formules de T" dans le systéme F¢. On a le résultat suivant (voir [2]).
Théoreme 5 Le systéme F¢ est non contradictoire (i.e. t/r, VXX ).

Définition : Pour chaque formule A de F¢, on définit la formule A* par :
-Si A=1, alors A*= A ;
-Si A= X, alors A*=-X ;
-Si A= B — C, alors A*= B*— C* ;

- Si A =VXB, alors A*= VX B*.



A* est appelée la traduction de Gddel de A.
On a le résultat suivant (voir [3]).

Théoréme 6 Sitx, A, alors -z A*.

3 Les systemes numériques

3.1 Les systemes numériques en A-calcul pur

Définition : Un systeme numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts d =

do,dy, ..., dp, ... pour laquelle il existe des A-termes clos Sy et Zy tels que :

(Sq dy) ~g dp+1 pour tout n € N
et
(Zd do) ~3 T
(Zq dn+1) ~p F pour tout n € N

Les A-termes Sy et Z; sont appelés successeur et test a zéro pour d.

Chaque systeme numérique peut étre considérer comme un codage des entiers en A-calcul et

donc on peut représenter les fonctions numériques totales de la maniere suivante.

Définition : Une fonction numérique totale ¢ : NP — N is dite A-définissable dans le

systeme numérique d ssi il existe un A-terme Fy tel que pour tout ny,...,n, € N
(Fy dny-dn,) =5 dg(n,,...n,)
Définition : Un systeme numérique d is dit adéquat ssi il existe un A-terme clos P; tel que
(Py dpt1) ~p dy, pour tout n € N.

Le A-terme P, est appelé prédécesseur pour d.
H. Barendregt a démontré que (voir [1]) :

Théoréme 7 Un systeme numérique d est adéquat ssi toutes les fonctions numériques

récursives totales sont \-définissables dans d.

Exemples :
1) Un exemple simple d’un systéme numérique adéquat est le systéme numérique de Church

n=0,1,..,n,.. Il est facile de vérifier que :
S = zAf(f (n f ),

Z=Xn(nT \xF),



P=MnU <0,0> TYouU= < (8 (zT)),(zF)>.

sont des A-termes pour le successeur, le test a zéro, et le prédécesseur pour n.

2) Nous avons donné dans [6] un exemple d’un systéme numérique non adéquat. |

Définition : Soient d un systeme numérique et O4 un A-terme clos. On dit que Oy est
un opérateur de mise en mémoire pour d ssi pour tout n € N, il existe un A-terme clos

Tn 28 dn, tel que, pour tout 0, ~3 d,, (Og 0, f) = (f 7,) o f est une nouvelle variable.

Exemple : Soit On = AnAf(n f J 0) ou J = Aaxdy(z (S y)). Il est facile de vérifier que
pour tout 6, ~3 n, (On 6, f) > (f (S 0)). Donc On est un opérateur de mise en mémoire
pour n. O

Remarque : J.-L. Krivine autorise, dans sa définition des opérateurs de mise en mémoire,
le A-terme 7,, de contenir des variables libres qui peuvent étre remplacées par des A-termes
qui ne dépendent que de 6,,. Avec cette définition on garde aussi tous les résultats de ce

papier. O
Théoréme 8 Chaque systéme numérique adéquat possede un opérateur de mise en mémoire.

Preuve Soit d un systeme numérique adéquat.
Soit Og = (© Hy) ot Hy = AhAnAf((Z4 n) (f do) (h (Pg n) Ax(f (Sq x)))).
Démontrons (par récurrence sur i) que, pour tout ¢ € N et pour tout 6; ~3 d;, (Oq 0; f) ~

(f (Sq" do)).

e Pour i =0,

(Oa 0o f) ~ (Ha (© Ha) 0o f)
~ ((Za 0o) (f do)((© Ha) (Pa 00) Ax(f (Sa x))))

Comme (Z4 do) ~p T, alors (Zq 6p) = T, et, d’apres le théoreme 1, (O4 0y f) ~ (f do).

e Supposons le résultat vrai pour i, et prouvons le pour ¢ + 1.

(Od 0ix1 f) ~ (Ha (© Ha) 0i11 f)
~ ((Za bi+1) (f do) ((© Ha) (Py 0i11)) Ax(f (Sa 2))))

Comme (Zg dit1) ~g F, alors (Z4 0;41) > F, et, d’apres le théoréme 1,
(04 0ix1 f) ~ (Og (Py 0i11) Ax(f (Sq x))). Mais (Py 0,41) ~g d;, alors, par hypothese
d’induction, (Og (Py 0i41) f) ~ (f (S4'do)), et
(Oa (Pa 0is1) Ma(f (Sax) ~ (Ax(f (Sax)) (Sa'do))
~ (f (Sado))

D’ou, pour tout i € N et pour tout 8; ~g d;, (Og 0; f) = (f (Sdido)). a



E. Tronci a conjecturé le résultat suivant :
Conjecture Un systéme numérique est adéquat s’il posséde un opérateur de mise en mémoire.

Nous donnons dans ce papier une réponse négative a cette conjecture mais uniquement pour

les systemes numériques typable dans le systeme F.

3.2 Les systémes numériques typés

Définition : Un systéeme numérique typé est une paire D =< D, d > ou D est un type clos

du systeme F, et d = dg,dy, ..., dy, ... est une suite de A\-termes normaux clos tels que :
— Si t est un A-terme normal, alors £ ¢ : D ssi il existe i« € N tel que t = d;.
— 11 existe des A-termes clos Sy et Z4 tels que:

*FrSq:D — D et (Sqdyp) ~g dny1 pour tout n € N ;
T sin=0

*F]—‘ZdiDHBet(den)Ng{F sin>1'

Les A-termes Sy et Z; sont appelés successeur et test a zéro pour D.

Définition : Un systeme numérique typé D est dite adéquat ssi il existe un A-terme clos Py
tel que k7 Py : D — D et (Py dny1) ~3 dy pour tout n € N. Le A-terme P; est appelé

prédécesseur pour D.
Exemple : Il est facile de vérifier que N' =< N, n > est un systéme numérique typé. O

Définitions :

1) Soient D, E deux types clos. On dit que D C F ssi pour tout A-terme clos ¢, si -z ¢ : D,
alors Frt: E.

2) Soit D =< D, d > un systeme numérique typé tel que D C D*. Soit O4 un A-terme clos.
On dit que Oy est un opérateur de mise en mémoire pour D ssi bz Og : D*— —==D, et pour
tout n € N, il existe un A-terme clos 7, ~g d,, et Fx 7, : D tel que, pour tout 8, ~g d,
(O4 0nf) = (f 7a) ot f est une nouvelle variable.

Exemple : On peut vérifier que N C N* et Fx Oy : N*—~ —==N. Donc Oy est un

opérateur de mise en mémoire pour N. O
4 Le contre exemple
Soit P =VXVY{((X - Y) — X) — X} (P est la loi de Pierce) et Q = P — VX X.

Lemme 3

1) bz, P.



2) Il existe un A-terme clos tp tel que bz tp : P*

Preuve

1) C’est un résultat connu. Faisons la démonstration.

X, X, <Y Fp L X, X Fr, oY

X, X Fr, Y

X, (X->Y) > Xbre, XY
X, (X->Y)>Xbe X

X, (X—=>Y)> Xbg L
(X=Y)>XtFg —X
(X=Y)=Xtge X

Fr. P.

R

2) D’apres 1) et le théoreme 6, on a x P* donc il existe un A-terme ¢p tel que Fx tp : P*.

Un exemple d'un tel Ad-terme est tp = AzAy(z AzAa(z y) y). En effet :

z:2X,y: X,0:YFr(zy): Ll = y:XFkrXa(zy): "X —-Y
= 2: ("X —>Y)->-Xy: Xtr(zia(zy)y):L

- Fy:tp:P*.

Lemme 4
) VrQ— P.

Preuve
1) Un contexte I' est dit bon ssi I' est de la forme [a: Q, {z; : (X; = Y;) — Xibi<i<n, {y; :

Xjti<j<m] o
~Xi#AX; (1<i<j<n);
“Yi#Y; (1<i<j<m);
S Xi#AY;(1<i<n)et (1<j<m).

Il suffit de démontrer que pour tout contexte bon I' il n’existe pas de A-terme u tel que
I'Fx u: P. Nous démontrons ceci par induction sur u.

u ne peut pas étre une variable. Si u = (2 uj...un,) (m > 1), alors z = a, et ' Fx u; : P. Ce
qui est impossible par hypothése d’induction. Donc u = Azv, et T,z : (X = Y) — X bx
v: X ou X,Y sont des nouvelles variables différentes. v ne peut pas étre ni une variable ni
un A-terme qui commence par A. Donc v = (z vi...vm) (m > 1) et z # x;, y;. 1l reste, donc,

deux cas a voir :

-Siz=aq,alorsT,z: (X —-Y)— X Fzov;: P. Ce qui est impossible par hypothese

d’induction.



—Siz=z,alorsm=1,etz: (X —>Y)— XFruv:X — Y. v ne peut pas étre

une variable. Donc on a de nouveau deux cas a voir :

~Sivi = (zv]..v;) (k>1),alorsz=a,etx: (X -Y) > XFrov):P. Ce
qui est impossible par hypothese d’induction.

—Sivy =Myw,alorsT,z: (X -Y)— X,y: X Frw:Y. wne peut pas étre ni
une variable ni un A-terme qui commence par A\. Donc w = (z wy...w,) (r > 1)
et z # x,y,2;,y;. Donc z=a,et 'z : (X -Y) - X,y: X Frw : P. Ce qui

est impossible par hypothese d’induction.

2)Sitg (Q — P),P — VXX, alors Fx, VXX (puisque Fx, P). Ce qui contredit le
théoreme 5. O

Lemme 5 Soit w un A-terme normal. Sia:Q — Px: X, f: X - X Frw: X, alors il

existe un n € N tel que w = (f™ x).

Preuve Par induction sur w.
Le A-terme w ne peut pas commencer par un A. Si w est une variable, alors w = x. Donc

w = (y wy...wm) (M > 1), et on a deux possibilités pour la variable y.

—Siy=a,alorsa:Q— Pz : X, f: X > XFrw :Q,et Q— P, X, X - XFrQ.
Soit U une formule close démontrable dans le systeme logique F. D’apres le lemme
2,ona{@Q — PX X — X}U/X]| kg QU/X], donc @ — P k£ Q (puisque U et
U — U sont démontrables). Ce qui contredit 2) du lemme 4.

-Siy=f,alorsm=1leta:Q — Pz:X,f: X - X Frw :X. Par hypothese
d’induction, il existe un n € N tel que w; = (f™ z), donc w = (f**! x). O

Soit D = (Q — P) — N et, pout tout n € N, d,, = Aan.
Lemme 6 Soit t un A-terme normal clos. =t : D ssi il existe unn € N tel que t = d,,.

Preuve <) Facile & vérifier.

=) Comme t est clos, alors t = dau et a« : Q@ — P Fx u : N. u ne peut pas étre une
variable et si u = (@ uy...tp) (M > 1), alorsa: Q - Prxru : Q,donc Q@ — PFx Q. Ce
qui contredit 2) du lemme 4. Donc u = Azv, et «: Q - Pz : X Frv: (X - X)—> X. v

ne peut pas étre une variable, donc on a deux cas a voir.

- Siv=(y vi.Vpm) (m > 1), alors y = a, a : @ — Px : X br v : Q, et
Q — P, X Fz Q. Soit U une formule close démontrable dans le systeme logique F.
D’apres le lemme 2, on a {Q — P, X}U/X]Fr QU/X], donc @ — P Fx Q. ACe
qui contredit 2) du lemme 4.

-Siv=Afw,alorsa:Q —- Pz: X, f: X - XFzrw:X. Donc, d’apres le lemme
5, il existe un n € N tel que w = (f™ x) et t = d,,. ]
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Lemme 7 Soit Sq = AnAa(S (n «)).
1) Pour tout n € N, (Sq dy) ~g dny1.
2) Pour tout n € N, (Sq" do) ~g dp.

Preuve Facile a vérifier. O

Lemme 8 Soit Oy = An(n Tp dy Sq) ot
Tp = Xatp, do = M (f do), et Sq = Azdy(z Az(y (Sq 2))).
Oy est un opérateur de mise en mémoire pour le systéme numérique typé < D,d >.

Preuve On va démontrer que :
1) DC D* et Fx Oy : D¥*— ——D.
2) Pour tout 8, ~3 dy,, (Og4 0, f) = (f (Sq™ do)).

1) I est facile de vérifier que D C D*.
On a:

Frdy:D = btgdy:——D
et

FrSe:D—-D = y:-D,z:DFg(y(Sqz)):L
= xz:--D,y:-DkFx(x Xz(y (Sq 2))) :L

= tr gd =D — =D,

De plus, d’apres le lemme 3, on a bz tp : P* donc bz Tp : (Q — P)*= P*— Q*.

D’ou
n:D*Fr(nTp): N* = n:D"Fz(nTp): D, (~D — D) — =D
= FxO4:D" — —=D.
2) Soit 0, ~g dp.
—Sin =0, alors 8, >~ dp.
—Sin #£0,alors 6, = AaAzAg(g th-1), tht = (g th-g—1) (1 <k <n-—1), et ty = 2.

Sin =0, alors

(Ogq 0, f) ~ (dAOf)
~ (f do)-

Sin # 0, alors

(Oa b0 f) ~ (Sata-1[Sa/g,do/x] )
~  (tn-1[Sa/g,do/x] N=(f (Sa 2))).

On définit deux suites de A-termes (7;)1<i<n :

11



1 = A2(f (Sa 2))
et Tk+1 = Az(7% (Sq 2)) pour tout (1 <k <n-—1)

Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 <k <n),on a:

(Od 0r f) ~ (tn—k[Sa/g.do/z] )
— Pour k = 1, le résultat est vrai.

— Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k + 1.

(tn—k[Sa/g, do/x] i)

(Sa tn—r-1[Sa/g,do/x] 73)

~  (tn-r—1[S4/g,do/x] Mz(Ti (Sa 2)))
(tn—k-1[Sa/g, do/x] Ti11).

(Oden f) ~

Donc, en particulier, pour k =n on a :

(04 On f) ~ (tolSa/g,do/x] 71)
~ (dAO Tn)
~ (Tn do)

Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 <k <n),on a:
T~ Az(f (8" 2))
— Pour k = 1, le résultat est vrai.

— Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k + 1.

Th+1 = )\Z(Tk (Sd z))
~ Az(\z(f (Sdk 2)) (84 2))
~ /\z(f (Skorl Z))

Dong, en particulier, pour k =n on a: 7, ~ Az(f (S4" 2)).
Et

(Od 0n f) ~ (Az(f (Sa" 2)) do)
~ (f (S4a" do))-

Dot (Og 0 f) = (f (Sa" do)).
Lemme 9 Soit Op = An(n Af(f T) Mf(f F)).

]) |_}‘ OBZB*—> -—B.
2) Pour tout e =T ou F et pour tout 0. ~g €, (Op 0 f) = (f €).
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Preuve

1)On a:

FrT:B = FzA(fT):—B
et

FrF:B = btz Af(fF):—--B.
Donc

n:B*Frrn:-—-B,--B— B =— +tzOp:B"— ——B.
2) Si 6, ~3 €, alors 0. > €, et donc

OB Oc ) ~ (O A(fT)N(fF) [)
~ (€AFT) M F) )
~ (fe)

D'ou (Op 0 f) > (f ¢). O
Lemme 10 Soit t un A-terme normal clos. Frt: D — B ssit = AaT out = \aF.

Preuve <) Facile & vérifier.
=) Comme ¢t est clos, alors t = Aau et a: D Fx u : B. u ne peut pas étre une variable,

donc on a deux cas a voir.

- Siu=(aur..ty) (m>1),alorsa: DbFzru :Q — P,donctr Q — P (car D est
démontrable dans le systeme logique F). Ce qui contredit 1) du lemme 4.

—Siu=Axv,alorsa:D,x: X Frov:X — X. v ne peut pas étre une variable, donc

on a de nouveau deux cas a voir.

-Siv=1(2v.0n) (m>1),alorsy =« a: Dyx: X Ftruv :Q P, et
D, X Fr @Q — P. Soit U une formule close démontrable dans le systéme logique
F. D’apres le lemme 2, on a {D, X }[U/X|Fx {Q — P}U/X], donc k- Q — P.

Ce qui contredit 1) du lemme 4.

—Siv=Ayw, alors a : D,z : X,y : X Fr w : X. w ne peut pas commencer
par un A et si w est une variable, alors w = z ou w = y, donc t = a7 or
t = AaF. 1l reste donc le cas ot w = (@ wy...wy,) (m > 1). Dans ce cas on
aa:Dax:Xy: XFrw :Q — P,et DX Fr @ — P. Soit U une
formule close démontrable dans le systeme logique F. D’apres le lemme 2, on a
{D, X, X}U/X|Fr {Q — P}U/X], donc - @ — P. Ce qui contredit 1) du
lemme 4. ]

Lemme 11 Soit ¢t un A-terme normal.
1)Siz:B,D—X,y: Xbtxrt:B, alorst=T out=F.
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2)Six:B,D— X ,y: XbFxrt:D, alors il existe n € N tel que t = d,,.

Preuves Méme preuve que celles des lemmes 5 et 6. O
Soit E =VX{((B,D — X),X — X}.

Pour tous A-termes u, v, on note <u, v> le Ad-terme A\xAy(z u v).

Lemme 12 Soit t un A-terme normal clos. bz t: E ssi (t = F) ou il existe n € N tel que
(t=<b,dp,> oub=T ouF).

Preuve <) Facile & vérifier.
=) Soit ¢t un A-terme normal clos tel que Fx¢: E. Alorst =X zuetz: B,D - X Fru:

X — X. u ne peut pas étre une variable, donc on a deux cas a voir.

-Siu=(z up..upy) (m>1),alorsz: B,D - X Fr (x u1) : D — X. Ce qui est
impossible.

-Siu=Ayv,alorsz: B,D — X,y: X Frov:X. vne peut pas commencer par un A,
donc on a de nouveau deux cas a voir.
- Si v est une variable, alors v =y et u = F.

-Siv=(zvi..0m) (m>1),alors z=2,n=2,2:B,D— X,y: X Fruv:D,
etxz:B,D— X,y: XFxruwvs: B. Donc, d’apres le lemme 11, il existe n € N tel
que t = <b,d,>oub=Toub=F. m]

Théoréme 9 Il existe un systéme numérique typé non adéaquat qui posséde un opérateur

de mise en mémoire.

Preuve Soit £ =< E,e > ou :

€y = F
€opt+1 = <<F, dn>> (n > 0)
€opto = <<T, dn>> (n > O)

Le test a zéro

Soit Z, = An(n AxAyF T).

Typage de Z,

Ona:

x:B,y:DFrF:B — FrXXx\yF:B,D— B
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donc

n:Ebtgn:(B,D—>B),B—>B = n:EtznXXyFT):B
— +rZ.:FE — B.

Fonctionnement de Z,

Sin =0, alors :

(Ze en) =~p (FAx)yFT)
~g T.

Sin #0, alors :

(Ze ent1) ~g (en+1 AzAyF T)
~g (AzAyF b dy,)
~g F.

Le successeur

Soit Se = Mn((Zen) er (n T T) <F,(Sq (n F dy))> <T,(n F dy)>)).

Typage de S,

On a:

n:EFgn:(B,D—-D),D—>D = n:Ebzr(nFdy:D
= n:Ebtr<T,(n Fdy)>:FE

et
n:ErFgn:(B,D—-D),D—>D = n:Etz(Sq(nFdy)):D
= n:Etzr<F, (Sqg(nFdy))>:E.

Donc

n:EFgn:(B,D—-B),B—-B = n:Ertxr(nTT):B
= n:Etr(nTT):E,E—F
= n:EFr(nTT)<F (S (nF dy))>
<T,(n F dy)>): E.
D’ou

n:Etg(Zen):B = n:Erg(Zen):E,E—FE
= FrS.:E—FE.
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Fonctionnement de S,

On a trois cas :

(Se 60) ~g (T e1 ((60 T T) < F, (Sd (60 F d0>)>> <T, (60 F d0)>>>)

~3 €1.

(Se <F,dp,>) ~p (Fe (F,dy>TT)<F,(Sq (e0 F do))>
<T,(<F,d,> F do)>))
~3 (F,dy>TT)<F,(Sq (e F dp))>
<T,(<F,d,> F do)>)
~g (F <F,(Sq (eg F dy))> <T,(<F,d,> F dy)>)
~g <T,(<F,d,> F do)>
~p <T,d,>.

(Se <T,dp>) ~p (Fe (T,dy>TT)<F,(Sq (KF,d,> F dp))>

<T,(<T,dy,> F do)>))

~g («T,d,> T T) <F,(Sq (<F,d,> F dy))>
<T,(<T,dy,> F do)>)

~g (T <F,(Sq (<T,dp> F do))> <T,(<T,d,> F do)>)

~g <F,(Sq (T, dp> F dp))>

~g <F,(Sq dp)>

~g <F dpi1>.

L’opérateur de mise en mémoire

11 est facile de vérifier que E C E*.

Soit O, = An(n S, €) ot S, = AzAyAz((Op ) Au((Og y) M(z <u,v>))) et €y = Af(f eo).

Typage de O,

On a:
Frep:EF = Freég:E.
D’autre part, en utilisant les lemmes 8 et 9, on a :

u:Bw:Dbr<u,v>:F = wu:B,z:-Elzrlv(z <u,v>):-D

= y:D* z:2Etzr A u((Oq y) Ww(z <u,v>)):-B
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= z:B*y:D"Fx Xz2((Op z) \u((O4 y)
Mz <u,v>))) : =—E
— tzS.:B*,D* — ——E.

D’ou
n:E*Frn:(B*,D" — —-=E),—FE —FE = FzO.:E"— -FE.

Fonctionnement de O,

Soit 8,, ~3 e, alors :

- Sin =0, alors 8,, > eg.

—Sin #0, alors 0, = AxAy(z oy, Bn) ol a, ~pg € et By ~a di, si e, = <€, dp,>.

Sin =0, alors

(Oe 971 f) ~ (60 Se eAO f)

Sin # 0, alors

(Oe O f) ~ (ge an Bn f)
~ (OB an) Au((Oq Br) M(f <u,v>))).

D’aprés le Lemma 9, on a : pour tout A-terme U, ((Op ay) U) ~ (U ¢).

Donc

(Oc 00 f) ~ (04 Bn) M(f <u,v>)) €)
~  ((Oa Bn) M(f <e,v>)).

D’apres le Lemma 8, on a : pour tout Ad-terme V', ((Oq Bn) V) ~ (V (Sq™ dp)).

Donc

(Oc 0, f) ~ (W(f <e,v>) (Sq4™ do))
~ (f <€, (Sdm d0)>>)

D'ou (Oc 0y, f) = (f <€, (Sa™ do)>)

L’inéxistance d’un prédécesseur
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Supposons qu’il existe un A-terme normal clos P, pour le prédécesseur.
Soit P = Mn(P, <F,n> T F).

On a

n:Drr<Fn>:E = n:Dbtg(P. <F,n>):FE
= n:DkFg(P. <F,n>):(B,D— B),B— B
= n:DrFgp(P.<Fn>TF):B

= +rP :D— B.

Donc, d’apres le lemme 10, on obtient P’ = A\aT ou P’ = AaF.

Mais on a :
(Pl do) ~3 (Pe €1 T F)
~3 (60 T F)
~g F
et
(Pl dl) ~3 (Pe €3 T F)
~3 (62 T F)
] (T T do)
D’ou une contradiction. O

Remarque : 1l est facile de vérifier que le A-terme
P.=x((Zcn)ey (nTT)<F,(nFdop)>(Z(nFdyT)) <T,(Aa(P (nFdy)))> F)))
est un prédécesseur (non typable dans le systeme F de type E — FE) pour le systéme

numérique e.

5 Conclusion

Suite a cette étude, deux questions se posent :

e Est-il vrai que chaque systeme numérique typé adéquat possede un opérateur de mise
en mémoire? En effet 'opérateur de mise en mémoire qu’on a construit pour un
systéme numérique adéquat quelconque (voir la preuve du théoréme 6) utilise un

opérateur de point fixe et donc il est non typable dans le systeme F.

e Quelles sont les fonctions qu’on peut représenter dans un systéme numérique typé
adéquat?
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