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LES I-TYPES DU SYSTEME F

I-TYPES OF SYSTEM F
Karim NOUR!

Résumé. - Nous démontrons dans ce papier que les types du systéme F habités
uniquement par des AI-termes (les I-types) sont & quantificateur positif. Nous
présentons ensuite des conséquences de ce résultat et quelques exemples.

Abstract. - We prove in this paper that the types of system F inhabited uniquely
by M -terms (the I-types) have a positive quantifier. We give also consequences
of this result and some examples.

Mathematics Subject Classification : 03B40, 68Q60
Keywords : Al-calculus - system F - I-type.

1 Introduction

Le Al-calcul est une restriction du A-calcul ot on ne peut abstraire sur une vari-
able que si elle est libre dans le terme. Dans ce calcul, on a ’équivalence entre
“la normalisation faible” et “la normalisation forte”. H. Barendregt a démontré
dans [1] que le AI- calcul est suffisant pour représenter les types de données
courants et programmer toutes les fonctions calculables.

J.-Y. Girard a démontré dans [3] que lon peut aussi représenter les types
de données courants dans le systeme de typage F. Cependant les fonctions
représentables sur ces types sont celles dont les preuves de terminaison se font
dans l'arithmétique de Peano du second ordre.

Les types du systeme F qui représentent les types de données courants sont
tous habités par au moins un A-terme qui n’est pas un Al-terme. Une question
alors se pose : peut-on représenter les types de données courants par des types
du systeme F habités uniquement par des AI-termes (ces types sont appelés des
I-types)?

Le but de cet article est d’étudier les I-types du systeme F. On démontre que
tout quantificateur du second ordre d’un I-type est positif. On donne ensuite
une application de ce résultat sur les types entrées et les types sorties définis
dans [2]. On montre aussi que pour vérifier si un type est un I-type, on peut
se liminter aux types simples (types sans quantificateurs). On présente enfin
quelques exemples de I-types.
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2 Notations et définitions

2.1 Quelques définitions du \-calcul
Etant donnés des \-termes t,u,uy, ..., Up, application de ¢ & u sera notée (t)u,
et (...((t)ur)...)u, sera noté (£)u...u,.

Si t est un A-terme, on désigne par Fv(t) 'ensemble de ses variables libres.

Si u et v sont des A-termes, alors on note (u,v) le A-terme Az(x)uv ol = ne
figure pas dans u et v.

On note id = Azz, 0 = AxAyy et 1 = Axdyz. L’entier de Church n est le
A-terme AzAf(f)...(f)x ((f) répété n fois).

On note —g (resp. —3,) la B-réduction (resp. la Bn-réduction).

Un A-terme est dit S-normal (resp. Bn-normal) s’il ne contient pas de S-redex
(ni de B-redex ni de n-redex).

Un A-terme est dit résoluble si sa réduction de téte termine.

2.2 Le Al-calcul

Définitions 1) L’ensemble des A\I-termes (noté AI) est définie par induction :
— Si z est une variable, alors x € Al.

— Siw,v € Al alors (u)v € Al

—Siu € Al et x est libre dans u, alors Axu € Al.

2) Un MK -terme est un A-terme qui n’est pas un Al-terme.

Le AI-calcul possede les propriétés suivantes (voir [1]).

Théoréme 2.1 1) Sit € Al, ett —g, t', alorst’ € AI et Fu(t) = Fo(t').
2) Un A -terme est fortement normalisable ssi il est faiblement normalisable.

Notation On note 0 = AzAf(((x)id)id) f et, pour tout n € N, n + 1 =n + 1.

Le théoréme suivant montre qu’en Al-calcul on peut représenter toutes les fonc-
tions partielles récursives (voir [1]).

Théoréme 2.2 Pour toute fonction partielle récursive [ : IN* — IN, il eziste
un Al-terme f tel que :
- (fym.. ik —p f(na,...,nx) si f(na,...,nk) est définie.

— (f)n1.. 7 est non résoluble sinon.



2.3 Le systeme F

Définitions 1) Les types du systéme F sont construits & partir des variables de
type X,Y, Z, ... en utilisant les opérations suivantes :

— Si F et F sont des types, alors E — F' est un type.

— Si F est un type, et X est une variable de type, alors VX E est un type.

On définit d’'une maniere usuelle les variables libres et liées d’un type.

2) Soient A, F' deux types et X une variable. Le type A[F/X] est obtenu en
remplacant dans A toute occurrence de la variable X par le type F'.

3) Les regles de typage du systeme F sont les suivantes :

(ax) Ty : A1, ooyt A Fra; t A (1 <i<n)

Tx:AbFrt: B I'trru:A— B TkFrv:A

(=) 'trXat: A— B (=) 'tz (u)v: B
%) I'kFrt: A X nonlibre dans T’ (%) T'Frt:VXA G estun type
! FF]:tZVXA © FF]:tA[G/X]

On écrit T'Fx ¢ : A sit est typable de type A dans le contexte T'.
Le systeme F possede les propriétés suivantes (voir [3] et [4]).

Théoréme 2.3 1) Un type est préservé durant une B-réduction.
2) Un A-terme typable est fortement normalisable.

Définition Un type D du systeme F est dit propre ssi si VX E est un sous-type
de D alors X est libre dans F.

Dans la suite on restreint le systeme F aux types propores. Pour cela on modifie
légerement la regle (V) en demandant & X d’étre libre dans A.

Les lemmes suivants seront utilisés dans la suite (voir [3] et [4]).

Définition Soient Id = VX{X — X}, Bool =VX{X — (X — X)} et Ent =
VX{X - [(X — X) — X]}.

Lemme 2.1 Soit t un A-terme B-normal.
1)Frpt:Idssit=id.

2)Fxt:Bool ssit=0 out=1.

3) Frt: Ent ssiil existe n € IN tel quet =n (n>0).

Définition Si A et B sont deux types alors on note A A B le type VX{(A —
(B— X)) — X} ot X est une variable qui ne figure pas dans A et B.

Lemme 2.2 1) SiTkru:AetTFrv: B, alorsTFx (u,v): AN B.
2)8iThkxrt: ANB, alorsThx (£)1: AetT k£ (t)0: B.



Définition Un contexte C{ ) est un terme du A-calcul avec un trou (une seule
occurrence d’une constante spéciale du A-calcul). On note C(u) le résultat de
la substitution du trou de C( ) par u et ceci sans renommage des variables liées

de C().

Lemme 2.3 Si dans le typage T Fx C(u) : A on a T Fx u: B, alors pour tout
A-terme v tel que T Frv: B onal'kFr Cv) : A

Preuve Il suffit de remplacer dans le typage I' b C(u) : A Parbre de typage
deI"Fru:Bparceluide IV Frv: B. o

Notations Pour simplifier on note la formule VX;...VX, F par VXF et la for-
mule A; — (A2 — ...(A, — A)...) par Ay, As,..., A, — A.

3 Les [-types du systeme F

Définition Un type clos D du systeme F est dit I-type ssi si t est un A-terme
clos B-normal tel que F£ t: D, alors t est un A\I-terme.

Nous allons démontrer quun I-type du systéme F (habité par au moins un
A-terme) est un type & quatificateur positif. Nous présentons tout d’abord, sur
des exemples, la méthode adoptée.

Exemples Soient £ = VX{VY(Id — Y) — Id} et F = VX{VY (Y — Id) —
Id}. Ces types ne sont pas & quantificateur positif car le quantificateur VY
occure négativement dans E et F'. Nous allons montrer comment fabriquer a
partir d’'un AI-terme de type E (resp. de type F') un AK-terme de méme type.
Considérons les deux typages suivants :

z:VY(Id—-Y)Fz:VY(Id—-Y)
x:VY(Id—-Y)Faz:Id—Id Frid: Id
x:VY(Id—Y)F (z)id: Id
FAz(x)id : VY (Id - Y) — Id
FAzx(z)id: E

x:VY(Y - Id)Fz: VY (Y — Id)
x:VY(Y - Id)Fax:Id—Id Frid: Id
x:VY(Y - Id) F (z)id : Id
FAz(x)id : VY (Y — Id) — Id
FAz(z)id : F

Les deux typages suivants donnent des AK-termes de type F et F' :



x:VY(Id—-Y)Faz:VY(Id—Y)
z:YY(Id—-Y)Fz:Id— (Bool — Id) Fid:Id
z:VY(Id—Y)F (z)id : Bool — Id F 0 : Bool
x:VY(Id—Y)F (2)id0: Id
FAzx(z)id0:VY(Id—Y) — Id
FAx(z)id0: E

VY (Y - Id)bax:VY(Y —=Id)  F0.:Bool Fid:Id
x:VY(Y = Id)F x: (Bool ANId) — Id Fz (0,id) : Bool A Id
z VY (Y — Id) - (2)(0,id) : Id
F Az(2)(0,id) : VY (Y — Id) — Id
F Azx(z)(0,id) : F

Remarquons que dans le premier typage on a remplacé la variable Y (qui est
en position négative dans E) par Bool — Id et dans le deuxiéme typage on
a remplacé Y (qui est en position positive dans F') par Bool A Id. On peut
vérifier facilement qu’en remplacant Y par Bool — (Bool A Id) on trouve aussi
des AK-termes de type E et F. Signalons enfin qu’il suffit de remplacer le
type Bool par un type quelconque habité par un AK-terme ou par une nouvelle
variable de type. Nous allons montrer qu’on peut généraliser cette méthode
pour un type quelconque. Ceci nécessite l'introduction de plusieurs notions et
la démonstartion de plusieurs résultats.

Définition Pour tout type A et pour toute variable X, on définit deux con-
stantes du A-calcul U x et Va x. Le Ayy-calcul est obtenu en considérant les
regles de réduction suivantes :

(Azu)v —g ufv/x]

Uy x)t —utsiY #X Vyx)t =, tsiY #X
Up—c.x)t —u MyUc,x)(t)(VB.x)y (Ve—cx)t —v \y(Ve,x)(t)(Us,x)y
(Uvy B,x)t —u (U, x)t Wy B.x)t = (VB x)t

On écrit t < t' si ¢/ est obtenu & partir de ¢ en appliquant un nombre fini de
fois les regles précédentes.

Lemme 3.1 La cloture réflexive et transitive de la réduction —,, (resp. de
—, ) est fortement normalisable.

Preuve On définit, par induction sur les \yp-termes, une notion de longueur :
N(z) =0, N((u)v) = N(u) + N(v), N(Azu) = N(u) et NUa,x) = NVax) =
L(A) ou L(A) est le nombre des connecteurs logiques de A. 1l est clair que si
t <, t' out—,t' alors N(t) > N(¢'). D’ou le résultat. A

Définitions Soit ¢ un A\yy-terme et E un ensemble de variables.
1) Une occurrence d’une variable x dans ¢ est dite E-inactive ssi ou bien z € E ou
bien il existe un sous-terme u de ¢ tel que x € Fv(u) et il existe une occurrence



d’une variable E-inactive y telle que ((...(y)u1...u;)AY1... AYm ATU) Ui 41 ... Uy est
un sous-terme de t.

2) Un sous-terme u de ¢ est dit E-inactif ssi u = (x)uy...up et x est E-inactive
dans t.

3) Un sous-terme u de ¢ est dit E-passif ssi il existe un M\yp-terme E-inactif
(2)uy...u, de t tel que u; = Ayr... \ymu.

Lemme 3.2 Soient u,v des Nyy-termes, E un ensemble de variables et x ¢ E.
Les occurrences des variables E-inactives (resp. les termes E-inactifs, les termes
E-passifs) de u et v sont des occurrences des variables E-inactives (resp. des
termes E-inactifs, des termes E-passifs) de u[v/x].

Preuve Facile. 'Y

Définition Soit E un ensemble de variables. Un Ayy-terme t est dit E-bon ssi
chaque occurrence de Up x dans t est appliquée & un seul argument w et(Up, x )w
est E-passif et chaque occurrence de Vg x dans t est appliquée a un Ay y-terme
FE-inactive.

Il est clair qu'un Ayp-terme E-bon al'une des formes suivantes : Azu, (z)us...uy,
(Azu)vvy... v, ou (Vg x)(x)us...u,. Le lemme suivant caractérise les Ayyp-termes
E-bons.

Lemme 3.3 1) Azu est E-bon ssi u est E — {x}-bon.

2) (x)uy...upn est E-bon ssi pour tout (1 < i <n), u; est E-bon ou (si x € E)
U = ANY1.. AYm U x)w et w est E — {y1, ..., Ym }-bon.

3) (Azu)vvy...v, est E-bon ssiv est E-bon, pour tout (1 <i < n), v; est E-bon
et u est E — {x}-bon.

4) (V. x)(@)u1...u, est E-bon ssi x € E et (x)uq...u, est E-bon.

Preuve Facile. 'y

Lemme 3.4 Soient u,v des A\yy-termes et E un ensemble de variables. Siu,v
sont E-bons, alors (u)v est E-bon.

Preuve Facile. ®

Lemme 3.5 Soient u,v des Nyy-termes, E un ensemble de variables et x ¢ E.
Si u,v sont E-bons, alors ulv/z] est E-bon.

Preuve On utilise le lemme 3.2. 'Y
Théoréme 3.1 Sit est un M\yy-terme E-bon et t — t/, alors t' est E-bon.

Preuve Il suffit de faire la preuve pour un seul pas de réduction. On procede
par induction sur ¢ et on utilise les lemmes 3.3, 3.4 et 3.5.

— Si t = Azu, alors il suffit d’appliquer 'hypothese d’induction et utiliser le
lemme 3.5.



— Si t = (x)uy...un, alors on a deux cas a voir. Si u; est E-bon et se réduit a
u}, alors il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction et utiliser le lemme 3.3. Si
x € E, ui = My1..Aym(Up x)w et w est E — {y1,...,ym }-bon, alors le résultat
est évident si on fait la réduction dans w. Si on réduit le U-redex, alors ceci
dépend de B.

-Si B =Y # X, alors u; se réduit a Ay;...\ymw. Or comme w est F —
{Y1, ..., Yym }-bon, alors, en utilisant le lemme 3.3, Ay;...\yw est E-bon et donc
' aussi.

-Si B = C — D, alors u; se réduit & Ay;...A\ym Ay(Up  x ) (w) (Ve x )y. Or comme
w est E — {y1,...,ym }-bon, alors (par définition) ¢’ est E-bon.

- Si B =VYC(C, alors le résultat est évident.

- Sit = (Azu)vvy...v,, alors le résultat est évident si on fait la réduction dans
les termes w,v,v1,...,0,. Sit' = (u[v/x])vy...v,, alors le résultat provient des
lemmes 3.4 et 3.5.

- Sit = (Vp,x)(x)uy...un, alors le résultat est évident si on fait la réduction
dans les termes uq, ..., u,. Si on réduit le V-redex, alors ceci dépend de B.

-Si B=Y # X, alors t' = (z)u;...u,, qui est E-bon.

-Si B =C — D, alors t se réduit & A\y(Vp, x)(x)uq...un(U)y. Donc (par
définition) ¢’ est E-bon.

- Si B =VYYC(, alors le résultat est évident. ®

Définition Un N\yp-terme t est dit bon ssi il est Fo(t)-bon.
Corollaire 3.1 Sit est un \yy-terme bon et t — t', alors t' est bon.

Preuve D’apres le théoreme 3.1. »

Définition Soit U et V deux constantes fixées du A-calcul. Pour tout type A
et pour toute variable X, on définit par induction deux A\-termes Z); y et J} x
de la maniere suivante :

Z@)X:idsiY;éX j{cxzidsz’YyéX
ZfX.,X =U j;(.,X =V
Ifaﬂc,x = Aw}‘y(zlc,x)(x)(jé,x)y jjlaﬂc,x = )\ffAy(jé,X)(x)(I%,X)y
I\QYB,X = /\QC(I%,X)x jV/’YB.,X = /\x(jéﬂx)x

Lemme 3.6 Pour tout type A et pour toute variable X, les A-termes I;X,X et
Jh.x sont des M -termes.

Preuve Par induction sur A. '

Définition On associe a chaque Ayp-terme ¢ un A-terme noté ¢ de la maniére
suivante : T =z, Azu = AzU, (u)v = (W)U, Ua,x =Ty x et Vax =T} x-

—

Lemme 3.7 Siu,v sont des \yy-termes, alors u[v/x] = uv/x].

Preuve Par induction sur u. 'Y



Lemme 3.8 Soient u,v des Ayy-termes. Siu — v, alors U —g 0.
Preuve Par induction sur u et on utilise le lemme 3.7. '

Lemme 3.9 Sit est un Mgy-terme tel que t est fortement normalisable, alors
t est fortement normalisable.

Preuve Sinon, alors il existe une suite (¢;); telle que t = tg et (t; —g tiy1 ou
t; <y tiy1 ou t; <y tiy1). D’apres les lemmes 3.1 et 3.9, il existe une suite

croissante d’entiers (n;); telle que ng = 0 et i, —3 tny.- Ce qui contredit le
fait que t est fortement normalisable. 'Y

Avec les hypotheses du lemme précédent (et en utilisant le lemme 3.8) on a
unicité de la forme normale de ¢.

Donc la suite on fixe une constante du A-calcul « et une constante de type O.

Définitions 1) Soient U = AzAd{(z,a) et V = Az(z)al. Pour tout type
A et pour toute variable X, on note Zy x = I x[U/U,V/V] et Jax =
Thx [U/U VIV,

2) Pour tout type G du systeme F, on note G° = O — (G A O).

Lemme 3.10 Pour tout type A et pour toute variable X, on a :
1) a:0FrTax VY{A[Y/X] — AlY°/X]}.
2)a:0Fr Jax  :VY{A[Y°/X] — A[Y/X]}.

Preuve Par induction sur A.

~-SiA=Y # X, alors A[Y/X]| = A[Y°/X] =Y, Zax = Jax =id et on a
a:0FzFid:VY{Y - Y}.

-SiA=X,alors A[Y/X| =Y, AY°/X]|=Y°, Zax =Uet Jax =V. On a
les deux typages suivants :

a:0,2:Y,d:Ytgr{(z,a):YANO
a:0FzpU:VY{Y - Y°}
a:0,2:Y° Fr(z)al:Y
a:0FrpV VY{Y° Y}

-Si A =B — C, alors AY/X] = B[Y/X] — C[Y/X], et A[Y°/X] =
B[Y°/X] — C[Y°/X]. Par hypothese d’induction on a o : O b g x :
YY{C[Y/X] — C[Y°/X]} et a : O b5 Jp.x : VY{B[Y°/X] — B[Y/X]}.
Donc
a:0,z:BlY/X] - ClY/X],y: BlY°/X|Fx (IB.x)y: B[Y/X]
a:0,x:B[Y/X]| = C|Y/X],y: BlY°/X]|Fz (2)(TB,x)y: C[Y/X]
a:0,z:BY/X]— ClY/X],y: BlY°/X]|Fr (Zcx)(Tp.x)y : C[Y/X]
a:0,Fr Tax : VYIAY/X] = A[Y°/X]}




De méme on démontre que Fr Ja,x : VY {A[Y°/X] — A]Y/X]}.
~Si A =VZB, alors A[Y/X] = VZB[Y/X], et A[Y°/X] = VZB[Y°/X]. Par
hypothese d’induction on a a : O Fr Ip x : VY {B[Y/X] — C[B°/X]}. Donc
a:0,z:VZB[Y/X]Fr (Ip.x)z: B[Y°/X]
a:0,x:VZB[Y/X]Fr (Ip,x)r :VYZBl[Y°/X]
FrZax  VWY{AY/X] — A[Y°/X]}

De méme on démontre que Fx Ja x : VY {A]Y°/X] — A[Y/X]}. [ )

Définitions 1) Soit ¢ un terme [B-normal ; t s’écrit Azy.. zp (z)t1...tm. Les
sous-termes essentiels de ¢ sont, par définition, (z)t;...t,, et les sous-termes
essentiels des t; (1 <i < m).

2) Soient " un contexte, A un type, et t un A-terme S-normal. On dit que ¢ est
un A-terme 7n-long de type A dans le contexte I'ssi I' - ¢ : A et dans ce typage
tous les sous termes essentiels de ¢t sont typés par des variables de type.

Lemme 3.11 Sit un A-terme B-normal tel que T' b5 ¢ : A, alors il existe un
A-terme n-long t' de type A dans le contexte I tel que t' —,, t.

Preuve Il suffit de remplacer chaque sous-terme essentiel u de ¢ de type B =
VXo(B1 — ..VX,—1(Bn — VX, X)...) par le A-terme Azy1.. Az, (u)xy,..c1. @

Définitions 1) Un sous-terme u de ¢ est dit en position d’application ssi il existe
un terme v tel que (u)v est un sous-terme de ¢.

2) Un sous-terme u de t est dit en position d’argument s’il n’est pas en position
d’application.

Lemme 3.12 Soient t un A-terme 3-normal contenant . St : O, T'Fxt: A,
alors a est en position d’argument dans t et donc, pour tout \-terme (3-normal
u, tlu/a] est f-normal.

Preuve Facile. 'Y

Définition Un A-terme ¢ est dit bon ssi le Ayyp-terme t{Ux x /U, Vx x/V] est
bon.

Lemme 3.13 Sit est un A-terme bon B-normal contenant l'une des constantes
U ouV, alors t{U/U,V/V] est normalisable et sa forme normale contient a.

Preuve Si t contient U, alors U est appliqué a un seul terme a, et donc dans
t{lU/U,V/V] le sous-terme (AzAd(x, a))a se réduit & Ad(a, o) sans créer des nou-
veaux redex. Si t contient V, alors V est appliqué a un terme de la forme
(x)a1...an, et donc dans t{U/U, V/V] le sous-terme (Az(z)al)(z)ay ...a, se réduit
a (x)aj...anal sans créer des nouveaux redex. Dans les deux cas la forme nor-
male de t{U/U,V/V] contient «. A



Lemme 3.14 Soient uq, ..., Un, V1, ..., Uy des X -termes, A un type contenant
X comme variable libre. Si T = ((Ja,x)(T)u1...up)v1...0y est typable, alors la
forme normale de T contient c.

Preuve Considérons le A-terme 7" = ((J} x)(®)u1...up)v1...vm. D’apres le
lemme 3.6, T’ est un Al-terme. Comme T est fortement normalisable (sinon
T ne le sera pas) et A contient X, alors, d’apres le lemme 3.6 et le théoreme
2.1, la forme normale T7 contient U ou V. Soit T” = (V4 x )(T)u1...Un)V1... V..
D’apres le lemme 3.9, T” est fortement normalisable, et si on note T} sa forme

normale, alors T = T{'. T" est un Ayy-terme bon, alors, d’apres le corollaire
3.1, T{" est bon ne contenant que des Ux, x et des Vx, x , donc T} est bon. Donc,
d’apres le lemme 3.13, T{[U/U, V/V)] contient . Or comme T = T'[U/U,V/V],
alors la forme normale de T' contient aussi «. '

Définition On distingue trois regles d’élimination du quantifiacteur V :
(%) T'Frdot: VXA
VT Ex At : A[G/X]

Fkr (2)ty...ty : VXA
*Trr (@)t by : A[G/X]

(Ve)

T'Fr (Azu)vty..t, : VXA
ST rr Azu)vty.. by : A[G/X]
Lemme 3.15 Soit t un Al-terme B-normal. Si dans un typage I' Fx t : C

on utilise la régle (V.)2, alors il existe un A-terme B-normal t' contenant « et
La:0Fx1t:C.

(Ve)

Preuve Dans le typage de ¢ on a donc
Abr (2)ur..uy : VXA
Abr ()ur..upn : A[G/X]

A'bg (2)u.. upvy.. 0y 2 B

et dans ¢, (z)uy...upv1...Uy N'est pas appliqué & un autre A-terme.

Considérons le typage suivant
Abr (2)ur..uy : VXA
AF (2)ug..up : A[G°/X] a:O0FrF Jax: AlG°/X] — A|G/X]
Aa:OF (Jax)(@)ur...u, : A[G/X]

Ala:OF ((Jax)(@)uy...up)vr...om : B

10



Si u est la forme normale de ((J4,x)(x)u1...upn V1.0, alors A", a: O bx u: B
et, d’apres le lemme 3.14, u contient a. Sit = C{(x)uy...unv1...0,,), alors posons
t' = C{u). On a t’ est un A-terme B-normal contenant « et, d’apres le lemme
23, T,a:0F£t:C. ®

Lemme 3.16 Soient D un I-type et t un Al-terme B-normal. Sibtx t: D,
alors la régle (V)2 ne peut pas étre utilisée.

Preuve Sinon, d’aprés le lemme 3.15, il existe un AI-terme (-normal ¢’ con-
tenant « tel que o : O Fx t' : D. D’apres le lemme 3.12, a est en position
d’agument dans le A-terme t', et donc t” = t/[1/a] est un AK-terme S-normal
tel que F# t” : D. Contradiction. »

Définition On définit deux ensembles de type du systéme F : VT (ensemble de
types V-positifs), et ¥V~ (ensemble de types V-négatifs) de la maniére suivante :
-SiA=X,alors AcVt, et AcV ;

-SiTevh,etT eV ,alors, T/ =T eVt et T - T €V~ ;

-SiT eVt et X est libre dans T, alors VXT € V.

Donc, T est un type ¥V (resp. V™) ssi le quantificateur du second ordre est
positif (resp. négatif) dans T'.

Lemme 3.17 Soit t un A -terme B-normal tel que Fu(t) = {x1,...,2,}. Sit
est terme n-long de type A dans le constext ' = x1 : Ay, ...,z 1 A, sans utiliser
la régle (Ve)a, alors les A; € V™ (1<i<n)et AecVT.

Preuve Par induction sur t.

- Si t est une variable, alorsn =1, A= X et 21 : A1 Frxz1: X. Donc 4 = X
et par conséquent A est V' et A; est V™.

-Sit = ($Z)t1tm (m Z 1), alors A = X, Az = Bl,BQ,...,Bm — X, et
I' 7 t; : Bj. Comme t est un Al-terme alors, en appliquant I’hypothese
d’induction sur les ¢, on peut déduire que les A (k # i) sont V™~ et les B; sont
v+. Donc A; est aussi V™.

-Sit = Aru, alors A = VX(B — C) et I,z : B Fx u : C. Par hypothese
d’induction, on déduit que les A; et B sont V™~ et C est V™. Donc A est V7. &

Définitions 1) Si D est un type du systéme F alors on note A(D) = {t On-
normal clos / Fx t: D}.
2) Un type D du systeme F est dit démontrable ssi card(A(D)) > 1.

Théoréme 3.2 Si D est un I-type démontrable du systéme F, alors D € V*.

Preuve Soit ¢ un AI-terme n-longue de type D. D’apres le lemme 3.16, dans
le typage de ¢, on n’a pas utilisé la regle (V.)2. Donc, d’apres le lemme 3.17,
D evt. [ )
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4 Résultats supplémentaires

4.1 Les types entrées et les types sorties

Commencant tout d’abord par définir les systemes de typage Fy et Fi.

Définitions 1) Le systeme de typage Fo est obtenue en éliminant la régle de
typage (Ve) du systeme F.

2) Le systeme de typage Fp est obtenue en remplacant la regle de typage (V.)
du systeme F par

1 I'Fxr t: VXA Y est une variable

(ve) Thr t: AY/X]

Les auteurs ont donné des définitions (par typage) des types entrées et des types
sorties du systeme F (voir [2]).

Définitions 1) Un type clos E du systeme F est dit type entréessisitxt: E
alors 7, t : E. Intuitivement un type entrée est un type dont toutes les
démonstrations se font dans le systeme Fg, et donc le probleme de typage pour
ce type est décidable.

2) Un type clos S du systeme F (ne contenant pas une constante de type fixés
0) est dit type sortie ssi sit est un A-terme G-normal tel que a: O k£ ¢ : S alors
a & Fo(t). Intuitivement cela veut dire que les fonctions a valeurs dans un type
sortie indépendamment du type de leurs arguments sont les fonctions constantes.

On a les résultats suivants (voir [2] et [5]) :

Théoréme 4.1 1) Un type clos et V't est un type entrée et sortie.
2) Un type entrée est un type sortie.

On ne sait pas si la réciproque du 2) du théoréme précédent est vraie. Nous
allons voir que le lemme 3.15 apporte une réponse partielle & cette question :

En effet si un type clos D n’est pas un type entrée alors il existe un A-terme
B-normal clos ¢ tel que Fx t: D etz t: D c.a.d laregle (V.) est utilisée dans
le typage. Le lemme 3.15 montre que si c’est la regle (V)2 qui est utilisée et si
t est un A\I-terme, alors D n’est pas un type sortie.

4.2 Les types simples
On va montrer qu’on peut limiter I’étude des I-types a une classe de types tres

simples.

Définitions 1) Les types du systéme S (appelé systéme simple) sont construits
a partir des variables de type en utilisant uniquement le connecteur —.
2) Les regles de typage du systeme S sont (az), (—;) et (—).
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3) On écrit T' Fs t : A sit est typable sans le systéme S de type A dans le
contexte I'.

Le théoreme 2.3 reste valable dans le systeme S.

Définition Si A est un type du systeme F, alors on note S4 I'ensemble des
types du systeme S obtenus en effacant dans A tous les quantificateurs (on sup-
pose que toutes les variables du type utilisées dans A ont des noms différents).

On a démontré dans [5] le résultat suivant :

Théoréme 4.2 Soient A un type V' du systéme F, A* € Sa, et t un A\-terme
B-normal. Sitxt: A, alorsbst: A*

Donc pour vérifier si un type clos D de I'ensemble V' est un I-type, il suffit
d’étudier cette question pour une cloture d’'un type simple de I’ensemble Sp.
Ceci est plus facile a étudier vu que le probleme de typage pour les types simples
est décidable.

La réciproque du théoreme 4.2 est évidement fausse si on permet 'utilisation
des types non propres. En effet, soient A = VX {(X — X) — (X — VZX)},
A*=(X - X) - (X - X). On a ks id: A* mais I/r id : A. Remarquons
que 'exemple précédent ne marche pas si on considere des A-termes n-longs de
type A*. On va présenter un contre exemple a la réciproque du théoreme 4.2
en se limitant aux A-termes 7-longs.

Définition Soient :

T=VX{VY((Y - VZ(X,) Y - 2Z2)—2Z2) - X)—> X)— X], X — X}
T =[((Y = (X,Y = 2) = Z)) = X) = X) = X[ X = X

t = dxdy(x)Az(x) u(z) Wwiw((w) (u)Ad{y, v))v

Théoréme 4.3 Le A-terme t est n-long de type T* mais /xt: T.

Preuve Supposons que Fx t : T, alors il existe un typage de t ou les variables
liées de t sont déclarées de la maniere suivantes :

VY (Y -VZ2 (X, Y -2)-2)—-X)—»X)— X

y: X

z2: (Y =VZ(X,)Y =2)—=2)— X

u: Y =VZ (X, Y -2)—-2) =X Y #£Y)

v:Y

w: X, Y - Z

d:Y’

et le sous-terme (y, v) est de type VZ ((X,Y’ — Z) — Z)). D’olt v est typable
de type Y’. Contradiction. 'y
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4.3 Quelques exemples

Définition Soit n € IN. Un I-type D est dit d’ordre n (resp. infini) ssi
Card(A(D)) = n (resp. A(D) est infini).

On va donner des exemples de I-types d’ordre quelconque.
Théoréme 4.4 Id est I-type d’ordre 1.

Preuve Facile. 'Y

Notations 1) Soient Ay, ...A,, des types du systéme F. On note A; A...A A, le
type VX{(A1,..., A, — X) — X} ot X ne figure pas dans les types Ay, ..., A,.
2) Soient t1, ..., t, des A-termes. On note (t1,...,t,) le A-terme Az (x)ty...t,.

Définition Soit n > 2. On note :

B, =VXVY.VY,{"1 —» X),.., (Y, = X) —

Y1,...Y, 2 (XAVIALAY)IA YL = X)A A (Y, — X))

et, pour tout 1 <i < n, T; = Ax1.. ATn (AY1- AUn (T Yis Y1y ooy Yn)s T1y oovy Ty )

Théoréme 4.5 B,, est un I-type d’ordre n et A(By,) = {T1,...,Tn}.

Preuve Facile. 'y

Notation Soient z,y, z des variables et n un entier. On note Au[(z)(y)]"™(z)u
la forme Bn-normale du A-terme Au(x)(y)...(z)(y)(2)u ((z)(y) est répété n fois).

Définition Soit Boo = VXVY{(X — V), (Y — X) = [(X = Y) A (Y — X)]}
et, pour tout (i, j) € IN?, T; ; = AzAy(Au[(2) ()] ()u, u[(y) (@)} (y)u).

Théoréme 4.6 B, est un I-type infini et A(Bso) = {Ti; ; (i,7) € N?}.
Preuve Facile. 'y

D’apres le théoreme 4.5 le type Ba est un I-type qui représente les booléens.
Il contient cing quantificateurs. Une question se pose : “Peut-on trouver des
I-types plus simples (avec moins de variables ou de quantificateurs) pour les
booléens ?” Nous allons montrer que les I-types contenant au plus deux quan-
tificateurs sont au plus d’ordre 1.

Théoreme 4.7 Si D est un I-type démontrable du systéeme F contenant un
seul quantificateur, alors D =VX{X — X}.

Preuve Soient D = VX{A;,..., A, — X} un tel I-type et ¢ un terme 7n-long
minimal tel que bz ¢t : D. Alors t = Axy..Azpu, v = (2;)u1...uy, (M > 0),
et x1: A1, xp  Ap Fru s X, Sim # 0, alors x1 : A1,y 2 A FE U
Bi,...,Br — X. D’apréslechoixdet,ona k > 1 et Azq... T, ((z:) Ady1... Ayrw)ug...upm,
qui n’est pas un A\I-terme est de type D. D’oum =0, u = x; et donc n =1, et
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D =VX{X — X}. I

Notations 1) Si B, A sont des types, alors, pour tout n > 1, on note B — A
le type B, ..., B — A ou B est répété n fois.

2) Si X et Y sont deux variables de types, alors on note les formules VXVY A
et VYVXA par VX, Y A.

Théoreme 4.8 Si D est un I-type démontrable du systéme F contenant deux
quantificateurs, alors D =VX, Y{[(Y - V)" — X]| - X}, D =VX{(VY (Y —
Y) - X) - X}, D=vVX,Y{,Y" - X) - X} ou D = VX, Y{Y" —
X),Y - X}.

Preuve Soient D = VXVY{Ay,..., A, — X} un I-type démontrable du systéme
F et t un terme n-long minimal tel que Fx ¢ : D. Alors t = Azy..Az,u,
u=(x)ur..up (k>1), et x1: A1, .cc,zp : Apbru: X, Lesu; (1 <i<k)ne
peuvent pas étre de type By, ..., B, — X. En effet si c’est le cas, on contredit
soit la minimalité de ¢ soit le fait que D est un I-type. Cherchons donc les termes
n-longs minimaux v tels que x1 : A1, ...,xn : Ap Fx Ay1..2ymv : By, ..., By — Y
cad I'=z1: A1, .yzn 2 Anyy1 : B1, ooy Ym : B Fx v @ Y. Supposons que
v = (2)vr...vy (I > 0). Remarquons d’abord que les v; (1 < i < [) ne peuvent
pas étre ni de type Ci,...,C, — Y ni de type Dy, ...,D,» — X avec (' > 1).
Donc ils sont forcemant de type X. Soit w un terme 7-long minimal tel que
I'trw: X. west évidement une variable. On a deux cas a voir :

- Siw=ugxj,alors A; = X et D =VXVY{X — X}. Contradiction.

- Siw=yj alors x1 : A1,...,2n : Ap Fx Ay1.. Aymv[u/y;] : Bi, ..., By — Y et
D n’est pas un I-type.

Donc v est une variable. De nouveau on a deux cas a voir :

—Siv=u=xj,alors A; =Y. Dans ce cas tous les u; (1 <1i < k) sont égaux & ;.
Donc t = AzAy(x)y...y ou t = Aazdy(y)z...z. D’on D =VXVY{Y,(Y" — X) —
X}ouD=VXVY{(Y" - X),Y — X}.

—Siv=yj alors B; =Y. Dans ce cas tous les u; (1 <17 < k) sont égaux a Azz.
Dot t = Ax(x)Azz.. zz et D =VXVY{(Y - Y)" - X) —» X}.

Si D=VX{A4,..,4;, = VY (4;11,..., A, — X)}, alors, en reprenant la preuve
que nous venons de faire, on déduit que ¢ = 0 et donc D est I'un des types
trouvés précédement.

Si D = VX{A4,,.., Ak, ..., A, — X} et A contient le deuxiéme quantifica-
teur, alors soit t est terme 7-longue minimal tel que 7 ¢ : D. Alors t =
ALY AL () U Uy, €6 21 2 A, e, T 2 A FE (T)ureuy 2 X Les u; (1<
i < m) ne peuvent pas étre de type By,...,B, — X. Donc i =k, m =1 et
A =VY(C4,...,C; — Y) — X. En reprenant la preuve que nous avons faite
précédement, on déduit que l =1et C; =Y. Dou D =VX{(WW(Y - Y) —

Corollaire 4.1 Si D est un I- type du systéme F contenant au plus deux quan-
tificateurs, alors Card(A(D)) < 1.

Preuve D’apres les théoremes 4.7 et 4.8. o
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