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Conditions aux limites pour un systéme strictement hyperbolique
fournies par le schéma de Godunov

Marguerite Gisclon et Denis Serre!

Résumé - Nous étudions les systemes hyperboliques de lois de conservation en dimen-
sion un d’espace, en particulier ce que devient la condition aux limites posée pour le schéma
de Godunov lorsque le pas d’espace tend vers zéro.

A T’aide d’estimations sur les entropies, nous démontrons la convergence de la solution
du schéma de Godunov adapté au cas d’'un domaine x > 0 vers la solution d’un systeme
hyperbolique mixte sur un intervalle de temps fini, antérieur a la formation des chocs.

Boundary conditions for a strictly hyperbolic system via the Godunov scheme

Abstract - We study hyperbolic systems of conservation laws in one space variable, in
particular the behaviour of the boundary conditions for the Godunov scheme as the space
step tends to zero.

Thanks to entropy estimates, we prove the convergence of the solution of the scheme
towards the solution of a hyperbolic initial boundary value problem in the slab R x (0, S)
where S is less than the shock breaking time.

Introduction

Considérons un systeme de lois de conservation a une dimension d’espace, posé dans le
quart de plan x >0, t > 0 :

—u+ —f(u)=0, x>0, t>0,
x

u(z,0) = b(z), = >0,

ouu=u(x,t) € R", n>1, fetbsont des fonctions données, le flux f: R™ — R™ est de
classe C€, la condition initiale b est bornée et de classe C*°.
Nous faisons ’hypothese

(H1) : pour tout u dans R", les valeurs propres de la matrice jacobienne D f(u) du flux
f, notées \;(u), 1 <i < n, sont réelles, simples et non nulles :

A(u) <o < Ap(u) <0< Appi(u) < ..o < Ap(u).

Cette hypothese de stricte hyperbolicité exprime aussi le fait que le bord x = 0 n’est jamais
caractéristique. Afin d’utiliser la résolution de problemes de Riemann, nous supposons aussi
que chaque champ caractéristique est ou bien vraiment non linéaire, ou bien linéairement
dégénéré.
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En I'absence d’une condition aux limites, le probleme (S) est sous-déterminé (& moins
que p = n). Notre but est de montrer que le traitement de la frontiere {z = 0} x R dans
le schéma de Godunov détermine une condition aux limites pour le systéme (H), lorsque
le pas d’espace Az tend vers zéro. Nous appellerons cette nouvelle condition au bord la
condition aux limites “résiduelle”. Cette question peut étre considérée comme une partie
de la version discrete de I’étude continue faite dans [?].

Cet article s’articule de la fagon suivante :

-description breve du schéma de Godunov adapté au quart de plan x > 0, ¢ > 0,

-introduction de la condition aux limites “résiduelle”,

-utilisation des entropies et des flux associés pour obtenir des estimations,

-démonstration de la convergence de la solution du nouveau schéma de Godunov vers la
solution du systeme hyperbolique avec conditions aux limites “résiduelles”. Nous obtenons
ainsi le théoreme 7?7 donné au paragraphe 77,

-tests numériques.

1 Schéma de Godunov adapté

Nous adaptons le schéma numérique de Godunov au cas d’une demi-droite x > 0 de la fagon
suivante : notons At le pas de temps, e = Az le pas d’espace, A = At/Ax, z; = jAx pour
j > =1, t, = nAt pour n > 0 et u} l'approximation numérique au temps ¢, de u(.,tn),
Jj=>-1, n>0sur Ij =]z;,xj41].

Le schéma de Godunov adapté comporte deux étapes, la premiere est une résolution
exacte explicite pendant un temps At, la deuxieme est une étape de projection sur les
fonctions constantes par morceaux (cf [?]).

Au temps t = 0, la donnée initiale est approchée par

1 Tj+1 )
uj = - / b(y)dy, j = 0,
Tj

u(ll = a(O),

ou a est une fonction donnée de classe C*° bornée qui satisfait la condition de compatibilité

pic
Figure 1:
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les solutions
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des problemes de Riemann ou

(2.1) = R(5. 0 0)

désigne la solution du probléeme de Riemann entre « et 3. Nous supposons évidemment que
les problemes de Riemann introduits possedent une solution unique, vérifiant la condition
d’entropie de Lax.

Les valeurs u?“ pour j > 0 sont calculées de la facon suivante :

1 Tj+1
J Ax 2 ( n+ )
et nous posons
u" T = atni1).

Pour t > 0 fixé, nous définissons 'opérateur de projection II, qui agit sur les fonctions
définies sur R et localement intégrables, de la fagon suivante :

_ 1 [Tt
Ma(z) := E/ w(y)dy, ¥V z; <z < Tjq1.
z;

Alors,
Muf(x, tpe1 —0) = u}”l, Vi>0, Vo <z <z

= u*(z,tpt+1), Vo > 0.

Sous la condition de Courant-Friedrichs-Lewy :

At 1
u® est solution exacte entropique de
a € 8 €
Il il =0
" T g W) =0

dans chaque bande R* x [tn,tn+1]. Nous avons donc la formule suivante pour j > 0 :

ul =t — A[f(R(0,uf, ully ) — FIR(0,uf_y,ul))].

2 Conditions aux limites “résiduelles”
Pour A dans R"™, nous introduisons I’ensemble

O_(A) = {R(F,ALC), CeR\}Y = {aeR", iestlavaleur en 07 d'une solution

d’un probleme de Riemann d’état & gauche A}.
D’apres 'hypothese (H1), O_(.A) est une sous variété de dimension p au voisinage de A.

Remarque - Dans les exemples classiques, si p = 0, alors O_(A) = { A}, et si p = n, alors

O_(A) =R\



Appliquons les résultats de Li Ta-Tsien et Yu Wen-Ci [?] pour montrer I’existence locale
de solutions régulieres au probleme mixte strictement hyperbolique avec conditions aux
limites “résiduelles” 9 9

—u+—f(u)=0, >0, t>0,
ot 8:1:f( )

(©) ) u(z,0) = b(z), >0,

u(0,t) € O_(4(U)), U > 1.

La condition suffisante d’existence et d’unicité d’une solution réguliere locale a un
probleme strictement hyperbolique due a Li Ta-Tsien et Yu Wen-Ci est la suivante :

Théoréme 1 (Li Ta-Tsien, Yu Wen-Ci) Considérons le probléme mixte strictement hy-
perbolique

0 0
au—f—% (U)—O, $>07 0<t<T0,

u(z,0) =b(z), = >0,

g(u(0,t),t) =0, 0 <t < T,

avec f de classe C<, b € CEO(R“‘), g € C®(R\x[1,T)). On suppose que les conditions initiale
et au bord sont compatibles :
g(b(()), 0) =0,

et que lintersection de ker D, g(b(0),0) et du sous espace invariant pour D f(b(0)) associé
auzx valeurs propres positives, est réduite a {0}.

Alors, il existe un temps T > 0 tel que le probléeme mizte admette une et une seule
solution continue et de classe C*° par morceaur.

Si de plus, les conditions initale et au bord satisfont les relations de compatibilité a
l’ordre un, a savoir

%9 0(0),0) = Dug(b(0),0) DI BO)V(0),

alors cette solution est de classe C°°.

pic
Figure 2:

Comme O_(-(U)) est une sous-variété de dimension p au voisinage de a(t), dans R",
il existe un voisinage U x [1, [] de (a(0),0) dans R™ x R* et des applications ¢; de U dans
R"7P tels que

1. (t,a) — ¢(a) est de classe C*,
2. ¢¢(a(t)) = 0 pour tout ¢ dans [0, s],

3. ¢¢ = 0 est une équation locale de O_(H(L)),
4



4. ¢ est une submersion.

Donc, le théoréeme ?? s’applique avec g(u,t) = ¢ (a).
Si de plus,
¢

5; ((0),0) = Dud(a(0),0)D f(a(0))b(0),

alors d’apres le théoreme 77, il existe un temps 7" > 0 et une solution u de classe C‘L>o du
probleme mixte (C) sur Rt x [0,T]. Cette solution est unique. Le temps est donc limité
par Iapparition des chocs dans la solution du probleme mixte (C) et parce que O_(-(L))
est une variété locale, ¢; est définie localement.

Nous allons montrer que, sous certaines hypotheses naturelles, il existe un temps S > 0
tel que u® converge vers u dans L>°(0, S, L>(R})) lorsque ¢ = Az tend vers zéro, c’est-a-dire
le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 2 Soient une condition aux limites et une condition initiale a et b de classe C*
et bornées qui satisfont a(0) = b(0), b étant constant hors d’un intervalle borné.

Sous les hypotheses supplémentaires (H2) et (H3) mentionnées au paragraphe 77, il
existe un temps S > 0 indépendant du pas de temps et du pas d’espace € et une solution u°
du schéma de Godunov modifié définie et régulicre sur R} x (0,S) tels que la suite (uf)e>q
converge dans L>(0, S, L>(R*")) vers l'unique solution réguliére u du systéme hyperbolique
mixzte (C), c¢’est-a-dire

lim sup ||u®(z,t) —u(z,t =0.
Sl sup a0 el

3 Estimations sur les entropies

Notons By une boule contenant les valeurs b(z) pour > 0 et les valeurs a(t) pour ¢t > 0,
et B une boule contenant By et les valeurs u(x,t) pour > 0 et t dans [0,T]. Soient n > 0
et B, le voisinage de B d’ordre 7 :

B, := B+ B(0,7).

Nous notons B;, une boule qui contient les valeurs des problemes de Riemann entre deux
points quelconques de B,. Nous désignons par T°(n) = N°(n)At le sup des temps pendant
lesquels la solution u® est a valeurs dans B, :

wf € L¥(RT x [0,7%(n)).

Le but de ce paragraphe est de majorer la norme de uf(z,t) — u(wz,t) dans L2(R}). La
majoration est donnée par le corollaire 7?7 au paragraphe 77.

3.1 Hypotheses supplémentaires

Nous faisons ’hypothese suivante :



(H2) : le systéeme strictement hyperbolique (S) admet une entropie E de flux F' et pour
tout K compact de R", il existe une constante a g strictement positive telle que, pour tout
u dans K, pour tout & dans R"

(D2E(a)¢,€) > ak|¢*.

La solution exacte réguliere u vérifie donc

0 0
aE(u)—i—a—xF(u)—O, x>0, t>0.

Par ailleurs, la condition d’entropie de Lax assure, puisque FE est convexe,

9 gty + L) <o,

dans chaque bande R X [t,,t,+1], au sens des distributions.
Notons
A(u®,u) = E(u) — E(u) — dE(u)(u® —u) € R,
6(u,u) := F(u”) — F(u) — dE(u)(f(u") — f(u)) € R.
Dans ce texte, nous écrivons indifféremment, en fonction du contexte,
A=A u)(z, t) = A(u",u) = Az, t),
0 =0(u,u)(x,t) =0(u,u) =do(x,t),
et
a = a(t).
Remarquons que
A(u®,u) > ag(n)|u® —ul* >0,

ot ap(n) est une constante strictement positive telle que agl, < D?E(7), pour 7 € B,,. Pour
majorer la norme dans L?(R}) de u®(z,t)—u(z, ), il est donc équivalent d’estimer l'intégrale
+00

; A(z,t)dx, puis de montrer que u° reste dans B, pour des temps indépendants de € > 0.

Nous sommes amenés, pour dégager ’estimation, a faire I’hypothese (H3) suivante dont

la pertinence est discutée au paragraphe ?? : pour tout A € R", il existe V voisinage de A
tel que

V (o, 8) € VNO_(A)F, d(a, B) <.

Le résultat est alors le suivant :

Théoréme 3 Sous les hypothéses (H1)— (H2)— (H3), si b est constant hors d’un intervalle
borné et si nous prenons des pas tels que le rapport Ax/At ( déja minoré par la condition
CFL) soit aussi majoré, alors il existe une constante ¢ strictement positive telle que pour
tout Az dans 10, 1],
+00
vt € [0,7¢(n)], A(u,u)(z,t) de < ct Az exp(ct).
0

Les paragraphes qui suivent consistent en la démonstration de ce théoreme a ’aide

d’estimations intermédiaires.



3.2 Premiére estimation

La premieére estimation est donnée par

Proposition 1 Sous les hypothéses (H1) — (H2) — (H3), il existe une constante c stricte-
ment positive telle que
“+o0o +oo
Yt € [tn, tnti], A(u®,u)(x, t)dr < exp(cAt)/ A(uf,u)(x, t, + 0)dz.
0 0
Démonstration
L’estimation est basée sur I'inéquation suivante :
0

gA(a:,t)—l—%é(L t) < —D*E(u)(u® —u, %u)—D2E(u)(f(u5)—f(u), %u), Yt € [tn, tnt1]-

0
Introduisons dans le membre de droite la quantité D?E(u)(D f (u)(uf —u), p
x

u) et utilisons

la symétrie de D f par rapport & D?E :

DA 0) 4 2-0(et) < ~DPB)(f() ~ f(u) ~ D)t —w), o)

< C|U€((I}‘,t) - u(x,t)]Q

Dans toute la suite, la notation ¢ désigne diverses constantes strictement positives qui
dépendent de B;,.
Intégrons cette inéquation par rapport a = sur (0, +00) :

d [To° too
—/ Az, t)dx — 6(0,t) < c/ |uf (z,t) — u(x,t)|*dx
dt Jo 0
I R
< — A(u®,u)(x, t)d.
ag Jo

Grace a I'hypothese (H3) et a la construction de u® au bord, §(0,¢) est négatif et nous

obtenons
d oo +o0

— Az, t)de < c A(uf,u)(x, t)dz, YVt € [tn, tnt1],
dt Jo 0
qui fournit par I'inégalité de Gronwall
+o0 +oo
Az, t)dx < exp(c(t —ty)) A(z,t, +0)dz
0 0
+oo
< exp(cAt) / A(z, tn + 0)da, Yt € [tn, trsi.
0

c’est-a-dire la proposition ?77.0

L’hypothese (H3) est tout a fait réaliste. En effet, nous avons le lemme suivant :

7



Lemme 1 Soit A € R".
1. Sip=0, alors 0(a, B) =
2. Sip=mn, alors 6(a, B) <

3. 510 < p < n alors il existe un voisinage V de A tel que d(a, 3) < 0, pour tous o et 3
dans VN O_(A).

Sources
1. Dans le cas p =0, O_(A) = {A} et donc a = 3 = A.
2. Dans le cas p = n, voir [?].

3. Dans le cas 0 < p < n, voir [?].0

Exemple - Illustrons ce qui précede par ’exemple du p-systeme de la dynamique des gaz.
Ici, n = 2 et le flux f est défini par

' R2 — R?
[ ( u=(up,u2) — (uz,p(ur)) >,

avec p € CS(R), | >1.

Les hypotheses (H1) et (H2) sont vérifiées car les valeurs propres de D f(u) sont
+./p'(u1), Ventropie E est F(u) = u3/2 + P(u1) ot P est une primitive de p, le flux
F est F(u) = ugp(u1). L’ensemble O_(A) est ici la courbe de 1-onde O (A). D’apres [?],
la propriété du lemme est globale, c’est-a-dire V = RE :

sia € Ox(A), B € Ox(A), alors 6(a, 5) < 1.

Ainsi, 'hypothese (H3) est vérifiée globalement dans les cas p = 0, p = n et dans
I’exemple du p-systeme.

3.3 Deuxiéme estimation

+o0o
La question maintenant est de savoir comment varie / A(u®,u)dz en t,. Nous sommes
0

+00 +oo
ramenés a4 majorer / A(TTu®, u)dx a 'aide de A(u®,u)dz et de la régularité de u.
0
La deuxieme estimation est donnée par :

Proposition 2 Sous les hypothéses (H1) et (H2), avec b constant hors d’un intervalle
borné, il existe une constante « strictement positive (“petite”) et une constante c strictement
positive (éventuellement “grande”) telles que pour tout t dans [0, min(T°(n),T)], nous avons
linégalité suivante :

+o0 +o0

+oo
A(TTu®, u)dx + a/ Ju® — T |2de < / A(uf,u)dz + cAz?.
0 0 0

8



Démonstration
A u fixé dans R", la fonction définie par

R — R
v = Av,u)
est, comme F, strictement convexe.
D’apres 'hypothese (H2),

A(v,u) > A(TIv, u) + (dE(TIv) — dE(u)) (v — Tv) + ajv — Ho|%
Mais,
dE(Ilv) — dE(u) = Ilg + dE(Ilu) — dE(u)
ol g := dE(Ilv) — dE(ITu) car Iv(.,t) est une constante sur I;.
Donc,

“+oo “+o00

+oo “+o0o
A(v,u)dx > / A(Hv,u)dw—i—/ (dE(Hu)—dE(u))(v—Hv)dm+a/ lv—Tv|2dz,
0 0 0 0
d’ou grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

+o0 +o0 +oo
A(TTv, u)dx + a/ lv — IIv|?dz < / A(v,u)dz
0 0

n (/O+OO |dE(u) - dE(HU)IQdﬂf) " ([OO o= H”Fdx)

0
1/2

Donc
ERCS)

+oo +oo 1 +oo
A(TTv, u)dx + g/ lv — TIv|?dx < / A(v,u)dr + —/ |dE(u) — dE(TTu)|?dx
0 2 Jo 0 2a Jo

grace a l'inégalité de Young.

De plus,

“+00 “+00

/ dE(w) — dE(TTw)2dz < c/ lu — TTu|?de

0 0

) 2

< o(ae?|| Lt
< claap| T
< c(Ax)?,

a condition que du/dx € L{°(L2). Or, comme nous avons supposé que b est constant hors
d’un compact et comme la vitesse de propagation est finie, aussi bien pour le probléeme
limite que pour le schéma de Godunov, nous avons u et u® constants hors d’un compact.
Donc, du/dz = 0 hors de ce compact.
Finalement,
+o0

o [T 400
A(Tv, u)dx + 5/ |v — TIv|?dx < / A(v,u)dx + cAx? Vv € R",
0 0 0

ce qui donne la proposition en posant v = u® € L®(R* x (0,7¢(n))).0
9



3.4 Démonstration de ’estimation finale

Le théoreme 77 se déduit maintenant des deux propositions précédentes.

Posons oo
pn = A(u®,u)(x, t, + 0)dz.
0
Alors,
+oo
P+l = A(TTu®, u)(z, tyy1 — 0)dz
0
+oo
< / A(uf,u)(z, tyy1 — 0)dx + cAz?
0
d’apres la proposition 77
+oo
< exp(cAt) / A(uf,u)(z, t, + 0)dz + cAx?
0

d’apres la proposition 77

< exp(cAt)p, + cAz?,

ce qui donne
pn < exp(cn At)(ecn Az? + po)

< ct Azexp(ct)+ poexp(cn At)

car Az /At est majoré et t,, = nAt < t.
Traitons donc pg :

+00 +o00
oo = A, u)(z, 0+ 0)de < c/ (2,0 + 0) — b(x)|*da
0 0
U+D)Ae 0 2 2011/112
< cZ/ uj — b(2)["dz < cAz”[|b|[72(0 400)
>0 jAzx
< cAz?,

pn < ct Az exp(ct) +c Az? exp(cn At)

< <ct Az exp(ct).

L’estimation du théoreme 7?7 découle de cette inégalité et de la proposition 77?.
Remarquons que la proposition 7?7 donne ensuite une estimation plus précise mais inutile
ici ; en effet,

“+o0 —+o00o —+00
a/ |u® — TTu® | (z, t)dx + / A(Tuf, u)(z, t)dr < / A(uf,u)(z, t)dr + cAx?,
0 0 0
d’apres la proposition 7?7
< ct Avexp(ct) +c Az?,

V0 <t<min(T%(n),T).0
10



Nous avons donc majoré la norme dans L?(R}) de u®(z,t) — u(z,t) :

Corollaire 1 Sous les hypothéses (H1)—(H2)—(H3), si la condition initiale b est constante
hors d’un intervalle borné, alors il existe une constante c strictement positive telle que,

vt e0,T°(n)], [[u(z,t) — u(@, t)]|F2pey < ¢(n) t Az exp(c t),
Démonstration
Elle est immédiate. En effet,
+o0o

e . 8) = u@ By < ¢ Alat)da

< ct Az exp(ct). O

4 Convergence de u° vers u
Le corollaire ?? prouve la convergence de u® vers u dans la bande R™ x [0, S] ou

S = S(n) :=liminf min(7T°(n),T) <T.
Axz—0t
Pour que ce résultat soit significatif, il reste a montrer que S(n) est strictement positif pour
tout > 0, c’est-a-dire que T%(n) ne tend pas vers zéro quand Ax tend vers zéro, ou encore
que T¢(n) est uniformément minoré. Pour le démontrer, reprenons ’estimation du corollaire
77 dans le cas discret.
Posons

n
wy

= uj —u(jAz,ty).
Le corollaire 77 devient alors

Proposition 3 Il existe une constante c strictement positive telle que

vV 0<n<Nn), Z ]w;-l\Q <c¢n At exp(cn At) +c Ax.

j=>0
Démonstration
Nous avons
\w;‘\Q = \u? —u(jAz,t,)]? < Q‘U? —u(z, t,))? + 2lu(z, tn) — u(jAz, t,)]2. (1)

Le deuxieme terme du membre de droite est majoré par :

(F+1)Az | 9 2
0 < |u(z,ty) —u(jAz, t,)|* < Am/ —u(y,tn)| dy.
JjAzx ay
Intégrons (??) par rapport a x sur |jAx, (j + 1)Az] :
(J+1)Az G+DAz | 9 2
Azfu[? < 2/ 0 (2, £) — u(z, b)) 2dz + 2(Ax)2/ 2y, tn)| dy.
jAz jAz ay

11



Sommons ensuite sur j :

2

“+oo “+oo
Az |wi? < 2 / |0 (2, tn) — u(, t) Pda + 2(Ax)? / ‘8u(y,tn) dy
=0 0 o |9y
o 2
< ety Az exp(e ty) + 2(Ax)? || =—u(., t,)
y L2(R+)

grace au corollaire 77

< ¢ty Ax exp(ct,) + 2c¢(Ax)?.0

Nous pouvons enfin terminer la démonstration du théoreme de convergence. En effet,
d’apres la proposition 77

V0 <n<N(n), \w;‘\2 <cn At exp(cn At) + ¢ Ax.

Si T¢(n) < T, il existe j tel que ]wjva(n)|2 > n? car a T¢(n), u® sort de la boule de rayon 7.
Soit n°(n) le plus petit entier tel que sup \w?|2 > 12, donc t5(n) = nf(n)At < T¢(n) et
J

ne(n) 2
J

3
o
AN

sup |w
J

< enf(n)At+ cAx

U n?
< enf TsiAz< -
< enf(n)At + 5 S Az < 5%
2
d’out o < enf(n)At = ct®(n). O
5 Exemple

L’algorithme est testé dans le cas du p-systeme avec
p(z) = exp(x) +x — 1.
Le pas d’espace est introduit au départ :
Ax =0,1.

L’approximation numérique u} est stockée dans un tableau de dimension 101 c’est-a-dire j
varie de —1 a 100. La derniere valeur est calculée selon la formule

1
U?&) = oo — Alf (uine) — f(R(0, ugy, uipo))]-
Nous calculons & chaque itération At,, pour avoir
At
max —
-1<5<100 Az
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Les données sont
a(t) = (1,2), b(z) = (1, -1+ 3exp(—x)).

Elles sont donc bien de classe C*°, bornés et satisfont

Au temps 2.053, les composantes de ujl-oo sont données par la figure 1. Nous observons que
la couche limite est bien concentrée sur une maille.

Nous avons les mémes observations au temps 2.046 (voir la figure 2) si nous prenons

comme CFL :
At

max —_—
—1<5<100 Az

Pour des raisons mathématiques, liées a la difficulté de la démonstration de la conver-
gence, nous avons supposé la compatibilité de la condition initiale et de la condition aux
limites. Mais nous pouvons penser que le résultat reste vrai pour des données non régulieres.
Le cas test est le “demi”-probleme de Riemann, ou chaque donnée a et b est une constante.
La solution du probleme mixte avec condition aux limites “résiduelle” est auto-similaire.
C’est la restriction au demi-espace z > 0 de la solution du probleme de Riemann entre a et
b. Nous avons testé l'algorithme avec les données

a(t) = (1,2), b(x) = (1,5),
pour lesquelles la solution présente une détente qui sépare b de ’état constnt
¢ =(0.09918,3.5).
Nous obtenons alors au temps 2.593 la figure 3.

Naturellement, 1’étude des conditions aux limites “résiduelles” doit étre menée bien au-
dela du seul schéma de Godunov. Nous observons alors, en général, que la couche limite
s’étale sur plusieurs mailles au lieu d'une. A titre d’exemple, les résultats de la figure 4
ont été obtenus au moyen du schéma de Lax-Friedrichs. Ce fait peut étre expliqué, au
moins formellement, par un développement asymptotique, dans le méme esprit que [?]. La
justification rigoureuse de ce développement fait I’objet d’une étude en cours.
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Figure 1 : Godunov, a(0) = b(0), CFL = 0.5
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Figure 2 : Godunov, a(0) = b(0), CFL =1
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Figure 3 : Godunov, “demi”-probleme de Riemann, CFL = 0.5
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Figure 4 : Lax Friedrichs, a(0) # b(0), CFL = 0.5
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