N

N

Un théoréme sur les actions de groupes de dimension
infinie

Jacques Fejoz, Mauricio Garay

» To cite this version:

Jacques Fejoz, Mauricio Garay. Un théoréme sur les actions de groupes de dimension infinie. 2009.
hal-00375856v1

HAL Id: hal-00375856
https://hal.science/hal-00375856v1

Preprint submitted on 16 Apr 2009 (v1), last revised 16 Apr 2009 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00375856v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

UN THEOREME SUR LES ACTIONS
DE GROUPES DE DIMENSION INFINIE

JACQUES FEJOZ AND MAURICIO GARAY

RiESUME. L’objet de cette note est de donner, dans un cadre analytique, un
critere infinitésimal pour qu’un espace vectoriel soit localement homogene
sous l'action d’un groupe. Notre approche differe de celles qui recourent a
un théoréme d’inversion locale (e.g. [{, fll ou [}, Théoréme 4.2.5]), par l'usage
crucial de la structure de groupe sous-jacente. Ceci permet, en particulier, de
remplacer 'estimation pour I'inverse de 'action de 'algebre de Lie en un plan
tangent arbitraire, par une estimation sur les vecteurs tangents en l’origine.
Notre démonstration est basée sur la méthode itérative utilisée par Kolmogo-
rov et Arnold dans leur démonstration du théoréme des tores invariants ,g@
Le théoreme de cette note sera utilisé dans des travaux ultérieurs.

A theorem on infinite dimensional group actions.

ABSTRACT. We give an infinitesimal criterion, in the analytic setting, for a vec-
tor space to be locally homogeneous under some group action. Our approach
differs from those which resort to an inverse function theorem (e.g. [E), E, E]
or [f, Théoréme 4.2.5]), because we use the underlying group structure in an
essential way. In particular, this allows to replace the estimate of the inverse
map of the Lie algebra action at an arbitrary tangent plane, by an estimate of
the vectors tangent at the origin. Our proof relies on the iterative method used
by Kolmogorov and Arnold in their proof of the invariant tori theorem [E, @
The theorem of this note will be used in subsequent works.

1. Un espace vectoriel E est dit échelonné s’il est réunion des éléménts d’une
famille décroissante de sous-espaces de Banach (FEy), s €]0, 1], telle que les inclusions
E.i s, C Eg, 0 > 0, soient de norme au plus 1. Nous noterons Bf la boule unité de
FEs centrée en 'origine et Bg 'union de ces boules.
Une application linéaire u : F — F entre deux espaces vectoriels échelonnés est
k-bornée si :
N(u) := sup UkM < 400.
s<s+0, tEF 4o |x|5+0

De méme, une variété topologique X est dite échelonnée si elle est munie d’une
famille croissante de variétés différentielles banachiques Xy C X modelées sur les
éléments d’un espace vectoriel échelonné E.
2. Supposons qu'un ensemble G = |J, G, soit muni & la fois d’une structure
de groupe et de variété échelonnée . La variété G5 n’étant pas nécéssairement un
groupe, les conditions de compatibilité sont plus subtiles que dans le cas des groupes
de Lie.
Par analogie avec la dimension finie, notons

exp :2B* - G, fr—ef, 01

Le premier auteur a bénéficié d’un financement de ’ANR (Project BLANCO07-3.187245,
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un paramétrage local de G par un homéomorphisme commutant aux inclusions des
échelles. Nous notons log 'inverse a gauche de cette application. Nous dirons que la
structure de variété échelonnée (G,) fait de G un groupe échelonné s’il existe £ > 0
tel que la loi interne induise des applications :

B, x oB! —exp ((1+0)BY) C Gy, (&) — ee”
vérifiant les conditions :

{ | log (e ") |

1€ls1o + |nls

<
< ’1071|§|s+2d|77|s-

[logete — & — 1l
pour tous £ € BY ,,, n € oBS.

3. Une action de groupe échelonné G = |J G5 sur un espace vectoriel échelonné
E =|J E; est une action du groupe G sur E qui induit des applications :

(0B%) X Egyo — Es,  (&,2) — €S,
Une telle action induit une action infinitésimale de g :

(¢ 2)
t=0

d
g D Es, =
3 +o {x dt

pour tout & € gs. Nous dirons que I'action vérifie une condition (A;), ¢ > 1, si :

(A.) ‘(ef)_l (50;3)‘ < co YE2 oy, pour tout £ € BY, .

ol O désigne 'origine dans E.

4. L’exemple que nous avons en téte est le suivant. Soit U un systeme fondamental
de voisinages d’'un compact K C C™. Notons F; 1'espace des fonctions holomorphes
sur U et continues sur ’adhérence de Us. Le groupe G des transformations bi-
holomorphes qui laissent K invariant peut étre muni d’une structure de groupe
échelonné qui satisfait une condition (A.) et qui définit une action échelonné sur
E = |JE;. La structure de groupe échelonné est donnée par la paramétrisation
ef :=1id + ¢ et I'action par gr = (a +x) 0 g~ — a avec g = ef.

Dans des travaux ultérieurs, nous considererons le cas ou n = 2k, et ou K est la
partie réelle d’'une variété lagrangienne complexe analytique et G C G est le groupe
des symplectomorphismes analytiques au voisinage de L qui fixent L.

THEOREME. Soit G = |J, Gs un groupe échelonné agissant sur un espace vecto-
riel échelonné E = |, Es. Supposons d’une part que l'action vérifie une condition
(A.), et que d’autre part Uapplication linéaire p : g — E, £ — £0g posséde un
inverse o droite j qui soit k-borné. L’espace E est alors localement G-homogéne,
plus précisément :
. . §2k+2
EBS C exp (Bsfé) OE, EZWW,
pour tout & €]0, s[ tel que § < 4N (5)"/(F+1),
5. L’hypothese sur j et la condition (A.) permettent de définir une application
. -1
¢:|J(0B%y,) =8, £ (5) €0g
s,0

et montrent que ’'on a :

|6(E)ls < eN(j)o el 20
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pour tout £ € oBY,,,. Fixons s < 1 et § < s avec § < 4N (j)Y/k+1)_ Soit z € eBE,
€ > 0, nous allons montrer que si € est choisit suffisamment petit alors les images
successives de j(x) par ¢, soit

&n = 0" (),

sont bien définies pour tout n > 0 et tendent vers 0 dans Bi s- Nous montrerons
ensuite que la suite (e° ... 57),,>¢ tend vers un élément g dans exp (B?_y). La suite
définie par :

To=2, Tpir= () @,

tend alors vers Og dans E(,_s)/2 de sorte que z = g 0.
Soit donc (s,,) la suite décroissant vers s — ¢ définie par :

S0 =S, Spt1 = Sp — 20, avec o, = 2_("+2)(5,

et posons :

<o N k—1y—2™
€= 160_0 H (CN(])UW ) .

m>0
Nous vérifierons, par la suite, que cette valeur de € coincide avec celle de 1’énoncé.

o
Remarquons tout d’abord I'on a (2_45) < 0p41 pour tout n > 0. Pour n =0
c’est évident et une récurrence sur n donne

n n—1 2
@70 = (2497 ") < (02) = 27205 < o,

Supposons construits les termes &g, ..., &N de la suite. Le lemme suivant montre
que &y appartient au domaine de définition de ¢ et que 'on peut par conséquent
construire la suite (&,) de proche en proche.

Lemme 1. Pour tout 0 <n < N, on a l'inégalité :

42"
[€nls,en < (2799)"
Démonstration. Nous allons montrer, par récurrence sur n, ’estimation :
[ PH.S (2_46 ,U*n)Qn avee ln = H (CN(j)U;k_l)_2im'
m>n+1

Cette estimation est plus précise que celle du lemme car, d’apres ’hypothese sur
8, on a cN(j)o,;F~1 > 1 pour tout m, donc p,, < 1. Pour n = 0, ’hypothese sur j
appliquée a & = j(x) montre que 'on a :
N —k N —k N —k _
|§0|51 < N(])UO |x|51+00 < N(])UO |£L'|50 < N(])UO e=2 45M0'
Supposons maintenant que |£, 1|, < (2746 ,un,l)2n71.
L’hypothese sur j et la conditionne (A.) donnent alors 'estimation :

€l = 06l ., < eN(or Y eu 2,

En utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient :

€nloy, < NG T @ 01)" = (270 )"

ce qui acheve la démonstration du lemme. (|
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6. Nous allons montrer que la suite définie par :
Yo = &0, Yny1 = log (™ et

peut étre construite de proche en proche et qu’elle converge dans la boule Bsg_ 5

Supposons construits les termes 7, ..., yn de la suite. Comme le groupe G est
échelonné, la loi interne induit une application
Bgnﬂ X Un+1B§n+2 - B§n+27 (7,€) — loge? et

Le lemme suivant montre que la suite (7,,) peut-étre construite de proche en proche
dans la boule BY ;.

<1.

Lemme 2. Pour toutn < N, on a Uinégalité |y, s, ., <

<

Démonstration. Nous allons montrer, par récurrence sur n, I'estimation |y, |s, ., <

GJn, avec
2n+1

go = 274; gn = (1 + 2,2"+1) Gn—1+ 27 .

Cette estimation est plus précise que celle du lemme parce que (g,,) est majorée
par 1. En effet, une récurrence sur n montre que l’on a :

1+gn= [] (1 + 2’2%1) ,
1<m<n

et par conséquent :

. w11
log(1 + g,) < 274 92" <94 274" — — L <log2.
og(l+gn) < +mz>l < +mz>1 6 28< og

Puisque 79 = &, U'estimation voulue est vraie au rang n = 0 d’apres le lemme EI
Supposons la propriété satisfaite au rang n — 1. Commme G est échelonné, on a :
-1
|”Yn|sn+1 < |§n|sn+1 +o, |§n|sn+1|7nfl|sn + |”Ynfl|sn-

Dans le membre de droite, d’apres le lemme m et ’hypothese de récurrence, les trois
~ . s . “on+1 _on+1

termes peuvent étre majorés respectivement par 2 2t , 272 " gn—1 €t gn—1, et

nous obtenons donc :

_on+1 onfl
|”Yn|sn+1 < (1+2 ’ )g”*1+2 2 = Gn,
ce qui démontre le lemme. ([
Lemme 3. La suite (v,) converge dans la boule B .

Démonstration. En substituant log (e%*l eg") a v, puis en appliquant 'inégalité
triangulaire, nous obtenons :

[V — 7"71|Sn+1 < |§n|sn+1 + |log e ! etn — Tn—1 — §n|sn+1-

En utilisant le fait que G est échelonné, le membre de droite se simplifie :

|'Yn - 7"71|Sn+1 < |§n|sn+1 + ”U;1|7n71|sn|§n|sn+1v

et par conséquent, en utilisant le lemme , il vient :

_on+2 _on+1 _on+1
|'Yn - 'Yn71|sf5 S |'Yn - '-Yn71|sn+1 S 2 2 + /52 2 S (1 + ’%)2 2 )

d’oti la convergence souhaitée. O
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Il ne nous reste plus qu’a calculer e. En substituant 2~("*t2)§ & ¢, dans la
définition de € on obtient :

—m

k41 2
g = E H X 5 )
4 cN(])Z(k+1)(m+2)

m>0
soit
c ort1 k+1
loge = log— + 27" ) log ——— — 27" | log 2
& &7 > & N (j)ak dom &
m>0 m>0
ce qui donne bien la valeur annoncé car ) .,27™ = > _ m2™™ = 2. Le
théoreme est démontré. - B
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