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LES NŒUDS DELORENZ

par Pierre Dehornoy1)

RÉSUMÉ. Cet article est un exposé de synth̀ese sur les nœuds de Lorenz. Nous décrivons la construction
initiale, d́emontrons de façon précise un certain nombre de propriét́es classiques, en particulier le fait que la clôture
d’une tresse positive est un nœud fibré, et explicitons la correspondance de Ghys entre nœuds modulaires et nœuds
de Lorenz. Par ailleurs, nous montrons deux propriét́es nouvelles,à savoir que, suivant la correspondance de
Ghys, les images des orbites triviales forment un sous-groupe du groupe des classes, et, d’autre part, que l’image
réciproque d’unélément du groupe des classes et de son inverse sont des orbitesisotopes.

ABSTRACT. This article is a survey on Lorenz knots. We describe the original construction, prove several
classical properties, in particular the fact that the closure of a positive braid is a fibered knot, and describe
Ghys’correspondance between modular knots and Lorenz knots. We also prove two new properties, namely that
following Ghys’ correspondance, the images of trivial orbits of the Lorenz flow form a subgroup of the class
group, and that the reverse images of an element in the class group and of its inverse are isotopic orbits.

Les nœuds de Lorenz sont les nœuds qui peuventêtre ŕealiśes comme orbites périodiques du flot
géoḿetrique de Lorenz. Tous les nœuds ne sont pas des nœuds de Lorenz : par exemple, le nœud trivial
et le nœud de trèfle en sont, mais pas le nœud de huit ; plus géńeralement, on ne compte que vingt
nœuds de Lorenz parmi les nœuds ayant au plus seize croisements. Pourtant, la famille des nœuds de
Lorenz est vaste, puisque tous les nœuds toriques et tous lesnœuds alǵebriques sont des nœuds de
Lorenz. Introduits par J. Birman et R. Williams en 1983, ces nœuds ont fait l’objet de travaux assez
nombreux, car ils possèdent de riches propriét́es et de multiples facettes. On sait depuis les travaux
de R. Ghrist qu’il existe un flot non singulier dansR3 tel que tout nœud est réaliśe comme orbite
périodique dudit flot; mais le résultat ne fournit en ǵeńeral aucun contr̂ole des nœuds ainsi engendrés.
A l’opposé, la combinatoire sṕecifique du flot de Lorenz, qui s’exprime par des liens avec lesmots
de Lyndon et les diagrammes de Young, donne accès pour les nœuds de Lorenzà des param̀etres
topologiques comme le genre ou l’indice de tresse qui sont difficiles à calculer dans le cas géńeral.
De la sorte, la famille des nœuds de Lorenz apparaı̂t comme unéetape naturelle dans uneétude des
nœuds partant des plus simples et allant progressivement vers davantage de complexité : plus riche que
celle des nœuds toriques ou celle des nœuds algébriques, la famille de nœuds de Lorenz est néanmoins
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assez petite pour qu’une description effective des propriét́es de seśeléments soit possible. Récemment,
l’int érêt port́e à ces nœuds áet́e renforće par la d́ecouverte paŕE. Ghys d’une correspondance naturelle
entre les nœuds de Lorenz et les nœuds dits modulaires, qui apparaissent comme orbites périodiques du
flot géod́esique sur la surface modulaire, un certain orbifold lié à l’arithmétique des corps quadratiques
et à la ǵeoḿetrie hyperbolique.

Ce que nous faisons dans ce texte, c’est principalement de passer en revue les propriét́es des nœuds
de Lorenz connues̀a ce jour. La plupart des démonstrations sont seulement esquissées,à l’exception de
quelques-unes qui, dans la littérature, apparaissent de façon schématique ou dans un contexte différent,
et que nous pŕesentons ici de façon détaillée. Par ailleurs, nouśetablissons deux résultats nouveaux
dans la ligńee de la correspondance de Ghys,à savoir, d’une part, que, pour tout ordre d’un anneau
d’entiers quadratiques, les classes d’idéaux dont l’image par la correspondance de Ghys est un nœud
trivial forment un sous-groupe du groupe des classes de la forme (Z/2Z)d dont la multiplication peut
être d́ecrite de façon explicite, et, d’autre part, que deuxéléments inverses l’un de l’autre dans le
groupe des classes ont pour image le même nœud par la correspondance de Ghys.

Le plan de l’article est le suivant. Dans une première partie, on effectue un bref rappel historique
sur l’origine des nœuds de Lorenz. Puis on introduit les nœuds de Lorenz̀a partir du patron de Lorenz,
qui est une surface branchée deR3 li ée à la dynamique d’un certain système diff́erentiel chaotique. Un
intermède est alors d́edíe à le th́eorie des surfaces branchées. On d́eduit ensuite un codage des nœuds
de Lorenzà l’aide des mots de Lyndon, qui sont des mots particuliers sur un alphabet̀a deux lettres.
Ce codage permet d’énuḿerer syst́ematiquement tous les nœuds de Lorenz, et il està la base de toute
l’ étude ult́erieure. Notre exposition ici est basée sur l’article original de J. Birman et R. Williams [5],
à l’exception de la section 1.3, et des sections 1.6 et 1.7 où nous d́eveloppons une nouvelle variante
moins redondante du codage initialà l’aide de diagrammes de Young.

La deuxìeme partie est consacréeà l’étendue de la famille des nœuds de Lorenz età leurs principales
propríet́es topologiques. On montre que tout nœud de Lorenz est premier. On y explique que tous les
nœuds toriques et tous les nœuds algébriques sont des nœuds de Lorenz, le cas des nœuds algébriques
se d́eduisant d’unéetude plus ǵeńerale des nœuds de Lorenz qui sont des nœuds satellites. On montre
ensuite que tout nœud de Lorenz est un nœud fibré, et on en d́eduit une formule pour le genre des
nœuds de Lorenz, ainsi qu’un critère permettant d’exclure certain nœuds de la liste des nœudsde
Lorenz. Les ŕesultats de cette partie apparaissent principalement dansles articles [5], [17], et [52].
Pour ce qui est du caractère fibŕe, il est d́eduit dans [5] de ŕesultats ǵeńeraux de Stallings [46]. Il
peut également̂etre d́eduit de travaux de K. Murasugi [38] et D. Gabai [19, 20] sur les fibrations. Dans
le cas de nœuds qui sont clôtures de tresses positives, l’argument est spécialement simple et visuel.
Comme il semble n’avoir jamaiśet́e rédiǵe, tout au moins de façon concise, nous le détaillons ici.

Dans la troisìeme partie, nous poursuivons l’étude topologique des nœuds de Lorenz. On introduit la
famille des tresses de Birman-Williams, qui fournit une nouvelle façon d’exprimer un nœud de Lorenz
comme cl̂oture d’une tresse positive, et on en déduit une d́etermination explicite de l’indice de tresse
d’un nœud de Lorenz comme nombre de brins d’une tresse de Birman–Williams associée. Le ŕesultat
original est d̂u à J. Franks, H. Morton et R. Williams [18]. Nous proposons iciune version complète de
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la démonstration basée sur l’introduction d’une variante du polynôme HOMFLY.

La quatrìeme partie est consacrée à la correspondance de Ghys entre les nœuds de Lorenz et les
orbites ṕeriodiques du flot ǵeod́esique sur la surface modulaire, lesquelles sont intimement li éesà des
objets tr̀es usuels de la théorie des nombres depuis Gauss,à savoir les classes de conjugaison de
matrices dans SL2(Z) , les classes de formes quadratiquesà coefficients entiers et les classes d’idéaux
dans des corps quadratiques. Pour expliquer ce lien entre topologie et arithḿetique, nous partons de la
correspondance naturelle entre les classes d’idéaux dans certains corps quadratiques et les classes de
conjugaison dans SL2(Z) , qu’on peut caractériser en termes de mots de Lyndon. On en déduit le lien
entre les nœuds modulaires et les nœuds de Lorenz qui constitue la correspondance de Ghys. Notre
exposition dans cette partie est basée sur [9] et [24]. Par ailleurs, c’est là que nouśetablissons les
deux ŕesultats nouveaux mentionnés plus haut concernant les orbites représentant l’́elément neutre du
groupe des classes (théor̀eme 4.19) et les orbites représentant deśeléments inverses l’un de l’autre
(proposition 4.20).

Enfin, dans une brève cinquìeme partie, nous mentionnons quelques questions ouvertes mettant en
jeu les nœuds de Lorenz. L’une des plus fascinantes concernela possibilit́e de d́efinir directement sur
les nœuds de Lorenz une multiplication qui serait la contrepartie de celle des classes d’idéaux d’un
ordre d’un corps quadratique.

Remerciements. Je remercie vivement́Etienne Ghys pour m’avoir inité aux nœuds de Lorenz,
m’avoir guid́e pendant ce travail, et pour de passionnantes conversations. Je remerciéegalement Hugh
Morton pour avoir partaǵe son exṕerience sur les nœuds de Lorenz et réponduà plusieurs de mes
questions. Je remercie Maxime Bourrigan et les deux referees d’une version pŕećedente pour de
nombreuses remarques, ayant en particulier permis de levercertaines impŕecisions.

1. DESCRIPTION COMBINATOIRE DES NŒUDS DELORENZ

Cette premìere partie introduit les nœuds de Lorenz et leur codage par des mots de Lyndon et des
diagrammes de Young. Dans la section 1.1, nous rappelons le contexte du système diff́erentiel chaotique
de Lorenz, puis, dans la section 1.2, nous introduisons le patron de Lorenz qui permet de modéliser
géoḿetriquement le comportement des solutions du système de Lorenz. La section 1.3 est un intermède
introduisant la th́eorie des patrons qui áet́e d́erivée de l’́etude des nœuds de Lorenz. La section 1.4
est consacŕee au codage des orbites périodiques du flot de Lorenz, donc des nœuds de Lorenz,à l’aide
de mots de Lyndon. Dans la section 1.5, nous montrons que toutnœud de Lorenz est clôture d’une
tresse de permutation particulière. Dans la section 1.6, nous montrons comment réduire la redondance
du codage en introduisant les mots de Lyndon dits minimaux, puis, dans la section 1.7, nous passons
au langage des diagrammes de Young.
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1.1 LE SYST̀EME DE LORENZ, GUCKENHEIMER ET WILLIAMS

En 1963, le ḿet́eorologiste E. N. Lorenz a exhibé un syst̀eme dynamique aux propriét́es remar-
quables [32]. Issu d’un modèle simplifíe de convection atmosphérique, il est d́ecrit par leséquations
diff érentielles

(1.1) ẋ = −10x+ 10y, ẏ = rx − y− xz, ż= −8/3z+ xy,

où r est un param̀etre ŕeel proche de 24. Ce système induit un flot d́eterministe surR3 : le pasśe et le
futur d’un point deR3 sont d́etermińes par sa seule position. Par contre, (1.1) est un système chaotique,
au sens òu une petite perturbation du point de départ change l’allure globale de l’orbite qui en est
issue. Bien avant Lorenz, l’existence de systèmes chaotiques avaitét́e observ́ee par H. Poincaré dans le
cadre du probl̀eme des trois corps [40] et par J. Hadamard pour le flot géod́esique sur des surfacesà
courbure ńegative [29]. Pourtant, l’exemple de Lorenz, peut-êtreà cause de son origine mét́eorologique,
ou peut-̂etre à cause de la simplicité deséquations qui le d́ecrivent, a suscité un grand engouement, se
trouvant m̂emeà l’origine du populaire« effet papillon» [33].

Quand on effectue des simulations numériques deséquations de Lorenz (1.1), on observe le
phénom̀ene suivant : l’orbite issue de presque tout point semble plonger tr̀es vite vers une surface
branch́ee, puis, une fois au voisinage de celle-ci, l’orbite décrit une suite de tours autour de deux
points critiques, dans un ordre apparemment aléatoire (figure 1.1). Ayant observé ce ph́enom̀eme,
J. Guckenheimer a suggéré un mod̀ele ǵeoḿetrique simple pour d́ecrire les orbites de ce système [27],
à savoir une surface deR3 munie d’un semi-flot imitant la dynamique observée nuḿeriquement et le
long de laquelle s’enroulent les orbites. Ce modèle de Guckenheimer a ensuiteét́e étudíe et enrichi
dans des travaux communs avec R. Williams [28, 51], où il est notamment́etabli que le mod̀ele est
persistant, c’est-̀a-dire qu’une perturbation de classeC0 du champ de vecteurs mèneà un syst̀eme du
même type que celui de Lorenz. La corrélation entre les mod̀eles de Lorenz et de Guckenheimer, et
en particulier le fait que les orbites de Lorenz s’accumulent effectivement le long du patrońetudíe par
Guckenheimer et Williams, n’a en fait jamaisét́e compl̀etement prouv́ee. En 1999, W. Tucker [49, 50]
a montré que les orbites du flot de Lorenz s’accumulent le longd’un patron, qui est du type de celui
prédit par Lorenz. Cependant, rien ne garantit que ce patroncontienne autant d’orbites que celui de
Guckenheimer-Williams. Ce dernier est donc une sorte de sur-patron du flot de Lorenz, c’est-à-dire
qu’il décrit toutes les orbites du flot de Lorenz, et peut-être un peu plus2).

Le flot géoḿetrique de Guckenheimer et Williams contient une infinité d́enombrable d’orbites
périodiques. Au d́ebut des anńees 1980, J. Birman et R. Williams ont initié l’étude de ces dernières du
point de vue de la th́eorie des nœuds [5]. Cette approche suit l’idée, attribúee à Poincaŕe, d’étudier un
syst̀eme dynamiquevia ses orbites ṕeriodiques. De ce point de vue, il est trop tôt pour d́ecider si cette
tâche aét́e réaliśee. Par contre, nous allons voir que les nœuds de Lorenz sont une famille riche du
point de vue de la th́eorie des nœuds.

2) Avec le vocabulaire de la définition 1.3, il n’est pas garantique toutes les suites enL et R apparaissent comme codes
d’orbites du flot de Lorenz, voir aussi la remarque 1.9
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FIGURE 1.1

Une simulation numérique des équations de Lorenz (1.1). Partant d’un point générique, le flot
s’accumule sur une surface et tourne autour de deux points critiques.

1.2 LE PATRON DE LORENZ

Dans la suite de cet article, nous délaissons les systèmes diff́erentiels et repartons du modèle
géoḿetrique sugǵeré par Lorenz, Guckenheimer et Williams. On rappelle qu’étant donńe un champ de
vecteursX sur une surfaceS, on appelleflot de X l’application Φ de R × S dans S dont la d́erivée
en t = 0 cöıncide avecX et qui, pour tout pointP de S, vérifie

Φ(t1 + t2,P) = Φ(t1,Φ(t2,P)),

c’est-̀a-dire queΦ(t,P) décrit l’orbite partant deP le long du champX , lorsqu’une telle application
existe. Unsemi-flotest une application semblable, mais définie seulement surR+ × S.

DÉFINITION 1.1. (Voir figure 1.2.) (i) Le patron de Lorenzest la surface branchée deR3 obtenue
comme suit. On part de quatre bandes rectangulaires ouvertes B1, . . . ,B4 , munies chacune d’un champ
de vecteurs parallèle à deux ĉotés oppośes. Ces bandes sont déformées et recolĺees le long de trois
axes A,A1 et A2 comme montŕe sur la figure. La surface branchée obtenue est munie du champ de
vecteurs obtenu en recollant les champs des quatre bandes.

(ii ) On appellesemi-flot de Lorenzle semi-flot engendré par le champ de vecteurs du patron de
Lorenz. L’axe A est identifíe au segment ]0, 1[ de sorte que l’abscisse du pointM où la surface se
sépare soit 1/2, et que l’application de premier retour sur l’axeA en suivant le flot, qu’on note pr,
soit identifíee à la fonction t 7→ 2t mod 1.

Par construction, le patron de Lorenz est une surface ouverte, branch́ee le long deA. Le champ de
vecteurs est d́efini en tout point, sauf au pointM où la surface se sépare. Par conséquent, le semi-flot
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est d́efini sur toute la surface privée des pŕeorbites du pointM . En particulier, il n’est pas d́efini pour
les points deA dont l’abscisse est de la formem/2n pour m et n entiers. En suivant le semi-flot
à partir d’un pointP de A diff érent deM , on recoupeA apr̀es un temps fini. Par contre, le passé
n’est pas d́efini : le long deA, chaque point a deux préorbites, on a donc bien affairèa un semi-flot.
Néanmoins, par habitude autant que par commodité, nous utilisons ici l’appellationflot.

Dans la suite, on s’intéresse aux orbites du flot de Lorenz, et particulièrement aux orbitespériodiques.
Consid́erons par exemple l’orbite issue du pointA d’abscisse 1/7. En suivant le semi-flot, elle fait le
tour de la boucle gauche du patron, passe par le point 2/7, suit la boucle gauche, arrive au point 4/7,
suit la boucle droite, et, enfin, revient au point 1/7. On a donc une orbite périodique qui coupe trois
fois l’axe du patron. Sur la figure 1.2 sont représent́ees les orbites passant par les points d’abscisses 1/7
et 3/7. On verra que le flot de Lorenz contient une infinité d’orbites ṕeriodiques. On appellepériode
d’une telle orbite le nombre d’intersections de celle-ci avec l’axe du patron. Ce qui nous intéresse ici
est le fait que de telles orbites périodiques peuvent former des nœuds non triviaux.

DÉFINITION 1.2. Un nœudest une classe d’isotopie de plongement du cercleS1 orient́e dans
l’espaceR3 orient́e. Un entrelacsest une classe d’isotopie de plongements de plusieurs cercles dans
l’espace3).

Un nœudK est appeĺe nœud de Lorenzs’il existe une orbite ṕeriodiqueγ du flot de Lorenz sur
le patron de Lorenz représentantK , c’est-̀a-dire dontK est la classe d’isotopie.

À partir d’un nœudK , on obtient naturellement le nœudoppośe K̃ en renversant l’orientation
de S1 , et deux nœudsmiroirs par syḿetrie de K et K̃ par rapportà un plan. En ǵeńeral, ces quatre
nœuds ne sont pas isotopes. Cependant, nous verrons que toutnœud de Lorenz est isotopeà son oppośe
(proposition 4.20). Par contre, leurs images-miroir ne sont pas des nœuds de Lorenz (corollaire 2.28),
en particulier, elles ne leurs sont pas isotopes.

1.3 INTERMÈDE: LA THÉORIE DES PATRONS ET LE PATRON UNIVERSEL DEGHRIST

Après l’introduction du patron ǵeoḿetrique de Lorenz par Guckenheimer, et l’étude de ses orbites
périodiques initíee par Birman et Williams, unethéorie des patrons(templatesen anglais) áet́e lanćee,
en tant que branche de la théorie des nœuds, en particulier par R. Ghrist, Ph. Holmes et M. Sullivan [23].
Le but est de relier des propriét́es des orbites ṕeriodiques d’un patroǹa la seule forme du patron et
à son plongement dansR3 . Par exemple, un analogue du théor̀eme d’Alexander selon lequel tout
entrelacs peut̂etre ŕealiśe comme cl̂oture d’une tresse existe pour les patrons, ainsi que des analogues
des mouvements de Reidemeister.

Notons que la classe d’isotopie d’une orbite périodique du flot ǵeoḿetrique de Lorenz d́epend du
plongement du patron dansR3 . On obtient une infinit́e de plongements différents en ajoutant un nombre

3) On troque parfois l’espace ambiantR3 contre son compactifíe d’Alexandroff, la sph̀ere S3 . Ce sera notamment le cas
dans les sections 2 et 4 de ce survol. Ceci ne change pas les classes d’isotopies considéŕees.
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FIGURE 1.2

Le patron de Lorenz. Le dessin du haut représente le patron projeté sur un plan horizontal. Les
segments A,A1 et A2 sont les axes de recollement des bandes B1, . . . ,B4 , le segment A étant l’axe de
branchement du patron. Le flot de Lorenz est figuré en pointillés. L’abscisse du point M est 1/2, la
surface s’y sépare et le flot n’y est pas défini. Le dessin du bas montre le patron sous la forme d’un

livre à trois pages.

arbitraire de tours sur chacune des deux branches du patron.Plus pŕeciśement, on associèa chaque
couple d’entiers relatifs (p, q) un patron L(p, q) obtenuà partir du patron de Lorenz en rajoutantp
demi-tours sur la branche gauche, etq demi-tours sur la branche droite, comme sur la figure 1.3.4)

Les nœuds associés à des orbites ṕeriodiques du flot d́efini sur ces attracteurs de Lorenz géńeraliśes
dépendent fortement des entiersp et q. Cependant,̀a l’aide d’arguments visuels de déformations et de
découpages simillaires̀a ceux de la figure 3.1, M. Sullivan montre que pour toutn entier, tout entrelacs
réaliśe par une collection finie d’orbites périodiques deL(0, n) l’est également par une collection
d’orbites deL(0, n− 2) [47]. Ainsi, rajouter des tours négatifs sur une des deux branches du patron

4) Si p ou q est impair, on obtient ainsi un patron non orientable.
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de Lorenz ne peut qu’enrichir la famille des nœuds réaliśes.

FIGURE 1.3

À gauche, un patron de Lorenz généralisé L(−2, 3). À droite, le patron universel de Ghrist.

En 1996, Ghrist [22] a exhib́e un patronuniversel U, au sens òu tout entrelacs est réaliśe par un
ensemble d’orbites ṕeriodiques deU . En fait, on retrouveU commesous-patronde L(0,−1) et de
L(0,−2), impliquant que les patronsL(0,−n) sont universels pour tout entiern strictement positif.
Signalons que si tout nœud est réaliśe par une orbite ṕeriodique deU , il n’est pas facile, pour un nœud
donńe, de pŕedire la longueur minimale d’une telle orbite. Les bornes données par la démonstration de
Ghrist sont exponentielles, et ne permettent par exemple pas de savoir si le nœud de huit est réaliśe
par une orbite ṕeriodique deU coupant moins de 11.358.338 fois un des axes deU ! 5)

Dans cet article, et plus géńeralement quand on parle de nœuds de Lorenz, on ne s’intéresse qu’au
plongementL(0, 0) du patron de Lorenz montré sur la figure 1.2 qui, lui, n’est pas universel.

1.4 CODAGE DES ORBITES

On cherche maintenantà d́ecrire l’ensemble des orbites périodiques du flot de Lorenz. Pour cela,
on associèa toute orbite du flot de Lorenz un mot sur un alphabetà deux lettres. Restreinte aux orbites
périodiques et aux mots dits de Lyndon6) , la correspondance ainsi définie est bijective.

DÉFINITION 1.3. Soit γ une orbite du flot de Lorenz. En suivantγ à partir d’un pointP de l’axe
A et en notantL chaque fois queγ coupe l’axeA apr̀es avoir fait un tour de l’attracteur gauche du
patron, etR chaque fois queγ coupe l’axeA apr̀es un tour de l’attracteur droit, on associeà γ un
mot infini en les lettresL et R, appeĺe codede γ et not́e c(γ,P) .

5) Il semblerait qu’une recherche informatique exhaustive exhibe un nœud de huit coupant seulement 25 fois l’un des axes
du patron, voir la th̀ese de Vadim Meleshuk [35].

6) Les mots de Lyndon apparaissent dans un tout autre contexte comme codes d’une base de l’algèbre de Lie libre [3, 7, 34].
Cependant, [41] rappelle qu’ilśenum̀erent naturellement les classes de formes quadratiques et les classes de conjugaison du
groupe PSL2(Z) . Comme nous allons montrer dans la section 4 que les nœuds deLorenz, à travers leur correspondance avec
les nœuds dits modulaires, admettent uneénuḿeration simillaire, nous utilisons dès maintenant l’appellationmot de Lyndon.
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Une orbiteγ est ṕeriodique de ṕeriode n si et seulement si le code deγ est lui-m̂emepériodique
de ṕeriode n, au sens òu il existe un (unique) motw de longueurn tel que c(γ,P) est le mot infini
wwww... On dit alors quew est uncode ŕeduit de γ relativementà P, et on le note cr(γ,P) .

Le code d’une orbiteγ dépend du choix du point de départ P : par exemple, si on part du point
de premier retour pr(P) , le code associé c(γ, pr(P)) est le mot obtenùa partir de c(γ,P) en effaçant la
premìere lettre. Pour associerà chaque orbite ṕeriodique du flot de Lorenz un code réduit ind́ependant
du point de d́epart, on fixe un ordre lexicographique sur les mots enL et R et on choisit comme
repŕesentant distingúe celui des divers codes réduits de l’orbite, qui est le plus petit vis-à-vis de cet
ordre. Ceci revient̀a attribuer un rang aux lettres successives d’un code, correspondant̀a l’ordre selon
lequel on rencontre les points d’intersection de l’orbite avec l’axe du patron de Lorenz quand on le
parcourt de gauchèa droite.

DÉFINITION 1.4. Soit w un mot de longueurn sur l’alphabet{L,R} . On appelledécaĺe de w le
mot obtenu en d́eplaçant la première lettre dew en queue de mot. On le note déc(w) . Pour 16 i, j 6 n,
on d́eclare quei estavant j dans l’ordre de Lyndonassocíe à w si déci−1(w) préc̀ede d́ecj−1(w) dans
l’ordre lexicographiquéetendantL < R. On note alorsi <w j .

Par exemple, siw est le motLLRLR, on a 1<w 4 car le mot d́ec3(LLRLR) est LRLLR, qui est
plus grand lexicographement queLLRLR. On trouverait de m̂eme 1<w 4 <w 2 <w 5 <w 3.

LEMME 1.5. Soit γ une orbite ṕeriodique de ṕeriode n du flot de Lorenz issue d’un point P
de l’axe A. Pour1 6 i, j 6 n, le point pri−1(P) est à gauche du pointprj−1(P) sur l’axe A si et
seulement si on a i<cr(γ,P) j .

Démonstration. Notons w le mot cr(γ,P) et x l’abscisse du pointP. Par construction, pr est
l’application t 7→ 2t mod 1 ; comme l’orbiteγ est ṕeriodique, elle ne passe jamais par le pointM
d’abcisse 1/2, donc x admet un d́eveloppement en base 2 unique. De plus, la position de pri−1(P)
dans la moitíe gauche ou droite de l’axeA détermine le i -ième chiffre du d́eveloppement dyadique
de x, le cas ambig̈u étant justement exclu. Par conséquent, si on remplace lesL par des 0 et lesR par
des 1 dansw , l’abscisse de pri−1(P) est 0, wiwiwi . . . , où wi désigne le mot d́eci−1(w) . Or l’ordre
canonique sur les réels correspond̀a l’ordre lexicographiquéetendant 0< 1 sur le d́eveloppement
dyadique, donc pri−1(P) est à gauche de prj−1(P) si et seulement siwi préc̀ede wj dans l’ordre
lexicographique.

REMARQUE 1.6. Soit P un point d’intersection deγ avec A et x son abscisse. Alors la condition
prn(P) = P se reformule en 2nx = x mod 1, soitx = m/(2n−1) pour un certainm entier. Les abscisses
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des points d’intersection deγ avec A sont alors les rationnels 2im/(2n − 1) mod 1. Inversement, on
vérifie que l’orbite issue tout point d’abscisse de cette forme est ṕeriodique7).

DÉFINITION 1.7. Un mot w de longueurn sur l’alphabet{L,R} est dit de Lyndonsi w est
primitif, c’est-̀a-dire s’il n’est pas de la formeuk avec k > 2, et si w préc̀ede lexicographiquement
déci(w) pour tout 16 i < n.

Par exemple, les motsL,R, LR, LLR, LRR, LLLR, LLRR, LRRR, LLRLR sont des mots de Lyndon. Par
contre LRL n’est pas de Lyndon puisque sont décaĺe LLR le préc̀ede lexicographiquement. Comme
tout mot primitif admet un unique décaĺe qui soit de Lyndon, on d́eduit que le nombreℓn de mots de

Lyndon de longeurn vérifie ℓn = 1
n

(
2n −

∑
k|n kℓk

)
, d’où ℓn ∼ 2n/n.

PROPOSITION1.8 ([5]). Pour chaque orbite ṕeriodiqueγ de ṕeriode n du flot de Lorenz, il existe un
et un seul mot de Lyndon de longueur n codantγ , et, inversement, tout mot de Lyndon de longueur n
est code ŕeduit d’une orbite ṕeriodique de ṕeriode n du flot de Lorenz.

Démonstration. Soit γ une orbite ṕeriodique de ṕeriode n et P l’intersection deγ avec l’axeA
la plus proche du point critique de gauche. Alors le code réduit cr(γ,P) est un mot de Lyndon. En
effet, si cr(γ,P) est de la formeuk , alors le point pr|u|(P) est confondu avecP, donc on ak = 1,
et par conśequent le mot cr(γ,P) est primitif. D’autre part, d’apr̀es le lemme 1.5, les codes réduits
assocíes à d’autres points d’intersection deγ avec A sont apr̀es cr(γ,P) dans l’ordre lexicographique.

L’application ainsi construite est injective, car l’application pr de premier retour surA est dilatante,
donc les orbites issues de deux points distincts deA ne peuvent cöıncider sur un nombre infini de tours
conśecutifs autour de l’attracteur, et donc leurs codes non plus. Elle est surjective, puisque pour tout
mot infini w sur l’alphabet{L,R} non ultimement constant, et en particulier pour tout mot périodique
de ṕeriode au moins 2,w est le code de l’orbite issue du point d’abscisse0, w , où on a remplaće les
lettres L par des 0 et lesR par des 1.

Désormais, on appellecode de Lyndond’une orbite ṕeriodique l’unique mot de Lyndon qui la code.
Par exemple, le code de Lyndon de l’orbite issue du point d’abscisse 1/7 est le mot de LyndonLLR.
De même, celui de l’orbite issue de 5/31 est le mot de LyndonLLRLR.

REMARQUE 1.9. L’hypoth̀ese que l’application pr est identifiée à t 7→ 2t mod 1 est cruciale. Si,
par exemple, les deux bandesB1 et B2 du patron de Lorenz de la figure 1.2 sont collées, non avec
les parties ]0, 1/2[ et ]1/2, 1[ de l’axe A, mais avec les parties ]0, k0[ et ]k1, 1[, aveck0 < 1/2 < k1 ,
alors tous les mots possibles sur l’alphabet{L,R} ne sont pas ŕealisables comme suite des tours d’une

7) Si k est impair, d’apr̀es le th́eòeme d’Euler,k divise 2ϕ(k)
− 1, donc tout nombre rationnel̀a d́enominateur impair est

de la forme m
2n−1 .
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orbite du syst̀eme de Lorenz modifíe. On a alors un système Lk0,k1 dont l’ensemble des orbites est
un sous-ensemble de celui qu’on vient de décrire. Les nœuds de Lorenz correspondent au cas le plus
géńeral, òu tous les mots sont réaliśes par une orbite8).

1.5 TRESSES DELORENZ

D’après un th́eor̀eme ćelèbre d’Alexander [1], tout nœud est clôture d’une tresse9). Pour toute orbite
périodiqueγ du flot de Lorenz, on d́ecrit maintenant une tresse particulière dont la cl̂oture estγ .

On rappelle qu’̀a toute tresseb à n brins on associe une permutationπ de {1, . . . , n} en appelant
π(k) la position finale du brin initialement en positionk. Chaque permutationπ est associée à une
infinité de tresses. Par contre, il en existe une et une seule dont tous les croisements sont orientés
positivement10), c’est-̀a-dire que le brin venant d’en hautà droite passe au-dessus de celui venant de
gauche, et telle que deux brins quelconques se croisent au plus une fois. Cette tresse est appelée tresse
de permutation associée à π .

THÉORÈME 1.10 ([5], voir figure 1.4). Soit γ une orbite ṕeriodique du flot de Lorenz coupant
n fois l’axe A et coupant p fois la partie]0, 1/2[ de cet axe. Alorsγ est la cl̂oture d’une (unique)
tresse de permutatioǹa n brins. La permutationπ assocíee est un cycle, et elle vérifie

(1.2) 1< π(1) < π(2) < . . . < π(p) = n > π(n) > π(n− 1) > . . . > π(p+ 1) = 1.

Réciproquement, toute tresse de permutation telle qu’il existe une permutationπ qui est un cycle
et qui v́erifie (1.2) se referme en un nœud de Lorenz.

Dans le contexte ci-dessus, la tresse de permutation associée à γ est appeĺee la tresse de Lorenz
de γ , et la permutationπ est appeĺee lapermutation de Lorenzde γ .

Esquisse de la d́emonstration. Il s’agit de d́ecrire en termes de tresses la partie centrale du patron de
Lorenz tel qu’il est repŕesent́e sur la figure 1.2. On obtient une tresse de la forme de celle dela figure 1.4.
Comme l’application pr est croissante sur ]0, 1/2[, deux brins quelconques parmi lesp premiers ne se
coupent pas et on a 1< π(1) < π(2) < . . . < π(p) . Comme pr est aussi croissante sur ]1/2, 1[, deux
brins parmi lesn−p derniers ne se coupent pas non plus et on aπ(p+1)< π(p+2) < . . . < π(n) < n.

8) Guckenheimer et Williams montrent dans [28] que, si le flot géoḿetrique de Lorenz n’est passtructurellement stable,
au sens òu une petite perturbation du champ de vecteur le définissant ne le transforme pas en un champ conjugué, ce flot est
néanmoinspersistant, au sens òu une petite perturbation l’envoie sur un champ définissant un flot de typeLk0,k1 .

9) voir [6] pour une introductioǹa la th́eorie des tresses
10) Il existe deux conventions d’orientation des croisements pour les nœuds et pour les tresses, l’une utilisée majoritairement

par les théoriciens des nœuds (voir par exemple [26, p. 4]), l’autre par les dynamiciens (voir [23, p. 6]). Nous adoptons la
convention des noueurs et décrétons que les croisements de la figure 1.4 où tous les brins sont orientés de haut en bas sont
positifs. Cette convention implique par exemple que si un entrelacs se projette de sorte que les croisements entre ses composantes
sont positifs, alors chaque composante coupe positivementune surface bordée par une autre composante. La convention des
dynamiciens, qui est opposée, implique que si on part de courbes planaires de la forme (t, xi (t)) et qu’on les rel̀eve dans l’espace
en (t, xi (t), x′i (t)) , alors les projections horizontales se coupent positivement.
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p = 12 n− p = 16

t = 9n1 n2 m6 m4 m2

FIGURE 1.4

Un exemple de tresse de Lorenz. Les p premiers brins vont vers la droite et les n− p derniers vont vers
la gauche en passant par-dessus les premiers. Le pas t (définition 3.1) est le nombre de brins du

premier groupe qui finissent dans le second groupe. L’indice ni (définition 1.14) est le nombre de brins
du premier groupe qui passent par-dessous i + 1 brins du second groupe, l’indice mj est le nombre de

brins du second groupe qui passent par-dessus j + 1 brins du premier groupe.

Qu’un brin du premier groupe passe sous un brin du deuxième découle du plongement du patron montré
sur la figure 1.2. On a alors bien une tresse de permutation vérifiant (1.2). Comme on s’intéressèa un
nœud et noǹa un entrelacs, la permutation a un unique cycle.

Réciproquement, une tresseb de permutation, associée à une permutationπb vérifiant (1.2) et
n’ayant qu’un cycle, d́etermine un mot de Lyndonwb à n lettres comme suit : lai -ème lettre dewb

est un L si on a πi−1(1) 6 p et un R sinon. On v́erifie alors que la clôture de b est le nœud de
Lorenz admettantwb pour code de Lyndon.

EXEMPLE 1.11. La tresse de Lorenz associée à l’orbite issue du point d’abscisse 1/7 est la tresse
σ2σ1 dont la cl̂oture est un nœud trivial, et la permutation de Lorenz associée est le cycle (123). En
revanche, la tresse de Lorenz associée au point 5/31 estσ3σ2σ1σ4σ3σ2 dont la cl̂oture est un nœud
de tr̀efle, la permutation de Lorenz associée est le cycle (13524).

1.6 STABILISATION

La proposition 1.8 fournit unéenuḿeration de toutes les orbites périodiques de l’attracteur de
Lorenz. Cependant, des orbites différentes peuvent̂etre isotopes, c’est-à-dire repŕesenter le m̂eme nœud,
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et donc plusieurs mots de Lyndon peuvent coder le même nœud de Lorenz. Pour réduire la redondance
du codage, on introduit maintenant la notion de stabilisation d’une orbite et du mot de Lyndon associé.

Une transformation de Markov̀a droite sur une tresseb à n brins consistèa ajouter unn+1-ième
brin et un croisementσ±1

n (voir figure 1.5). Elle ne change pas la classe d’isotopie de la clôture de
la tresse. On remarque que, sib est une tresse de Lorenzà n brins, alorsbσn est encore une tresse
de Lorenz, cette fois-cìa n+ 1 brins. On peut de m̂eme introduire une transformation de Markovà
gauche : si on notẽb la tresseb où tous les indices des géńerateursσi ont ét́e augment́es de 1, alors
la tresseb̃σ1 est une tressèa n+ 1 brins dont la cl̂oture est la m̂eme que celle deb. Comme dans
le cas de la transformatioǹa droite, si b est de Lorenz, alors̃bσ1 est aussi de Lorenz. En termes
d’orbites sur le patron de Lorenz, les transformations de Markov reviennent̀a ajouter une petite boucle
faisant le tour d’un des deux points critiques de l’attracteur de Lorenzà la partie de l’orbite passant
le plus pr̀es de celui-ci. La ṕeriode est alors augmentée de un11).

FIGURE 1.5

Une transformation de Markov : la tresse b de Bn est remplacée par la tresse bσ±1
n de Bn+1 .

Il est alors facile de traduire l’invariance des nœuds par transformations de Markov en termes de
mots de Lyndon.

PROPOSITION1.12. Soit w un mot de Lyndon,wL le mot obtenu en ajoutant une lettre L en tête
de w et wR le mot obtenu en insérant une lettre R apr̀es la i -̀eme lettre dew , où i est maximal
pour l’ordre de Lyndon<w . Alors les orbites ṕeriodiques du flot de Lorenz ayantw , wL , et wR pour
codes de Lyndon respectifs sont isotopes.

Démonstration. Soit γ, γL et γR les orbites ayant pour codes de Lyndon les motsw,wL et wR.
Alors, par d́efinition du code, ajouter unL en t̂ete dew revient à ajouter une boucle faisant le tour de
point critique gauchèa l’orbite γ , soit, en termes de la tresse de Lorenz,à effectuer une transformation
de Markovà gauche. DoncγL est isotopèa γ .

De même, si i est maximal pour l’ordre de Lyndon associé à w , ajouter unR apr̀es la i -ème lettre
de w revient à effectuer une transformation de Markov,à droite cette fois, car, d’après le lemme 1.5,

11) En termes de permutations de Lorenz, une transformation de Markov à droite correspond̀a modifier le motif n 7→ i
en n 7→ n + 1 7→ i , et une transformation de Markov̀a gaucheà augmenter d’une unité tous les indices supérieurs à 1 et à
remplacer le motif 17→ i + 1 en t̂ete par 17→ 2 7→ i + 1.
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la i -ème lettre dew correspond̀a l’intersection deγ avec l’axe A située au plus pr̀es de l’attracteur
droit. Donc γR est isotopèa γ .

Avec les notations de la proposition 1.12, on dira queγL est obtenue parstabilisation à gauchèa
partir de γ , et queγR est obtenue parstabilisationà droite. De m̂eme, on dira quewL est obtenu par
stabilisation à gauchèa partir dew , et quewR est obtenu parstabilisation à droite.

Par exemple, les motsLLLRLR, LLLLRLR, LLRRLR, et LLLLRRRLR sont tous obtenus par
stabilisationà partir du motLLRLR. Les orbites associées sont donc toutes isotopes (en l’occurrence,
elles repŕesentent toutes des nœuds de trèfle).

Comme on peut stabiliser indéfiniment un mot de Lyndon sans changer le nœud correspondant,
nous d́eduisons :

COROLLAIRE 1.13. Tout nœud de Lorenz apparaı̂t comme classe d’isotopie d’une infinité d’orbites
périodiques du flot de Lorenz.

1.7 DIAGRAMMES DE YOUNG

Lorsqu’on le repŕesente comme sur la figure 1.4, le diagramme d’une tresse de Lorenz évoque un
diagramme de Young. On peut rendre cette correspondance formelle et, alors, les transformations de
Markov correspondent̀a une oṕeration simple sur les diagrammes associés.

On d́efinit une correspondance entre tresses de Lorenz et diagrammes de Young comme suit. Soit
b une tresse de Lorenz. Dans le diagramme en segments deb, on efface des fragments des brins de
façon à ne garder que les portions qui se trouvent entre deux croisements, voir figure 1.6. En tournant
et d́eformant la figure pour donnerà chaque segment une orientation horizontale ou verticale,on obtient
un diagramme de Young,́eventuellement complét́e par deux segments, l’un vers la droite sur l’axe
horizontal, l’autre vers le haut sur l’axe vertical.

FIGURE 1.6

À une tresse de Lorenz on associe un diagramme de Young, augmenté ici de deux segments à gauche et
à droite, en ne gardant que la partie épaissie de la tresse de Lorenz. Le pas t (définition 3.1) est égal à
la longueur du côté du carré grisé, plus 1. Pour tout i > 0, il y a alors ni colonnes de hauteur i et mi

lignes de largeur i .
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DÉFINITION 1.14. Soitγ une orbite ṕeriodique de Lorenz,b la tresse de Lorenz̀a n brins assocíee,
π la permutation de Lorenz etp le nombre de brins deb allant vers la droite, c’est-à-dire l’uniquep
vérifiant π(p) = n. Pour 06 i 6 n, on d́efinit

ni = card{j |π(j) − j = i + 1 etπ(j) < π2(j)}(1.3)

mi = card{j | j − π(j) = i + 1 etπ(j) > π2(j)}.(1.4)

Le diagramme de Young augmenté assocíe à b est le diagramme de Young ayant un mât gauche de
hauteurn0 , une base horizontale de longueurm0 , et ni colonnes de hauteuri . 12)

Les entiersni (resp. mi ) correspondent au nombre de brins du premier (resp.second) groupe passant
par-dessous (resp. par-dessus)i + 1 brins de l’autre groupe (voir figure 1.4).

Par exemple, le diagramme de Young complét́e assocíe à l’orbite de code de LyndonLLR est un
segment horizontal d’une unité de long. Le diagramme de Young associé au code de LyndonLLLRLR
est un diagrammèa deux cases avec un segment additionnel .

PROPOSITION 1.15. La correspondance ci-dessusétablit une bijection entre les tresses de Lorenz
et les diagrammes de Young augmentés.

Démonstration. Partons d’un diagramme de Young augmenté de largeurp−1 et de hauteurq−1.
On oriente le diagramme convenablement, on prolonge les segments, et on fait de chaque intersection un
croisement de tresse positif. La tresse ainsi obtenue est une tresse de permutation dont ni lesp brins de
gauche, ni lesq brins de droite ne se coupent entre eux. D’après la ŕeciproque dans le théor̀eme 1.10,
c’est une tresse de Lorenz. Il est clair que la correspondance ainsi d́efinie est la ŕeciproque de celle
décrite dans le chapeau de cette section.

PROPOSITION 1.16. Tout nœud de Lorenz peutêtre obtenu comme clôture d’une tresse de Lorenz
assocíee à un diagramme de Young standard (c’est-à-dire non augmenté).

Démonstration. Soit K un nœud de Lorenz, etb une tresse de Lorenz dont la clôture est K .
D’après la proposition 1.15, la tresseb correspondà un diagrammeT , a priori augment́e. Vue la
description de la correspondance entre tresses de Lorenz etdiagrammes de Young, supprimer un segment
additionnel horizontal dans un diagramme complét́e revientà effectuer une d́estabilisation gauche sur la
tresse associée, tandis que supprimer un segment vertical revientà effectuer une d́estabilisation droite.
Partant du diagrammeT , on arrive en un nombre fini d’étapes du type préćedent à un diagramme
standard. Par construction, celui-ci est associé au nœud initialK .

Par exemple, le nœud de trèfle est associé au tableau . Zérologiquement, le nœud trivial est
assocíe au tableau n’ayant aucune case.

12) On dit que le diagramme estaugment́e en raison du m̂at et de la base non standards qu’on lui a ajoutés.
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REMARQUE 1.17. En termes de mot de Lyndon, un diagramme de Young non augment́e correspond
à un mot w qui est minimal au sens òu, quand onôte à w la premìere lettre L , alors le motw′

obtenu n’est pas un mot de Lyndon et, quand onôte à w la lettre R dont la positioni est maximale
dans l’ordre de Lyndon<w , alors i n’est pas maximal dans<w′ . On d́eduit alors directement de la
proposition 1.16 que tout nœud de Lorenz peutêtre repŕesent́e par une tresse de Lorenz codée par un
mot de Lyndon minimal.

Par exemple, le mot de LyndonLLLRLR n’est pas minimal, puisque, si on luiôte le premierL ,
on obtient le motLLRLR, qui est un mot de Lyndon. De m̂eme, le mot de LyndonLLRRLR n’est pas
minimal. En effet, l’entier maximal dans l’ordre de Lyndon assocíe est 3 et, quand on̂ote la lettreR
en position 3, on obtientLLRLR, et 3 reste maximal dans l’ordre de Lyndon associé à ce dernier
mot. Par contre,LLRLR est minimal, puisque, d’une part,LRLR= (LR)2 n’est pas un mot de Lyndon
et, d’autre part, l’entier maximal dans l’ordre de Lyndon assocíe à LLRLR est 3, alors que l’entier
maximal dans l’ordre de Lyndon associé à LLLR est 4.

À ce point, on a donc une application qui associeà tout diagramme de Young un nœud de Lorenz,
et tout nœud de Lorenz est représent́e par au moins un diagramme de Young (standard, c’est-à-dire
non augment́e). La question de la redondance du codage ainsi obtenu se repose naturellement :

QUESTION1. Un nœud de Lorenz donné peut-ilêtre repŕesent́e par plusieurs diagrammes standards ?
par une infinit́e de diagrammes standards ?

Il est facile de voir que la ŕeponseà la premìere question est positive : le nœud de trèfle est
repŕesent́e par chacun des deux diagrammes de Younget , correspondant aux deux mots de
Lyndon minimaux LLRLR et LRLRR. Ce fait est un cas particulier d’un résultat plus ǵeńeral. On
appelletranspośe d’un diagramme le diagramme obtenu par symétrie autour de la première diagonale,
c’est-̀a-dire enéchangeant lignes horizontales et verticales.

PROPOSITION 1.18. Les orbites de Lorenz associéesà un diagramme de Young età son transpośe
sont isotopes.

Démonstration. Le patron de Lorenz est invariant par la rotation autour d’une droite passant par
le milieu M de l’axe etéchangeant les deux points critiques. Une orbite codée par un diagramme de
Young est alors envoyée sur l’orbite cod́ee par le diagramme transposé.

Par contre, ońetablira une ŕeponse ńegativeà la seconde question avec le corollaire 2.25 : un nœud
de Lorenz ne peut̂etre repŕesent́e que par un nombre fini de diagrammes de Young non augmentés.
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2. PROPRÍETÉS TOPOLOGIQUES DES NŒUDS DELORENZ

Dans cette partie, nouśetudions l’́etendue de la famille des nœuds de Lorenz, ainsi que leurs
principales propríet́es topologiques. Dans une brève section 2.1, nous observons que tout nœud de
Lorenz est premier. Dans la section 2.2, nous montrons que tout nœud torique est un nœud de Lorenz,
et que tout nœud satellite d’un nœud de Lorenz est de Lorenz, d’où il résulte que tout nœud algébrique
est de Lorenz. Puis, dans la section 2.3, nous montrons que tout nœud de Lorenz est fibré. Enfin, dans
la section 2.4, nous en déduisons les genres des nœuds de Lorenz, avec une application au codage par
les diagrammes de Young.

Pour la suite de l’article et pour plus de commodités, nous identifions la sphère S3 avec R3∪{∞} ,
et plongeons tous les nœuds considérés dansS3 .

2.1 PRIMALIT É

DÉFINITION 2.1. Un nœudK est dit premier s’il n’est pas somme connexe de deux nœuds
non triviaux.

Autrement dit, un nœudK est premier si, pour toute sphère S de dimension 2 coupantK en deux
points, l’une des deux boules ainsi délimitées contient une corde non nouée deK .

THÉORÈME 2.2 ([52]). Tout nœud de Lorenz est premier.

Sch́ema de la d́emonstration. Soit K un nœud de Lorenz etS une sph̀ere coupantK en deux
points. Le fait queK soit une orbite ṕeriodique sur le patron de Lorenz donne des contraintes sur la
position de S dans S3 et en particulier sur l’intersection deS avec le patron de Lorenz, lesquelles
se trouvent̂etre suffisamment fortes pour montrer que l’une des deux cordes d́elimitées parS est non
noúee.

2.2 NŒUDS TORIQUES, SATELLITES ET ALGÉBRIQUES

DÉFINITION 2.3 (voir figure 2.1). Soitp et q deux entiers relatifs premiers entre eux. Un nœud
est dit torique de type(p, q) s’il peut être traće sur la surface d’un tore orienté plonǵe de manìere
standard dansS3 , de sorte qu’il coupep fois chaque ḿeridien (orient́e) du tore, etq fois chaque
parall̀ele (orient́e). On le noteT(p, q) 13).

PROPOSITION 2.4 ([5]). Tout nœud torique de type(p, q) avec p et q positifs est un nœud de
Lorenz.

13) À l’aide d’une isotopie deS3 échangeant les faces externes et internes du tore, on montreque les nœudsT(p, q) et
T(−p,−q) sont isotopes. Par contre, les nœudsT(p, q) et T(p,−q) ne sont jamais isotopes.
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FIGURE 2.1

À gauche, le nœud T(4, 3) dessiné à la surface d’un tore. Au centre, la surface du tore est découpée le
long d’un parallèle et d’un méridien, puis dépliée, faisant apparâıtre un diagramme avec 12 croisements.

À droite, une tresse positive dont la clôture redonne le même diagramme. .

Démonstration. Par construction, le nœudT(p, q) est cl̂oture d’une tresse où p brins passent
parall̀ellement par-dessusq autres brins (voir figure 2.1). D’après le th́eor̀eme 1.10, une telle tresse est
une tresse de Lorenz.

Le nœud toriqueT(p,−q) est l’image-miroir deT(p, q) . Il est également obtenu comme clôture
d’une tresse òu p brins venant de gauche passent parallèllement par-dessousq autres venant de droite.
Par contre, ce n’est pas un nœud de Lorenz, l’orentation des croisements n’́etant pas la bonne.

DÉFINITION 2.5 (voir 2.3). SoitKc un nœud dansS3 et Ki un nœud dansS1 × D2 non isotope
à S1 × {0} . Étant donńes un voisinnage tubulaireNc de Kc et une identificationf de S1 × D2 avec
Nc , le nœud satellitede Ki sur Kc assocíe à f est le nœudf (Ki) . Si Ki est un nœud torique, on dit
aussi que le nœud obtenu est uncâblagede Kc .

REMARQUE 2.6. L’identification f est importante, puisque le satellite est détermińe à la fois par
Kc , Ki et par la classe d’isotopie def , c’est-̀a-dire par le choix d’un parallèle sur le toref (S1 × S1) ,
soit encore par le nombre d’enlacement entreKc = f (S1 × {0}) et f (S1 × {1/2}) .

La notion de satellite ǵeńeralise celle de somme connexe : s’il existex dans S1 et un disque
dansD2 × S1 isotopeà D2 × {x} couṕe une fois exactement parKi , alors tout satellite deKi sur Kc

est la somme connexe de ces deux nœuds.

PROPOSITION 2.7 ([5]). Si Kc est un nœud de Lorenz et T(p, q) un nœud torique, avec p, q > 0,
plonǵe naturellement dans un tore plein, alors le satellite de T(p, q) sur Kc assocíe à la trivialisation
donńee par le patron de Lorenz est encore un nœud de Lorenz.

La démonstration est esquissée sur la figure 2.3.
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Kc Ki

FIGURE 2.2

Exemple de construction d’un nœud satellite. Le nœud Kc est un nœud de trèfle (en haut à gauche), un
choix de parallèle est également figuré. Le nœud Ki est un nœud trivial dans S3 , mais pas dans le tore
solide (en haut à droite) dont on a également marqué un parallèle. Le satellite (au centre) est obtenu
en envoyant le tore sur un voisinnage tubulaire de Kc et en identifiant les deux parallèles marqués.

Étant donńee une courbe algébrique complexeH à singularit́es isoĺees dansC2 , identifié avecR4 ,
et un point P sur H , l’intersection KH,ε entre H et la sph̀ere ŕeelle de rayonε centŕee enP est un
entrelacs, avećeventuellement des points singuliers. Dans [36], J. Milnormontre que, pourε assez petit,
l’entrelacs KH,ε n’a pas de points singuliers, et par conséquent sa classe d’isotopie est indépendante
du rayon ε . Si P est un point ŕegulier de la courbe, alors l’entrelacs en question est le nœud trivial.
Par contre, siP est un point singulier irŕeductible, c’est un nœud, et il n’est jamais trivial.

DÉFINITION 2.8 ([36]). Un nœudK est ditalgébriques’il est la classe d’isotopie de l’intersection
d’une courbe alǵebrique deC2 , identifié avecR4 , avec une sph̀ere centŕee sur un point de la surface
et de rayon suffisamment petit.

EXEMPLE 2.9. Consid́erons le polyn̂ome P(x, y) = y3 − x2 . Pour tout ε , l’intersection Kε du lieu
d’annulation deP et de la sph̀ere de rayonε est d́efinie par x2 = y3 et |x|2 + |y|2 = ε . Étant donńe
un point (λ, µ) du nœudKε , ce dernier est alors paramétré par t 7→ (λe2iπt/2, µe2iπt/3) . Il s’agit d’un
nœud de tr̀efle.

PROPOSITION 2.10 ([5]). Tout nœud alǵebrique est un nœud de Lorenz.

Sch́ema de la d́emonstration. Il est d́emontŕe dans [15] et [36] que tout nœud algébrique peut̂etre
obtenu par ĉablages successifs̀a partir d’un nœud torique. La proposition 2.7 assure alors qu’à chaque
étape de ĉablage, le nœud obtenu est de Lorenz.

La réciproque de la proposition 2.10 est fausse. Par exemple, lenœud associé au mot de Lyndon
LRLR3LR3 n’est pas alǵebrique, puisque par exemple son polynôme d’Alexander a des racines de
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FIGURE 2.3

Construction d’un nœud satellite d’un nœud de Lorenz. On part d’un nœud de Lorenz Kc plongé dans
le patron de Lorenz, ici à gauche. On épaissit les brins de Kc en p brins parallèles, ici au milieu avec
p = 2. Au voisinage d’un quelconque des deux points critiques du patron, ici celui de droite, on fait

passer le brin le plus proche du point critique par-dessous ses p− 1 brins voisins. Cette opération peut
être répétée un nombre q premier avec p quelconque de fois, ici q = 1. D’après la réciproque dans le
théorème 1.10, la tresse obtenue est de Lorenz, et donc on obtient un nœud de Lorenz, à droite. Ce
nœud est le satellite de T(p, q) sur Kc associé à la trivialisation donnée par le patron de Lorenz.

module diff́erent de 1, au contraire de tous les nœuds algébriques. Le ŕesultat suivant, d̂u à M. El Rifai,
est une ŕeciproque partielle de la proposition 2.7.

THÉORÈME 2.11 ([17]). Tout nœud de Lorenz qui est un satellite d’un nœud de Lorenz est satellite
selon le sch́ema de la proposition 2.7, c’est-à-dire un ĉablage sur un nœud de Lorenz.

Sch́ema de la d́emonstration. L’id ée de base est la même que pour d́emontrer la primalit́e : si K
est un nœud de Lorenz qui est un satellite, alors il existe un tore T plonǵe de manìere noúee dansS3 ,
contenantK en son int́erieur mais ne contenant pas de boule contenantK . Encore une fois, le fait
que K soit une orbite ṕeriodique du flot de Lorenz donne suffisamment de contraintessur T et sur
son intersection avec le patron de Lorenz pour montrer qu’ilest un voisinage tubulaire d’un nœud de
Lorenz, et qu’en son intérieur le nœudK ne fait que tourner comme un nœud torique.

Ce dernier ŕesultat est sṕecialement int́eressant, puisqu’il d́etermine quels nœuds de Lorenz sont
algébriques, et, lorsque c’est le cas, comment ils apparaissent comme orbites ṕeriodiques du flot de
Lorenz.

2.3 CARACTÈRE FIBŔE

Le théor̀eme 1.10énonce une propriét́e capitale des nœuds de Lorenz,à savoir qu’ils peuvent̂etre
réaliśes comme cl̂otures de tresses positives. Une conséquence notable est le fait qu’ils sont fibrés.
D’une part, ceci permet calculer le genre des nœuds de Lorenz(proposition 2.23), et, d’autre part, cela
corrobore l’intuition que les nœuds de Lorenz sont des nœudssimples : la structure du complémentaire
d’un nœud fibŕe est bien mieux comprise que celle d’un nœud quelconque.
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DÉFINITION 2.12. SoitK un entrelacs orienté dansS3 . On appellesurface de Seifertpour K une
surface orient́ee de S3 dont le bord orient́e est K . On appellegenre de K le genre minimal d’une
surface de Seifert pourK .

Notons qu’un nœud est trivial si et seulement si il borde un disque dansS3 , donc si et et seulement
si son genre est nul.

FIGURE 2.4

Une surface de Seifert pour le nœud de Lorenz de code LLRLRRLR. La même construction fournit une
surface de Seifert, dite standard, pour toute clôture de tresse. D’après la proposition 2.22, cette surface

est de genre minimal dans le cas des tresses positives.

DÉFINITION 2.13. Un nœudK dans S3 est dit fibré si son compĺementairefibre sur le cercleS1 ,
c’est-̀a-dire s’il existe une surface de SeifertΣK pour K et un diff́eomorphismeh de ΣK préservant
le bord tels que le complémentaire deK dans S3 est isomorphèa ΣK × [−π, π]/(h(x),−π)∼(x,π) .

On remarque que, via l’isomorphisme de la définition 2.13, la projectionθ sur le deuxìeme facteur
définit une fonction deS3

r K sur S1 = [−π, π]/−π∼π qui poss̀ede les propríet́es suivantes14) :
(i) θ est lisse et sans point critique ;
(ii ) sur un voisinage tubulaireN(K) du nœud hoḿeomorphèa un tore pleinS1 ×D2 , la fonction θ

s’identifie à la fonction argument sur le facteurD2 .
Le nœud trivial est un exemple de nœud fibré. On part d’un cercle en ḿetal que l’on trempe dans

du savon liquide ; quand on ressort le cercle, le savon forme un disque bord́e par le nœud en ḿetal,
lequel est topologiquement trivial. En soufflant sur la pellicule de savon pour la gonfler jusqu’à son
éclatement, on d́efinit une fibration sur l’intervalle [0, π[ . En refaisant la m̂eme oṕeration en soufflant
de l’autre ĉoté, on d́efinit une fibration sur ]− π, 0].

14) On dit alors que couple (K, θ) est un livre ouvert dont K est la reliure et les fibresθ−1(t) sont lespages.
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RegardonsS3 comme la sph̀ere unit́e de C2 , c’est-̀a-dire comme l’ensemble des couples (z1, z2) de
nombres complexes vérifiant |z1|2+|z2|2 = 1. Pour toutλ dansC∪{∞} , l’ensemble{(z1, z2) | z1 = λz2}
est un nœud trivial dansS3 . Un entrelacs constitúe par une union quelconque de tels nœuds triviaux
est un entrelacs ditde Hopf: deux composantes distinctes ont un nombre d’enlacementégal à +1.
Par exemple, l’ensemble{(z1, z2) ∈ S3 | z1 = ±z2} est un entrelacs de Hopfà deux composantes.

PROPOSITION 2.14 ([36]). Tout entrelacs de Hopf est fibré.

Démonstration. Soit Hn un entrelacs de Hopf̀a n composantes. Par définition, il existe des
nombres complexesk1, . . . , kn différents de 1 tels queHn est l’intersection dansR4 de S3 et du lieu
d’annulation du polyn̂ome

Pn(z1, z2) =
n∏

k=1

(z1 − kiz2).

Pour toutθ dans [−π, π] , l’ensemble{(z1, z2) ∈ S3 | arg(Pn(z1, z2)) = θ} est une surface dont le bord
est Hn . L’argument du polyn̂ome P est alors une fibration deS3

r Hn sur S1 .

La démonstration pŕećedente peut̂etre adapt́ee pour montrer que tout entrelacs algébrique est
fibré [36]. Le ŕesultat principal de cette section est une géńeralisation qui implique en particulier que
les nœuds de Lorenz sont fibrés.

THÉORÈME 2.15 ([5, 46]). Tout entrelacs qui est clôture d’une tresse positive est fibré.

L’id ée de la d́emonstration que nous présentons est de construire de proche en proche une fibration
pour chaque tresse positive en ajoutant unà un les croisements. Comme l’entrelacs de Hopfà deux
composantes est fibré, on l’utilise comme briquéelémentaire. D’autre part, on peut recoller certaines
fibrations dansS3 si elles sont non triviales sur des ensembles suffisamment disjoints. La notion de
somme de Murasugi formalise cette idée, et on va l’utiliser comme ciment de la construction.

DÉFINITION 2.16. (voir figure 2.5) SoitΣ1 et Σ2 deux surfaces orientées plonǵees dansS3 de
bords respectifsK1 et K2 . Soit Π une sph̀ere (que l’on voit comme un plan horizontal dansR3∪{∞} )
séparantS3 en deux boules ouvertesB1 et B2 . On suppose que

(i) Σ1 est incluse dans l’adhérence deB1 et Σ2 dans l’adh́erence deB2 ;

(ii ) Σ1 ∩ Σ2 est un 2n-gone P contenu dansΠ ;

(iii ) K1 et K2 sont deux entrelacs se coupant uniquement aux sommetsx1, . . . , x2n de P.
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On d́efinit alors lasomme de MurasugiΣ1 #P Σ2 des surfacesΣ1 et Σ2 le long de P comme leur
réunion Σ1 ∪ Σ2 . Par extension, on définit la somme de Murasugi K1 #P K2 des nœuds K1 et K2 le
long de P comme le nœudK1 ∪ K2 r

⋃
]xi, xi+1[ 15).

FIGURE 2.5

La somme de Murasugi de deux surfaces à bord.

La somme de Murasugi géńeralise la somme connexe, qui correspond au casn = 1 dans la d́efinition.
Elle géńeraliseégalement le plombage, qui correspond au casn = 2. La somme de Murasugi est une
opération ǵeoḿetrique naturelle pour les surfaces (et pour les entrelacs qu’elles bordent),à savoir
qu’elle conserve plusieurs propriét́es importantes [19, 20], comme par exemple le fait d’être une surface
incompressible, le fait d’être une surface de Seifert de genre minimal, ou encore le fait d’être un
entrelacs fibŕe, comme nous allons le voir.

L’id ée fondamentale pour montrer que la somme de Murasugi de deuxentrelacs fibŕes est fibŕee
consisteà d́eformer pŕealablement les fibrations associées pour qu’elle soient non triviales sur des
ensembles disjoints, d’où la d́efinition suivante.

DÉFINITION 2.17. Soit K un entrelacs fibŕe, θ : S3
r K 7→ S1 définissant la fibration associée et

Π une sph̀ere divisantS3 en deux boulesB1 et B2 . Soit N(K) un voisinnage tubulaire deK . On dit
que la fibrationθ est tangente inf́erieurement(resp.suṕerieurement) à Π si

(i) il existe un polygoneP de sommetsx1, x2, . . . , x2n sur Π tel que K rencontreΠ le long des
côtés [x1x2], [x3x4], . . . , [x2n−1x2n] (resp. [x2x3], . . . , [x2nx1] ) de P et K ne rencontre pasB2 (resp. B1 ) ;

(ii ) N(K)∩Π consiste en unε -voisinage des ĉotés [x1x2], . . . , [x2n−1x2n] de P (resp. [x2x3], . . . ) ;
(iii ) à l’extérieur du ε -voisinageN(∂P) du bord du polygoneP dansΠ , la fonction θ vaut 0 à

l’int érieur deP et π à l’extérieur ;

15) Plus ǵeńeralement, on d́efinit la somme de Murasugi de surfacesΣi , i = 1, 2 le long de deux polygonesPi dont un ĉoté
sur deux est dans le bord∂Σi comme la classe d’isotopie dansS3 de la somme de deux surfaceŝPi isotopesà Pi et vérifiant les
critères (i), (ii ) et (iii ) , le résultat ne d́ependant alors pas du choix deŝPi dans leur classe d’isotopie. On la noteΣ1 #P1∼P2 Σ2
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(iv) à l’intérieur de N(∂P) r N(K) , la fonction θ prend ses valeurs dans l’intervalle ]0, π[
(resp. ] − π, 0[).

Si on voit une fibration comme le déplacement continu d’une fibre qui remplit tout le complémentaire
d’un nœud, alors une fibration est tangente supérieurement̀a un plan si, sous ce plan, la fibre se déplace
comme la bulle de savon décrite pour la fibration du nœud trivial. Le résultat suivant assure qu’étant
donńe un entrelacs fibré et un polyĝone P inclus dans une fibre, on peut supposer la fibration tangente
à une petite sph̀ere épaississantP.

LEMME 2.18. Soit K un entrelacs fibŕe et θ : S3
rK → S1 la fibration assocíee. Soit P un polygone

à 2n côtés inclus dans une fibreθ−1(t) , et rencontrant K le long ses côtés [x1x2], . . . , [x2n−1x2n]
(resp.[x2x3], . . . , [x2nx1] ). Alors il existe une sph̀ere Π dansS3 contenant P, rencontrant K uniquement
le long des arcs[x1x2], . . . , [x2n−1x2n] (resp.[x2x3], . . . , [x2nx1] ), et telle que K soit contenu dans une
seule des deux boules fermées d́elimitées parΠ . De plus, on peut reparaḿetrer θ de sorte queθ soit
tangente inf́erieurement (resp.suṕerieurement)à Π .

t

t

t + ε 0

π

FIGURE 2.6

Déformation de la fibration pour obtenir une fibration triviale dans le demi-plan supérieur.

Démonstration. (voir figure 2.6) CommeP est contractile, au voisinnage de celui-ci, la fibration
θ est isomorphèa la projection sur le second facteurP× [t− ε, t+ ε] → [t− ε, t+ ε] . Soit B2 l’image
réciproque deP× [0, t + ε] et Π son bord. La sph̀ere Π consiste alors en deux copies deP, l’une
dans la fibreθ−1(t) et l’autre dans une fibreθ−1(t+ ε) , et un anneau∂P×]0, ε[ , comme sur la partie
gauche de la figure 2.6.

Composonsθ à gauche par un difféomorphisme du cercle envoyant l’intervalle [t, t+ ε] sur [0, π] .
Si on pense au paramètre de la fibration commèa un temps, cela revientà ralentir le temps pour passer
un tempsπ dans la (petite) bouleB2 . La fibration obtenue est tangente inférieurement̀a Π . En effet,
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si on zoome surB2 pour lui faire remplir tout le demi-espace supérieur, la fibration est alors semblable
à celle qui est représent́ee sur la partie droite de la figure 2.6, laquelle est tangenteinférieurement au
plan horizontal.

Ces pŕeliminaires nous permettent de montrer le résultat-cĺe suivant.

THÉORÈME 2.19 ([19]). Soit K1 et K2 deux entrelacs fibŕes dansS3 admettant pour fibres respectives
deux surfacesΣ1 et Σ2 . Soit P1 (resp. P2 ) un polygoneà 2n côtés surΣ1 (resp. Σ2 ) dont les ĉotés
pairs (resp. impairs) sont inclus dans le bord K1 (resp. K2 ) de Σ1 (resp. Σ2 ). Alors la somme de
Murasugi K1 #P1∼P2 K2 est fibŕee de fibreΣ1 #P1∼P2 Σ2 .

FIGURE 2.7

Le collage de deux fibrations pour obtenir une fibration de la somme de Murasugi de deux nœuds.

Démonstration. (voir figure 2.7) SoitΠ le plan horizontal dansR3 . Pour i = 1, 2, soit θi une
fibration assocíeeà Ki avecΣi pour fibre. D’apr̀es le lemme 2.18, on peut déformer K1 et θ1 de sorte
que θ1 soit tangente inf́erieurement̀a Π , et de m̂eme on peut d́eformer K2 et θ2 de sorte queθ2 soit
tangente suṕerieurement̀a Π . La somme de MurasugiK1 #P1∼P2 K2 est alors obtenue en recollant le
demi-espace inférieur associé à K1 et le demi-espace supérieur associé à K2 , et en supprimant les arcs
formant le bord du polyĝone P = x1 . . . x2n dansΠ .

On d́efinit une nouvelle fonctionθ , dont nous montrerons par la suite qu’elle induit une
fibration. Sur le demi-espace inférieur, θ cöıncide avecθ1 , sauf sur un voisinage tubulaire des arcs
[x1, x2], . . . , [x2n−1x2n] (où θ1 est suppośee du type fonction-argument). De même, sur le demi-espace
suṕerieur, θ cöıncide avecθ2 , sauf sur un voisinage tubulaire des arcs [x2, x3], . . . , [x2nx1] .
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Au voisinage des arcs [x1, x2], [x3, x4], . . . , [x2n−1x2n] , la fonction θ est d́efinie sur le demi-espace
suṕerieur, et varie deπ à 2π quand on se d́eplace de l’ext́erieur vers l’int́erieur du polyĝone. Elle est
également d́efinie sur le demi-espace inférieur jusqu’̀a la frontìere d’un voisinage tubulaire de ces arcs,
et varieégalement deπ à 2π quand on se d́eplace de l’ext́erieur vers l’int́erieur sur cette frontière. Il
reste donc̀a prolongerθ sur n cylindres disjoints, sachant que, sur le bord de ces cylindres, θ varie
de π à 2π comme indiqúe sur la gauche de la figure 2.8. On le faità l’aide de la fonction hauteur
indiquée à droite de la figure 2.8. De m̂eme, on prolongeθ avec des valeurs dans l’intervalle [0, π]
dans le demi-plan supérieur au voisinage des arcs [x2, x3], . . . , [x2nx1] .

FIGURE 2.8

Complétion de la fibration d’un somme de Murasugi à partir de la réunion des fibrations associées à
chacun des demi-espaces. À gauche, la fibration au voisinage d’un arc de type ]xi , xi+1[ pour chacun des
deux nœuds K1 (en bas) et K2 (en haut). Les arcs représentent les niveaux de la fonction θ , et plus
précisément l’intersection des fibres avec un voisinage tubulaire de K1 et K2 respectivement, sur la

partie du bas, on a également ajouté les niveaux de θ dans le plan Π de recollement. En haut à droite,
la partie sur laquelle il faut définir de nouvelles valeurs pour la fonction θ , qui est un cylindre. Les
conditions au bord sont alors fixées. En bas à droite, un feuilletage d’un cylindre remplissant ces

contraintes de bord.

La fonction θ est alors d́efinie sur toutS3
r N(K1 # K2) , et à valeurs dansS1 .

Pour v́erifier queθ est une fibration,́etablissons que la fonctionθ n’a pas de singularité. Comme les
fonctionsθ1 et θ2 sont tangentes au planΠ de recollement hors deN(∂P) , et sans singularité, et comme
θ cöıncide partout hors deN(P) avec l’une de ces deux fonctions, la fonctionθ y est sans singularité.
Au voisinnage des arcs ]xixi+1[ , c’est-̀a-dire à l’intérieur de la diff́erence syḿetrique N(K1)∆N(K2) , le
prolongement deθ a ét́e justement choisi pour ne pas faire apparaı̂tre de singularit́e.

Pour compĺeter la d́emonstration, il restèa vérifier que θ est bien un argument au voisinage des
sommetsx1, . . . x− 2n du polygoneP. La figure 2.7 montre que la fonctionθ y est bien de la forme
désiŕee.
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On applique maintenant aux tresses les résultats ǵeńeraux qui pŕec̀edent.

LEMME 2.20. Pour tout entier n strictement positif, la clôture de la tresseσn
1 est un entrelacs

fibré.

FIGURE 2.9

Construction itérative d’une surface de Seifert pour la clôture de σn
1 .

Démonstration. Le cas n = 1 correspond au nœud trivial, tandis que le casn = 2 correspond
à l’entrelacs de Hopf̀a deux composantes. Sinon, on obtient la surface de Seifert standardΣn pour
la clôture de σn

1 en collant les surfaces standardsΣn−1 et Σ2 le long du quadrilat̀ere griśe sur la
figure 2.9. Le lemme 2.19 assure alors qu’à chaque it́eration, l’entrelacs est fibré avecΣn pour fibre.

On est maintenant prêt pour d́emontrer que la clôture de toute tresse positive est un entrelacs fibré.

Démonstration du th́eor̀eme 2.15. D’après le lemme 2.20, la clôture d’une tresse-colonneσn
i est

un entrelacs fibŕe. La figure 2.10 montre comment juxtaposer uneà une les surfaces standards associées
à chaque colonne par somme de Murasugi, afin d’ainsi obtenir la surface standard associée à la cl̂oture
de n’importe quelle tresse positive. D’après le lemme 2.19, l’entrelacs obtenu est fibré, avec la surface
standard pour fibre.

REMARQUE 2.21. On a utiliśe la positivit́e deb de manìere cruciale en affirmant que chaque colonne
élémentaire est fibrée avec la surface standard pour fibre. En effet, si la tresseb a un croisement positif
et un croisement ńegatif conśecutifs dans une m̂eme colonne, celle-ci peut néanmoinŝetre fibŕee, mais
la surface standard ne sera pas une fibre. Le théor̀eme 2.19 ne s’applique alors plus dans la construction
par ŕecurrence, et donc la preuve s’effondre.



28 PIERRE DEHORNOY

FIGURE 2.10

Collage de deux tresses l’une à côté de l’autre. En bleu, le polygone de collage.

Par contre, l’argument peut̂etre étendu au cas d’une tressehomog̀ene, définie comme une tresse
posśedant une d́ecomposition dans laquelle, pour chaquei , l’un au plus des ǵeńerateursσi ou σ−1

i

apparâıt. Ceci montre par exemple que le nœud de huit, clôture de la tresseσ1σ
−1
2 σ1σ

−1
2 , est fibŕe.

2.4 GENRE

Dans la section préćedente, on a montré qu’un nœud qui est clôture d’une tresse positive est fibré.
La technique utiliśee aégalement permis de construire une fibre pour la fibration associée. Dans cette
section, nous utilisons ces informations pour calculer le genre des nœuds de Lorenz et en déduire un
critère simple permettant de montrer qu’un nœud donné n’est pas un nœud de Lorenz.

PROPOSITION 2.22. Soit b une tresse positive, K sa clôture et Σ la surface de Seifert standard.
Alors Σ est une surface de Seifert de genre minimal pour K .

Démonstration. Soit g le genre de la surfaceΣ . Reprenons les notations de la section préćedente.
On a vu que le nœudK admet une fibration d́efinie par une fonctionθ telle queΣ = θ−1(0) . Comme
θ définit une fibration deS3

rK , le rev̂etement cyclique infini du complémentaire deK est isomorphe
à θ−1(0) × R , et donc son groupe fondamental est un groupe libre de rang 2g . De plus, le lacet
horizontal ∂Σ(0)×{0} dansΣ×R est le produit deg commutateurs dansπ1(S3

rK) , et pas moins.
Soit Σ′ une surface de Seifert quelconque pourK de genreg′ . En passant au revêtement universel,

on plongeΣ′ dansΣ×R , et en particulier son groupe fondamentalπ1(Σ′) se plonge dansπ1(Σ×R) .
Le lacet ∂Σ′ est, dansπ1(Σ′) , le produit de g′ commutateurs. Or il est isotope dansΣ × R au
lacet ∂Σ× {0} , qui est le produit deg commutateurs et pas moins. On en déduit l’inégalit́e g 6 g′ ,
comme voulu.
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FIGURE 2.11

Construction itérative de la fibration associée à la clôture d’une tresse positive. Chaque brique
correspond à un entrelacs de Hopf à deux composantes. En les empilant dans l’ordre prescrit, on

s’assure que la somme de Murasugi fibre à chaque étape de la construction.

PROPOSITION 2.23. Soit γ une orbite ṕeriodique de ṕeriode n du flot de Lorenz, K le nœud
assocíe et c le nombre de croisements de la tresse de Lorenz associée. Alors le genreg de K est
donńe par la formule2g = n− c.

Démonstration. La fibre θ−1(0) exhib́ee dans la preuve du théor̀eme 2.15 est une surface de
Seifert de genre minimal. Or, il s’agit de la surface de Seifert standard, qui par conséquent est de
genre minimal. On v́erifie facilement que sa caractéristique d’Euler est 1+ c− n et qu’elle n’a qu’une
composante de bord ; par conséquent son genre est (n− c)/2.

On a vu dans la proposition 1.13 que tout nœud de Lorenz est réaliśe par une infinit́e d’orbites du
flot de Lorenz, et, par conséquent, est associé à une infinit́e de tresses de Lorenz. La proposition 2.23
implique que, pour toutes ces tresses, la quantité n − c, diff érence entre le nombre de brins et le
nombre de croisements, prend la même valeur. La proposition 2.23 se reformule directement entermes
de diagrammes de Young.

COROLLAIRE 2.24. Le genre d’un nœud de Lorenz associé à un diagramme de Young est la moitié
du nombre de cases de ce diagramme.
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Nous avons vu avec la proposition 1.18 que deux diagrammes deYoung distincts peuvent coder le
même nœud de Lorenz. Nous pouvons maintenant borner supérieurement le d́efaut d’injectivit́e de ce
codage.

PROPOSITION 2.25. Pour tout nœud de Lorenz K , il n’y a qu’un nombre fini de diagrammes de
Young standards associés à K .

Démonstration. Si K a pour genreg , tout diagramme de Young associé K a 2g cases en vertu
du corollaire 2.24. Or il n’existe qu’un nombre fini de diagrammes de Young ayant 2g cases.

Ce ŕesultat fournit un moyen de démontrer qu’un nœud donné n’est pas un nœud de Lorenz. Par
exemple, le nœud de huit n’est pas un nœud de Lorenz, car son genre est 1, et les seuls diagrammes
de Youngà deux cases sont tous deux associés au nœud de trèfle.

PROPOSITION 2.26. Parmi tous les nœuds admettant un représentant planaire ayant au plus seize
croisements, exactement vingt sont des nœuds de Lorenz.

Démonstration. Dans [12], nous avons détermińe les polyn̂omes d’Alexander et de Jones de tous
les nœuds de Lorenz de période au plus 21. Cette liste inclut en particulier tous lesnœuds de Lorenz de
genre au plus 9. Or elle ne compte que vingt nœuds ayant au plusseize croisements. Si on s’intéresse
à la question de savoir quels nœuds ayant au plus seize croisements sont de Lorenz, cette liste est
suffisante puisqu’un nœud ayant au plus 2g + 1 croisements est de genre au plusg . Par conśequent,
les nœuds ayant au plus seize croisements sont de genre au plus 8, et donc ont́et́e recenśes dans la
liste de [12].

Signalons une dernière propríet́e ǵeoḿetrique des nœuds de Lorenz.

PROPOSITION 2.27 ([5]). La signature de tout nœud de Lorenz est strictement positive.

Démonstration. Un théor̀eme de L. Rudolph [43] affirme que la signature de la clôture de toute
tresse positive est positive. Il s’applique aux tresses de Lorenz.

Comme la signature de l’image-miroir d’un nœud est l’opposé de la signature du nœud, on déduit :

COROLLAIRE 2.28. Aucun nœud de Lorenz n’est isotopeà son image-miroir.
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3. L’ INDICE DE TRESSE

Nous poursuivons maintenant l’étude topologique des nœuds de Lorenz en déterminant de façon
détaillée leur indice de tresse, c’est-à-dire le plus petit nombre de brins d’une tresse représentant ce
nœud. Pour ce faire, nous introduisons dans la section 3.1 une nouvelle famille de tresses, dite de
Birman-Williams, de sorte qu’une orbite de Lorenz donnée est cl̂oture de la tresse de Birman-Williams
assocíee. Le nombre de brins d’une tresse de Birman-Williams est, par d́efinition, le pas de l’orbite de
Lorenz associée, une donńee combinatoire qui se lit par exemple sur les mots de Lyndon.Nous montrons
ensuite que cette tresse minimise le nombre de brins parmi les tresses ayant la m̂eme cl̂oture. Pour ce
faire, nous utilisons un résultat ǵeńeral sur l’indice de tresse d’un nœud qui est clôture d’une tresse
positive, d̂u à J. Franks, H. Morton et R. Williams (théor̀eme 3.5)16). Nous donnons une démonstration
détaillée de ce ŕesultat,à la fois pour son int́erêt propre et pour offrir une version plus détaillée que
celle de l’article original [18]. La section 3.2 rappelle laconstruction ŕecursive du polyn̂ome HOMFLY
à partir des relations d’écheveau et introduit le formalisme des arbres de calcul positifs. Dans la
section 3.3, nous introduisons une variante du polynôme HOMFLY qui est bien adaptée au cas des
nœuds qui sont clôtures de tresses positives. Ceci nous mène dans la section 3.4̀a la d́emonstration
du th́eor̀eme 3.5 età son application au calcul de l’indice de tresse des nœuds deLorenz. Enfin,
dans la section 3.5, nous détaillons le lien entre entrelacs de Lorenz etT -entrelacs, une autre famille
d’entrelacs admettant une description combinatoire simple.

3.1 TRESSE DEBIRMAN–WILLIAMS ET INDICE DE TRESSE

Dans le th́eor̀eme 1.10, on a associé à toute orbiteγ du flot de Lorenz une tresse privilégíee,
dite tresse de Lorenz, dont la clôture repŕesente le nœudK assocíe à γ . En d́eformant le patron
comme sur la figure 3.1, on fait apparaı̂tre une autre tresse dont la clôture estK . Cette tresse, dite
de Birman–Williams, est, comme la tresse de Lorenz, une tresse positive. Par contre, ce n’est pas une
tresse de permutation. Elle fournit un représentant pluśeconome que la tresse de Lorenz dans la mesure
où elle met en jeu moins de brins et moins de croisements.

Pour d́ecrire les tresses de Birman–Williams, on définit d’abord le pas d’une orbite de Lorenz.

DÉFINITION 3.1. On appellepasd’une orbite ṕeriodique du flot de Lorenz le nombre d’occurrences
du mot LR dans le code de Lyndon de cette orbite.

En termes de tresses de Lorenz (voir la figure 1.4), le pas correspond au nombre de brins qui
traversent de gauchèa droite la ligne imaginaire séparant lesp premiers brins desn− p derniers. En
termes de diagrammes de Young (voir la figure 1.6), le pas est le plus grand entiert tel qu’on puisse
inscrire un carŕe (t − 1)× (t − 1) dans le diagramme de Young correspondantà l’orbite.

16) Le nom de H. Morton n’apparaı̂t pas dans les auteurs de l’article [18], mais il y est mentionné que ce dernier est aussi
l’auteur d’une d́emonstration du th́eor̀eme 3.5.
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FIGURE 3.1

Le patron de Lorenz déformé de sorte que le flot soit ascendant sur la branche droite et descendant sur
la branche gauche.
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On rappelle que, pourt entier positif, ∆2
t désigne la tresse (σ1 . . . σt−1)t correspondant̀a un tour

complet det brins sur eux-m̂emes. Par ailleurs, une tresse positiveb est ditemultiple de ∆2
t s’il existe

une tresse positiveb′ vérifiant b = ∆2
t b′ .

THÉORÈME 3.2 ([5] et consulter l’erratum). Soit γ une orbite ṕeriodique du flot de Lorenz de
pas t , et ni et mi définis par leséquations(1.3) et (1.4). Soit K le nœud associé, et b la tressèa t
brins

(3.1) ∆
2
t

t−1∏

i=1

(σ1σ2 . . . σi)ni

1∏

i=t−1

(σt−1 . . . σi)mt−i .

Alors la clôture de la tresse b est un représentant de K .

Principe de la d́emonstration. On d́ecrit l’image de la tresse de Lorenz de la figure 1.4, quand on
la déforme selon le sch́ema indiqúe sur la figure 3.1.

La tresse d́efinie par la formule (3.1) est appelée tresse de Birman-Williamspour l’orbite γ .

EXEMPLE 3.3. Revenons̀a l’orbite partant du point 5/31. Le mot de Lyndon associé est LLRLR,
qui contient deux foisLR. Le pas vaut donc 2. La permutation de Lorenz est (13524), le seul indice
non nul dans la tresse de Birman-Williams est alorsn1 qui vaut 1, et donc la tresse de Birman-Williams
assocíee estσ3

1 , dont la cl̂oture est bien un nœud de trèfle. Pour comparaison, la tresse de Lorenz
correspondante estσ2σ1σ3σ2σ4σ3 .

Notre but dans la suite de cette partie est de démontrer le ŕesultat suivant.

THÉORÈME 3.4. L’indice de tresse d’un nœud de Lorenz estégal au pas de toute orbite du flot de
Lorenz le ŕealisant.

Eu égard au th́eor̀eme 3.2, le th́eor̀eme 3.4 est un corollaire direct du résultat suivant, qui est celui
que nous allons d́emontrer dans la suite.

THÉORÈME 3.5 ([18]). Soit K un nœud qui est la clôture d’une tresse positive b̀a t brins multiple
de ∆2

t . Alors l’indice de tresse de K estégal à t .

3.2 LE POLYNÔME HOMFLY ET LES ARBRES DE CALCUL

La démonstration du th́eor̀eme 3.5 va faire appel au polynôme HOMFLY, aussi appelé HOMFLY-PT.
Celui-ci est une extensioǹa deux variables du polynôme de Jones, et, comme ce dernier, il admet une
définition simple en termes de relations d’écheveau pour les diagrammes planaires.
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Soit K un entrelacs orienté et K une projection planaire régulìere deK , c’est-̀a-dire ne posśedant
qu’un nombre fini de points multiples et telle que ceux-ci soient tous des points doubles. Choisissons
un point doubleM de K . DéfinissonsK+ et K− comme les entrelacs admettantK pour projection,
sauf éventuellement au pointM , où K+ est projet́e sur un croisement positif, etK− sur un croisement
négatif17). DéfinissonsK0 comme l’entrelacs orienté où le croisement enM a ét́e suppriḿe (voir
figure 3.2). Alors, par d́efinition, les polyn̂omes HOMFLY des trois entrelacs associés sont relíes par
la relation

(3.2) x PK+
+ x−1PK−

+ y PK0 = 0,

dite relation d’écheveau. Désignons par© le nœud trivial. En imposantP© = 1, le polyn̂ome PK

est alors d́efini de manìere unique pour tout nœudK . On montre que la relation d’écheveau impose

P©k =
(
−(x+ x−1)/y

)k−1
, où ©k désigne la ŕeunion dek nœuds triviaux deux̀a deux non enlaćes.

Le polynôme de Jones correspondà la sṕecialisationy = 1.18)

K+ K− K0

x P(K+) + x−1P(K−) + y P(K0) = 0
FIGURE 3.2

La relation d’écheveau définissant le polynôme HOMFLY.

Le calcul effectif du polyn̂ome HOMFLY d’un nœud peut s’effectuer en introduisant un arbre de
calcul dont les bifurcations successives correspondent aux points doubles òu la relation d’́echeveau (3.2)
est invoqúee. Un choix arbitraire des points doubles peut menerà une boucle, par exemple si on choisit
deux fois de suite le m̂eme point. Par contre, on va voir que, pour autant qu’on change de point
d’applicationà chaquéetape, le processus de calcul converge en un nombre fini d’étapes.

Comme nous considérons dans la suite des tresses qui ne possèdent pas toutes le m̂eme nombre
de brins, il est commode de définir unetresse marqúeecomme un couple (b, n) où b est une tressèa
au plus n brins, et unetresse positive marquée comme une tresse marquée (b, n) où b est une tresse
positive à au plusn brins.

DÉFINITION 3.6. On dit que deux tresses marquées (b, n) et (b′, n′) sont relíees par une
transformation de Markov positivesi

– ou bien on an′ = n et b′ est conjugúee à b dans le groupe des tressesà n brins,
– ou bien on an′ = n+ 1 et b′ = bσn ,
– ou bien, syḿetriquement, on an = n′ + 1 et b = b′σn .

17) Remarquons queK cöıncide avecK+ ou avecK−

18) Une description plus précise du polyn̂ome HOMFLY peutêtre trouv́ee par exemple dans [31, chapitre 15].
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Remarquer que, si on notec(b, n) la différence entre le nombre de croisements positifs dans (b, n)
et le nombre de croisements négatifs, alors la quantité c(b, n) − n est invariante par transformation de
Markov positive. La propríet́e que nous utiliserons dans la suite est que, si deux tresses marqúees sont
reliées par une suite de transformations de Markov positives, alors leur cl̂otures sont isotopes.19)

Afin de suivre le sch́ema de calcul suggéré par la relation d’́echeveau (3.2), J. Conway a introduit
pour les tresses marquées une relation qui en est la contrepartie.

DÉFINITION 3.7. Soit (b, n) une tresse marquée. On dit que deux tresses marquées (b0, n) et (b−, n)
sont obtenues parscindement de Conwaỳa partir de (b, n) s’il existe des tressesb1, b2 et vérifiant

(3.3) b = b1σib2, b0 = b1b2, et b− = b1σ
−1
i b2.

Si (b, n) est une tresse marquée, on noteP(b,n) le polynôme HOMFLY de sa cl̂oture. La relation
d’écheveau (3.2) implique que, si (b0, n) et (b−, n) sont obtenues par scindement de Conwayà partir
de (b, n) , alors on a

(3.4) P(b,n)(x, y) = −x−1yP(b0,n)(x, y) − x−2P(b−,n)(x, y).

On peut alors d́efinir un arbre de calcul pour le polynôme P, qui mime en termes de tresses marquées
le calcul du polyn̂ome HOMFLY de la cl̂oture.

DÉFINITION 3.8. Soit (b, n) une tresse marquée. Unarbre de calcul positif pour(b, n) est un arbre
orient́e, binaire, fini, dont chaque sommet estétiquet́e par une tresse marquée, dont chaque arête est
étiquet́ee par un mon̂ome deZ[x, x−1, y, y−1] , et qui satisfait aux propriét́es suivantes :

(i) La racine est́etiquet́ee (b, n) .
(ii ) Si S est un sommet́etiquet́e (bs, ns) qui n’est pas une feuille, et siSg et Sd sont ses fils,

étiquet́es respectivement (bg, ng) et (bd, nd) , alors (bg, ng) et (bd, nd) s’obtiennentà partir de (bs, ns)
en faisant d’abord une suite de transformations de Markov positives, puis un scindement de Conway.

(iii ) Si, de plus, les arêtes reliantS à Sg et Sd sont étiquet́ees par les mon̂omes pg et pd

respectivement, alors on aP(bs,ns) = pgP(bg ,ng ) + pdP(bd,nd) .
(iv) Si f est une feuilleétiquet́ee (bf , nf ) , alors bf est la tresse trivialèa nf brins.

S’il existe un arbre de calcul positifA pour une tresse marquée (b, n) , il devrait être clair que cet
arbre fournit une stratégie pour d́eterminer le polyn̂ome HOMFLY de la cl̂oture de (b, n) , en it́erant
la relation d’́echeveau (3.4). En effet, notonsF l’ensemble des feuilles deA , et, pour une feuillef
dansF , notons pf le produit des mon̂omes rencontŕes sur les ar̂etes deA le long du chemin allant
de la racineà f . Alors, par construction, on a

19) Dans la section 1.6, on a mentionné les transformations de Markov géńerales, òu on peut aussi passer de (b, n) a
(bσ−1

n , n + 1). Rappelons que le théor̀eme de Markov affirme que les clôtures de deux tresses marquées sont des entrelacs
isotopes si et seulement si on peut passer de (b, n) à (b′, n′) par une suite finie de transformations de Markov (géńerales).
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P(b,n)(x, y) =
∑

f∈F
pf ·

(
−x+ x−1

y

)nf −1

.

Par contre, il n’est paśevidenta priori qu’un tel arbre de calcul existe pour toute tresse. Nous allons
montrer maintenant que c’est bien le cas.À partir de maintenant, on ne travaille plus qu’avec des
tresses positives20). Commençons par un résultat technique sur les transformations de Markov positives.

LEMME 3.9. Soit (b, n) une tresse positive marquée. Alors, par une suite de transformations de
Markov positives, on peut transformer(b, n) en (b′, n′) , où b′ est soit la tresse triviale sur n′ brins,
soit une tresse positive qui est multiple deσ2

i pour au moins un entier i .

Démonstration. Définissons lepoids π d’un mot de tresse positif parπ(σi) = i et π(w1w2) =

π(w1) + π(w2) . Nous allons prouver le résultat par ŕecurrence sur le poids d’un mot de tressew
repŕesentantb. Le seul mot de tresse de poids nul est le mot vide, correspondant à la tresse triviale,
pour laquelle le ŕesultat est vrai. Soitm le plus grand entier tel queσm apparâıt dans le motw .

Si σm n’apparâıt qu’une fois dansw , alors w est de la formew0σmw4 , et doncb est conjugúee
à la tresse d́ecrite par le motw4w0σm. Une transformation de Markov positive supprime alors leσm

final. Commeπ(w4w0) = π(w) − m, par hypoth̀ese de ŕecurrence, le ŕesultat est vrai pour la tresse
repŕesent́ee par le motw4w0 , et donc pour la tresseb.

Sinon, on peut supposer queσm apparâıt au moins deux fois dansw . Alors le motw se d́ecompose
en w0σmw2σmw4 de sorte quew2 ne contienne aucunσm. Il y a alors trois cas possibles :

Premier cas :σm−1 n’apparâıt pas dansw2 . La tresse représent́ee par le motσmw2σm estégalement
repŕesent́ee parw2σ

2
m, et par conśequentb est conjugúee à la tresse représent́ee parw4w0w2σ

2
m.

Deuxìeme cas : σm−1 apparâıt une fois exactement dansw2 . Alors w2 se d́ecompose en
w1σm−1w3 , et la tresseb, repŕesent́ee par le motw0σmw1σm−1w3σmw4 , est également représent́ee
par le mot w0w1σmσm−1σmw3w4 , dont le poids est aussiπ(w) . Mais, d’apr̀es la relation de tresse
σm−1σmσm−1 = σmσm−1σm, b est aussi représent́ee par le motw0w1σm−1σmσm−1w3w4 , dont le poids
est π(w) − 1. L’hypothèse de ŕecurrence s’applique alors.

Troisième cas :σm−1 apparâıt au moins deux fois dansw2 . Alors, w2 se d́ecompose sous la forme
w1σm−1w

′
2σm−1w3 , avecw′

2 ne contenant aucunσm−1 . On ŕeitère le processus̀a partir du motw′
2 , à

la recherche de la lettreσm−2 . À chaque it́eration, soit on trouve un mot représentant la tresseb et
contenant un facteurσ2

i , soit le poids d́ecrôıt, soit l’indice m du ǵeńerateur recherch́e d́ecrôıt. Cette
dernìere éventualit́e ne peut se produire une infinité de fois, par conśequent le processus s’achève.

Le résultat suivant justifie l’introduction des arbres de calcul positifs, puisqu’il donne un moyen de
calculer le polyn̂ome HOMFLY des tresses positives. On définit la longueurℓ(b) d’une tresse positiveb
comme la longueur de n’importe quel mot de tresse positif représentantb.

20) Si on autoriséegalement des scindements de Conwaynégatifs, c’est-̀a-dire òu les r̂oles deσi et σ−1
i sont échanǵes, les

arbres de calculs existent en fait pour toute tresse marquée. La d́emonstration est un peu plus longue, mais repose sur les mêmes
arguments [18].
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THÉORÈME 3.10 ([18]). Il existe un arbre de calcul positif pour toute tresse positive marqúee.

Démonstration. Soit (b, n) une tresse positive marquée. La preuve se fait par récurrence sur la
longueurℓ(b) . Si b est de longueur nulle, alors la tresseb est triviale, et l’arbre n’ayant qu’un sommet
étiquet́e (b, n) convient.

Sinon, on utilise le lemme 3.9 : la tresse positive marquée (b, n) peut être convertie par une suite
de transformations de Markov positives en (b′, n′) , où b′ est soit la tresse triviale, soit de la forme
b′′σ2

i avec b′′ positive. Dans le premier cas, la tresseb′ est elle-m̂eme triviale et l’arbre n’ayant qu’un
sommetétiquet́e (b, n) convient. Dans le second cas, on utilise un scindement de Conway sur un des
deux croisementsσi , et les deux fils sont alorśetiquet́es (b′′σi , n′) et (b′′, n′) . Par construction, les
tresses positivesb′′σi et b′′ ont une longueur strictement inférieureà celle deb, donc, par hypoth̀ese
de ŕecurrence, on peut compléter l’arbre de calcul sous les sommetsétiquet́es (b′′σi , n′) et (b′′, n′) , et,
de l̀a, sous (b, n) .

3.3 UNE VARIANTE DU POLYNÔME HOMFLY

Dans la d́emonstration du th́eor̀eme 3.10, toutes les branches gauches de l’arbre construit sont
étiquet́ees −x−1y et toutes les branches droites−x−2 . Introduisons alors une variante du polynôme
HOMFLY qui se comporte bien vis-à-vis des tresses marquées et des arbres de calcul positifs.

PROPOSITION3.11. (i) Pour toute tresse positive marquée (b, n) , il existe un polyn̂ome J(b,n)(R,C,T)
à coefficients entiers positifs vérifiant

(3.5) P(b,n)(x, y) = J(b,n)

(
−x−2,−x−1y,−x+ x−1

y

)
.

(ii ) Si on donneà R, C et T les degrés 1, 2 et −1 respectivement, alors J(b,n)(R,C,T) est
homog̀ene de degŕe ℓ(b) − n+ 1,

(iii ) Le polyn̂ome J(b,n) ne d́epend que de la classe d’isotopie de la clôture de (b, n) .
(iv) Si q est le nombre de composantes de la clôture de(b, n) , alors on a J(b,n)(0,C,T) = CpTq−1 ,

où p est un entier.
(v) Le degŕe en T de J(b,n)(R,C,T) est strictement inférieur à l’indice de tresse de b.

Démonstration. Nous reprenons les arbres de calcul positifs construits plus haut, mais en modifiant
l’ étiquetage des arêtes. Soit (b, n) une tresse positive marquée. Soit A un arbre de calcul positif
pour (b, n) , construit selon le proćed́e d́ecrit dans la d́emonstration du th́eor̀eme 3.10. Par construction,
toutes les ar̂etes allant vers un fils gauche deA sont étiquet́ees−x−1y et toutes les arêtes allant vers
un fils droit sontétiquet́ees−x−2 . Remplaçons ceśetiquettes parC et R respectivement. NotonsF
l’ensemble des feuilles deA . Définissons alorsjf (R,C) comme le mon̂ome produit de toutes les
étiquettesR et C rencontŕees le long du chemin allant de la racineà f . Enfin, posons

(3.6) J(b,n)(R,C,T) =
∑

f∈F
jf (R,C) · Tnf −1.
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A priori, la valeur deJ(b,n) dépend de l’arbre de calcul choisi. C’est seulement lorsque nous aurons
démontŕe le point (iii ) que nous en d́eduirons queJ(b,n) ne d́epend que de la clôture de (b, n) .

Le point (i) se d́eduit imḿediatement de la d́efinition de J , puisque, pour le d́efinir, on a repris
les arbres de calcul positifs introduits pour calculer le polynôme HOMFLY, en remplaçant les−x−2

par R, les −x−1y par C, et les − x+x−1

y par T . Or, pour toute feuillef dans F , le nombrenf de
brins de l’́etiquette est́egalement le nombre de composantes de l’entrelacs (trivial) assocíe.

Démontrons le point (ii ) . Si on a une ar̂ete étiquet́ee C et reliant des sommets deA étiquet́es
respectivement (b0, n0) et (b1, n1) , alors, par d́efinition de l’arbre de calcul et des scindements de
Conway, on a

ℓ(b1) − n1 = ℓ(b0) − n0 − 2 = ℓ(b0) − n0 − deg(C).

De même, si on a une arête étiquet́ee R, on a

ℓ(b1) − n1 = ℓ(b0) − n0 − 1 = ℓ(b0) − n0 − deg(R).

Par ŕecurrence, si la racine deA est étiquet́ee (b, n) et si f est une feuille dont l’́etiquette est une
tresse trivialeà nf brins, on a

ℓ(b) − n = deg(jf ) − nf = deg
(
jf · Tnf −1

)
− 1.

Somme de mon̂omes tous de m̂eme degŕe, J(b,n)(R,C,T) est donc homog̀ene de degŕe ℓ(b) − n+ 1.
Démontrons maintenant le point (iii ) . Revenons aux arbres de calcul positifs calculant le polynôme

HOMFLY. On remarque que, sif est une feuille deA , on a l’égalit́e deg(jf ) = degx(pf ) . Or, si (b, n)
est l’étiquette de la racine deA et si f est une feuille, on a

ℓ(b) − n = deg(jf ) − nf = degx(pf ) − nf .

Par conśequent, il existe un exposants(f ) vérifiant pf (x, y) = ±ys(f )xn−ℓ(b)−nf , d’où

pf (x, y) ·
(
−x+ x−1

y

)nf −1

= ±ys(f )−nf +1xn−ℓ(b)+1(1+ x−2)nf−1.

Posonsk = n− ℓ(b) + 1. Par d́efinition d’un arbre de calcul positif, on a alors

P(b,n)(x, y) = xk
∑

f∈F
±ys(f )−nf −1(1+ x−2)nf−1.

Il existe par conśequent des entiersaij uniques v́erifiant

P(b,n)(x, y) =
∑

i,j

aij x
k−jyi+j((x+ x−1)/y)j

=
∑

i,j

(−1)
i−k

2 aij (−x−2)−
i+k

2 (−y/x)i+j(−(x+ x−1)/y)j.

En substituantC = −x−2,R= −y/x et T = −(x+ x−1)/y, on obtient

(3.7) P(b,n)(x, y) =
∑

i,j

(−1)
i−k

2 aij R
i+jC− i+k

2 Tj .
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Appelons J̃(R,C,T) le polynôme du second membre de (3.7). AlorsJ̃ est homog̀ene de degŕe −k si
on donneà R,C et T les poids 1, 2 et −1 respectivement. Comme lesaij ne d́ependent que deP(b,n) ,
le polynôme J̃ est l’unique polyn̂ome homog̀ene se sṕecialisant enP(b,n) lorsqu’on substitue−x−2

à C, −y/x à R et −(x + x−1)/y à T . Or J(b,n) a les m̂emes propríet́es, donc les polyn̂omes J(b,n)

et J̃ cöıncident. Par conśequent,J(b,n) ne d́epend que du polyn̂ome P(b,n) , et donca fortiori que de la
clôture de (b, n) .

Pour ce qui est de (iv) , remarquons que la seule branche de l’arbreA ne comportant aucune
étiquetteR est la branche la plus̀a droite. Soit (b0, n0) l’ étiquette d’un sommet de cette branche, et
(b1, n1) l’ étiquette de son fils droit. Alors, par construction deA , il existe un entieri tel qu’on passe
de b0 à b1σ

2
i par des transformations de Markov positives. Ces transformations ne changent pas le

nombre de composantes de la clôture, et, d’autre part, en supprimant un facteurσ2
i d’une tresse, on ne

change pas non plus le nombre de composantes de sa clôture. Par conśequent, les cl̂otures de (b0, n0)
et (b1, n1) ont le m̂eme nombre de composantes. De proche en proche, on en déduit que les nœuds
assocíes à la racine et̀a la feuille la plusà droite deA ont le m̂eme nombre de composantes, d’où
le point (iv) .

Enfin, pour (v) , on revientà la formule (3.6). Observons que l’exposant maximal deT dans J(b,n)

est de la formenf − 1 pour une certaine feuillef de A . Or, le nombre maximal de composantes d’un
entrelacs associé à une feuille est borńe par le nombre de brins d’une tresse ayant cet entrelacs pour
clôture. Donc, partant d’une tresse marquée à n brins, notre construction d’arbre de calcul positif ne
fait pas apparâıtre de tressèa plus den brins, d’òu le point (v) .

3.4 APPLICATION AU CALCUL DE L’ INDICE

Les ŕesultats pŕećedents permettent de déterminer avec précision l’indice de tresse de la clôture de
certaines tresses positives, en particulier des tresses deBirman-Williams.

PROPOSITION 3.12. Supposons que(b, n) est une tresse positive marquée et queA est un arbre
de calcul positif dont la racine est́etiquet́ee par (b, n) et tous les sommets par des tresses positives.
Alors, si A a un sommet́etiquet́e par une tresse dont la clôture est un entrelacs̀a n composantes,
l’indice de tresse de la clôture de (b, n) est n.

Démonstration. Soit (b0, n) le sommet deA dont l’entrelacs associé a n composantes. D’après
le point (iv) du th́eor̀eme 3.11, le polyn̂omeà coefficients positifsJ(b0,n) a au moins un mon̂ome dont
l’exposant deT estégalà n−1. Alors, en utilisant l’arbre de calculA , on d́eduit J(b,n) = P1J(b0,n)+P2 ,
où P1 et P2 sont des polyn̂omesà coefficients positifs. Par conséquent,J(b,n) a au moins un terme
dont le degŕe en T est au moinśegal à n− 1. D’apr̀es le point (v) de la proposition 3.11, l’indice
de tresse de la clôture de (b, n) est au moinsn. D’un autre ĉoté, b est une tressèa n brins, donc
l’indice de tresse de sa clôture est au plusn. De ces deux ińegalit́es, on d́eduit que l’indice de tresse
de la cl̂oture de (b, n) est n exactement.
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Nous sommes maintenant prêts à d́emontrer le th́eor̀eme 3.5.

Démonstration du th́eor̀eme 3.5. D’après la proposition 3.12, il suffit de montrer que, pour toute
tresse positiveb à au plus t brins, il existe un arbre de calcul positif pour (∆2

t b, t) contenant un
sommetétiquet́e (∆2

t , t) . On proc̀ede par ŕecurrence sur la longueur deb. Pour b = 1, le ŕesultat est
trivial. Supposonsb = σib′ . On sait, voir par exemple [21], qu’il existe une tresse positive ∆′ vérifiant
∆2

t = ∆′σi . On a alors∆2
t b = ∆′σ2

i b′ . Il existe donc un scindement de Conway de la tresse positive
marqúee (b, t) en les tresses positives marquées (∆′σib′, t) , c’est-̀a-dire (∆2

t b′, t) , et (∆′b′, t) . Comme
la longueur deb′ est strictement inf́erieureà celle deb, l’hypothèse de ŕecurrence garantit qu’il existe
un arbre de calcul positifA′ pour (∆2

t b′, t) contenant un sommet́etiquet́e (∆2
t , t) . Comme∆′b′ est

une tresse positive, on peut compléter A′ en un arbre de calcul positif pour (∆2
t b, t) , lequel contient

un sommet́etiquet́e (∆2
t , t) puisqu’il inclut A′ .

3.5 NŒUDS DE LORENZ ET T -ENTRELACS

Le théor̀eme 3.2 fournit, pour tout nœud de Lorenz, une tresse ayant unnombre de brins minimal.
Cependant, il existe différentes orbites du flot de Lorenz qui sont isotopes, mais fournissent des tresses
de Birman-Williams diff́erentes. Ainsi, la représentation n’est pas injective. Réduire la redondance de
ce codage, ou trouver des mouvements passant d’une tresse deBirman-Williams à une autre d́ecrivant
le même nœud de Lorenz est donc un objectif intéressant.

Récemment, J. Birman et I. Kofman [4] ont montré que les nœuds de Lorenz, et plus géńeralement
les entrelacs de Lorenz géńeraliśes (pour lesquels on autorise différentes composantes̀a suivre des
trajectoires parallèles sur le patron de Lorenz), admettent une autre description combinatoire.

DÉFINITION 3.13. Soit 26 r1 6 r2 6 . . . 6 rk et s1, . . . , sk > 0 des entiers. On d́efinit le T-entrelacs
T ((r1, s1), . . . , (rk, sk)) comme la cl̂oture de la tresse

(σ1σ2 . . . σr1−1)s1(σ1σ2 . . . σr2−1)s2 . . . (σ1σ2 . . . σrk−1)sk.

La famille des T -entrelacs ǵeńeralise celle des entrelacs algébriques, puisque leT -entrelacs
T ((r1, s1), . . . , (rk, sk)) est alǵebrique si et seulement sir1|r2| . . . |rk et si > r i pour tout i . Le résultat
suivant affirme qu’on passe des entrelacs algébriques̀a ceux de Lorenz justement en levant ces conditions.

THÉORÈME 3.14 ([4]). La famille des entrelacs de Lorenz géńeralisés et celle des T -entrelacs
cöıncident.

La démonstration se base sur des manipulations algébriques dans le groupe des tressesà partir de
la tresse de Birman-Williams permettant de la transformer en une T -tresse. Elle donnéegalement des
formules pour les param̀etres r i et si en fonction des param̀etres ni et mi définis en (1.3) et (1.4).
Bien que ce th́eor̀eme permette de réduire encore la redondance du codage des nœuds de Lorenz,
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il ne permet pas de résoudre directement le problème d’isotopie, puisque, par exemple, la symétrie
du patron de Lorenz montre que les entrelacsT ((r1, s1), (r2, s2)) et T ((s2, r2 − r1), (s1 + s2, r1)) sont
toujours isotopes.

4. NŒUDS DE LORENZ, NŒUDS MODULAIRES ET TH́EORIE DES NOMBRES

Cette partie est consacrée au lien entre nœuds de Lorenz et nœuds modulaires. On y explique
l’origine arithmétique de ces derniers̀a partir des classes de conjugaison dans SL2(Z) , on d́ecrit la
correspondance de Ghys, et onétablit les ŕesultats nouveaux annoncés dans l’introduction. Dans la
section 4.1, nous d́eterminons des représentants des classes de conjugaison dans SL2(Z) . La section 4.2
est centŕee sur la correspondance classique entre les classes de conjugaison pŕećedentes et les classes
d’idéaux dans un ordre d’un corps quadratique. Nous introduisons la surface modulaire et les nœuds
modulaires dans les sections 4.3 et 4.4. C’est dans la section 4.5 que nous d́ecrivons la correspondance
de Ghys proprement dite. Puis, dans la section 4.6, nous rappelons la d́efinition du groupe des classes.
Enfin, c’est dans la section 4.7 que nousétablissons les résultats sur les orbites triviales et inverses.

classes de formes quadratiques
à coefficients entiers

classes d’id́eaux dans
des corps quadratiques

classes de conjugaison
dans SL2(Z)

nœuds
modulaires

nœuds
de Lorenz

(Gauss)
(Ghys)

?

?

FIGURE 4.1

Liens entre les nœuds de Lorenz et la théorie des nombres. L’existence d’un lien direct entre les nœuds
de Lorenz et les classes de formes quadratiques d’une part, et les classes d’idéaux d’autre part, reste

hypothétique.

4.1 CLASSES DE CONJUGAISON DANSSL2(Z) SOUS L’ACTION DE GL2(Z) .

Nous commençons par un résultat pŕeparatoire sur leśeléments de PSL2(Z) , à savoir la d́etermination
des classes de conjugaison de matrices hyperboliques. On rappelle qu’une matrice est ditehyperbolique
si la valeur absolue de sa trace est strictement plus grande que 2.

Dans PSL2(R) , les classes de conjugaison sont facilesà d́eterminer, puisque,̀a trace t fixée, il y
a une classe de conjugaison si|t| > 2 et deux classes si|t| 6 2 (les matrices de rotation rot(θ) et
rot(−θ) ne sont pas conjuguées dans PSL2(R) ).
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PROPOSITION 4.1 (voir [30], chap. 3.5). Dans PSL2(Z) , on note a la classe contenant les deux

matrices±
(

0 1
−1 0

)
et b la classe contenant±

(
0 1
−1 1

)
. Alors le groupePSL2(Z) est engendŕe

par a et b, avec les relations a2 = b3 = 1.

Appelons mot ŕeduit un mot en les lettresa et b ne contenant aucun sous-mota2 ou b3 . La
proposition 4.1 implique que tout́elément de PSL2(Z) est repŕesent́e par un unique mot réduit21).

LEMME 4.2. Tout élément dePSL2(Z) qui n’est conjugúe ni à a, ni à b, ni à b2 , est conjugúe,
dans PSL2(Z) , à un élément dont le repŕesentant ŕeduit commence par b et finit par a.

Démonstration. Soit g dans PSL2(Z) . Par conjugaison, on peut permuter cycliquement l’ordre des
lettres du mot ŕeduit assocíe. Si g a un repŕesentant ŕeduit contenant des lettresa et b, alors on peut
en permuter les facteurs afin queb soit en t̂ete, et a en queue. Sinon, les seuls mots réduits qui ne
comportent pas̀a la fois desa et desb sont a, b et b2 .

Passons au groupe SL2(Z) , et posonsX =

(
1 0
1 1

)
et Y =

(
1 1
0 1

)
. On d́eduit du lemme 4.2 une

caract́erisation des classes de conjugaison hyperboliques de SL2(Z) .

PROPOSITION4.3. Toute matrice hyperbolique deSL2(Z) est conjugúee, dansSL2(Z) , à un produit
de matrices X et Y contenant au moins un facteur X et au moins unfacteur Y , et ce produit est
uniqueà permutation circulaire des facteurs près.

Démonstration. Soit M une matrice de SL2(Z) de trace> 2. La classe deX dans PSL2(Z) est ba
et celle deY est b2a. Par conśequent, d’apr̀es le lemme 4.2, il existe un produitP de matricesX
et Y tel que M est conjugúee à ±P. Or les traces deM et P sont positives, doncM est conjugúee
à P. D’autre part, pour tousm et n entiers, on atr(Xm) = tr(Yn) = 2. Or on a suppośe tr(M) > 2.
Donc P ne peutêtre ni de la formeXm, ni de la formeYn , et il contient donc au moins un facteurX
et au moins un facteurY.

Si P′ est obtenùa partir deP par permutation cyclique des lettres, alorsP′ est conjugúe à P, et
donc à M . Enfin, l’unicité de P découle de l’unicit́e du repŕesentant ŕeduit du lemme 4.2.

En rapprochant la proposition 4.3 de la proposition 1.8 affirmant que les orbites périodiques du flot
de Lorenz sont représent́ees par les mots en deux lettresL et R, uniquesà permutation cyclique des
lettres pr̀es, on peut entrevoir un lien entre classes de conjugaison dans SL2(Z) et nœuds de Lorenz.
C’est ce lien qui sera explicité et approfondi dans la section 4.5. Dans un groupe, unélément g est
dit primitif si l’ égalit́e g = hk implique k = ±1. C’est une propriét́e invariante par conjugaison.

21) Autrement dit, le groupe PSL2(Z) est isomorphe au produit libreZ/2Z ∗ Z/3Z .
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COROLLAIRE 4.4. Les classes de conjugaison de matrices deSL2(Z) hyperboliques et primitives
sont index́ees par les mots de Lyndon.

EXEMPLE 4.5. Des tests rapides permettent de vérifier qu’il n’y a que trois mots de Lyndon associés
à des classes de conjugaison de matrices de trace 10 et de déterminant 1,̀a savoir les motsX8Y,X4Y2 et
X2YXY. D’après le ŕesultat pŕecedent, toute matrice primitive de SL2(Z) de trace 10 est donc conjuguée
à l’un de ces produits.

Consid́erons par exemple la matriceM =

(
5 −8
−3 5

)
. L’algorithme d’Euclide appliqúe à la premìere

colonne deM permet de d́ecomposer celle-ci en le produitY−2X3Y−2 . Dans PSL2(Z) la classe de
ce produit est (b2a)−2(ba)3(b2a)−2 = (ab)2(ba)3b(ab)2 = abab2abab2ab. Une permutation cyclique
des éléments de ce produit montre qu’il est conjugué à (ba)2(ba2)(ba)(ba2) , qui est la classe du
produit X2YXY. On en d́eduit que la matriceM est conjugúee à X2YXY. Le même proćed́e permet
de d́eterminer le mot de Lyndon représentant la classe de conjugaison de n’importe quelle matrice
primitive hyperbolique de SL2(Z) .

Dans la suite, nous allons considérer des classes un peu plus grosses que les classes de conjugaison
par des matrices de SL2(Z) . On note GL2(Z) l’ensemble des matrices̀a coefficients dansZ de
déterminant±1. On s’int́eresse maintenantà la conjugaison par des matrices de GL2(Z) .

PROPOSITION 4.6. Toute matrice hyperbolique et de trace positive deSL2(Z) est conjugúee,
dans GL2(Z) , à un produit de X et de Y contenant au moins un facteur X et au moins un facteur Y ,
et ce produit est uniquèa permutation circulaire des facteurs près età interversion des caractères X
et Y pr̀es.

Démonstration. Comme SL2(Z) est un sous-groupe (d’indice 2) de GL2(Z) , si deux matrices sont
conjugúees via des matrices de SL2(Z) , elles le sont via des matrices de GL2(Z) . D’autre part, toute

matrice de d́eterminant−1 est le produit d’une matrice de SL2(Z) par la matriceT =

(
0 1
1 0

)
. Donc

il suffit de connâıtre le ŕesultat de l’action de la matriceT par conjugaison surX et Y pour adapter
la proposition 4.3. Or on aTXT−1 = Y et TYT−1 = X , donc conjuguer parT revient à intervertir les
lettres X et Y.

4.2 CLASSES D’ IDÉAUX ET CLASSES DE CONJUGAISON

Nous allons maintenant́etablir une correspondance classique en théorie des nombres entre classes
d’idéaux d’un ordre dans un corps quadratique et classes de conjugaison de d́eterminant non nul dans
M2(Z) sous l’action de GL2(Z) . Les ŕesultats s’́etendent̀a des corps de degré suṕerieur et des matrices
de taille suṕerieure. Cependant, ils s’énoncent plus facilement dans le cas de la taille 2 qui nous
intéresse ici.
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Un corps quadratiqueest un corps de la formeQ[α] avec α nombre alǵebrique de degré 2.
L’ anneau des entiersO de Q[α] est l’ensemble deśeléments deQ[α] admettant un polyn̂ome
minimal unitaireà coefficients entiers. Unordre de O est un sous-anneau deO contenant l’́elément 1
et non isomorphèa Z . Un résultat classique affirme queO est un ŕeseau deQ[α] , c’est-̀a-dire un
Z-module libre de rang 2 dansQ[α] . Un ordre est alors un sous-réseau deO contenant 1.

EXEMPLE 4.7. Dans le corpsQ[
√

5], l’anneau des entiers estZ[ 1+
√

5
2 ] . Deux exemples d’ordres

sont Z[
√

5], qui est d’indice 2, etZ[ 1+3
√

5
2 ] , qui est d’indice 3.

Un idéal I d’un ordre o est un sous-groupe additif deo stable par multiplication par leśeléments
de o. Si {ω1, ω2} est uneZ-base deo, alors tout id́eal I de o admet uneZ-base{α1, α2} où α1

et α2 sont deuxéléments du ŕeseau engendré par ω1 et ω2 .

Un idéal I d’un ordre o est ditprincipal s’il existe unélémenta dansI tel queI est exactement
l’ensemble des multiples dea par deséléments deo. On note alors〈a〉 cet id́eal. Soit I, I ′ deux
idéaux deo. On dit queI et I ′ sont dans la m̂emeclasses’il existe a, a′ non nuls danso vérifiant
〈a〉 I = 〈a′〉 I ′ . Il s’agit d’une relation d’́equivalence entre id́eaux. Par exemple, la classe de l’idéal 〈1〉
est l’ensemble des idéaux principaux deo. Le résultat principal de cette section est le suivant.

PROPOSITION 4.8 (voir [9]). Soit t et d deux entiers vérifiant t2 > 4d > 0. Soit P(x) le
polynôme x2 − tx + d et soit α une racine de P. Alors il existe une bijection entre les classes
de conjugaison sous l’action deGL2(Z) de matrices A deM2(Z) vérifiant P(A) = 0 d’une part, et
les classes d’id́eaux de l’ordreZ[α] d’autre part.

Démonstration. Soit A dans M2(Z) vérifiant P(A) = 0. Alors A admetα et d/α pour valeurs
propres etP pour polyn̂ome caract́eristique. Soitv un vecteur propre deA assocíe à la valeur propreα .
Le vecteurv est uniqueà multiplication par un scalaire près et peut̂etre choisi dansZ[α]2 . On le

note alors

(
α1

α2

)
. Par d́efinition, on a A

(
α1

α2

)
= α

(
α1

α2

)
. Par conśequent, pour tout polyn̂ome Q

à coefficients entiers, on aQ(A)

(
α1

α2

)
= Q(α)

(
α1

α2

)
. Donc {α1, α2} est une Z-base d’un certain

idéal Iv de Z[α] .

Si v′ est un autre vecteur propre associé à la valeur propreα dont les coordonńees sont dansZ[α] ,
alors on av′ = λv pour un certainλ dans Z[α] , et donc l’idéal assocíe est 〈λ〉 Iv . La classe deIv
ne d́epend donc que deA. On note cette classeΦ(A) .

Si A′ est conjugúee à A par une matriceM de GL2(Z) , alors le vecteurM−1v est un vecteur
propre associé à la valeur propreα de A′ . Comme M est de d́eterminant±1, l’idéal IM−1v est
égal à Iv , mais la base associée est diff́erente. La classeΦ(A) ne d́epend donc que de la classe de
conjugaison deA sous l’action de GL2(Z) . Donc Φ induit une application bien d́efinie, également
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not́ee Φ dans la suite, de l’ensemble des classes de conjugaison de matrices A vérifiant P(A) = 0 vers
les classes d’id́eaux de l’ordreZ[α] .

Dans l’autre direction, soitI un idéal deZ[α] et {β1, β2} une base deI . CommeI est stable par

multiplication parα , il existe une matriceB dans M2(Z) vérifiant B

(
β1

β2

)
= α

(
β1

β2

)
. Par conśequent

B admetα pour valeur propre et

(
β1

β2

)
pour vecteur propre associé. Comme la trace deB est entìere,

l’autre valeur propreα′ de B est égaleà n− α , pour un certainn dans Z . On a alors

detB = α(n− α) = nα− α2
= nα− (tα− d).

Or detB est entier, ce qui entraı̂ne n− t = 0, et doncα′ est le conjugúe de α . Par conśequent, la
matrice B vérifie P(B) = 0.

Si on choisit une autre base{β′
1, β

′
2} de I , alors il existeT dans GL2(Z) vérifiant

(
β′

1

β′
2

)
= T

(
β1

β2

)
.

La matrice associée est alorsTBT−1 . La classe de conjugaison deB ne d́epend donc que deI . On
note cette classe de conjugaisonΨ(I).

Si on choisit un autre id́eal I ′ dans la classe deI , on vérifie également que la matrice associée à
toute base deI ′ est dansΨ(I) .

On a ainsi construit deux applicationsΦ et Ψ entre classes de conjugaison dans M2(Z) sous l’action
de GL2(Z) et classes d’id́eaux dans des corps quadratiques. La définition deΨ montre imḿediatement
que Φ et Ψ sont inverses l’une de l’autre.

La question est maintenant de calculer effectivement la bijection Φ de la proposition 4.8,̀a savoir,
à partir des matrices, de calculer deséléments des classes d’idéaux correspondants. Une notion adaptée
à cette fin est la suivante.

DÉFINITION 4.9 (voir [9]). Soit o un ordre dansZ[α] et I un idéal de o. Une matriceM dans
M2(Z) est dite idéale pour I s’il existe une base{ω1, ω2} de o et une base{α1, α2} de I telles

que M

(
ω1

ω2

)
=

(
α1

α2

)
.

PROPOSITION 4.10. Soit P(x) = x2 − tx + d un polyn̂ome unitaire irŕeductible etα une racine
de P. Alors toute matrice A dansM2(Z) vérifiant P(A) = 0 est de la forme XICPX−1

I , où XI est une

matrice id́eale pour un id́eal I appartenantà Φ(A) et où CP est la matrice compagnon

(
0 1
−d t

)

du polyn̂ome P. Ŕeciproquement, toute matrice X dansM2(Z) vérifiant X−1AX = CP est la matrice
idéale d’un id́eal appartenant̀a Φ(A) .
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Noter que la relationA = XICPX−1
I n’implique pas que la matriceA est conjugúee à CP

dans GL2(Z) , car en ǵeńeral, la matriceXI n’est pas de d́eterminant±1.

Démonstration. Par d́efinition de α , on a α

(
1
α

)
=

(
α

tα− d

)
, donc, par la d́emonstration de la

proposition 4.8, la matriceCP est la matrice deΨ
(
〈1〉

)
assocíee à la base{1, α} de l’idéal 〈1〉 .

Soit A une matrice de M2(Z) annulantP. On lui a associé dans la d́emonstration de la proposition 4.8
une base{α1, α2} d’un idéal I appartenant̀a Φ(A) . Par d́efinition, la matrice id́ealeXI correspondante,

relativement aux bases{1, α} de Z[α] et {α1, α2} de I , vérifie XI

(
1
α

)
=

(
α1

α2

)
. On a donc

X−1
I

(
α1

α2

)
=

(
1
α

)
, d’où CPX−1

I

(
α1

α2

)
= CP

(
1
α

)
= α

(
1
α

)
, et donc

XICPX−1
I

(
α1

α2

)
= αXI

(
1
α

)
= α

(
α1

α2

)
.

Par conśequent, on aA = XICPX−1
I , comme annonće.

Pour la ŕeciproque, soit{α1, α2} une base de l’id́eal correspondant̀a A. On a alorsA

(
α1

α2

)
=

α

(
α1

α2

)
. Soit X vérifiant X−1AX = C. On a doncXCX−1

(
α1

α2

)
= α

(
α1

α2

)
, d’où CX−1

(
α1

α2

)
=

αX−1

(
α1

α2

)
. Comme α est une valeur propre simple deC, le vecteur X−1

(
α1

α2

)
est propre, et

donc il existe p, q dans Q(α) vérifiant X−1

(
α1

α2

)
=

p
q

(
1
α

)
, soit X−1

(
qα1

qα2

)
=

(
p

pα

)
, d’où

(
qα1

qα2

)
= X

(
p

pα

)
. Par conśequent,X est la matrice id́eale de l’id́eal 〈qα1, qα2〉 , lequel appartient̀a

la classeΦ(A) .

La démonstration de la proposition 4.10 montre en particulier que la classe des idéaux principaux
de Z[α] correspondà la classe de matrices contenant la matrice compagnonCP du polyn̂ome
caract́eristique P de α . Dans le casP(x) = x2 − tx + 1, la classe des id́eaux principaux correspond
également̀a la classe de matrices engendrée par la matriceXt−2Y, puisqueXt−2Y est conjugúeeà CP

par la matrice

(
1 0
−1 1

)
, qui est dans GL2(Z) .

EXEMPLE 4.11. Revenons aux matrices de trace 10 et de déterminant 1. Le polyn̂ome minimal
correspondant estP(x) = x2−10x+1, dont les racines sont 5+2

√
6 et 5−2

√
6. Le corps quadratique

assocíe est Q[
√

6], dont l’anneau des entiers estZ[
√

6] ; en revanche, nous nous intéressons icìa
l’ordre Z[2

√
6] et à ses classes d’idéaux. Nous avons vu dans l’exemple 4.5 que toute matrice de
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trace 10 et de d́eterminant 1 est conjuguée à l’un des trois produitsX8Y,X4Y2 ou X2YXY, c’est-̀a-dire

à l’une des matrices

(
1 1
8 9

)
,

(
1 2
4 9

)
ou

(
2 3
5 8

)
. Par la propríet́e 4.8, il y a donc trois classes

d’idéaux dans l’ordreZ[2
√

6].

On vient de voir que la classe de la matriceX8Y =

(
1 1
8 9

)
correspondà la classe des idéaux

principaux, donc

(
1 2
4 9

)
et

(
2 3
5 8

)
correspondent aux deux classes d’idéaux non principaux. Comme

les matrices conjuguant ces deuxéléments̀a CP sont

(
2 0
−1 1

)
et

(
3 0
−1 1

)
, et que la base deZ[2

√
6]

assocíee à CP est {1, α} = {1, 5+ 2
√

6} , on en d́eduit au passage que les idéaux
〈
2, 4+ 2

√
6
〉

et〈
3, 4+ 2

√
6
〉

sont repŕesentants des deux classes d’idéaux non principaux deZ[2
√

6].

4.3 LA SURFACE MODULAIRE

Dans [24] et [25],É. Ghys d́emontre, et illustre visuellement, que les nœuds de Lorenz apparaissent
comme orbites ṕeriodiques du flot modulaire défini sur la varíet́e PSL2(R)/PSL2(Z) . Afin d’expliquer
ce ŕesultat, nous allons d’abord donner plusieurs descriptions de la varíet́e modulaire, et d́ecrire le flot
en termes de réseaux du plan.

Le groupe PSL2(R) agit sur le demi-plan de Poincaré H par homographie :
(

a b
c d

)
. z=

az+ b
cz+ d

,

l’action étant transitive et fid̀ele. Un domaine fondamentalD pour cette action est donné par

{z∈ C | ℑz> 0,−1/2 6 ℜz6 1/2, |z| > 1} .

La restriction de l’actionà PSL2(Z) est discr̀ete, elle n’est pas libre car certains points, en fait
les orbites des pointsi et j , ont des stabilisateurs non triviaux. Le quotientH/PSL2(Z) est alors un
orbifold, c’est-̀a-dire une surface avec deux points singuliers (correspondant aux orbites des pointsi
et j ) au voisinage desquels l’angle total n’est pas 2π mais respectivement 2π/2 et 2π/3. Cet orbifold,
qui n’est donc pas une surfaceà proprement parler, est traditionnellement appelé surface modulaireet
not́e Σmod dans la suite. Il s’identifie naturellementà D modulo les recollements− 1

2 + iy ∼ 1
2 + iy

pour y >
√

3/2 et ei( π2 −α) ∼ ei( π

2 +α) pour 0< α 6 π/12. Il hérite de la ḿetrique hyperbolique deH .
Comme le jacobien d’une homographie vaut toujours 1, l’action s’́etend au fibŕe unitaire tan-

gent T1H ≃ H × S1 . Elle devient alors transitive et libre, par conséquent, les variét́es T1H
et PSL2(R) sont isomorphes. Comme l’action de PSL2(Z) sur T1H est discr̀ete, les varíet́es quo-
tients PSL2(R)/PSL2(Z) et T1H/PSL2(Z) = T1Σmod sont isomorphes. Le fibré unitaire tangentT1Σmod

à la surface modulaire est alors une variét́e de dimension 3, naturellement munie d’une métrique rie-
mannienneg . Il s’identifie de manìere canoniquèa D × S1 modulo les recollements sur les bords
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(− 1
2 + iy, θ) ∼ ( 1

2 + iy, θ) d’une part, et (ei( π2 −α), θ − α) ∼ (ei( π2 +α), π + θ + α) d’autre part, qui se
prolongent aux coins en (i, θ) ∼ (i, θ + π) et (j, θ) ∼ (j, θ + 2π

3 ) .
Un réseau du plan est ditde covolume1 s’il admet une maille d’aire 1. Un tel réseau est

détermińe par les coordonńees des vecteurs d’une base, donc par une matriceA de SL2(R) .
De plus, changer la base (ordonnée) du ŕeseau revient̀a multiplier à gaucheA par un élément
de SL2(Z) . On obtient ainsi un isomorphismeh entre l’espace des réseaux de covolume 1 et la
variét́e SL2(R)/SL2(Z) ≃ PSL2(R)/PSL2(Z) . Ainsi, les trois varíet́es PSL2(R)/PSL2(Z),T1Σmod et
l’espace des ŕeseaux de covolume 1 sont canoniquement isomorphes. Détaillons le lien entre les deux
dernìeres (voirégalement la figure 4.2).

Soit Λ un réseau de covolume 1 dans le plan, identifié à C . Nous allons lui associer un pointf (Λ)
de T1Σmod, c’est-̀a-dire un point deΣmod et un vecteur unitaire tangent en ce point. L’idée est de
passer par un réseau semblableρeiθΛ ayant une base de la forme{1, z} , où z est un point deD .

0 1

i

z

2θ θ
vv′

z1

2θ1

v1
v2 = v′1

v′2

z2

2θ2

D

FIGURE 4.2

Comment associer un point de T1Σmod à un réseau de covolume 1. Les deux vecteurs tangents
représentés en z1 et z2 correspondent au même réseau, représenté à droite, et sont donc identifiés.

Supposons d’abord queΛ n’a que deux plus courts vecteurs que nous nommonsv et −v . Supposons
ensuite queΛ n’a que deux plus courts vecteurs non colinéairesà v , nous les nommonsv′ et −v′

de sorte que la base (v, v′) soit directe. Il existe une unique simillitude directe envoyant v en 1. On
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désigne parz l’image de v′ et par θ l’angle de la simillitude. Remarquons que, siθ dépend du
choix de v que nous avons fait, niz, ni 2θ n’en d́ependent. Il se trouve quez est à l’intérieur du
domaineD , et on d́efinit alors sans ambiguı̈té f (Λ) par la formulef (Λ) = (z, 2θ) .

Dans la construction préćedente, s’il y a deux choix possibles pourv′ , alors ces options fournissent
deux pointsz de D de la forme− 1

2 + iy et 1
2 + iy , qui correspondent au m̂eme point deΣmod. Comme

la simillitude ne d́epend pas du choix dev′ , ces deux choix possibles dez dansD mènent au m̂eme
angle θ , et donc au m̂eme point deT1Σmod. On peut alors d́efinir fΛ) par la m̂eme formule sans
ambigüıté.

S’il y a plus deux choix possibles pourv , alors soitΛ est à maille carŕee, soità maille triangulaire
équilat́erale, soit à maille triangulaire isoc̀ele non équilat́erale. Dans le dernier cas (illutré sur la
figure 4.2), il y a quatre choix possibles pourv , menantà deux pointsz de D de la formeei( π2 −α) et
ei( π2 +α) , qui correspondent encore au même point deΣmod. Les angles des simillitudes correspondantes
diff èrent deπ

2 +α , dont le double est exactement la différence d̂ue au recollement deD . Par conśequent,
on peut encore d́efinir f (Λ) sans ambigüıté.

De même , dans le cas d’une maille carrée, le point z assocíe est le point i , et les diff́erents
choix du plus court vecteurv sont compenśes par l’identification (i, θ) ∼ (i, θ + π) . Et dans le cas
d’une maille triangulaire équilatérale, les différents choix possibles,̀a la fois pourv et pour v′ sont
compenśes par les identifications (j, θ) ∼ (j, θ + 2π

3 ) ∼ (j + 1, θ) . On a alors

PROPOSITION4.12. L’application f établit un isomorphime entre l’espace des réseaux de covolume1
et le fibŕe unitaire tangent T1Σmod.

4.4 FLOT MODULAIRE, NŒUDS MODULAIRES ET CLASSES DE CONJUGAISON

Soit Λ un réseau deR2 de covolume 1 et (b1, b2) une base deΛ . Pour tout t , les vecteurs

bt
1 =

(
et 0
0 e−t

)
b1 et bt

2 =

(
et 0
0 e−t

)
b2 forment encore une base d’un réseau de covolume 1, lequel

ne d́epend que deΛ . On d́efinit φt(Λ) comme le ŕeseau engendré par les vecteursbt
1 et bt

2 . Le flot φ
est appeĺe flot modulairesur l’espace des réseaux de covolume 1. Par la proposition 4.12, il induit un
flot sur la varíet́e T1Σmod. Il se trouve que ce dernier est le flot géod́esique associé à la ḿetrique g

sur T1Σmod.

Si les vecteursbt0
1 et bt0

2 appartiennent au réseauΛ et sont minimaux, alors on aφt0(Λ) = Λ et
l’application t 7→ φt(Λ) restreinteà l’intervalle [0, t0] définit un lacet ferḿe dansT1Σmod, et donc un
nœud dans ce m̂eme espace. Le résultat suivant d́ecrit les circonstances où un tel événement se produit
et annonce la correspondance de Ghys.

PROPOSITION 4.13. Les orbites ṕeriodiques du flot modulaire sont indexées par les classes de
conjugaison dePSL2(Z) .
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Sch́ema de la d́emonstration. Comme le flot modulaire coı̈ncide avec le flot ǵeod́esique sur le
quotient deH par PSL2(Z) , une orbite modulaire ṕeriodique provient d’une ǵeod́esique λ de H
qui est invariante sous l’action d’un certaińelément hyperboliqueA de PSL2(Z) . Quand on passe
au quotientH/PSL2(Z) , cette ǵeod́esique λ devient invariante sous l’action de toute la classe de
conjugaison deA dans SL2(Z) . Réciproquement, les seulśeléments de PSL2(Z) fixant λ sont les
conjugúees des puissances deA. Une orbite modulaire ṕeriodique est donc naturellement associée à
une classe de conjugaison dans SL2(Z) sous l’action de SL2(Z) , à savoir la classe deA dans SL2(Z) ,
ou de sa plus petite racine siA n’est pas primitive. Or le corollaire 4.4 fournit une bijection entre les
mots de Lyndon et les classes de conjugaison de matrices primitives hyperboliques.

COROLLAIRE 4.14. Les orbites ṕeriodiques du flot modulaire sont indexées par les mots de Lyndon.

On a maintenant obtenu de manière naturelle des nœuds sur le fibré unitaire tangent̀a la surface
modulaire. Or celui-ci se trouvêetre isomorphèa la sph̀ere S3 privée d’un nœud de trèfle, via aux
coordonńees suivantes, introduites par Gauss, pour les réseaux deR2 . IdentifionsR2 avec C , et posons

g2(Λ) = 60
∑

z∈Λ\{0}
z−4 et g3(Λ) = 140

∑

z∈Λ\{0}
z−6.

Les sommesg2 et g3 convergent et il se trouve que l’applicationΛ 7→ (g2(Λ), g3(Λ)) est injective,
c’est-̀a-dire que le ŕeseauΛ est entìerement d́etermińe par les valeurs des fonctionsg2 et g3 . De
plus, la non-d́eǵeńerescence deΛ correspond̀a la conditiong3

2 − 27g2
3 6= 0. Enfin, le fait queΛ est

de covolume 1 impose une condition de renormalisation surg2(Λ) et g3(Λ) . Quitte à changer de
renormalisation, on peut supposer

(4.1) |g2(Λ)|2 + |g3(Λ)|2 = 1.

Cette dernìere condition permet d’identifier l’image de (g2, g3) à une partie de la sphère S3 , qui est le
compĺementaire d’un nœud de trèfle, not́e , dansS3 . On a ainsi un isomorphisme entreS3

r et
la varíet́e modulaire PSL2(R)/PSL2(Z) , qui nous permet de plonger les nœuds modulaires de manière
naturelle dansS3 22).

DÉFINITION 4.15. Un nœud est ditmodulaires’il peut être ŕealiśe comme orbite ṕeriodique du flot
modulaire sur l’espace des réseaux de covolume 1, plongé dansS3 via l’application (g2, g3) .

4.5 NŒUDS MODULAIRES ET NŒUDS DELORENZ

À ce point, nous avons introduits deux familles de nœuds, lesnœuds de Lorenz et les nœuds
modulaires, dont leśeléments sont naturellement en bijection avec les mots de Lyndon. Le ŕesultat de
Ghys affirme que ces familles coı̈ncident.

22) Consulter [39, 14, 11, p. 83] pour des preuves plus visuellesdétaillant la topologie deT1Σmod.
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THÉORÈME 4.16 ([24, 25]). Plongeons T1Σmod dans S3 à l’aide de l’application (g2, g3) ◦ f−1 .
Alors, pour tout mot de Lyndonw , le nœud modulaire et le nœud de Lorenz associés à w cöıncident.

Sch́ema de la d́emonstration. L’id ée principale est de déformer contin̂ument la ḿetrique surΣmod

et T1Σmod pour amener tout le flot ǵeod́esique au voisinage du segment reliant les images des points
i et j de H . En contractant la direction stable du flot, les orbites viennent alors s’accumuler sur un
patron, qui se trouvêetre le patron ǵeoḿetrique de Lorenz.

Pour plus de d́etails, nous renvoyons̀a [24], et à [25] où l’on trouvera des représentations aniḿees
très spectaculaires.

EXEMPLE 4.17. Revenons au cas des idéaux deZ[2
√

6]. On a vu qu’il y a trois classes d’idéaux,
dont trois repŕesentants sont

〈
1, 5+ 2

√
6
〉
,
〈
2, 4+ 2

√
6
〉

et
〈
3, 4+ 2

√
6
〉

. Les trois nœuds modulaires
assocíes sont les nœuds correspondants aux motsX8Y,X4Y2 et X2YXY. Notre étude des nœuds de
Lorenz et la correspondance de Ghys montrent que ceux-ci sont respectivement un nœud trivial, un
nœud trivial, et un nœud de trèfle.

4.6 NŒUDS DE LORENZ ET CLASSES D’ IDÉAUX

On a maintenant une application naturelle associantà une classe d’id́eaux dans un ordre d’un corps
quadratique une unique classe de mots enX et Y, définis à permutation circulaire des lettres età
échange des caractères X et Y près. Or on ne change pas un nœud de Lorenz enéchangeant tous
les caract̀eres L et R dans le mot de Lyndon associé : cela correspond̀a une rotation autour de l’axe
passant par le centre du patron etéchangeant les deux points critiques, ou encoreà une rotation de
180◦ de la tresse de Lorenz autour d’un axe vertical. On a donc une bijection entre classes d’idéaux
dans certains corps quadratiques et nœuds de Lorenz, modulosymétrie du patron. La question est alors
de savoir si l’existence de cette bijection a des conséquences intéressantes.

Celles-ci pourraient venir de la structure de groupe qui existe naturellement sur les classes d’idéaux
dans un corps quadratique. Préciśement, soitQ[α] un corps quadratique,O son anneau des entiers,
o un ordre d’indicen dansO , et I1 et I2 deux id́eaux deo. Alors la classe de l’id́eal I1I2 ne d́epend
pas du choix deI1 et I2 dans leurs classes respectives. Par conséquent, l’oṕeration de multiplication
est bien d́efinie sur les classes d’idéaux. On v́erifie facilement que la classe des idéaux principaux est
un élément neutre pour cette opération, donc l’ensemble des classes d’idéaux forme un monöıde. De
plus, toute classe contenant au moins un idéal I dont la normeN(I) est premìere avec l’indicen
admet un inverse pour la multiplication, c’est-à-dire qu’il existeI ′ tel que II ′ est un id́eal principal,
voir [10, p. 122]. L’ensemble de ces classes est stable par produit, par conśequent l’ensemble des
classes contenant au moins un idéal I dont la norme est première avecn forme un groupe, appelé
groupe des classesde l’ordre o.
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EXEMPLE 4.18. Revenons une dernière fois aux id́eaux de Z[2
√

6]. L’id éal
〈
1, 5+ 2

√
6
〉

est
principal, c’est donc un représentant de la classe des idéaux principaux. Pour ce qui est de

〈
2, 4+ 2

√
6
〉

,
on vérifie facilement que tout́elément de sa classe a une norme qui est multiple de 2. Or l’indice
de Z[2

√
6] dans Z[

√
6] est 2, donc la classe de

〈
2, 4+ 2

√
6
〉

n’appartient pas au groupe des classes

de Z[2
√

6]. De fait, on v́erifie l’égalit́e
〈
2, 4+ 2

√
6
〉2

= 〈2〉
〈
2, 4+ 2

√
6
〉

, donc, si cette classéetait
dans le groupe des classes, elle en serait l’élément neutre. Or cette position est déjà occuṕee par la
classe des id́eaux principaux. Quant̀a

〈
3, 4+ 2

√
6
〉

, sa norme est 3, qui est premierà 2, donc sa
classe appartient au groupe des classes. Le groupe des classes deZ[2

√
6] est doncZ/2Z . Notons que,

dans la correspondance de Ghys, le nœud associé à l’élément neutre est le nœud trivial et le nœud
assocíe à l’autre élément est le nœud de trèfle.

Pour un autre exemple, considérons les matrices de trace 22 et de déterminant 1. L’ordre associé
est Z[2

√
30], qui compte six classes d’idéaux, correspondant aux matricesX20Y, X10Y2 , X5Y4 , X6YXY,

X4YX2Y et X2YX2Y2 . Les nœuds associés sont le nœud trivial pour les trois premières classes, le nœud
de tr̀efle pour les deux suivantes, et le nœud toriqueT(5, 2) pour la dernìere. Le groupe des classes
de Z[2

√
30] a quatreéléments, car les classes correspondant aux motsX10Y2 et X4YX2Y ne sont

pas inversibles. Ce groupe est le groupe de Klein (Z/2Z)2 . Vis-à-vis de la correspondance de Ghys,
l’ élément neutre a pour nœud associé le nœud trivial, et les trois autreséléments du groupe sont associés
respectivement au nœud trivial, au nœud de trèfle et au nœudT(5, 2).

4.7 DEUX RÉSULTATS NOUVEAUX

Comme on a associé à chaque classe d’idéaux un nœud de manière canonique, la question se pose
naturellement de savoir si la multiplication du groupe des classes d’id́eaux a un pendant du côté des
nœuds, c’est-à-dire si on peut d́efinir directement une opération de multiplication des nœuds et, par
exemple, mieux comprendre les observations de l’exemple 4.18. Les seules réponses connues̀a ce jour,
très partielles, sont les résultats suivants, qui semblent nouveaux.

Le premier ŕesultat d́ecrit compl̀etement le sous-groupe du groupe des classes d’idéaux forḿe par
les classes associées au nœud trivial. On note∧ l’opération de pgcd de deux entiers et∨ leur ppcm.

THÉORÈME 4.19. Soit t> 2 un entier, α une racine du polyn̂ome x2 − tx + 1, et G le groupe
des classes associé à l’ordre Z[α] . L’ensemble deśeléments de G associés au nœud trivial forme
un sous-groupe G0 de G qui est isomorphèa (Z/2Z)d−1 où d est le nombre de diviseurs premiers
de t− 2. Les matrices correspondant auxéléments de G0 sont de la forme XmYm′

avec mm′ = t − 2
et m∧ m′ = 1. Expriḿee en termes de matrices, la multiplication de G0 est donńee par la formule

Xm1Y(t−2)/m1 · Xm2Y(t−2)/m2 = Xm3Y(t−2)/m3 , avec m3 =
m1 ∨ m2

m1 ∧ m2
.

Démonstration. Le nœud trivialétant le seul nœud obtenu comme clôture d’une tressèa un brin,
c’est le seul nœud de Lorenz de pas 1. Par conséquent, les orbites triviales du flot de Lorenz sont
exactement celles qui sont associées aux mots de la formeXmYm′

.
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Comme inverser dans le groupe des classes revientà transposer la matrice, les classes correspondant
aux motsXmYm′

et Xm′

Ym sont inverses l’une de l’autre. Or ces classes coı̈ncident, puisqu’au niveau
des id́eaux l’́echange des caractèresX et Y et la permutation circulaire des lettres ne modifient pas la
classe. Par conséquent, ces classes sont d’ordre 2 dans le groupe des classesG.

L’ordre assocíe aux matrices de tracet est Z[α] , où α = −t+
√

t2−4
2 , et l’idéal assocíe à la

matrice XmYm′

, c’est-̀a-dire la matrice

(
1 m
m′ 1+ mm′

)
, est 〈m, α− 1〉 . D’après [8, p. 220], la forme

quadratique associée estmx2 +mm′xy+m′y2 , et, d’apr̀es la proposition 5.2.5 de [8], la condition pour
qu’un idéal soit inversible est que les coefficients de la forme quadratique associée soient premiers
entre eux, soit, dans le cas présent,m∧ m′ = 1. Les nœuds triviaux apparaissant dans le groupe des
classes correspondent donc aux mots de la formeXmYm′

, avec mm′ = t − 2 et m∧ m′ = 1.
Il reste à vérifier la stabilit́e par produit deśeléments associés à des nœuds triviaux, et la forme

explicite du produit annoncée. Calculant au niveau des idéaux, on trouve

〈m1, α− 1〉 · 〈m2, α− 1〉
=

〈
m1m2,m1(α− 1),m2(α− 1), α2 − 2α+ 1

〉

= 〈(m1 ∧ m2)(m1 ∨ m2), (m1 ∧ m2)(α− 1), (t − 2)α〉

= (m1 ∧ m2)

〈
m1 ∨ m2, α− 1,

t − 2
m1 ∧ m2

α

〉
.

Les diviseurs det − 2 se divisent en quatre catégories : ceux qui ne divisent nim1 ni m2 dont nous
noterons le pgcdp−− , ceux qui divisentm1 et pas m2 dont nous noterons le pgcdp+− , ceux qui
divisent m2 et pas m1 dont nous noterons le pgcdp−+ , et ceux qui divisentm1 et m2 dont nous
noterons le pgcdp++ . On a alors

m1 ∨ m2 = p−+p+−p++ et
t − 2

m1 ∧ m2
= p−−p−+p+−,

d’où (m1 ∨ m2) ∧ t − 2
m1 ∧ m2

= p−+p+− =
m1 ∧ m2

m1 ∨ m2
. On en d́eduit

(m1 ∧ m2)

〈
m1 ∨ m2, α− 1,

t − 2
m1 ∧ m2

α

〉
= (m1 ∧ m2)

〈
m1 ∧ m2

m1 ∨ m2
, α− 1

〉
.

Ce dernier id́eal est dans la m̂eme classe que

〈
m1 ∧ m2

m1 ∨ m2
, α− 1

〉
, dont la matrice id́eale est

X
m1∨m2
m1∧m2 Y(t−2)

/
m1∨m2
m1∧m2 .

Notre seconde observation est un résultat de syḿetrie tr̀es simple. Siw est un mot (de Lyndon),
on appellemiroir de w le mot obtenu en renversant l’ordre des lettres dew .
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PROPOSITION 4.20. Pour tout mot de Lyndonw , les nœuds de Lorenz correspondantsà w et à
son miroir sont les m̂emes.

Démonstration. Transpośe en termes de nœuds modulaires, l’énonće devient : les nœuds sur le
fibré unitaire tangent̀a la surface modulaireT1Σmod qui correspondent au parcours dans un sens et
dans l’autre d’une ǵeod́esique ṕeriodique de la surface modulaireΣmod sont les m̂emes. Or, vis-̀a-vis
de la ḿetrique riemannienneg introduite au d́ebut de la section, l’involution deT1Σmod qui associe au
vecteur tangentv de T1

xΣmod le vecteur−v de T1
xΣmod est une isoḿetrie deT1Σmod

23), qui pŕeserve
l’orientation. Par conśequent, elle envoie tout lacet sur un lacet isotope, et les nœuds associés cöıncident.

Ce ŕesultat montre l’int́erêt de la correspondance de Ghys et du lien entre nœuds de Lorenz et
nœuds modulaires. Sur le patron de Lorenz, une seule involution naturelle apparaı̂t, à savoir la syḿetrie
par rapportà l’axe du patron, qui correspond̀a la syḿetrie par rapport̀a la premìere diagonale sur les
diagrammes de Young associés. La proposition 4.20 révèle une autre syḿetrie sur les orbites du flot de
Lorenz, naturelle dans le langage du fibré tangentT1Σmod à la surface modulaire, mais cachée sur le
patron de Lorenz. Par exemple, elle montre que les orbites assocíees aux mots de LyndonLLRRLRRR
et LLRRRLRR, correspondant aux tableaux complét́es et , sont isotopes.

EXEMPLE 4.21. Comme dernière illustration, consid́erons les nœuds associés à des matrices de
trace 40. L’ordre associé est Z[−20+ 3

√
11]. Un logiciel de calcul alǵebrique, comme par exemple

PARI/GP24), fournit la structure du groupe des classes associé, ici Z/2Z × Z/4Z , et des repŕesentants
des classes associéesà chaquéelément. En termes de matrices, les huitéléments du groupe des classes
d’idéaux de l’ordreZ[−20+ 3

√
11] sont les suivants.

G = Z/2Z × Z/4Z (·, 0̄) (·, 1̄) (·, 2̄) (·, 3̄)

(0̄, ·) X38Y X3Y3X2Y XYXY12 X3YX2Y3

(1̄, ·) X19Y2 X2Y7XY X5YX4Y X2YXY7

Traduit en termes de nœuds de Lorenz via la correspondance deGhys, ce tableau devient :

G = Z/2Z × Z/4Z (·, 0̄) (·, 1̄) (·, 2̄) (·, 3̄)

(0̄, ·)

(1̄, ·)

23) En fait, c’est m̂eme une rotation d’angleπ par rapportà l’axe constitúe des vecteurs tangents au pointi .
24) http ://pari.math.u-bordeaux.fr/
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On peut y voir illustŕes les ŕesultats des th́eor̀emes 4.19 et 4.20. D’abord, comme 40 admet deux diviseurs
premiers distincts, les nœuds triviaux forment un sous-groupe isomorphèa Z/2Z , qui correspond̀a la
colonne (·, 0̄) du tableau. Par ailleurs, les colonnes (·, 1̄) et (·, 3̄) correspondent̀a deséléments oppośes
dans le groupe, et on voit que, sur chaque ligne, les nœuds correspondants sont en effet les mêmes.

5. QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

Nous terminerons ce tour d’horizon des nœuds de Lorenz par quelques-unes des multiples questions
ouvertes les concernant.

5.1 CODAGE PAR LES MOTS DELYNDON ET LES DIAGRAMMES DE YOUNG

On a vu dans la section 1 comment tous les nœuds de Lorenz peuvent être cod́es par des mots
de Lyndon, ou, de façon presqueéquivalente, par des diagrammes de Young. Ces codages ne sont pas
injectifs : même minimaux, deux mots de Lyndon distincts peuvent coder lemême nœud de Lorenz
et, de m̂eme, deux diagrammes de Young (non complét́es) distincts peuvent coder le même nœud de
Lorenz. Reconnâıtre quand deux mots de Lyndon, ou deux diagrammes de Young, codent le m̂eme nœud
de Lorenz est une question pour le moment difficile. On a vu dans le corollaire 2.24 que le genre du
nœud d́etermine le nombre de cases du diagramme de Young, mais bien sûr pas le diagramme complet.
Par exemple, on v́erifie facilement que la tresse de Birman-Williams associée au deux diagrammes de
Young [3, 3, 2] et [4, 4] est la m̂eme, et donc les nœuds de Lorenz associés cöıncident.

QUESTION 2. Existe-t-il un algorithme permettant de déterminer quand deux diagrammes de Young
codent le m̂eme nœud de Lorenz ?

La section 3.5 et l’article [4] donnent une reformulation plus ǵeńerale.

QUESTION3. Existe-t-il un algorithme permettant de déterminer quand deux T -nœuds sont isotopes ?

Une premìere étape pourrait consister̀a d́emontrer la propríet́e suivante, qui áet́e vérifiée sur un
grand nombre d’exemples.

CONJECTURE 5.1 ([4]). Soit b et b′ deux tresses de Birman-Williams associées à deux orbites
périodiques isotopes du flot de Lorenz. Alors b et b′ sont conjugúees dans Bt , où t est le pas commun
de ces orbites.
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5.2 NŒUDS SATELLITES

Avec le th́eor̀eme 2.11, on a obtenu une description complète de ceux des nœuds de Lorenz qui sont
satellites d’un nœud de Lorenz. Par contre, on n’a pas de caractérisation ǵeńerale de tous les nœuds
de Lorenz qui sont des nœuds satellites. Il semblerait en fait que seule la situation du théor̀eme 2.11
soit possible.

CONJECTURE5.2 (H. Morton, communication personnelle).Tout nœud de Lorenz qui est un nœud
satellite est un ĉablage sur un nœud de Lorenz, selon le schéma de la proposition 2.7.

Un important ŕesultat de W. Thurston [48] montre que tout nœud qui n’est ni torique, ni satellite est
hyperbolique. Notons qu’une solution positiveà la conjecture 5.2 permettrait de déterminer pŕeciśement
quels nœuds de Lorenz sont des nœuds satellites, et, de là, par compĺement, quels nœuds de Lorenz
sont hyperboliques.

Dans la ligńee de la question 2, il est́egalement naturel de chercherà reconnâıtre le type d’un
nœud de Lorenz̀a partir d’un diagramme de Young le codant.

QUESTION 4. Existe-t-il un algorithme qui,̀a partir d’un diagramme de Young codant un nœud
de Lorenz K , d́etermine le type du nœud torique associé si K est torique, et la suite des cablâges
successifs si K est satellite ?

5.3 INVARIANTS POLYNOMIAUX ET VOLUME HYPERBOLIQUE

Il semble que les polyn̂omes d’Alexander ou de Jones des nœuds de Lorenz soient particulièrement
simples. Les simulations nuḿeriques de [13] montrent que les coefficients du polynôme d’Alexander
d’un nœud de Lorenz donné comme cl̂oture d’une tresse, tout comme ceux de leurs polynômes de
Jones, sont très petits comparés à ceux de la cl̂oture d’une tresse aléatoire de m̂eme taille.

QUESTION 5. La petitesse observée des coefficients des polynômes d’Alexander, de Jones, et
HOMFLY assocíes aux nœuds de Lorenz est-elle un phénom̀ene ǵeńeral, et peut-on l’expliquer ?
Comment se ŕepartissent les racines des polynômes d’Alexander et de Jones dans le plan complexe ?

Une réponse partielle pour la répartition des racines du polynôme d’Alexander est donnée dans [14],
mais rien n’est dit sur les coefficients. Dans [4], J. Birman et I. Kofman ont calcuĺe les volumes
hyperboliques des complémentaires d’un certain nombre de nœuds de Lorenz hyperboliques. Comme
dans le cas des coefficients des invariants polynomiaux, il apparâıt que ce volume prend des valeurs
étonnamment petites.

QUESTION 6. Peut-on borner suṕerieurement le volume hyperbolique des nœuds de Lorenz qui sont
hyperboliques en fonction de la taille d’une tresse de Birman–Williams les repŕesentant ?
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Par ailleurs, il se trouve que, parmi les cent nœuds hyperboliques de plus petit volume, plus de la
moitié sont des nœuds de Lorenz. Une explication de cette observation étonnante serait bienvenue.

5.4 CORRESPONDANCE DEGHYS ET NŒUDS MODULAIRES

Le lien entre les nœuds de Lorenz et l’arithmétique par le biais du groupe des classes d’idéaux
assocíe à un ordre sur un corps quadratique est fascinant, mais encore très incompl̀etement compris.
Les propositions 4.19 et 4.20 semblent n’être que les partieśemerǵees d’un analogue du groupe des
classes qui serait défini sur les nœuds modulaires, donc, de façonéquivalente, sur les nœuds de Lorenz.

QUESTION 7. Peut-on d́efinir directement au niveau des nœuds modulaires, ou des nœuds de
Lorenz, une multiplication (d́ependant deα ) qui induise la structure de groupe associée sur les nœuds
correspondant au groupe de classes d’idéaux deZ[α] ?
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