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LES NEUDS DELORENZ

par Pierre Dehornoy

RESUME. Cet article est un expésde syntBse sur les noeuds de Lorenz. Nowréions la construction
initiale, demontrons de fagon @cise un certain nombre de pragés classiques, en particulier le fait que latate
d’'une tresse positive est un nceud &bet explicitons la correspondance de Ghys entre nceudslaimeduet noeuds
de Lorenz. Par ailleurs, nous montrons deux péipsi nouvellesa savoir que, suivant la correspondance de
Ghys, les images des orbites triviales forment un souspgralu groupe des classes, et, d’autre part, que I'image
reciproque d’'unélement du groupe des classes et de son inverse sont des dsbitgses.

ABSTRACT. This article is a survey on Lorenz knots. We describe thgimmal construction, prove several
classical properties, in particular the fact that the dlesaf a positive braid is a fibered knot, and describe
Ghys’'correspondance between modular knots and Lorenzskié¢ also prove two new properties, nhamely that
following Ghys’ correspondance, the images of trivial &bof the Lorenz flow form a subgroup of the class
group, and that the reverse images of an element in the ctasp @nd of its inverse are isotopic orbits.

Les nceuds de Lorenz sont les nceuds qui peudeat €ali€s comme orbitesgsiodiques du flot
geonketrique de Lorenz. Tous les nceuds ne sont pas des nceuds de Lpex exemple, le nceud trivial
et le nceud de &fle en sont, mais pas le nceud de huit; pléségalement, on ne compte que vingt
nceuds de Lorenz parmi les nceuds ayant au plus seize crotserRenrtant, la famille des noeuds de
Lorenz est vaste, puisque tous les nceuds toriques et tousodesls algbriques sont des nceuds de
Lorenz. Introduits par J.Birman et R. Williams en 1983, cesuds ont fait I'objet de travaux assez
nombreux, car ils posslent de riches profes et de multiples facettes. On sait depuis les travaux
de R.Ghrist qu'il existe un flot non singulier dar®® tel que tout nceud eséali€ comme orbite
périodique dudit flot; mais leésultat ne fournit en &réral aucun condéle des nceuds ainsi engeadr
A l'opposg, la combinatoire sifiqgue du flot de Lorenz, qui s’exprime par des liens avecnhess
de Lyndon et les diagrammes de Young, donneéacgour les nceuds de Loreazdes parastires
topologiques comme le genre ou l'indice de tresse qui sdifitilis a calculer dans le caségeral.
De la sorte, la famille des nceuds de Lorenz agpa@mme uneétape naturelle dans urgdude des
noeuds partant des plus simples et allant progressivementlagantage de comple&it plus riche que
celle des noeuds toriques ou celle des nceudsbalgues, la famille de noeuds de Lorenz esinmoins

1) Unité de matématiques pures et appliges, Ecole normale surieure de Lyon, 46 @k d'ltalie, 69364 Lyon Cedex 07,
France,pierre.dehornoy@umpa.ens-lyon.fr
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assez petite pour qu’une description effective des petimide se€lements soit possible.&@emment,
lint érét poré & ces nceuds até renfor@ par la écouverte paE. Ghys d’une correspondance naturelle
entre les nceuds de Lorenz et les nceuds dits modulaires, palisagsent comme orbitegpodiques du
flot geocksique sur la surface modulaire, un certain orbifoddalil’arithmétique des corps quadratiques
et a la geonetrie hyperbolique.

Ce que nous faisons dans ce texte, c’'est principalement siepan revue les propies des nceuds
de Lorenz connuea ce jour. La plupart desédnonstrations sont seulement esqegssa I'exception de
guelques-unes qui, dans la éitature, apparaissent de facon&ulatique ou dans un contexte éifént,
et gque nous m@sentons ici de faconéthillee. Par ailleurs, nouétablissons deuxésultats nouveaux
dans la ligee de la correspondance de Ghgssavoir, d’'une part, que, pour tout ordre d’'un anneau
d’entiers quadratiques, les classes @ddx dont I'image par la correspondance de Ghys est un nceud
trivial forment un sous-groupe du groupe des classes dertaefaZ /2Z)¢ dont la multiplication peut
etre cecrite de facon explicite, et, d’autre part, que detl@ments inverses I'un de l'autre dans le
groupe des classes ont pour image lenme nceud par la correspondance de Ghys.

Le plan de l'article est le suivant. Dans une prerei partie, on effectue un bref rappel historique
sur l'origine des nceuds de Lorenz. Puis on introduit les reogledLorenza partir du patron de Lorenz,
qui est une surface branet deR? lieea la dynamique d’un certain sgshe diferentiel chaotique. Un
intermede est alors @tié a le theorie des surfaces brareds. On @duit ensuite un codage des nceuds
de Lorenza l'aide des mots de Lyndon, qui sont des mots particuliersusualphabeg deux lettres.
Ce codage permet ghunerer systmatiqguement tous les nceuds de Lorenz, et iladst base de toute
I'étude ulérieure. Notre exposition ici est ks sur I'article original de J.Birman et R. Williams [5],
a I'exception de la section 1.3, et des sections 1.6 et l.haus @veloppons une nouvelle variante
moins redondante du codage initell'aide de diagrammes de Young.

La deuxeme partie est cons@za |'étendue de la famille des nceuds de Lorenz keturs principales
proprietes topologiques. On montre que tout nceud de Lorenz est predmey explique que tous les
noeuds toriques et tous les nceud€higues sont des nceuds de Lorenz, le cas des nce@siglges
se cbduisant d'unettude plus §rérale des nceuds de Lorenz qui sont des nceuds satellites. @iremo
ensuite que tout nceud de Lorenz est un nceu@,fibr on en @duit une formule pour le genre des
noeuds de Lorenz, ainsi qu'un érie permettant d’exclure certain noeuds de la liste des nabeids
Lorenz. Les esultats de cette partie apparaissent principalement @snarticles [5], [17], et [52].
Pour ce qui est du carase fibg, il est dduit dans [5] de ésultats @reraux de Stallings [46]. |l
peutégalementétre ceduit de travaux de K. Murasugi [38] et D. Gabai [19, 20] s fibrations. Dans
le cas de nceuds qui sontdtlres de tresses positives, I'argument egicgdement simple et visuel.
Comme il semble n'avoir jamaiéte rédigg, tout au moins de fagon concise, nous &sadlons ici.

Dans la troistme partie, nous poursuivongtude topologique des nceuds de Lorenz. On introduit la
famille des tresses de Birman-Williams, qui fournit une velle facon d’exprimer un nceud de Lorenz
comme cbture d'une tresse positive, et on eaddit une étermination explicite de I'indice de tresse
d’'un nceud de Lorenz comme nombre de brins d’une tresse deaBifidilliams assoéie. Le ésultat
original est di a J. Franks, H. Morton et R. Williams [18]. Nous proposonstice version comglte de
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la demonstration b&e sur l'introduction d’'une variante du pome HOMFLY.

La quatreme partie est cons@g a la correspondance de Ghys entre les nceuds de Lorenz et les
orbites geriodiques du flot gocesique sur la surface modulaire, lesquelles sont intiméneaesa des
objets tés usuels de la #orie des nombres depuis Gauassavoir les classes de conjugaison de
matrices dans Sl(Z), les classes de formes quadratiqaesoefficients entiers et les classes @adx
dans des corps quadratiques. Pour expliquer ce lien ergogogie et arithrdtique, nous partons de la
correspondance naturelle entre les classestdiid dans certains corps quadratiques et les classes de
conjugaison dans S(Z), qu’on peut caraériser en termes de mots de Lyndon. On é@dult le lien
entre les noeuds modulaires et les nceuds de Lorenz qui cenktitcorrespondance de Ghys. Notre
exposition dans cette partie est bassur [9] et [24]. Par ailleurs, c’esh Ique nousetablissons les
deux ©sultats nouveaux mentiogs plus haut concernant les orbites esgntant Element neutre du
groupe des classes &@heme 4.19) et les orbites régmentant de€lements inverses I'un de l'autre
(proposition 4.20).

Enfin, dans une lgwve cinquéme partie, nous mentionnons quelques questions ouvegtaninen
jeu les nceuds de Lorenz. L'une des plus fascinantes contempessibilie de @finir directement sur
les nceuds de Lorenz une multiplication qui serait la comirtép de celle des classes d&aux d'un
ordre d’'un corps quadratique.

Remerciements. Je remercie vivemenEtienne Ghys pour m’avoir irit aux nceuds de Lorenz,
m’avoir guice pendant ce travail, et pour de passionnantes conversaflerremerci@€galement Hugh
Morton pour avoir partag son exprience sur les nceuds de Lorenz epondua plusieurs de mes
questions. Je remercie Maxime Bourrigan et les deux redecBene version maedente pour de
nombreuses remarques, ayant en particulier permis de ¢er&ines impgcisions.

1. DESCRIPTION COMBINATOIRE DES NEUDS DH_ORENZ

Cette premgére partie introduit les nceuds de Lorenz et leur codage manaés de Lyndon et des
diagrammes de Young. Dans la section 1.1, nous rappelommntexte du sysime diferentiel chaotique
de Lorenz, puis, dans la section 1.2, nous introduisons fompale Lorenz qui permet de meldser
geontetriguement le comportement des solutions du&ystde Lorenz. La section 1.3 est un inteda
introduisant la tkorie des patrons qui & cérivee de [etude des noeuds de Lorenz. La section 1.4
est consa@e au codage des orbitegripdiques du flot de Lorenz, donc des nceuds de Loreiiajde
de mots de Lyndon. Dans la section 1.5, nous montrons quentmuid de Lorenz estdtlre d'une
tresse de permutation particéle. Dans la section 1.6, nous montrons commeduire la redondance
du codage en introduisant les mots de Lyndon dits minimauis, glans la section 1.7, nous passons
au langage des diagrammes de Young.
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1.1 LE SYSTEME DE LORENZ, GUCKENHEIMER ET WILLIAMS

En 1963, le réteorologiste E.N.Lorenz a extébun systme dynamique aux progtés remar-
qguables [32]. Issu d’'un made simplifé de convection atmosphique, il est écrit par leséquations
différentielles

(1.1) X=-10x+ 10y, y=rx—y—xz z=—8/3z+xy,

ol r est un paramitre el proche de 24. Ce sgshe induit un flot éterministe suR® : le pasé et le
futur d’un point deR® sont cetermirés par sa seule position. Par contre, (1.1) est usysthaotique,
au sens 0 une petite perturbation du point démhrt change l'allure globale de I'orbite qui en est
issue. Bien avant Lorenz, I'existence de syseés chaotiques avaté obseree par H. Poinc& dans le
cadre du proldme des trois corps [40] et par J. Hadamard pour le femtdgsique sur des surfaces
courbure gative [29]. Pourtant, I'exemple de Lorenz, pétiea cause de son originea&orologique,
ou peutétrea cause de la simpliétdeséquations qui le &crivent, a susdi un grand engouement, se
trouvant némea l'origine du populaire« effet papillons [33].

Quand on effectue des simulations renques deséquations de Lorenz (1.1), on observe le
phénonene suivant: I'orbite issue de presque tout point sembl@&gao tes vite vers une surface
branclee, puis, une fois au voisinage de celle-ci, I'orbitecdt une suite de tours autour de deux
points critiques, dans un ordre apparemmemawire (figure 1.1). Ayant obsérvce plenoneme,

J. Guckenheimer a sug@ un moeale gcorretrique simple pour &kcrire les orbites de ce sgshe [27],

a savoir une surface dB&® munie d’un semi-flot imitant la dynamique obseevnunériqguement et le
long de laquelle s’enroulent les orbites. Ce mledde Guckenheimer a ensuiée etudié et enrichi
dans des travaux communs avec R.Williams [28, 51j,iloest notammengtabli que le modle est
persistant c’esta-dire qu’'une perturbation de clas€® du champ de vecteursénea un systme du
méme type que celui de Lorenz. La oalation entre les mades de Lorenz et de Guckenheimer, et
en particulier le fait que les orbites de Lorenz s’accumuédfectivement le long du patrogtudé par
Guckenheimer et Williams, n’a en fait jamai compétement prouge. En 1999, W. Tucker [49, 50]
a montré que les orbites du flot de Lorenz s’accumulent le iog patron, qui est du type de celui
prédit par Lorenz. Cependant, rien ne garantit que ce patomtienne autant d’orbites que celui de
Guckenheimer-Williams. Ce dernier est donc une sorte depaton du flot de Lorenz, c'est-a-dire
qu’'il décrit toutes les orbites du flot de Lorenz, et peugéin peu plus).

Le flot géometrique de Guckenheimer et Williams contient une inéingenombrable d’orbites
périodiques. Au ébut des anees 1980, J. Birman et R. Williams ont i&@tl'étude de ces demmies du
point de vue de la #orie des noeuds [5]. Cette approche suittkdattrib&e a Poincag, d'étudier un
syseme dynamiqueia ses orbites @riodiques. De ce point de vue, il est trdt pour decider si cette
tache aéte reali®e. Par contre, nous allons voir que les nceuds de Lorenz senfamille riche du
point de vue de la #orie des nceuds.

2) Avec le vocabulaire de la définition 1.3, il n'est pas garante toutes les suites eln et R apparaissent comme codes
d’orbites du flot de Lorenz, voir aussi la remarque 1.9
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FIGURE 1.1

Une simulation numérique des équations de Lorenz (1.1). Partant d’un point générique, le flot
s’accumule sur une surface et tourne autour de deux points critiques.

1.2 LE PATRON DE LORENZ

Dans la suite de cet article, nou€ldissons les sysmes diferentiels et repartons du mele
geontetrique suggré par Lorenz, Guckenheimer et Williams. On rappelleétant dond un champ de
vecteursX sur une surfaces, on appelleflot de X I'application ® de R x S dans S dont la crivee
ent= 0 cdncide avecX et qui, pour tout pointP de S, vérifie

O(ty + t2, P) = ®(ty, (12, P)),

c'esta-dire que®(t,P) décrit I'orbite partant deP le long du champX, lorsqu’une telle application
existe. Unsemi-flotest une application semblable, maisfidie seulement suR, x S.

DEFINITION 1.1. (Voir figure 1.2.) i) Le patron de Lorenzst la surface branéle deR® obtenue
comme suit. On part de quatre bandes rectangulaires oav8yte. ., B4, munies chacune d’un champ
de vecteurs paralle a deux &tés opposés. Ces bandes sonéfdrmées et recoles le long de trois
axes A, A; et A, comme mont sur la figure. La surface braréh obtenue est munie du champ de
vecteurs obtenu en recollant les champs des quatre bandes.

(iil) On appellesemi-flot de Lorenze semi-flot engendr par le champ de vecteurs du patron de
Lorenz. L'axe A est identife au segment ]A[ de sorte que I'abscisse du poim ou la surface se
sépare soit 12, et que I'application de premier retour sur I'a¥een suivant le flot, qu’on note pr,
soit identifee a la fonctiont— 2t mod 1.

Par construction, le patron de Lorenz est une surface aJerancie le long deA. Le champ de
vecteurs est &fini en tout point, sauf au poir¥l ou la surface seé&pare. Par comguent, le semi-flot
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est cfini sur toute la surface piee des prorbites du pointM. En particulier, il n'est pas &fini pour
les points deA dont I'abscisse est de la forme/2" pour m et n entiers. En suivant le semi-flot
a partir d'un pointP de A different deM, on recoupeA apres un temps fini. Par contre, le pass
n'est pas é@fini: le long deA, chaque point a deux @orbites, on a donc bien affaiee un semi-flot.
Néanmoins, par habitude autant que par comnggdious utilisons ici I'appellatiofiot.

Dans la suite, on s'ilresse aux orbites du flot de Lorenz, et part@nginent aux orbitegériodiques
Consicerons par exemple I'orbite issue du poitd’abscisse 17. En suivant le semi-flot, elle fait le
tour de la boucle gauche du patron, passe par le pgifit &uit la boucle gauche, arrive au point74
suit la boucle droite, et, enfin, revient au point71 On a donc une orbiteépiodique qui coupe trois
fois I'axe du patron. Sur la figure 1.2 sont répenges les orbites passant par les points d'abscisgés 1
et 3/7. On verra que le flot de Lorenz contient une inénd'orbites [@riodiques. On appellpériode
d’'une telle orbite le nombre d’intersections de celle-ct@Vaxe du patron. Ce qui nous @resse ici
est le fait que de telles orbitepodiques peuvent former des nceuds non triviaux.

DEFINITION 1.2. Un nceudest une classe d'isotopie de plongement du ce®leoriengé dans
I'espace R® orien&. Un entrelacsest une classe d'isotopie de plongements de plusieursesedens
'espace).

Un nceudK est appeét noceud de Loreng'il existe une orbite priodique~ du flot de Lorenz sur
le patron de Lorenz repsentantK, c’esta-dire dontK est la classe d'isotopie.

A partir d'un noeudK, on obtient naturellement le noewppo€ K en renversant I'orientation
de S', et deux nceudsmiiroirs par synetrie deK et K par rapporta un plan. En gréral, ces quatre
nceuds ne sont pas isotopes. Cependant, nous verrons quedadtde Lorenz est isotopeson oppos
(proposition 4.20). Par contre, leurs images-miroir net g@s des noeuds de Lorenz (corollaire 2.28),
en particulier, elles ne leurs sont pas isotopes.

1.3 INTERMEDE: LA THEORIE DES PATRONS ET LE PATRON UNIVERSEL DESHRIST

Aprés lintroduction du patron @nétrique de Lorenz par Guckenheimer, ditlide de ses orbites
périodiques initee par Birman et Williams, unthéorie des patrongtemplatesen anglais) @&te lan&e,
en tant que branche de laétbrie des nceuds, en particulier par R. Ghrist, Ph. Holmes. 8ulvan [23].
Le but est de relier des propteés des orbites griodiques d’un patrora la seule forme du patron et
a son plongement danB3. Par exemple, un analogue duét®me d'Alexander selon lequel tout
entrelacs peuétre ©ali® comme dture d’'une tresse existe pour les patrons, ainsi que ddegars
des mouvements de Reidemeister.

Notons que la classe d'isotopie d'une orbiteripdique du flot gonetrique de Lorenz @&end du
plongement du patron dari®®. On obtient une infiné de plongements défents en ajoutant un nombre

3) On troque parfois I'espace ambia®® contre son compactéi d’Alexandroff, la spbre S3. Ce sera notamment le cas
dans les sections 2 et 4 de ce survol. Ceci ne change pas $se<ldisotopies congidkes.
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point critique gauche axe A point critique droit

FIGURE 1.2

Le patron de Lorenz. Le dessin du haut représente le patron projeté sur un plan horizontal. Les
segments A, A1 et Az sont les axes de recollement des bandes By,...,Bas, le segment A étant 'axe de
branchement du patron. Le flot de Lorenz est figuré en pointillés. L’abscisse du point M est 1/2, la
surface s’y sépare et le flot n’y est pas défini. Le dessin du bas montre le patron sous la forme d’un

livre a trois pages.

arbitraire de tours sur chacune des deux branches du p&hes.pEci€ment, on associa chaque
couple d’entiers relatifsp(q) un patronL(p,q) obtenua partir du patron de Lorenz en rajoutamt
demi-tours sur la branche gauche, ggetdemi-tours sur la branche droite, comme sur la figure}.3.
Les noeuds assdd a des orbites @riodiques du flot @fini sur ces attracteurs de Lorengrgralies
dependent fortement des entigrset q. Cependanta 'aide d’arguments visuels deefbrmations et de
decoupages simillaired ceux de la figure 3.1, M. Sullivan montre que pour tauentier, tout entrelacs
reali€ par une collection finie d'orbitesépodiques delL(0,n) I'est également par une collection
d’orbites deL(0,n — 2) [47]. Ainsi, rajouter des tourségatifs sur une des deux branches du patron

4) Si p ou g est impair, on obtient ainsi un patron non orientable.
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de Lorenz ne peut qu’enrichir la famille des nceuéalies.

FIGURE 1.3

A gauche, un patron de Lorenz généralisé L(—2,3). A droite, le patron universel de Ghrist.

En 1996, Ghrist [22] a exhé un patronuniversel U, au sens 0 tout entrelacs esiéali®€ par un
ensemble d’orbites griodiques deU. En fait, on retrouveU commesous-patronde L(0, —1) et de
L(0,—2), impliquant que les patronk(0, —n) sont universels pour tout entigr strictement positif.
Signalons que si tout nceud eéali€ par une orbite griodique deU, il n’est pas facile, pour un nceud
donre, de pedire la longueur minimale d'une telle orbite. Les bornesrd®s par la démonstration de
Ghrist sont exponentielles, et ne permettent par exemmedpasavoir si le nceud de huit egali
par une orbite priodique deU coupant moins de 11.358.338 fois un des axedJde)

Dans cet article, et pluségéralement quand on parle de nceuds de Lorenz, on nér€gse qu'au
plongementL(0,0) du patron de Lorenz momrsur la figure 1.2 qui, lui, n’est pas universel.

1.4 CGCODAGE DES ORBITES

On cherche maintenarit cecrire 'ensemble des orbiteodiques du flot de Lorenz. Pour cela,
on associex toute orbite du flot de Lorenz un mot sur un alphabeleux lettres. Restreinte aux orbites
périodiques et aux mots dits de Lynd9n la correspondance ainséfinie est bijective.

DEFINITION 1.3. Soity une orbite du flot de Lorenz. En suivanta partir d’'un pointP de l'axe
A et en notantL chaque fois quey coupe I'axe A apms avoir fait un tour de I'attracteur gauche du
patron, etR chaque fois quey coupe I'axe A apms un tour de I'attracteur droit, on assoéiey un
mot infini en les lettred. et R, appeé codede v et noe c(y,P).

5) 1l semblerait qu'une recherche informatique exhaustiveilex un nceud de huit coupant seulement 25 fois I'un des axes
du patron, voir la thse de Vadim Meleshuk [35].

6) Les mots de Lyndon apparaissent dans un tout autre contextene codes d’une base de I'dlye de Lie libre [3, 7, 34].
Cependant, [41] rappelle gu'ilénunerent naturellement les classes de formes quadratiquess etldsses de conjugaison du
groupe PSk(Z). Comme nous allons montrer dans la section 4 que les nceutlsrdnz, a travers leur correspondance avec
les nceuds dits modulaires, admettent énenération simillaire, nous utilisonsed maintenant I'appellatiomot de Lyndon
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Une orbite~ est eriodique de priode n si et seulement si le code dg est lui-mémepériodique
de periode n au sens 0 il existe un (uniqgue) motv de longueurn tel que cfy, P) est le mot infini
wwww... On dit alors quew est uncode Eduitde ~ relativementa P, et on le note cr{, P).

Le code d'une orbitey dépend du choix du point deégart P ;: par exemple, si on part du point
de premier retour pR), le code assogi c(y, pr(P)) est le mot obtena partir de cf,P) en effacant la
premkre lettre. Pour associ@r chaque orbite griodique du flot de Lorenz un codéduit incependant
du point de épart, on fixe un ordre lexicographique sur les motsLe®t R et on choisit comme
repesentant distingi celui des divers codeduits de I'orbite, qui est le plus petit visvis de cet
ordre. Ceci reviena attribuer un rang aux lettres successives d’'un code, sgnelan& I'ordre selon
lequel on rencontre les points d’intersection de l'orbite@l’axe du patron de Lorenz quand on le
parcourt de gaucha droite.

DEFINITION 1.4. Soitw un mot de longueun sur I'alphabet{L,R}. On appelledécak de w le
mot obtenu en @placgant la prengire lettre dew en queue de mot. On le not@cfw). Pour 1< i,j < n,
on déclare quel estavant j dans lordre de Lyndorassocd a w si ded Y(w) precdde & *(w) dans
l'ordre lexicographiquettendantL < R. On note alorsi <, j.

Par exemple, siwv est le motLLRLR, on a 1<, 4 car le mot @Z(LLRLR est LRLLR, qui est
plus grand lexicographement qué.RLR. On trouverait de me 1<, 4 <, 2 <, 5 <4 3.

LEMME 1.5. Soit v une orbite g@riodique de priode n du flot de Lorenz issue d'un point P
de l'axe A. Pourl < i,j < n, le point pr—1(P) esta gauche du pointpr—%(P) sur l'axe A si et
seulement si on a <cr(y,p) j-

Démonstration. Notons w le mot cry, P) et x I'abscisse du pointP. Par construction, pr est
I'application t — 2t mod 1 ; comme l'orbitey est geriodique, elle ne passe jamais par le poit
d’abcisse 12, donc x admet un éveloppement en base 2 unique. De plus, la position de'(p)
dans la moi#& gauche ou droite de I'axéd détermine lei-ieme chiffre du @veloppement dyadique
de x, le cas ambig étant justement exclu. Par c@ugient, si on remplace lds par des 0 et leR par
des 1 dansw, I'abscisse de pri(P) est 0, wiwjwi..., oi w; désigne le mot @ ~*(w). Or I'ordre
canonique sur leséels correspon@ l'ordre lexicographiquettendant 0< 1 sur le @veloppement
dyadique, donc pri(P) esta gauche de pri(P) si et seulement siw précdde w; dans l'ordre
lexicographique.

REMARQUE 1.6. SoitP un point d’'intersection dey avec A et x son abscisse. Alors la condition
pr'(P) = P se reformule en & = x mod 1, soitx = m/(2"—1) pour un certairm entier. Les abscisses
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des points d’intersection de avec A sont alors les rationnels'r#/(2" — 1) mod 1. Inversement, on
vérifie que l'orbite issue tout point d’abscisse de cette mst @riodique’).

DEFINITION 1.7. Un motw de longueurn sur l'alphabet{L,R} est ditde Lyndonsi w est
primitif, c’esta-dire s'il n'est pas de la formeX avec k > 2, et siw précde lexicographiquement
déd(w) pour tout 1<i < n.

Par exemple, les motls, R, LR, LLR, LRR LLLR, LLRR LRRRLLRLR sont des mots de Lyndon. Par
contre LRL n’est pas de Lyndon puisque soréadk LLR le précde lexicographiquement. Comme
tout mot primitif admet un uniqueé&tak qui soit de Lyndon, on&Huit que le nombre,, de mots de

Lyndon de longeum vérifie ¢, = Fl] (2” - ka kék) , d'ou lh ~ 2"/n.

ProPOSITION1.8 ([5]). Pour chaque orbite @riodique~y de periode n du flot de Lorenz, il existe un
et un seul mot de Lyndon de longueur n codantet, inversement, tout mot de Lyndon de longueur n
est code eduit d’'une orbite griodique de griode n du flot de Lorenz.

Démonstration. Soit v une orbite griodique de priode n et P l'intersection dey avec l'axe A
la plus proche du point critique de gauche. Alors le codeuit cr¢y,P) est un mot de Lyndon. En
effet, si crg, P) est de la formeuX, alors le point pt/(P) est confondu aved®, donc on ak = 1,
et par congquent le mot cr, P) est primitif. D'autre part, d’'agrs le lemme 1.5, les code&duits
assoddsa d'autres points d'intersection de avec A sont apes crf, P) dans I'ordre lexicographique.

L'application ainsi construite est injective, car I'apgyation pr de premier retour suk est dilatante,
donc les orbites issues de deux points distinctAdee peuvent cimcider sur un nombre infini de tours
congcutifs autour de I'attracteur, et donc leurs codes non. filie est surjective, puisque pour tout
mot infini w sur l'alphabet{L, R} non ultimement constant, et en particulier pour tout meriquique
de eriode au moins 2w est le code de I'orbite issue du point d’abscigses, oli on a remplag les
lettres L par des O et leRR par des 1.

Désormais, on appelleode de Lyndo’une orbite @riodique I'unique mot de Lyndon qui la code.
Par exemple, le code de Lyndon de l'orbite issue du pointstilse 17 est le mot de LyndoriLR.
De méme, celui de l'orbite issue de/31 est le mot de LyndoiLRLR

REMARQUE 1.9. Lhypottese que I'application pr est idené&a t — 2t mod 1 est cruciale. Si,
par exemple, les deux band®; et B, du patron de Lorenz de la figure 1.2 sont éel, non avec
les parties ]01/2[ et 11/2, 1] de I'axe A, mais avec les parties JR[ et ki, 1[, avecky < 1/2 < ky,
alors tous les mots possibles sur I'alphaljet R} ne sont paséalisables comme suite des tours d'une

7) Si k est impair, d'apés le tiee@me d’Euler,k divise 20 — 1, donc tout nombre rationnél denominateur impair est
de la forme 5" .
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orbite du systme de Lorenz mod# On a alors un sy8ine L, , dont I'ensemble des orbites est
un sous-ensemble de celui qu'on vient decdre. Les noeuds de Lorenz correspondent au cas le plus
géréral, al tous les mots sonkali®s par une orbitd.

1.5 TRESSES DELORENZ

D’apres un tleoeme @lebre d’Alexander [1], tout nceud esbtlire d'une tressy. Pour toute orbite
périodique~ du flot de Lorenz, on &crit maintenant une tresse partiéué dont la dture esty.

On rappelle gqua toute tresséd a n brins on associe une permutatiande {1,...,n} en appelant
m(K) la position finale du brin initialement en positidn Chaque permutatiomr est assoée a une
infinité de tresses. Par contre, il en existe une et une seule dantidsucroisements sont orié@st
positivement?®), c'esta-dire que le brin venant d’en haatdroite passe au-dessus de celui venant de
gauche, et telle que deux brins quelconques se croisentuswpk fois. Cette tresse est ajgedtesse
de permutation assoeea .

THEOREME 1.10 ([5], voir figure 1.4). Soit v une orbite @riodique du flot de Lorenz coupant
n fois 'axe A et coupant p fois la partig0,1/2[ de cet axe. Alorsy est la cbture d'une (unique)
tresse de permutatioa n brins. La permutationr assocée est un cycle, et elletxifie

1.2) <) <m@)<...<7aP)=n>7nn)>r(n—1)>...>7(p+1)=1

Réciproguement, toute tresse de permutation telle qu’istexune permutatiomr qui est un cycle
et qui \erifie (1.2) se referme en un nceud de Lorenz.

Dans le contexte ci-dessus, la tresse de permutation assbej est appede latresse de Lorenz
de v, et la permutationr est appede lapermutation de Lorende ~.

Esquisse de la&monstration. Il s’agit de cecrire en termes de tresses la partie centrale du patron de
Lorenz tel qu'il est repeseng sur la figure 1.2. On obtient une tresse de la forme de celie figure 1.4.
Comme I'application pr est croissante sur 102[, deux brins quelcongues parmi lgspremiers ne se
coupent pas et on a & 7(1) < 7(2) < ... < w(p). Comme pr est aussi croissante suyZ11[, deux
brins parmi lesn—p derniers ne se coupent pas non plus et or(@+1) < 7(p+2) < ... < w(n) < n.

8) Guckenheimer et Williams montrent dans [28] que, si le flebrgetrique de Lorenz n'est pastructurellement stable
au sens 0 une petite perturbation du champ de vecteur ééinissant ne le transforme pas en un champ coijuge flot est
néanmoinspersistant au sens  une petite perturbation I'envoie sur un chamgdicissant un flot de typdy, , -

9) voir [6] pour une introductiora la theorie des tresses

10) |l existe deux conventions d’orientation des croisememisrges nceuds et pour les tresses, 'une utilisée majanitaint
par les théoriciens des nceuds (voir par exemple [26, p. ‘4Diré par les dynamiciens (voir [23, p. 6]). Nous adoptoas |
convention des noueurs et décrétons que les croisements filgute 1.4 ou tous les brins sont orientés de haut en bas sont
positifs. Cette convention implique par exemple que si umetats se projette de sorte que les croisements entre sgmsantes
sont positifs, alors chaque composante coupe positiveraeatsurface bordée par une autre composante. La converg®n d
dynamiciens, qui est opposée, implique que si on part debesyplanaires de la forme, & (t)) et qu’'on les retve dans I'espace
en (,xi(t), X (t)), alors les projections horizontales se coupent positare.
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FIGURE 1.4

Un exemple de tresse de Lorenz. Les p premiers brins vont vers la droite et les N — p derniers vont vers
la gauche en passant par-dessus les premiers. Le pas t (définition 3.1) est le nombre de brins du
premier groupe qui finissent dans le second groupe. L’indice n; (définition 1.14) est le nombre de brins
du premier groupe qui passent par-dessous i+ 1 brins du second groupe, l'indice m est le nombre de
brins du second groupe qui passent par-dessus j 4+ 1 brins du premier groupe.

Qu'un brin du premier groupe passe sous un brin du dengidécoule du plongement du patron mentr
sur la figure 1.2. On a alors bien une tresse de permuta8dfiant (1.2). Comme on s'iBtessea un
noeud et nora un entrelacs, la permutation a un unique cycle.

Réciproguement, une tresde de permutation, ass@ a une permutationr, vérifiant (1.2) et
n'ayant qu’'un cycle, dtermine un mot de Lyndomy, & n lettres comme suit: la-eme lettre dewy
est unL si on a7~1(1) < p et un R sinon. On erifie alors que la @ture deb est le noeud de
Lorenz admettantv, pour code de Lyndon.

ExXeMPLE 1.11. La tresse de Lorenz asgeed I'orbite issue du point d’abscisse/7L est la tresse
op01 dont la cbture est un nceud trivial, et la permutation de Lorenz aésoest le cycle (123). En
revanche, la tresse de Lorenz aséecau point 331 estozozo104030, dont la cbture est un nceud
de tefle, la permutation de Lorenz asseeiest le cycle (13524).

La proposition 1.8 fournit uneénunération de toutes les orbitesqiodiques de I'attracteur de
Lorenz. Cependant, des orbites diffntes peuverdtre isotopes, c'esi-dire repésenter le @me nceud,

1.6 STABILISATION
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et donc plusieurs mots de Lyndon peuvent coder &mm noeud de Lorenz. Powrduire la redondance
du codage, on introduit maintenant la notion de stabibisad’'une orbite et du mot de Lyndon assmci

Une transformation de Markowa droite sur une tressie a n brins consistex ajouter unn+ 1-ieme
brin et un croisement+! (voir figure 1.5). Elle ne change pas la classe d'isotopieadeldture de
la tresse. On remarque que, lsiest une tresse de Lorerzn brins, alorsbo, est encore une tresse
de Lorenz, cette fois-ck n+ 1 brins. On peut de &me introduire une transformation de Markav
gauche : si on notd la tresseb ol tous les indices deségérateurso; ont éte augmerés de 1, alors
la tressebo; est une tress@ n+ 1 brins dont la dture est la rAme que celle dd. Comme dans
le cas de la transformatioa droite, sib est de Lorenz, alordo; est aussi de Lorenz. En termes
d’orbites sur le patron de Lorenz, les transformations dekblareviennenti ajouter une petite boucle
faisant le tour d'un des deux points critiques de l'attractde Lorenza la partie de I'orbite passant
le plus pés de celui-ci. La gpriode est alors augmerd de unt).

FIGURE 1.5

Une transformation de Markov : la tresse b de B, est remplacée par la tresse boif! de Bni1.

Il est alors facile de traduire l'invariance des noeuds pamdformations de Markov en termes de
mots de Lyndon.

ProPOSITION1.12. Soit w un mot de Lyndonw_ le mot obtenu en ajoutant une lettre L d¥te
de w et wg le mot obtenu en igant une lettre R a@s la i€me lettre dew, ou i est maximal
pour l'ordre de Lyndon<,,. Alors les orbites griodiques du flot de Lorenz ayamt, w, et wg pour
codes de Lyndon respectifs sont isotopes.

Démonstration. Soit v,y et yr les orbites ayant pour codes de Lyndon les metsu. et wg.
Alors, par cfinition du code, ajouter uh en €te dew revienta ajouter une boucle faisant le tour de
point critique gaucha I'orbite ~, soit, en termes de la tresse de Loreazffectuer une transformation
de Markova gauche. Doney_ est isotopea .

De méme, sii est maximal pour I'ordre de Lyndon asse@ w, ajouter unR apr®s lai-eme lettre
de w revienta effectuer une transformation de Mark@vdroite cette fois, car, d'aps le lemme 1.5,

11) En termes de permutations de Lorenz, une transformation dekdM a droite correspondh modifier le motifn — i
enn~— n+ 1+ i, et une transformation de Marka¥ gauchea augmenter d’une ui@ttous les indices sépeursa 1 eta
remplacer le motif 3+ i+ 1 en &te par 1> 2+— i+ 1.
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la i-eme lettre dew correspond l'intersection dey avec I'axe A située au plus grs de I'attracteur
droit. Donc yr est isotopea 7.

Avec les notations de la proposition 1.12, on dira gyeest obtenue pastabilisationa gauchea
partir de v, et que~r est obtenue pastabilisationa droite. De réme, on dira queuv_ est obtenu par
stabilisationa gauchea partir dew, et quewr est obtenu pastabilisationa droite.

Par exemple, les motd LLRLR LLLLRLR LLRRLR et LLLLRRRLR sont tous obtenus par
stabilisationa partir du motLLRLR. Les orbites assoeés sont donc toutes isotopes (en I'occurrence,
elles repesentent toutes des nceuds dfldy).

Comme on peut stabiliser igfiniment un mot de Lyndon sans changer le nceud correspgndant
nous cduisons:

CoROLLAIRE 1.13. Tout nceud de Lorenz appéra&omme classe d’isotopie d'une infimit’orbites
périodiques du flot de Lorenz.

1.7 DAGRAMMES DE YOUNG

Lorsqu’on le repesente comme sur la figure 1.4, le diagramme d’une tresse @@z évoque un
diagramme de Young. On peut rendre cette correspondanceelferet, alors, les transformations de
Markov corresponderd une ogration simple sur les diagrammes aséeci

On cefinit une correspondance entre tresses de Lorenz et diagrarde Young comme suit. Soit
b une tresse de Lorenz. Dans le diagramme en segmenkts da efface des fragments des brins de
facona ne garder que les portions qui se trouvent entre deux aneis&s, voir figure 1.6. En tournant
et déformant la figure pour donnérchague segment une orientation horizontale ou vertioal@ptient
un diagramme de Younggventuellement comg€ par deux segments, I'un vers la droite sur I'axe
horizontal, l'autre vers le haut sur I'axe vertical.

|

FIGURE 1.6

A une tresse de Lorenz on associe un diagramme de Young, augmenté ici de deux segments a gauche et

a droite, en ne gardant que la partie épaissie de la tresse de Lorenz. Le pas t (définition 3.1) est égal a

la longueur du coté du carré grisé, plus 1. Pour tout i > 0, il y a alors nj colonnes de hauteur i et m
lignes de largeur i.
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DEFINITION 1.14. Soity une orbite @riodique de Lorenzb la tresse de Lorena n brins assoée,
7 la permutation de Lorenz gi le nombre de brins dé allant vers la droite, c’est-dire I'uniquep
vérifiant w(p) = n. Pour 0< i < n, on c&finit
(1.3) n = cardj|7()—j=1i+1etr(j) < ()}
(1.4) m card(j |j — 7(j) =i + 1 etn(j) > 72()}.
Le diagramme de Young augménasso@ a b est le diagramme de Young ayant uraingauche de
hauteurng, une base horizontale de longuewg, et n; colonnes de hauteur.'?)

Les entiersn; (resp. m) correspondent au nombre de brins du prentiesf.second) groupe passant
par-dessousrésp. par-dessus) + 1 brins de l'autre groupe (voir figure 1.4).

Par exemple, le diagramme de Young cogatplasso@ a I'orbite de code de LyndohLR est un
segment horizontal d’une ugitde long. Le diagramme de Young asgoau code de LyndohLLRLR
est un diagramma deux cases avec un segment additionmel .

ProPOsSITION 1.15. La correspondance ci-dess@sablit une bijection entre les tresses de Lorenz
et les diagrammes de Young augnésnt

Démonstration. Partons d'un diagramme de Young augnéedé largeup — 1 et de hauteug—1.
On oriente le diagramme convenablement, on prolonge levesty, et on fait de chaque intersection un
croisement de tresse positif. La tresse ainsi obtenue estrasse de permutation dont ni Ipsbrins de
gauche, ni legy brins de droite ne se coupent entre eux. Dégpla Eciproque dans le &oeme 1.10,
c’est une tresse de Lorenz. Il est clair que la corresporedaitsi &finie est la &ciproque de celle
déecrite dans le chapeau de cette section.

PrOPOSITION1.16. Tout nceud de Lorenz peétre obtenu comme @ure d’'une tresse de Lorenz
assocée a un diagramme de Young standard (c'astlire non augmes.

Démonstration. Soit K un nceud de Lorenz, b une tresse de Lorenz dont ladtlre estK.
D’apres la proposition 1.15, la tresde corresponda un diagrammeT, a priori augmerg. Vue la
description de la correspondance entre tresses de Loreliegegammes de Young, supprimer un segment
additionnel horizontal dans un diagramme co@tipkrevienta effectuer une &@stabilisation gauche sur la
tresse assoee, tandis que supprimer un segment vertical rev@eaffectuer une @stabilisation droite.
Partant du diagrammé&, on arrive en un nombre fini dtapes du type prédenta un diagramme
standard. Par construction, celui-ci est assauil nceud initiakK .

Par exemple, le noeud dectie est assoei au tablealT]. Zérologiqguement, le nceud trivial est
assock au tableau n'ayant aucune case.

12) On dit que le diagramme esugmenré en raison du rt et de la base non standards qu’on lui a &sut
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REMARQUE 1.17. En termes de mot de Lyndon, un diagramme de Young nomenig correspond
a un motw qui estminimal au sens 0, quand ondte a w la premere lettre L, alors le motw’
obtenu n’est pas un mot de Lyndon et, quanddtma w la lettre R dont la positioni est maximale
dans l'ordre de Lyndon<,,, alorsi n’est pas maximal dans., . On ceduit alors directement de la
proposition 1.16 que tout nceud de Lorenz petie repésené par une tresse de Lorenz éedpar un
mot de Lyndon minimal.

Par exemple, le mot de LyndobLLRLR n’est pas minimal, puisque, si on léie le premierL,
on obtient le motLLRLR, qui est un mot de Lyndon. De @me, le mot de LyndohLRRLR n’est pas
minimal. En effet, I'entier maximal dans I'ordre de Lyndossacé est 3 et, quand oate la lettreR
en position 3, on obtientLRLR, et 3 reste maximal dans I'ordre de Lyndon as8atice dernier
mot. Par contrelLRLR est minimal, puisque, d’'une paftRLR= (LR)? n’est pas un mot de Lyndon
et, d’autre part, I'entier maximal dans l'ordre de Lyndors@s a LLRLR est 3, alors que I'entier
maximal dans l'ordre de Lyndon assed LLLR est 4.

A ce point, on a donc une application qui assozitout diagramme de Young un nceud de Lorenz,
et tout nceud de Lorenz est répené par au moins un diagramme de Young (standard, &afte
non augmer#). La question de la redondance du codage ainsi obtenu eseremturellement:

QUESTION1. Un nceud de Lorenz doampeut-ilétre repésengé par plusieurs diagrammes standards ?
par une infinie de diagrammes standards ?

Il est facile de voir que laéaponsea la premére question est positive: le nceud defle est
repesengé par chacun des deux diagrammes de Ythgt [, correspondant aux deux mots de
Lyndon minimaux LLRLR et LRLRR Ce fait est un cas particulier d’'urésultat plus gréral. On
appelletranspo€ d’'un diagramme le diagramme obtenu par &yrie autour de la preraie diagonale,
c’esta-dire enéchangeant lignes horizontales et verticales.

PrOPOSITION1.18. Les orbites de Lorenz asséeisa un diagramme de Young atson transpos
sont isotopes.

Démonstration. Le patron de Lorenz est invariant par la rotation autour d’dnoite passant par
le milieu M de I'axe etéchangeant les deux points critiques. Une orbiteéeogar un diagramme de
Young est alors env@e sur l'orbite coée par le diagramme transj@os

Par contre, oretablira une &ponse agativea la seconde question avec le corollaire 2.25: un nceud
de Lorenz ne peugétre repesené que par un nombre fini de diagrammes de Young non au@sent
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2. PROPRETES TOPOLOGIQUES DES NEUDS DEORENZ

Dans cette partie, noustudions letendue de la famille des nceuds de Lorenz, ainsi que leurs
principales propgtes topologiques. Dans uneéwe section 2.1, nous observons que tout nceud de
Lorenz est premier. Dans la section 2.2, nous montrons quenteud torique est un nceud de Lorenz,
et que tout nceud satellite d’'un nceud de Lorenz est de Lorémz,ildrésulte que tout nceud &prique
est de Lorenz. Puis, dans la section 2.3, nous montrons gu@deud de Lorenz est fiar Enfin, dans
la section 2.4, nous enéduisons les genres des nceuds de Lorenz, avec une appligaticodage par
les diagrammes de Young.

Pour la suite de I'article et pour plus de comméditnous identifions la sphe S* avec R3U {cc},
et plongeons tous les nceuds coisid dansS®.

2.1 RRIMALITE

DEFINITION 2.1. Un nceudK est dit premier s'il n'est pas somme connexe de deux nceuds
non triviaux.

Autrement dit, un nceud est premier si, pour toute spie S de dimension 2 couparK en deux
points, I'une des deux boules ainstlunitées contient une corde non reamudekK.

THEOREME 2.2 ([52]). Tout nceud de Lorenz est premier.

Sclema de la d@monstration. Soit K un nceud de Lorenz €6 une spkre coupantK en deux
points. Le fait queK soit une orbite priodique sur le patron de Lorenz donne des contraintesasur |
position deS dans S® et en particulier sur l'intersection d& avec le patron de Lorenz, lesquelles
se trouventtre suffisamment fortes pour montrer que I'une des deuxesodelimitées parS est non
noLee.

2.2 NEUDS TORIQUES SATELLITES ET ALGEBRIQUES

DEFINITION 2.3 (voir figure 2.1). Soitp et g deux entiers relatifs premiers entre eux. Un nceud
est dittorique de type(p,q) s'il peut étre traé sur la surface d’'un tore origntplong de margre
standard dansS®, de sorte qu'il coupep fois chaque raridien (oriené) du tore, etq fois chaque
paralkle (orieng€). On le noteT(p, g) ).

PropPOSITION 2.4 ([5]). Tout nceud torique de typ@,q) avec p et q positifs est un nceud de
Lorenz.

13) A Taide d'une isotopie deS® échangeant les faces externes et internes du tore, on mguerdes nceuds (p,q) et
T(—p, —Qg) sont isotopes. Par contre, les nceddp, q) et T(p, —g) ne sont jamais isotopes.



18 PIERRE DEHORNOY

S
I o
N\

A gauche, le nceud T(4,3) dessiné & la surface d’'un tore. Au centre, la surface du tore est découpée le
long d’un parallele et d’un méridien, puis dépliée, faisant apparaitre un diagramme avec 12 croisements.
A droite, une tresse positive dont la cloture redonne le méme diagramme. .

Démonstration. Par construction, le nceud(p,q) est cbture d'une tresse b p brins passent
paralkllement par-dessug autres brins (voir figure 2.1). D’aps le tleoeme 1.10, une telle tresse est
une tresse de Lorenz.

Le nceud toriqueT(p, —q) est I'image-miroir deT(p,q). Il est également obtenu commedtlire
d’une tresse @ p brins venant de gauche passent patiinent par-dessous autres venant de droite.
Par contre, ce n'est pas un nceud de Lorenz, I'orentation iesements rétant pas la bonne.

DEFINITION 2.5 (voir 2.3). SoitK. un nceud dans® et K; un nceud danss' x D? non isotope
a St x {0}. Etant donis un voisinnage tubulairdl; de K. et une identificationf de S! x D? avec
N¢, le nceud satellitede K; sur K. assock a f est le nceud (K;). Si K; est un nceud torique, on dit
aussi que le nceud obtenu est eciblagede K.

REMARQUE 2.6. L'identification f est importante, puisque le satellite egtatmiré a la fois par
K, Ki et par la classe d'isotopie dig, c’esta-dire par le choix d’'un paralle sur le toref (St x St),
soit encore par le nombre d’enlacement erftre= f(St x {0}) et f(S' x {1/2}).

La notion de satellite géralise celle de somme connexe: s'il existedans S' et un disque
dansD? x S' isotopea D? x {x} coupe une fois exactement pa¢;, alors tout satellite deéK; sur K
est la somme connexe de ces deux nceuds.

PROPOSITION2.7 ([5]). Si K. est un nceud de Lorenz e{plq) un nceud torique, avec,@ > O,
plongé naturellement dans un tore plein, alors le satellite dg@, ) sur K. assoce a la trivialisation

donrée par le patron de Lorenz est encore un nceud de Lorenz.

La demonstration est esquéss sur la figure 2.3.
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FIGURE 2.2

Exemple de construction d’un nceud satellite. Le nceud K¢ est un nceud de treéfle (en haut & gauche), un

choix de paralléle est également figuré. Le nceud Ki est un nceud trivial dans S°, mais pas dans le tore

solide (en haut & droite) dont on a également marqué un paralléle. Le satellite (au centre) est obtenu
en envoyant le tore sur un voisinnage tubulaire de K¢ et en identifiant les deux paralleles marqués.

Etant don@e une courbe aiprique complexed a singulariés isobes dan<C?, identifie avecR?,
et un pointP sur H, l'intersectionKy . entre H et la splére €elle de rayore centée enP est un
entrelacs, aveéventuellement des points singuliers. Dans [36], J. Milmontre que, poue assez petit,
'entrelacs Ky . n'a pas de points singuliers, et par céqaent sa classe d'isotopie est épeéndante
du rayone. Si P est un point égulier de la courbe, alors I'entrelacs en question est ladntivial.
Par contre, siP est un point singulier igductible, c’est un nceud, et il n'est jamais trivial.

DEFINITION 2.8 ([36]). Un nceudK est ditalgébriques’il est la classe d’isotopie de l'intersection
d’une courbe algbrique deC?, identifiée avecR*, avec une spire centée sur un point de la surface
et de rayon suffisamment petit.

EXEMPLE 2.9. Consiérons le polydme P(x,y) = y® — x?. Pour toute, lintersectionK. du lieu
d’annulation deP et de la sphre de rayore est ckfinie parx2 = y3 et [x2 + |y|2 = . Etant dong
un point @\, 1) du nceudK., ce dernier est alors par&te part— (\e?/2 ;,&@™/3) || s’agit d'un
nceud de tfle.

ProOPOSITION2.10 ([5]). Tout nceud algbrique est un nceud de Lorenz.

Sclema de la @monstration. Il est dmonté dans [15] et [36] que tout nceud algique peuétre
obtenu par @blages successifs partir d'un noeud torique. La proposition 2.7 assure alofa ghaque
étape de a@blage, le nceud obtenu est de Lorenz.

La reciproque de la proposition 2.10 est fausse. Par exemplegeled assoei au mot de Lyndon
LRLRLR® n’est pas algbrique, puisque par exemple son pdigre d’Alexander a des racines de
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FIGURE 2.3

Construction d’un nceud satellite d’'un nceud de Lorenz. On part d’un nceud de Lorenz K¢ plongé dans
le patron de Lorenz, ici & gauche. On épaissit les brins de K¢ en p brins paralleles, ici au milieu avec
p = 2. Au voisinage d'un quelconque des deux points critiques du patron, ici celui de droite, on fait
passer le brin le plus proche du point critique par-dessous ses p— 1 brins voisins. Cette opération peut
étre répétée un nombre ( premier avec p quelconque de fois, ici = 1. D’apres la réciproque dans le
théoreme 1.10, la tresse obtenue est de Lorenz, et donc on obtient un noeud de Lorenz, & droite. Ce
neeud est le satellite de T(p,q) sur K¢ associé a la trivialisation donnée par le patron de Lorenz.

module diferent de 1, au contraire de tous les nceudslaiques. Le &sultat suivant, @ a M. El Rifai,
est une &ciproque partielle de la proposition 2.7.

THEOREME 2.11 ([17]). Tout nceud de Lorenz qui est un satellite d’un noeud de Lorérsatdlite
selon le sckma de la proposition 2.7, c'estdire un @blage sur un nceud de Lorenz.

Sclema de la @monstration. L'id ée de base est laéme que pour &montrer la primalé : si K
est un nceud de Lorenz qui est un satellite, alors il existeotm T plongg de margre noke dansS?,
contenantK en son inérieur mais ne contenant pas de boule conteanEncore une fois, le fait
gue K soit une orbite priodique du flot de Lorenz donne suffisamment de contraistiesl et sur
son intersection avec le patron de Lorenz pour montrer @silun voisinage tubulaire d’'un nceud de
Lorenz, et qu’'en son iRrieur le nceudK ne fait que tourner comme un nceud torique.

Ce dernier gsultat est ggcialement iréressant, puisqu’il @ermine quels nceuds de Lorenz sont
algébriques, et, lorsque c'est le cas, comment ils appardissenme orbites @riodiques du flot de
Lorenz.

2.3 CARACTERE FIBRE

Le theoeme 1.10énonce une propeie capitale des nceuds de Loreazsavoir qu'ils peuvengétre
realis comme dtures de tresses positives. Une @msence notable est le fait qu'ils sont &br
D’une part, ceci permet calculer le genre des nceuds de Ldpzaposition 2.23), et, d’autre part, cela
corrobore l'intuition que les nceuds de Lorenz sont des nceingsles : la structure du congghentaire
d’'un nceud fibé est bien mieux comprise que celle d’'un nceud quelconque.
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DEFINITION 2.12. SoitK un entrelacs orieatdansS®. On appellesurface de Seifepour K une
surface orieréie deS® dont le bord orieré est K. On appellegenrede K le genre minimal d’une

surface de Seifert pouK.

Notons qu’un nceud est trivial si et seulement si il borde wgukk dansS®, donc si et et seulement
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FIGURE 2.4

Une surface de Seifert pour le nceud de Lorenz de code LLRLRRLR La méme construction fournit une
surface de Seifert, dite standard, pour toute cloture de tresse. D’apreés la proposition 2.22, cette surface
est de genre minimal dans le cas des tresses positives.

DEFINITION 2.13. Un nceudK dansS® est ditfibré si son compmentairefibre sur le cercleSt,
c'esta-dire s'il existe une surface de Seifeéfk pour K et un diftomorphismeh de Yk préservant
le bord tels que le compimentaire dek dansS* est isomorph& Sk x [—7, 7]/ (h(x),—m)~(x ) -

On remarque que, via I'isomorphisme de lgfidition 2.13, la projectiord sur le deuxéme facteur
définit une fonction deS® \ K sur St = [~7, 7]/ _r~- Qui posgde les propétes suivante¥):

(i) 6 est lisse et sans point critique ;

(ii) sur un voisinage tubulairdl(K) du nceud hom@omorphea un tore pleinSt x D?, la fonction 6
s'identifie & la fonction argument sur le facted?.

Le nceud trivial est un exemple de noeud &ib©On part d’'un cercle en &l que I'on trempe dans
du savon liquide ; quand on ressort le cercle, le savon formeélisque boré par le nceud en @bal,
lequel est topologiquement trivial. En soufflant sur la ipale de savon pour la gonfler jus@uson
éclatement, on &finit une fibration sur I'intervalle [Or[. En refaisant la r@me ojration en soufflant
de l'autre ©té, on cfinit une fibration sur } =, 0].

14) On dit alors que coupleK( 6) est unlivre ouvertdont K est lareliure et les fibresd—1(t) sont lespages



22 PIERRE DEHORNOY

RegardonsS® comme la spére unié de C?, c’esta-dire comme I'ensemble des couples, &) de
nombres complexesévifiant |z;|°+|z,|° = 1. Pour toutA dansCU{cc}, I'ensemble{(z, 2) | z = Az}
est un neeud trivial dan§®. Un entrelacs consti@ipar une union quelconque de tels nceuds triviaux
est un entrelacs dile Hopf: deux composantes distinctes ont un nombre d'enlace®gaita +1.
Par exemple, 'ensemblé(z;,2) € S* | zz = £2} est un entrelacs de Hopf deux composantes.

ProPOSITION2.14 ([36]). Tout entrelacs de Hopf est filar

Démonstration. Soit H, un entrelacs de Hoph n composantes. Par définition, il existe des
nombres complexeky, . .., k, différents de 1 tels quél, est l'intersection dan®k* de S* et du lieu
d’annulation du polyme

Pn(z1, 22) = H(Zl —kiz).
k=1

Pour toutd dans [-r,7], 'ensemble {(z1,2) € S* | argPn(z1, 22)) = 0} est une surface dont le bord
est H,. Largument du polydme P est alors une fibration d&® < H, sur St.

La déemonstration @aedente peutetre adapte pour montrer que tout entrelacs &lgque est
fibré [36]. Le esultat principal de cette section est uragalisation qui implique en particulier que
les nceuds de Lorenz sont st

THEOREME 2.15 ([5, 46]). Tout entrelacs qui est @ture d’une tresse positive est fior

L'id ée de la @monstration que nous gsentons est de construire de proche en proche une fibration
pour chaque tresse positive en ajoutantaunin les croisements. Comme I'entrelacs de Hapdeux
composantes est fiy on l'utilise comme briqu&lémentaire. D’autre part, on peut recoller certaines
fibrations dansS® si elles sont non triviales sur des ensembles suffisammeitirts. La notion de
somme de Murasugi formalise cetteal et on va I'utiliser comme ciment de la construction.

DEFINITION 2.16. (voir figure 2.5) Soit2; et ¥, deux surfaces orieéés plonges dansS® de
bords respectif¥; et K,. Soit II une spkre (que I'on voit comme un plan horizontal daR$u {cc})
separantS® en deux boules ouverte; et B,. On suppose que

(i) X1 est incluse dans I'aditence deB; et X, dans I'adlerence deB; ;
(i) 1N X, estun A-goneP contenu dandl ;
(i) Ki et Ky sont deux entrelacs se coupant uniquement aux sommaets. , Xon de P.
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On cEfinit alors lasomme de Murasugt; #- ¥, des surfaces:; et ¥, le long de Pcomme leur
réeunion 3; U X,. Par extension, on&init la somme de Murasugi &p K, des nceuds Ket K; le
long de Pcomme le nceud; UKz ~ JIXi, Xi+1[ *9).

\;@/?KJ‘:V A

FIGURE 2.5

La somme de Murasugi de deux surfaces & bord.

La somme de Murasugiggeéralise la somme connexe, qui correspond auncasl dans la éfinition.
Elle géréraliseégalement le plombage, qui correspond au gas2. La somme de Murasugi est une
opération geométrique naturelle pour les surfaces (et pour les entrelacslles bordent),a savoir
gu’'elle conserve plusieurs proptis importantes [19, 20], comme par exemple le faét@ une surface
incompressible, le fait @tre une surface de Seifert de genre minimal, ou encore tedfatre un
entrelacs fibe, comme nous allons le voir.

L'id ée fondamentale pour montrer que la somme de Murasugi de elemelacs fibks est fibee
consistea deformer pealablement les fibrations assees pour qu'elle soient non triviales sur des
ensembles disjoints, dibla c&finition suivante.

DEFINITION 2.17. SoitK un entrelacs fil#, 0 : S* \ K — S' définissant la fibration ass@s et
II une spkre divisantS® en deux bouled3; et B,. Soit N(K) un voisinnage tubulaire d&. On dit
que la fibrationd esttangente infrieurement(resp.superieurement a Il si

(i) il existe un polygoneP de sommets, Xo, ..., Xon Sur Il tel que K rencontrell le long des
cotés KiXz], [XaXal, - . ., [Xan—1X%en] (resp.[xaXa], ..., [XenX1]) de P et K ne rencontre paB; (resp. B);
(i) N(K)NII consiste en ure-voisinage des@eés [z, ..., [Xen—1%2n] de P (resp. [xzx3s],...);

(iii) a I'extérieur due-voisinage N(OP) du bord du polygoneéP danslII, la fonction # vaut 0a
l'intérieur deP et © a l'extérieur;

15) Plus gréralement, on éfinit la somme de Murasugi de surfacEs,i = 1,2 le long de deux polygoneB; dont un &té
sur deux est dans le bo@; comme la classe d'isotopie da®8 de la somme de deux surfacBs isotopesa P; et vérifiant les
criteres {), (i) et (ii), le résultat ne dpendant alors pas du choix dBs dans leur classe d'isotopie. On la nafg #p, ~p, 32
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(iv) a lintérieur de N(OP) ~. N(K), la fonction 6 prend ses valeurs dans lintervalle ,}Q
(resp.] — m,0[).

Si on voit une fibration comme legglacement continu d’une fibre qui remplit tout le cogmpentaire
d’un nceud, alors une fibration est tangenteésiguremena un plan si, sous ce plan, la fibre septhce
comme la bulle de savonédrite pour la fibration du nceud trivial. L&sultat suivant assure duant
donré un entrelacs filer et un poly@ne P inclus dans une fibre, on peut supposer la fibration tangente
a une petite spre épaississanP.

LEMME 2.18. Soit K un entrelacs filiretd : S\ K — S! la fibration assodde. Soit P un polygone

a 2n odtés inclus dans une fibré—1(t), et rencontrant K le long sesdtés [xiXo], .. ., [Xan_1Xen]
(resp.kaxal, . . ., [Xanx1]). Alors il existe une spie IT dansS® contenant P, rencontrant K uniquement
le long des arcgxiXz],. .., [Xon_1Xon] (resp.koxsl, ..., [XenX1]), et telle que K soit contenu dans une

seule des deux boules fegas @limitées parll. De plus, on peut reparagtrer 6§ de sorte quef soit
tangente inérieurement resp. sugerieurementya II.

FIGURE 2.6

Déformation de la fibration pour obtenir une fibration triviale dans le demi-plan supérieur.

Démonstration. (voir figure 2.6) CommeP est contractile, au voisinnage de celui-ci, la fibration
6 est isomorphe la projection sur le second facteBrx [t —¢,t+¢] — [t —e,t+¢]. Soit B, I'image
réciproque deP x [0,t + ¢] et II son bord. La spére II consiste alors en deux copies & I'une
dans la fibred—1(t) et I'autre dans une fibré—1(t + <), et un anneawPx]0, <[, comme sur la partie
gauche de la figure 2.6.

Composond) a gauche par un débomorphisme du cercle envoyant l'intervalletft €] sur [0, 7].
Si on pense au paratre de la fibration comma un temps, cela reviedt ralentir le temps pour passer
un tempsrw dans la (petite) bould,. La fibration obtenue est tangenteénturement I1. En effet,
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si on zoome suB;, pour lui faire remplir tout le demi-espace sujeur, la fibration est alors semblable

a celle qui est re@senge sur la partie droite de la figure 2.6, laquelle est tangeriézieurement au
plan horizontal.

Ces péliminaires nous permettent de montrer &sultat-cé suivant.

THEOREME 2.19 ([19]). Soit K; et K, deux entrelacs filirs dansS® admettant pour fibres respectives
deux surfaces; et ;. Soit B (resp. B) un polygonea 2n cotés surX; (resp. X,) dont les &tés
pairs (resp. impairs) sont inclus dans le bord; Kresp. ) de X; (resp. ¥3). Alors la somme de
Murasugi K #p,p, Ko est fibee de fibreX; #p,.p, 2.
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Le collage de deux fibrations pour obtenir une fibration de la somme de Murasugi de deux nceuds.

FIGURE 2.7

Démonstration. (voir figure 2.7) SoitII le plan horizontal danR®. Pouri = 1,2, soit 6, une
fibration asso@ea K; avecY; pour fibre. D'apés le lemme 2.18, on peuéfbrmerK, et 6; de sorte
gue 6; soit tangente iréfrieurement II, et de néme on peut &ormerK; et 6, de sorte qued, soit
tangente sugrieurement II. La somme de MurasudK; #p,~p, K2 est alors obtenue en recollant le
demi-espace iifrieur asso@ a K; et le demi-espace sapeur assoé a K3, et en supprimant les arcs
formant le bord du polygne P = x; ... Xz, danslII.

On cefinit une nouvelle fonctiond, dont nous montrerons par la suite qu'elle induit une
fibration. Sur le demi-espace @rtfeur, 6 coincide avecf;, sauf sur un voisinage tubulaire des arcs
[X1,%2], ..., [Xen_1Xen] (OU 671 est suppose du type fonction-argument). Deéme, sur le demi-espace
superieur, # coincide avect,, sauf sur un voisinage tubulaire des args, X3], . . ., [XonX1].



26 PIERRE DEHORNOY

Au voisinage des arcsx{, Xz], [Xs, Xa], - - -, [Xen—1X2n], la fonction 6 est dfinie sur le demi-espace
sugerieur, et varie der a 2r quand on se &lace de I'exérieur vers l'inérieur du poly@ne. Elle est
également éfinie sur le demi-espace &rieur jusqua la frontere d’'un voisinage tubulaire de ces arcs,
et varieégalement der a 2r quand on se &lace de I'exérieur vers I'inérieur sur cette frongire. Il
reste dona@ prolongeré sur n cylindres disjoints, sachant que, sur le bord de ces cymdr varie
de 7 a 2r comme indigé sur la gauche de la figure 2.8. On le fait’aide de la fonction hauteur
indiguée a droite de la figure 2.8. De @me, on prolonge) avec des valeurs dans l'intervalle, {f]
dans le demi-plan s@pieur au voisinage des arcs[xa],. .., [XenX].

FIGURE 2.8

Complétion de la fibration d’'un somme de Murasugi a partir de la réunion des fibrations associées a
chacun des demi-espaces. A gauche, la fibration au voisinage d’un arc de type ]X,X+1[ pour chacun des
deux noeuds Ki (en bas) et Kz (en haut). Les arcs représentent les niveaux de la fonction 6, et plus
précisément l'intersection des fibres avec un voisinage tubulaire de Ki et Kz respectivement, sur la
partie du bas, on a également ajouté les niveaux de 6 dans le plan II de recollement. En haut a droite,
la partie sur laquelle il faut définir de nouvelles valeurs pour la fonction 6, qui est un cylindre. Les
conditions au bord sont alors fixées. En bas a droite, un feuilletage d’un cylindre remplissant ces
contraintes de bord.

La fonction 6 est alors éfinie sur toutS® . N(K; #K>), et a valeurs danss'.

Pour \erifier que# est une fibrationétablissons que la fonctiof n'a pas de singulagét Comme les
fonctions; et #, sont tangentes au plaih de recollement hors d(OP), et sans singulagt et comme
0 caincide partout hors dé&l(P) avec I'une de ces deux fonctions, la fonctiérny est sans singulaét
Au voisinnage des arcskir1[, c'est-a-direa l'intérieur de la diference syratriqgue N(K1)AN(Ky), le
prolongement d& a été justement choisi pour ne pas faire apfiaeade singularé.

Pour compdter la &monstration, il resté \erifier que § est bien un argument au voisinage des
sommetsxs, ... X—2n du polygoneP. La figure 2.7 montre que la fonctiof y est bien de la forme
désire.
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On appligue maintenant aux tresses lesuttats §réraux qui peadent.

LEMME 2.20. Pour tout entier n strictement positif, la@tlre de la tresses] est un entrelacs
fibré.

\

W
N\

\

Construction itérative d'une surface de Seifert pour la cloture de of.

FIGURE 2.9

Démonstration. Le casn = 1 correspond au nceud trivial, tandis que le ¢as- 2 correspond
a l'entrelacs de Hopfa deux composantes. Sinon, on obtient la surface de Seitertlard X" pour
la cloture de o en collant les surfaces standard—! et ¥2 le long du quadrilare gri€ sur la
figure 2.9. Le lemme 2.19 assure alors @guehaque #&ration, I'entrelacs est fibravecX" pour fibre.

On est maintenant pt pour émontrer que la dture de toute tresse positive est un entrelace fibr

Démonstration du thoreme 2.15. D'aprées le lemme 2.20, la @ture d’une tresse-colonng est
un entrelacs fiki. La figure 2.10 montre comment juxtaposer angne les surfaces standards assegi
a chaque colonne par somme de Murasugi, afin d’ainsi obterguiface standard asseea la cbture
de n’'importe quelle tresse positive. D'&srle lemme 2.19, I'entrelacs obtenu estéibavec la surface
standard pour fibre.

REMARQUE 2.21. On a utilig la positivie deb de manére cruciale en affirmant que chaque colonne
élementaire est filre avec la surface standard pour fibre. En effet, si la tressein croisement positif
et un croisement&ygatif congécutifs dans une &me colonne, celle-ci peueanmoinsttre fibee, mais
la surface standard ne sera pas une fibre. Eerlime 2.19 ne s’applique alors plus dans la construction
par fecurrence, et donc la preuve s’effondre.
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Collage de deux tresses I'une a c6té de l'autre. En bleu, le polygone de collage.

Par contre, I'argument peudtre étendu au cas d'une trese@mogne définie comme une tresse
pos@&dant une dcomposition dans laquelle, pour chaguel’'un au plus des grérateurso; ou o; !
appardt. Ceci montre par exemple que le nceud de hudtuck de la tresserlaz‘lalaz‘l, est fibe.

2.4 (GENRE

Dans la section @cedente, on a morérqu’un noeud qui est @ure d’'une tresse positive est &or
La technique utilise aégalement permis de construire une fibre pour la fibrationciess. Dans cette
section, nous utilisons ces informations pour calculerdarg des nceuds de Lorenz et éddire un
critere simple permettant de montrer qu'un nceud @oniest pas un nceud de Lorenz.

PrROPOSITION2.22. Soit b une tresse positive, K sadtiire et ¥ la surface de Seifert standard.
Alors ¥ est une surface de Seifert de genre minimal pour K.

Démonstration. Soit g le genre de la surfacE. Reprenons les notations de la sectioadgedente.
On a vu que le nceu admet une fibration &finie par une fonctiord telle que X = §~(0). Comme
6 définit une fibration deS®\ K, le revetement cyclique infini du com@inentaire deK est isomorphe
a 671(0) x R, et donc son groupe fondamental est un groupe libre de rangD2 plus, le lacet
horizontal 9%(0) x {0} dans¥. x R est le produit deg commutateurs dans;(S® \ K), et pas moins.

Soit ¥’ une surface de Seifert quelconque péurde genreg’. En passant au rétement universel,
on plongeY’ dansX x R, et en particulier son groupe fondamenta(>’) se plonge dansi(X x R).
Le lacet 93’ est, dansmi(X’), le produit de ¢’ commutateurs. Or il est isotope dansx R au
lacet 93 x {0}, qui est le produit dggy commutateurs et pas moins. On eeddit I'inégaligé g < ¢/,
comme voulu.
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FIGURE 2.11

Construction itérative de la fibration associée a la cloture d’une tresse positive. Chaque brique
correspond a un entrelacs de Hopf a deux composantes. En les empilant dans 'ordre prescrit, on
s’assure que la somme de Murasugi fibre a chaque étape de la construction.

PrROPOSITION 2.23. Soit v une orbite @riodique de priode n du flot de Lorenz, K le noceud
assock et ¢ le nombre de croisements de la tresse de Lorenz assoklors le genreg de K est
donré par la formule2g = n—c.

Démonstration. La fibre 671(0) exhikte dans la preuve du é&beme 2.15 est une surface de
Seifert de genre minimal. Or, il s'agit de la surface de Seiftandard, qui par coBguent est de
genre minimal. On &rifie facilement que sa carécistique d’Euler est + c—n et qu'elle n’a qu’'une
composante de bord ; par c@&ument son genre esh { c)/2.

On a vu dans la proposition 1.13 que tout nceud de Lorenzéatigr par une infinié d’orbites du
flot de Lorenz, et, par coiguent, est assd@i une infinié de tresses de Lorenz. La proposition 2.23
implique que, pour toutes ces tresses, la quamit- c, différence entre le nombre de brins et le
nombre de croisements, prend l&me valeur. La proposition 2.23 se reformule directemerteemes
de diagrammes de Young.

COROLLAIRE 2.24. Le genre d'un nceud de Lorenz as&o&iun diagramme de Young est la m@iti
du nombre de cases de ce diagramme.
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Nous avons vu avec la proposition 1.18 que deux diagrammeéudieg distincts peuvent coder le
méme nceud de Lorenz. Nous pouvons maintenant borné@risupement le @faut d'injectivié de ce
codage.

PrROPOSITION 2.25. Pour tout nceud de Lorenz K, il n’y a qu’'un nombre fini de diagraes de
Young standards assésia K.

Démonstration. Si K a pour genreg, tout diagramme de Young assed a 2y cases en vertu
du corollaire 2.24. Or il n'existe qu'un nombre fini de diagmaes de Young ayantg2cases.

Ce esultat fournit un moyen deédhontrer qu'un nceud doém’est pas un nceud de Lorenz. Par
exemple, le nceud de huit n’est pas un nceud de Lorenz, car swa gst 1, et les seuls diagrammes
de Younga deux cases sont tous deux asssau nceud dedfie.

PROPOSITION 2.26. Parmi tous les nceuds admettant un Eg@ntant planaire ayant au plus seize
croisements, exactement vingt sont des nceuds de Lorenz.

Démonstration. Dans [12], nous avonsédermire les polyttmes d’Alexander et de Jones de tous
les nceuds de Lorenz défiode au plus 21. Cette liste inclut en particulier tousresuds de Lorenz de
genre au plus 9. Or elle ne compte que vingt nceuds ayant as@ize croisements. Si on s'@aresse
a la question de savoir quels nceuds ayant au plus seize mmise sont de Lorenz, cette liste est
suffisante puisqu’un nceud ayant au plug+21 croisements est de genre au plusPar congquent,
les nceuds ayant au plus seize croisements sont de genresa® pkt donc onéte recensés dans la
liste de [12].

Signalons une deraie propréte geonétrique des nceuds de Lorenz.

PrROPOSITION2.27 ([5]). La signature de tout nceud de Lorenz est strictement pasitive

Démonstration. Un theoeme de L. Rudolph [43] affirme que la signature de latwle de toute
tresse positive est positive. |l s'applique aux tresses alemz.

Comme la signature de I'image-miroir d’'un nceud est I'o@pds la signature du nceud, oédit:

COROLLAIRE 2.28. Aucun nceud de Lorenz n’est isotapeson image-miroir.
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3. L'INDICE DE TRESSE

Nous poursuivons maintenanétude topologique des nceuds de Lorenz étemininant de fagon
détaillee leur indice de tresse, c’'éstdire le plus petit nombre de brins d’'une tresse &sentant ce
nceud. Pour ce faire, nous introduisons dans la section 31nonvelle famille de tresses, dite de
Birman-Williams, de sorte qu’une orbite de Lorenz déarest dture de la tresse de Birman-Williams
assocte. Le nombre de brins d’une tresse de Birman-Williams est,dgfinition, le pas de I'orbite de
Lorenz assoée, une don@e combinatoire qui se lit par exemple sur les mots de LynNons montrons
ensuite que cette tresse minimise le nombre de brins pasrirdsses ayant la@me cbture. Pour ce
faire, nous utilisons unésultat @réral sur l'indice de tresse d’'un noeud qui editeie d’'une tresse
positive, di a J. Franks, H. Morton et R. Williams @beme 3.5)¥). Nous donnons uneédnonstration
detaillee de ce &sultat,a la fois pour son ir@rét propre et pour offrir une version plugtdillee que
celle de l'article original [18]. La section 3.2 rappelledanstruction &cursive du polydéme HOMFLY
a partir des relations étheveau et introduit le formalisme des arbres de calcuitifgosDans la
section 3.3, nous introduisons une variante du patye HOMFLY qui est bien adapé au cas des
noeuds qui sont otures de tresses positives. Ceci nousnen dans la section 34 la cemonstration
du theoeme 3.5 eta son application au calcul de lindice de tresse des nceudsodenz. Enfin,
dans la section 3.5, noustiillons le lien entre entrelacs de LorenzTetentrelacs, une autre famille
d’entrelacs admettant une description combinatoire smpl

3.1 TRESSE DEBIRMAN—WILLIAMS ET INDICE DE TRESSE

Dans le tleoeme 1.10, on a ass@ca toute orbitey du flot de Lorenz une tresse pri&diee,
dite tresse de Lorenz, dont ladtlire repéesente le nceudK assock a . En ceformant le patron
comme sur la figure 3.1, on fait apptra une autre tresse dont ladtire estK. Cette tresse, dite
de Birman—Williamsest, comme la tresse de Lorenz, une tresse positive. P&recore n’est pas une
tresse de permutation. Elle fournit un repentant plugconome que la tresse de Lorenz dans la mesure
ou elle met en jeu moins de brins et moins de croisements.

Pour dcrire les tresses de Birman-Williams, ogfidit d’abord le pas d'une orbite de Lorenz.

DEFINITION 3.1. On appellgpasd’une orbite @riodique du flot de Lorenz le nombre d’occurrences
du mot LR dans le code de Lyndon de cette orbite.

En termes de tresses de Lorenz (voir la figure 1.4), le pasegmond au nombre de brins qui
traversent de gauche droite la ligne imaginaireéparant lesp premiers brins des — p derniers. En
termes de diagrammes de Young (voir la figure 1.6), le paseepius grand entiet tel qu’'on puisse
inscrire un ca® (— 1) x (t — 1) dans le diagramme de Young correspondafibrbite.

16) Le nom de H.Morton n'appaiapas dans les auteurs de larticle [18], mais il y est memBoque ce dernier est aussi
l'auteur d’'une @&monstration du #oeme 3.5.
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FIGURE 3.1

Le patron de Lorenz déformé de sorte que le flot soit ascendant sur la branche droite et descendant sur
la branche gauche.
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On rappelle que, pout entier positif, A? désigne la tresseo( . ..or_1)! correspondana un tour
complet det brins sur eux-rames. Par ailleurs, une tresse positivest ditemultiple de A? s'il existe
une tresse positivé’ vérifiant b = AZb'.

THEOREME 3.2 ([5] et consulter I'erratum). Soit v une orbite @riodique du flot de Lorenz de
pas t, et np et m définis par lesequations(1.3) et (1.4). Soit K le nceud assaxiet b la tressa t
brins

t—1 1
(3.1) A? Tz ..on™ T] (or-1...o)™ .

i=1 i=t—1
Alors la clbture de la tresse b est un régmentant de K.

Principe de la @monstration. On decrit I'image de la tresse de Lorenz de la figure 1.4, quand on
la deforme selon le s@&ma indiq& sur la figure 3.1.

La tresse dfinie par la formule (3.1) est apgeltresse de Birman-Williampour I'orbite .

ExemPLE 3.3. Revenons l'orbite partant du point 831. Le mot de Lyndon assdiestLLRLR,
qui contient deux foisLR. Le pas vaut donc 2. La permutation de Lorenz est (13524)elg iadice
non nul dans la tresse de Birman-Williams est alorsqui vaut 1, et donc la tresse de Birman-Williams
assocke esto}, dont la cbture est bien un nceud desfle. Pour comparaison, la tresse de Lorenz
correspondante esty0103020403.

Notre but dans la suite de cette partie est éendntrer le &sultat suivant.

THEOREME 3.4. L'indice de tresse d’'un nceud de Lorenz egtl au pas de toute orbite du flot de
Lorenz le Ealisant.

Eu égard au thoeme 3.2, le thoeme 3.4 est un corollaire direct dasultat suivant, qui est celui
gue nous allons @montrer dans la suite.

THEOREME 3.5 ([18]). Soit K un nceud qui est ladture d’'une tresse positive & t brins multiple
de AZ. Alors lindice de tresse de K egfal a t.

3.2 LE POLYNOME HOMFLY ET LES ARBRES DE CALCUL

La déemonstration du #o®me 3.5 va faire appel au pogme HOMFLY, aussi appelHOMFLY-PT.
Celui-ci est une extensioa deux variables du polgme de Jones, et, comme ce dernier, il admet une
définition simple en termes de relationsedheveau pour les diagrammes planaires.
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Soit K un entrelacs oriektet £ une projection planaireéguliere deK, c’'esta-dire ne posgsdant
gu’'un nombre fini de points multiples et telle que ceux-ciespitous des points doubles. Choisissons
un point doubleM de K. DéfinissonsK, et K_ comme les entrelacs admettakit pour projection,
sauféventuellement au poiri¥l, ou K, est projeé sur un croisement positif, _ sur un croisement
négatif'’). DéfinissonsK, comme I'entrelacs orieatal le croisement elM a éte suppring (voir
figure 3.2). Alors, par éfinition, les polytmes HOMFLY des trois entrelacs assisont rebs par
la relation

(3.2) X P, +X P +y Pg =0,

dite relation d'écheveauDésignons parQ) le nceud trivial. En imposanP~ = 1, le polyrome Pk
est alors éfini de mangére unique pour tout noeud. On montre que la relation @heveau impose
Pox = (—(x+ x*l)/y)kfl, ol Ok désigne la gunion dek nceuds triviaux deud deux non enlds.
Le polyndme de Jones corresporadla sggcialisationy = 1.)

Ky K_ Ko
KX )
N/
x P(Ky) 4+ xP(K_) +y P(Ko) = 0

FIGURE 3.2
La relation d’écheveau définissant le polynome HOMFLY.

Le calcul effectif du polydbme HOMFLY d’'un nceud peut s’effectuer en introduisant urrerte
calcul dont les bifurcations successives correspondenpaints doubles o la relation décheveau (3.2)
est invoqiee. Un choix arbitraire des points doubles peut ménene boucle, par exemple si on choisit
deux fois de suite le @me point. Par contre, on va voir que, pour autant qu'on chaig point
d’applicationa chaquettape, le processus de calcul converge en un nombre Bitambs.

Comme nous considons dans la suite des tresses qui ne guest pas toutes le @&me nombre
de brins, il est commode deifinir unetresse margée comme un coupleb(n) ou b est une tressa
au plusn brins, et unetresse positive marge comme une tresse mareg p,n) ou b est une tresse
positive a au plusn brins.

DEFINITION 3.6. On dit que deux tresses maggs b,n) et (',n’) sont relees par une
transformation de Markov positivei

— ou bien on an’ = n et b’ est conjugéea b dans le groupe des tressas brins,

—ou bienonan’ =n+1 etb = bo,,

— ou bien, syratriqguement, on aa=n"+1 et b =b'oy.

17) Remarquons qué& caincide avecK, ou avecK_
18) Une description plus jcise du polydme HOMFLY peutétre trouee par exemple dans [31, chapitre 15].
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Remarquer que, si on notb, n) la difference entre le nombre de croisements positifs dans) (
et le nombre de croisement&gnatifs, alors la quanétc(b,n) — n est invariante par transformation de
Markov positive. La propéte que nous utiliserons dans la suite est que, si deux tressegéas sont
reliées par une suite de transformations de Markov positivess &ur cbtures sont isotope¥)

Afin de suivre le scema de calcul suggé par la relation dcheveau (3.2), J. Conway a introduit
pour les tresses marges une relation qui en est la contrepartie.

DEFINITION 3.7. Soit p,n) une tresse mar@e. On dit que deux tresses maggs b, n) et (b_, n)
sont obtenues pascindement de Conway partir de b, n) s’il existe des tresseb;, b, et verifiant

(33) b = byoib,, bg=bby,, et b_ = blo'-ilbz.
i

Si (b,n) est une tresse marge, on notePy  le polyrdme HOMFLY de sa dture. La relation
d’écheveau (3.2) implique que, dip(n) et (b_,n) sont obtenues par scindement de Conwapartir
de (,n), alors on a

(3.4) Py (% Y) = =X yPon(X. Y) — X *P_ (X, Y).

On peut alors dfinir un arbre de calcul pour le polgme P, qui mime en termes de tresses mareg
le calcul du polydme HOMFLY de la dbture.

DEFINITION 3.8. Soit b, n) une tresse mar@e. Unarbre de calcul positif pourb,n) est un arbre
orieng, binaire, fini, dont chaque sommet &tiqueé par une tresse marge, dont chaque afe est
étiqueee par un modme deZ[x,x 1, y,y 1], et qui satisfait aux propéiés suivantes :

(i) La racine esgtiqueée p,n).

(if) Si S est un sommeétiqueé (s, ns) qui n'est pas une feuille, et B, et § sont ses fils,
étiqueés respectivementbf, n,) et (b, ng), alors @,4,n,) et (bg, Ng) S'obtiennenta partir de B, ns)
en faisant d’abord une suite de transformations de Markaitiges, puis un scindement de Conway.

(i) Si, de plus, les @tes reliantS & S, et & sont étiqueées par les mdimes p, et pq
respectivement, alors on By, n) = PyPb,.n,) + PdPbs,ng) -

(iv) Si f est une feuilleetiquete @r, ), alors by est la tresse trivialé ny brins.

S'il existe un arbre de calcul positil pour une tresse marga @, n), il devrait étre clair que cet
arbre fournit une stragie pour éterminer le polydbme HOMFLY de la dbture de b,n), en iterant
la relation décheveau (3.4). En effet, notori I'ensemble des feuilles ded, et, pour une feuillef
dans F, notonsps le produit des modmes renconés sur les @tes deA le long du chemin allant
de la racinea f. Alors, par construction, on a

19) Dans la section 1.6, on a menti@gndes transformations de Markoweiggrales, @ on peut aussi passer dé, () a

(bon’l,n + 1). Rappelons que le goeme de Markov affirme que lesdtlires de deux tresses maegs sont des entrelacs
isotopes si et seulement si on peut passerl@e)(a (’,n’) par une suite finie de transformations de Markoérégales).
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X+ x- T\
Pon(xY) = Z Pr - <T) :

feF
Par contre, il n'est pagvidenta priori qu'un tel arbre de calcul existe pour toute tresse. Nousisllo
montrer maintenant que c’est bien le cds.partir de maintenant, on ne travaille plus qu'avec des
tresses positive8). Commencgons par urésultat technique sur les transformations de Markov pesiti

LEMME 3.9. Soit (b,n) une tresse positive marga. Alors, par une suite de transformations de
Markov positives, on peut transforméb, n) en (b’,n’), ol b’ est soit la tresse triviale sur’nbrins,
soit une tresse positive qui est multiple d& pour au moins un entier i.

Démonstration. Définissons lepoids = d’'un mot de tresse positif par(oi) =1 et m(wiwy) =
m(wy) + w(wz). Nous allons prouver leésultat par @&currence sur le poids d’'un mot de tresge
repesentantb. Le seul mot de tresse de poids nul est le mot vide, corregpirdla tresse triviale,
pour laquelle le &sultat est vrai. Soim le plus grand entier tel quer, apparé dans le motw.

Si om n'apparét qu’'une fois dansw, alors w est de la formewgomws, €t doncb est conjugée
a la tresse @crite par le motwswoom. Une transformation de Markov positive supprime alorsolg
final. Comme 7(w4wo) = w(w) — m, par hypotlese de &currence, le @sultat est vrai pour la tresse
repesenge par le motwswg, et donc pour la tressb.

Sinon, on peut supposer qug, apparét au moins deux fois dang . Alors le motw se decompose
en woomw2omwy de sorte quew, ne contienne aucuan,. Il y a alors trois cas possibles:

Premier cas :on_1 n'appardt pas dansw;. La tresse refsenge par le moow,on estégalement
repesenée parwyc?, et par consquentb est conjug@ea la tresse re@senke parwawowyo?,.

Deuxéme cas: oy 1 apparit une fois exactement dans,. Alors w, se dccompose en
wiom_1w3, €t la tresseb, repésente par le motwoomwiom_1wsomws, €st également re@senge
par le mot wowiomom_10mwaws, dont le poids est ausst(w). Mais, d’'apes la relation de tresse
Om—10m0m—1 = OmOm—_10m, D €st aussi re@senée par le motwowiom_10mom_1wsws, dont le poids
est 7(w) — 1. L'hypothese de &currence s’applique alors.

Troisieme cas :om_1 appar@ au moins deux fois dans,. Alors, w, se decompose sous la forme
W1om—1WH0m—1w3, aVecws, Ne contenant aucubm_1. ON [éitere le processuad partir du motws, a
la recherche de la lettreq,_». A chaque iération, soit on trouve un mot reggentant la tressb et
contenant un facteus?, soit le poids écrdt, soit Iindice m du gérérateur recheréh decrdt. Cette
dernere éventualié ne peut se produire une infimide fois, par coréguent le processus s'anle.

Le résultat suivant justifie I'introduction des arbres de chfmsitifs, puisqu’il donne un moyen de
calculer le polydme HOMFLY des tresses positives. Ogfidit la longueurf(b) d’'une tresse positivé
comme la longueur de n'importe quel mot de tresse positifasmtant.

20) si on autoriseégalement des scindements de Conwayatifs c'esta-dire ai les Bles deo; et o sontéchangs, les

arbres de calculs existent en fait pour toute tresse neargua @monstration est un peu plus longue, mais repose sur éeses
arguments [18].
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THEOREME 3.10 ([18]). Il existe un arbre de calcul positif pour toute tresse peositmargie.

Démonstration. Soit (b,n) une tresse positive marge. La preuve se fait paécurrence sur la
longueuré(b). Si b est de longueur nulle, alors la treslseest triviale, et I'arbre n’ayant gu’'un sommet
etiqueé (b,n) convient.

Sinon, on utilise le lemme 3.9: la tresse positive mémup, n) peutétre convertie par une suite
de transformations de Markov positives ebl, ('), ol b’ est soit la tresse triviale, soit de la forme
b”o? avech” positive. Dans le premier cas, la tredseest elle-néme triviale et 'arbre n’ayant qu'un
sommetétiqueé (b,n) convient. Dans le second cas, on utilise un scindement dev&@p sur un des
deux croisements;, et les deux fils sont alorétiqueés @”oi,n’) et (©”,n’). Par construction, les
tresses positived”o; et b” ont une longueur strictement &rieurea celle deb, donc, par hypothse
de currence, on peut cong@ikr I'arbre de calcul sous les sommeétgueés p”oi,n’) et ©’,n'), et,
de &, sous Ig, n).

3.3 UNE VARIANTE DU POLYNOME HOMFLY

Dans la @monstration du &oeme 3.10, toutes les branches gauches de I'arbre constmiit s
étiquetes —x 1y et toutes les branches droitesx—2. Introduisons alors une variante du pdiyne
HOMFLY qui se comporte bien via-vis des tresses maregs et des arbres de calcul positifs.

ProposITION3.11. ) Pour toute tresse positive marge (b, n), il existe un polydme $ (R, C, T)
a coefficients entiers positif€xfiant

B B x+x1
(3.5) Po,n(%Y) = Jon <X 2 —xty, - y > :

(i) Si on donnea R, C et T les de@s 1, 2 et —1 respectivement, alorsp}y(R C, T) est
homogne de degr ¢(b) —n+ 1,

(iii) Le polydme § n ne cepend que de la classe d’isotopie de létake de (b, n).

(iv) Si q est le nombre de composantes de &uwk de (b, n), alors on a & (0,C, T) = CPT4"1,
ou p est un entier.

(v) Le degé en T de ¢ (R, C,T) est strictement ifrieur a 'indice de tresse de b.

Démonstration. Nous reprenons les arbres de calcul positifs construits iphwt, mais en modifiant
I etiguetage des ates. Soit I§,n) une tresse positive marga. Soit A un arbre de calcul positif
pour (o, n), construit selon le praae dcecrit dans la @monstration du ¢oeme 3.10. Par construction,
toutes les a@tes allant vers un fils gauche dé sontétiqueées —x~ 'y et toutes les &@tes allant vers
un fils droit sontétiqueées —x—2. Remplagons cesétiquettes parC et R respectivement. Notong
'ensemble des feuilles ded. Définissons alorgs(R,C) comme le moAme produit de toutes les
étiquettesR et C rencontées le long du chemin allant de la raciad€ . Enfin, posons
(3.6) Jon(RC,T)=> j(RC)- T .

feF
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A priori, la valeur deJp ) dépend de I'arbre de calcul choisi. C'est seulement lorsaues murons
démonté le point (i) que nous en @duirons quely ne epend que de la @ture de b, n).

Le point () se ceduit immédiatement de la &finition de J, puisque, pour le &finir, on a repris
les arbres de calcul positifs introduits pour calculer ldypome HOMFLY, en remplacant les-x—?2
par R, les —x~1y par C, et les —Lf par T. Or, pour toute feuillef dans F, le nombren; de
brins de letiquette eségalement le nombre de composantes de I'entrelacs (Jra&sock.

Démontrons le pointii). Si on a une dte étiquete C et reliant des sommets dd étiqueés
respectivement bp, ng) et (by,ny), alors, par éfinition de I'arbre de calcul et des scindements de
Conway, on a

£(by) — g = £(bo) — no — 2 = £(Ip) — no — deg(C).

De méme, si on a une ate étiqueée R, on a
£(by) — g = £(bbo) — no — 1 = £(lg) — no — degR).

Par Ecurrence, si la racine del est étiqueée f,n) et si f est une feuille dont &tiquette est une
tresse ftrivialea ny brins, on a

{(b) — n = degfr) — nf = deg(js - T 1) — 1.

Somme de madmes tous de Bdme degg, Jun(R C,T) est donc homagne de degdr ¢(b) —n+ 1.

Démontrons maintenant le poinii {. Revenons aux arbres de calcul positifs calculant le potym
HOMFLY. On remarque que, i est une feuille ded, on a I'egalie degj;) = deg(pr). Or, si b,n)
est I'etiquette de la racine del et si f est une feuille, on a

((b) — n = degfr) — v = degPr) — .

Par congéquent, il existe un exposas(f) verifiant p(x,y) = +yXOx"—O-m g'oy

_ nf—1
pf(Xa y) : <X+yx l) f = Ztys(f)*nf+lxnfl(b)+l(1+X72)nf*l.

Posonsk = n — ¢(b) + 1. Par @finition d’un arbre de calcul positif, on a alors
Poy(6y) =X 2y =M1 4 x 2,
fer
Il existe par consquent des entierg; uniques erifiant
i _ i i—k I, N & oL i _ i
Pom(Y) = > ap Ty ((x+x1)/y) = > (-1) 7 a(—x )~ = (—y/0 (= (x+x1)/y).
i i

En substituantC = —x2,R= —y/x et T = —(x+ x~1)/y, on obtient

(3.7) Pom(y) = > (-1) 7R HC "+ T,
i
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AppelonsJ(R,C,T) le polyrdbme du second membre de (3.7). Alalsest homogne de dedr —k si

ondonnea R, C et T les poids 12 et —1 respectivement. Comme leg ne gpendent que d@ ),

le polymdme J est I'unique polydme homogne se sgcialisant enPpry lorsqu'on substitue—x—2

acC, —-yxaRet—(x+x1)/yaT.Or Jpn ales némes propétes, donc les polydmes Jp.n

et J coincident. Par coreguent,Jpn ne cepend que du polydime Py, et donca fortiori que de la
cléture de b, n).

Pour ce qui est deit), remarquons que la seule branche de l'arbtene comportant aucune
etiquetteR est la branche la plua droite. Soit g, ng) I’ €tiquette d’'un sommet de cette branche, et
(by, ng) I'étiquette de son fils droit. Alors, par construction de il existe un entieri tel qu'on passe
de by a byo? par des transformations de Markov positives. Ces transfioms ne changent pas le
nombre de composantes de létdre, et, d’autre part, en supprimant un factefird’'une tresse, on ne
change pas non plus le nombre de composantes dedsaecl Par corequent, les dtures de Ifg, np)
et (by,n1) ont le neme nombre de composantes. De proche en proche, oreduitdjue les noeuds
assodks a la racine ea la feuille la plusa droite de.A ont le neme nombre de composantes, d'o
le point (v).

Enfin, pour ¢), on revienta la formule (3.6). Observons que I'exposant maximalTdelans Jip, )
est de la formen; — 1 pour une certaine feuillé de A. Or, le nombre maximal de composantes d’'un
entrelacs assogia une feuille est bo& par le nombre de brins d’une tresse ayant cet entrelacs pour
cléture. Donc, partant d’'une tresse magg@ n brins, notre construction d'arbre de calcul positif ne
fait pas appaif&re de tress& plus den brins, d'al le point @).

3.4 APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE

Les resultats pecedents permettent deetbrminer avec @cision l'indice de tresse de ladture de
certaines tresses positives, en particulier des tressé&roan-Williams.

ProOPOSITION 3.12. Supposons qué¢b,n) est une tresse positive makp et queA est un arbre
de calcul positif dont la racine edtiqueée par (b, n) et tous les sommets par des tresses positives.
Alors, si A a un sommegtiqueé par une tresse dont la @ure est un entrelaca n composantes,
l'indice de tresse de la 6ture de (b,n) est n.

Démonstration. Soit (bg,n) le sommet deA dont I'entrelacs assogia n composantes. D'aps
le point (v) du theoeme 3.11, le polydmea coefficients positifs)p, ) @ au moins un mame dont
'exposant deT estégala n—1. Alors, en utilisant I'arbre de calcull, on céduit Jpp ny = P1Jpy.n)+P2,
ou P; et P, sont des polydmesa coefficients positifs. Par cobguent,Jpn @ au moins un terme
dont le degé en T est au moinsgala n— 1. D'ap®s le point {¢) de la proposition 3.11, I'indice
de tresse de la @ture de b,n) est au moinsn. D'un autre ©té, b est une tressa n brins, donc
l'indice de tresse de sadture est au plusi. De ces deux iagaligés, on @duit que l'indice de tresse
de la cbture de b,n) estn exactement.
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Nous sommes maintenant&ts a demontrer le tBoeme 3.5.

Démonstration du thoreme 3.5. D’apres la proposition 3.12, il suffit de montrer que, pour toute
tresse positiveb a au plust brins, il existe un arbre de calcul positif pouAfb,t) contenant un
sommetétiqueé (AZ,t). On pro@de par &currence sur la longueur de Pourb = 1, le ésultat est
trivial. Supposond = gib’. On sait, voir par exemple [21], qu'il existe une tresse PasiA’ vérifiant
A? = A'gi. On a alorsA?b = A’c2l’. Il existe donc un scindement de Conway de la tresse positive
marqiee @,t) en les tresses positives maéms (\'oib’,t), c’esta-dire (A0, t), et (A’b',t). Comme
la longueur deb’ est strictement irfrieurea celle deb, I'hypothese de &currence garantit qu'il existe
un arbre de calcul positifd’ pour (AZb/,t) contenant un somméitiqueé (A2 t). Comme A’b’ est
une tresse positive, on peut coréfgr A’ en un arbre de calcul positif pour\fb, t), lequel contient
un sommetetiqueé (AZ,t) puisqu'il inclut A’.

3.5 NEUDS DE LORENZ ET T-ENTRELACS

Le theoreme 3.2 fournit, pour tout nceud de Lorenz, une tresse ayanbmbre de brins minimal.
Cependant, il existe direntes orbites du flot de Lorenz qui sont isotopes, maisfssent des tresses
de Birman-Williams diferentes. Ainsi, la re@sentation n'est pas injective €Ruire la redondance de
ce codage, ou trouver des mouvements passant d'une treBientEn-Williamsa une autre @crivant
le méme nceud de Lorenz est donc un objectiéiassant.

Récemment, J. Birman et |. Kofman [4] ont mantque les noeuds de Lorenz, et plisdgalement
les entrelacs de Lorenzégerali€s (pour lesquels on autorise @ifentes composantes suivre des
trajectoires paratlles sur le patron de Lorenz), admettent une autre desgcrippmbinatoire.

DEFINITION 3.13. Soit 2<ry <r, <...<rgets,...,s > 0 des entiers. Ondinit le T-entrelacs
T((ry,s),.- ., (k%)) comme la dbture de la tresse

(0'10'2 N O’rlfl)sl(O']_O'Z .. .Ur2,1)5Q N (0'10'2. .. O’rkfl)sk.

La famille des T-entrelacs gréralise celle des entrelacs algiques, puisque I€T-entrelacs
T((r1,s1), ..., (re, %)) est algbrique si et seulement sijra|...|rx et 5 > r; pour touti. Le résultat
suivant affirme qu’on passe des entrelac&hbigjuesx ceux de Lorenz justement en levant ces conditions.

THEOREME 3.14 ([4]). La famille des entrelacs de LorenZmgralises et celle des T -entrelacs
coincident.

La démonstration se base sur des manipulationghalgues dans le groupe des tresaegartir de
la tresse de Birman-Williams permettant de la transfornmeuee T -tresse. Elle donnégalement des
formules pour les paragtresr; et s en fonction des paradtresn; et m définis en (1.3) et (1.4).
Bien que ce thoeme permette deéduire encore la redondance du codage des nceuds de Lorenz,
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il ne permet pas deésoudre directement le pr@phe d’'isotopie, puisque, par exemple, la &re
du patron de Lorenz montre que les entreldcgri, s1),(r2, %)) et T((S,r2 —r1), (s + S,r1)) sont
toujours isotopes.

4. NEUDS DE LORENZ, NEUDS MODULAIRES ET THEORIE DES NOMBRES

Cette partie est cons@® au lien entre noeuds de Lorenz et nceuds modulaires. On iguexpl
I'origine arithmétique de ces dernies partir des classes de conjugaison dans(B)L, on cecrit la
correspondance de Ghys, et émnblit les ésultats nouveaux annd#x dans l'introduction. Dans la
section 4.1, nousé&terminons des repsentants des classes de conjugaison dapéZpLLa section 4.2
est centee sur la correspondance classique entre les classes dejaisop pecedentes et les classes
d’'idéaux dans un ordre d'un corps quadratique. Nous introdsismrsurface modulaire et les nceuds
modulaires dans les sections 4.3 et 4.4. C'est dans la setfioque nous &krivons la correspondance
de Ghys proprement dite. Puis, dans la section 4.6, nousl@ppla @finition du groupe des classes.
Enfin, c’est dans la section 4.7 que naetablissons lesésultats sur les orbites triviales et inverses.

classes de formes quadratiques
a coefficients entiers -

\ \
classes de conjugaison nceuds (GhY9  neeuds
dans SkL(Z) modulaires de Lorenz

A
!
7
-

classes d’i@aux dans
des corps quadratiques

(Gauss

FIGURE 4.1

Liens entre les noeuds de Lorenz et la théorie des nombres. L’existence d’un lien direct entre les noeuds
de Lorenz et les classes de formes quadratiques d’une part, et les classes d’idéaux d’autre part, reste
hypothétique.

4.1 (QASSES DE CONJUGAISON DANSSL,(Z) SOUS LACTION DE GLy(Z).

Nous commencons par uasultat peparatoire sur leglements de PSI(Z), a savoir la étermination
des classes de conjugaison de matrices hyperboliques.gpeli& qu’'une matrice est diteyperbolique
si la valeur absolue de sa trace est strictement plus granele2q

Dans PSk(R), les classes de conjugaison sont facieséterminer, puisquea tracet fixee, il y
a une classe de conjugaison | > 2 et deux classes di| < 2 (les matrices de rotation ré)( et
rot(—6) ne sont pas conjug@es dans PSIR)).
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ProPOSITION 4.1 (voir [30], chap. 3.5). Dans PSLy(Z), on note a la classe contenant les deux

matrices + (_01 (1)) et b la classe contenant (_01 D Alors le groupePSLy(Z) est engendr

par a et b, avec les relations?a= b® = 1.

Appelonsmot réduit un mot en les letiresa et b ne contenant aucun sous-mat ou b®. La
proposition 4.1 implique que tow@lement de PSi(Z) est repéseng par un unique motéduit?t).

LEMME 4.2. Tout éléement dePSLy(Z) qui n'est conjugé nia a, nia b, nia k?, est conjuga,
dans PSLy(Z), a un élément dont le re@sentant @duit commence par b et finit par a.

Démonstration. Soit ¢ dans PSL(Z). Par conjugaison, on peut permuter cycliquement 'ordre d
lettres du mot &duit asso@. Si g a un repesentant&duit contenant des lettres et b, alors on peut
en permuter les facteurs afin giesoit en éte, eta en queue. Sinon, les seuls mo&duits qui ne
comportent pas: la fois desa et desb sonta, b et b?.

Passons au groupe &E), et posonsX = <i 2) etY= ((1) D . On céduit du lemme 4.2 une

caracérisation des classes de conjugaison hyperboliques déZEL

ProPOSITION4.3. Toute matrice hyperbolique d8L,(Z) est conjugée, dansSL,(Z), a un produit
de matrices X et Y contenant au moins un facteur X et au moinfgataur Y, et ce produit est
uniquea permutation circulaire des facteurs ¢s.

Démonstration. Soit M une matrice de Si(Z) de trace> 2. La classe d&X dans PSk(Z) estba
et celle deY est b?a. Par conéquent, d’apgs le lemme 4.2, il existe un produR de matricesX
et Y tel que M est conjugéea +P. Or les traces deM et P sont positives, dond/ est conjugée
a P. D’autre part, pour tousn et n entiers, on atr(X™) = tr(Y") = 2. Or on a supp@str(M) > 2.
Donc P ne peutétre ni de la formeX™, ni de la formeY", et il contient donc au moins un facteMr
et au moins un facteuy.

Si P’ est obtenua partir deP par permutation cyclique des lettres, ald?s est conjugé a P, et
donca M. Enfin, l'unicite de P découle de I'unicié du repesentant &duit du lemme 4.2.

En rapprochant la proposition 4.3 de la proposition 1.8ratiint que les orbitesépiodiques du flot
de Lorenz sont regisenées par les mots en deux lettreset R, uniquesa permutation cyclique des
lettres pes, on peut entrevoir un lien entre classes de conjugaises 8&(Z) et nceuds de Lorenz.
C’est ce lien qui sera expliétet approfondi dans la section 4.5. Dans un groupeéleament g est
dit primitif si I'égalie g = h* implique k = 1. C’est une propété invariante par conjugaison.

21) Autrement dit, le groupe PS(Z) est isomorphe au produit librg/2Z + Z/3Z .
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COROLLAIRE 4.4. Les classes de conjugaison de matricesSIg(Z) hyperboliques et primitives
sont indekes par les mots de Lyndon.

ExXeEMPLE 4.5. Des tests rapides permettent @eifier qu’il n'y a que trois mots de Lyndon assesi
a des classes de conjugaison de matrices de trace 10 étetenihant 1A savoir les motx®Y, X*Y? et
X2YXY. D'apres le ésultat pecedent, toute matrice primitive de gZ) de trace 10 est donc conjuegl
a I'un de ces produits.
5 -8
-3 5
colonne deM permet de dcomposer celle-ci en le produt—2X3Y—2. Dans PSk(Z) la classe de
ce produit est lf?a)~?(ba)3(b?a)~? = (ab)’(ba)’b(ab)’ = abalfabalrab. Une permutation cyclique
des élements de ce produit montre qu’il est conjéga (ba)?(ba’)(ba)(ba®), qui est la classe du
produit X2YXY. On en @duit que la matriceM est conjugée a X?YXY. Le méme proéce permet
de ceterminer le mot de Lyndon refsentant la classe de conjugaison de n’importe quelle ceatri
primitive hyperbolique de Si(Z).

Consicerons par exemple la matridéd = ( ) . L'algorithme d’Euclide appligga la premére

Dans la suite, nous allons consigr des classes un peu plus grosses que les classes dea@mijug
par des matrices de ${Z). On note GL(Z) I'ensemble des matricea coefficients dansZ de
déeterminant+1. On s'ineresse maintenat la conjugaison par des matrices de ;&@).

ProPOSITION 4.6. Toute matrice hyperbolique et de trace positive 8&,(Z) est conjugée,
dans GL,(Z), a un produit de X et de Y contenant au moins un facteur X et ansnei facteur Y,
et ce produit est uniqua permutation circulaire des facteurs g8 eta interversion des caraetes X
et Y pes.

Démonstration. Comme Sk(Z) est un sous-groupe (d'indice 2) de &E), si deux matrices sont
conjuglees via des matrices de gF), elles le sont via des matrices de £Z). D’autre part, toute

10
il suffit de connéire le iesultat de 'action de la matric& par conjugaison suX et Y pour adapter
la proposition 4.3. Or on &XT~1 =Y et TYT ! = X, donc conjuguer pafl revienta intervertir les
lettres X et Y.

. , . . . . 1
matrice de éterminant—1 est le produit d’'une matrice de §Z) par la matriceT = (0 ) . Donc

4.2 (Q.ASSES DIDEAUX ET CLASSES DE CONJUGAISON

Nous allons maintenarétablir une correspondance classique e¥otle des nombres entre classes
d’'idéaux d'un ordre dans un corps quadratique et classes degeisgm de dterminant non nul dans
M2(Z) sous l'action de GE(Z). Les iesultats £tendenta des corps de degisugerieur et des matrices
de taille sugrieure. Cependant, ils &loncent plus facilement dans le cas de la taille 2 qui nous
intéresse ici.
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Un corps quadratiqueest un corps de la form&[a] avec o nombre algbrique de degr 2.
L'anneau des entier®) de Q[a] est I'ensemble deglements deQ[a] admettant un polydme
minimal unitairea coefficients entiers. Unrdre de O est un sous-anneau @@ contenant Element 1
et non isomorphex Z. Un résultat classique affirme qu@ est un eseau deQ[a], c'esta-dire un
Z-module libre de rang 2 dan®[«]. Un ordre est alors un souéseau de® contenant 1.

EXEMPLE 4.7. Dans le corpQ[v/5], 'anneau des entiers e§1[1+—2}/5]. Deux exemples d’ordres
sont Z[\/5], qui est d'indice 2, eZ[123], qui est d'indice 3.

Un idéal Z d’'un ordre o est un sous-groupe additif de stable par multiplication par leslements
de 0. Si {w1,w2} est uneZ-base deo, alors tout ial Z de o admet uneZ-base {a1, a2} oU i
et ap sont deuxélements du &seau engendrpar w; et ws.

Un ideal Z d'un ordreo est ditprincipal s'il existe unélementa dansZ tel queZ est exactement
'ensemble des multiples da par desélements deo. On note alors(a) cet iceal. SoitZ,Z’ deux
idéaux deo. On dit queZ et 7’ sont dans la @meclasses’il existe a,a’ non nuls dans vérifiant
(a) T = (&) Z’. Il s’agit d’'une relation déquivalence entre &ux. Par exemple, la classe deé&a (1)
est I'ensemble des @hux principaux dep. Le résultat principal de cette section est le suivant.

PROPOSITION 4.8 (voir [9]). Soit t et d deux entiers vérifiant? t> 4d > 0. Soit RX) le
polyddbme ¥ — tx +d et soit « une racine de P. Alors il existe une bijection entre les aass
de conjugaison sous I'action d&L,(Z) de matrices A deMy(Z) véerifiant P(A) = 0 d’'une part, et
les classes d'idaux de l'ordreZ[«] d’autre part.

Démonstration. Soit A dans M(Z) vérifiant P(A) = 0. Alors A admeta et d/a pour valeurs
propres etP pour polyrdome caradristique. Soitv un vecteur propre dé assock a la valeur proprex.
Le vecteurv est uniquea multiplication par un scalaire @8 et peuttre choisi dansZ[a]?. On le
>. Par cfinition, on aA< > =« <al>. Par congquent, pour tout polygme Q

(6%

a1 aq

note alors <

a2 a2

a coefficients entiers, on &(A) (Zl) = Q) ( ) Donc {ai,az} est uneZ-base d'un certain
2

6%
o
idéal Z,, de Z[«].

Si v’ est un autre vecteur propre as&o&ila valeur proprex dont les coordonges sont danZ[«],
alors on av’ = Av pour un certain\ dansZ[«], et donc l'icéal asso@ est(\)Z,. La classe deZ,
ne cepend donc que dé. On note cette class@(A).

Si A’ est conjug@ea A par une matriceM de Gly(Z), alors le vecteurM~1v est un vecteur
propre assoéi a la valeur proprea de A'. Comme M est de éterminant+1, l'idéal Zy-1, est
égala Z,, mais la base ass@g est diferente. La class&@(A) ne cepend donc que de la classe de
conjugaison deA sous l'action de Gk(Z). Donc @ induit une application bien &finie, également
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notte & dans la suite, de I'ensemble des classes de conjugaisontdeand vérifiant P(A) = 0 vers
les classes d'idaux de I'ordreZ[«].

Dans l'autre direction, soif un ideal deZ[«] et {f1, 52} une base d€. CommeZ est stable par

multiplication parq, il existe une matriceB dans M(Z) vérifiant B <gl> = <gl> . Par congquent
2 2

B admeta pour valeur propre e<gl) pour vecteur propre asséciComme la trace d8 est entere,
2

l'autre valeur proprea’ de B estégalea n— «, pour un certainn dansZ. On a alors
detB = a(n — @) = N — o = na — (ta — d).

Or detB est entier, ce qui enfide n—t = 0, et donca’ est le conjugé de «. Par conéquent, la
matrice B vérifie P(B) = 0.
/
Si on choisit une autre badgs;, 35} de Z, alors il existeT dans Gly(Z) vérifiant (g}) =T (g;) .
2
La matrice assoée est alorsTBT-!. La classe de conjugaison d& ne cepend donc que d&. On
note cette classe de conjugaisiZ).
Si on choisit un autre &l 7' dans la classe d&, on \érifie egalement que la matrice assaea
toute base d&Z’ est dans¥(Z).
On a ainsi construit deux applicatiods et U entre classes de conjugaison dang &) sous I'action
de GLy(Z) et classes d'idaux dans des corps quadratiques. Béinition de ¥ montre imnédiatement
que ® et ¥ sont inverses l'une de l'autre.

La question est maintenant de calculer effectivement kecbgn ® de la proposition 4.8a savoir,
a partir des matrices, de calculer d@8ments des classes ddigux correspondants. Une notion aéept
a cette fin est la suivante.

DEFINITION 4.9 (voir [9]). Soito un ordre dansZ[a] et Z un idéal deo. Une matriceM dans
M2(Z) est diteidéale pour Z s'il existe une base{wi,w;} de o et une base{a;,ar} de 7 telles

won(2)- ()
w2 a2

PROPOSITION 4.10. Soit RX) = x> — tx+ d un polydme unitaire iréductible eta une racine

de P. Alors toute matrice A dand,(Z) vérifiant P(A) = 0 est de la forme XCpX;1, oll Xz est une

o . R N . 0 1
matrice ickale pour un i@al Z appartenanta ®(A) et ai Cp est la matrice compagnor(_d t)

du polyrome P. Rciproquement, toute matrice X dai,(Z) vérifiant X"1AX = Cp est la matrice
idéale d'un ickal appartenang ®(A).
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Noter que la relationA = XICPXI_1 n'implique pas que la matriceA est conjugée a Cp
dans Glx(Z), car en @réral, la matriceXz n’est pas de &erminant+1.

o
ta —d
proposition 4.8, la matric€€p est la matrice de¥ ((1)) assockea la base{1,«} de ldéal (1).

Soit A une matrice de M(Z) annulantP. On lui a asso@& dans la @monstration de la proposition 4.8
une base{ay, oy} d'unidéal Z appartenana ®(A). Par cfinition, la matrice i@ale Xz correspondante,

relativement aux base$l o} de Z[a] et {a1,az} de Z, vérifie Xz <i> = ( ) On a donc

P (O‘l) = (1) , d'ot CpX;t (al) = Cp (1) =a (1) , et donc
a2 « a2 o [0
—_1 (01 1 (%)
XICPXI = OéXZ =« .
(6] (% (&%)

Par conéquent, on aA = XzCpX>1, comme annorie

Démonstration. Par cfinition de a, on a « (1> = ( > , donc, par la @monstration de la
[0

ayq
a2

Pour la Eciproque, soit{a1, a2} une base de l'idal correspondard A. On a alorsA (al) =

o (0‘1) . Soit X veérifiant X"1AX = C. On a doncXCX~! (0‘1) =a (Zl) , d'ou CX1 (0‘1) =
2

Q2 a2 (&%)

aX 1 <zl>. Comme o est une valeur propre simple d&, le vecteur X! <zl> est propre, et
2 2

donc il existe p,q dans Q(a) vérifiant X1 (al) _P (i) soit X1 (qal) - (p) d’ou

[e%) g Jaz Pa

(gzl) =X (pi). Par conéquent, X est la matrice idale de l'ickal (qai, qaz), lequel appartienh
2
la classe®(A).

La demonstration de la proposition 4.10 montre en particuligg tp classe des &hux principaux
de Z[a] corresponda la classe de matrices contenant la matrice compagbendu polyrome
caracéristique P de «. Dans le casP(x) = x> —tx + 1, la classe des @hux principaux correspond
également la classe de matrices engeielpar la matriceX!=2Y, puisqueX!~2Y est conjugéea Cp

par la matrice (11 2) , qui est dans GLZ).

ExempLE 4.11. Revenons aux matrices de trace 10 et éerdhinant 1. Le poly@ime minimal
correspondant e®(x) = X2 — 10x+ 1, dont les racines sont-52/6 et 5—2/6. Le corps quadratique
assoc® est Q[v/6], dont 'anneau des entiers e&y/6]; en revanche, nous nous &néssons icia
l'ordre Z[21/6] et & ses classes d&hux. Nous avons vu dans I'exemple 4.5 que toute matrice de
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trace 10 et de @erminant 1 est conju@ea I'un des trois produitx®Y, X4Y? ou X?YXY, c’esta-dire
o /1 1\ (1 2 2 3 » . .

a l'une des matnces(8 9) , (4 9) ou (5 8)' Par la propiete 4.8, il y a donc trois classes
d’'idéaux dans l'ordrez[2+/6].

. . . 11 . .
On vient de voir que la classe de la matris8Y = (8 9) correspond la classe des &hux

principaux, donc<£11 S) et (; g) correspondent aux deux classes @adx non principaux. Comme

les matrices conjuguant ces detigmentsa Cp sont (_21 2) et (_31 2) , et que la base d&[21/6]
assocke a Cp est {1,a} = {1,5+ 2V/6}, on en @duit au passage que lestalix (2,4 + 2\/6) et
(3,4+21/6) sont repésentants des deux classes &idx non principaux d&[2V/6].

4.3 LA SURFACE MODULAIRE

Dans [24] et [25]E. Ghys @montre, et illustre visuellement, que les nceuds de Lorpparaissent
comme orbites @riodiques du flot modulaireé&dini sur la varéte PSLy(R)/PSLy(Z). Afin d’expliquer
ce fésultat, nous allons d’abord donner plusieurs descripti la vaite modulaire, et écrire le flot
en termes deéseaux du plan.

Le groupe PSE(R) agit sur le demi-plan de Poin@&f{ par homographie:

a b S az+b
c d/° " cz+d
I'action étant transitive et fiéle. Un domaine fondamentd pour cette action est doarpar
{ze C|9z>0,-1/2<Rz< 1/2,|27 > 1}.

La restriction de l'actiona PSly(Z) est discete, elle n'est pas libre car certains points, en fait
les orbites des points et j, ont des stabilisateurs non triviaux. Le quotieifPSLy(Z) est alors un
orbifold, c’esta-dire une surface avec deux points singuliers (correspindux orbites des points
et j) au voisinage desquels I'angle total n'est pas rRais respectivementr22 et 2r/3. Cet orbifold,
qui n'est donc pas une surfaéeproprement parler, est traditionnellement appeirface modulairest
note Xmoq dans la suite. Il s’identifie naturellemeat? modulo les recollement&% + iy ~ :—2L+ iy
poury > /3/2 et €G- ~ 5+ pour 0< a < 7/12. Il hérite de la netrique hyperbolique dé{.

Comme le jacobien d’'une homographie vaut toujours 1, kectsétend au fibez unitaire tan-
gent T'H ~ #H x S'. Elle devient alors transitive et libre, par cégsent, les vagtes T'H
et PSIx(R) sont isomorphes. Comme l'action de B®I) sur T*H est discete, les vagtes quo-
tients PSL(R)/PSLy(Z) et T*H /PSLy(Z) = T'Xmeq SONt isomorphes. Le fiBrunitaire tangenT Y moq
a la surface modulaire est alors une &iride dimension 3, naturellement munie d'unétrigue rie-
mannienneg. Il s'identifie de margre canoniquedx D x S' modulo les recollements sur les bords
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(—%+1iy,0) ~ (3 +iy,0) d’une part, et =9, 0 —a) ~ (€5 7 + 0 + a) d'autre part, qui se
prolongent aux coins eni,f) ~ (i,6 + ) et (,0) ~ (j,0 + %“).

Un réseau du plan est dide covolumel s'il admet une maille d’aire 1. Un teleseau est
déetermire par les coordorées des vecteurs d'une base, donc par une mathicele SL(R).
De plus, changer la base (ord@®) du eseau revienta multiplier a gaucheA par un élement
de Sly(Z). On obtient ainsi un isomorphismk entre I'espace deséseaux de covolume 1 et la
variett SLy(R)/SLa(Z) ~ PSLy(R)/PSLy(Z). Ainsi, les trois va@tes PSk(R)/PSLy(Z), T'Emoa €t
I'espace deséseaux de covolume 1 sont canoniquement isomorphemildns le lien entre les deux
derneres (voirégalement la figure 4.2).

Soit A un réseau de covolume 1 dans le plan, idem#&fiC. Nous allons lui associer un poififA)
de T'¥mog, C'esta-dire un point deXn.g €t un vecteur unitaire tangent en ce point. Eé&dest de
passer par unéseau semblablpe’ A ayant une base de la formfe, z}, ol z est un point deD.

/
v
D ° v
20 \
'R\
L ]
z
201
L~ .
_ I_\Z \ J— ’U2:’Ui o
N ///
\ N ZZ Zl e X —\\
// \\ // \\
/" 205 \ 7 \ /
/ \ / \ )
/ \ / \
/ \ / \
/ \ /7 \
/ \ [ \
1 \/ \
| I |
1 | 1
0 1
FIGURE 4.2

Comment associer un point de T mod & un réseau de covolume 1. Les deux vecteurs tangents
représentés en 71 et Z correspondent au méme réseau, représenté a droite, et sont donc identifiés.

Supposons d’abord qu& n’a que deux plus courts vecteurs gue nous nommoas—v. SUpposons
ensuite queA n'a que deux plus courts vecteurs non ceéiresa v, nous les nommons’ et —v’
de sorte que la basey,@’) soit directe. Il existe une unique simillitude directe ey@nt v en 1. On
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désigne parz l'image de v’ et par § l'angle de la simillitude. Remarquons que, &i dépend du
choix de v que nous avons fait, nz, ni 20 n'en dependent. Il se trouve que esta l'intérieur du
domaineD, et on cfinit alors sans ambidi@ f(A) par la formulef(A) = (z 20).

Dans la construction prédente, s'il y a deux choix possibles powr, alors ces options fournissent
deux pointsz de D de la formef%Jriy et %+iy, qui correspondent au@me point deXmeg. Comme
la simillitude ne @&pend pas du choix de’, ces deux choix possibles dedansD menent au réme
angle 6, et donc au réame point deT!Y,q. On peut alors éfinir fA) par la méme formule sans
ambiguite.

S'il y a plus deux choix possibles pour, alors soitA esta maille carée, soita maille triangulaire
équilagrale, soita maille triangulaire isade non équilaérale. Dans le dernier cas (illétrsur la
figure 4.2), il y a quatre choix possibles pouy menanta deux pointsz de D de la formeé(z—*) et
gz +)  qui correspondent encore al@me point deXnoq4. Les angles des simillitudes correspondantes
different de% +«, dont le double est exactement la ditnce de au recollement d®. Par conéquent,
on peut encore &finir f(A) sans ambigité.

De méme , dans le cas d'une maille dzer le pointz assock est le pointi, et les diferents
choix du plus court vecteup sont comperiss par I'identification i(0) ~ (i,6 + w). Et dans le cas
d’'une maille triangulaire équilatérale, les @ifeénts choix possibles la fois pourv et pourv’ sont
compensés par les identificationg, @) ~ (j, 0 + %“) ~(+1,6). On a alors

ProPOSITION4.12. L'application f établit un isomorphime entre I'espace déseaux de covolume
et le fib@ unitaire tangent T moq.

4.4 H.OT MODULAIRE, NEEUDS MODULAIRES ET CLASSES DE CONJUGAISON
Soit A un réseau deR? de covolume 1 etlf,by) une base deA. Pour toutt, les vecteurs

b} = (‘é eot) by et b, = (Zt eot) b, forment encore une base d'uéseau de covolume 1, lequel

ne cepend que de\. On cefinit ¢'(A) comme le éseau engendrpar les vecteur! et b),. Le flot ¢

est appd flot modulairesur I'espace deséseaux de covolume 1. Par la proposition 4.12, il induit un
flot sur la varee T'Y0q4. Il se trouve que ce dernier est le flobapksique assoeia la nétrique g

sur T Emog.

Si les vecteursiotl0 et b‘zO appartiennent auéseauA et sont minimaux, alors on &°(A) = A et
I'application t — ¢'(A) restreintea lintervalle [0,to] définit un lacet ferrd@ dansT!Xm0q4, €t donc un
noeud dans ce @me espace. Leesultat suivant &crit les circonstancedioun telévenement se produit
et annonce la correspondance de Ghys.

ProOPOSITION 4.13. Les orbites priodiques du flot modulaire sont indms par les classes de
conjugaison dePSLy(Z).
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Sclema de la émonstration. Comme le flot modulaire docide avec le flot gocesique sur le
quotient de# par PSlk(Z), une orbite modulaire griodique provient d'une &desique A de H
qui est invariante sous l'action d’'un certagiéement hyperboliqueA de PSly(Z). Quand on passe
au quotientH/PSLy(Z), cette gocesique A devient invariante sous I'action de toute la classe de
conjugaison deA dans Sk(Z). Réciproguement, les seuldements de PSI(Z) fixant A sont les
conjuglees des puissances de Une orbite modulaire griodique est donc naturellement assec
une classe de conjugaison dans,@&l) sous l'action de Si(Z), a savoir la classe dé& dans Sk(Z),
ou de sa plus petite racine 8i n'est pas primitive. Or le corollaire 4.4 fournit une bijiect entre les
mots de Lyndon et les classes de conjugaison de matricegdtipesnhyperboliques.

COROLLAIRE 4.14. Les orbites priodiques du flot modulaire sont indses par les mots de Lyndon.

On a maintenant obtenu de mare naturelle des nceuds sur le &hnitaire tangena la surface
modulaire. Or celui-ci se trouvétre isomorphex la splere S® privee d’'un noeud de é&fle, via aux
coordoniees suivantes, introduites par Gauss, pourdssaux deR?. IdentifionsR? avec C, et posons

g2(A)=60 > z* et gs(A)=140 >  z°
zeA\{0} zeA\{0}
Les sommesg, et gz convergent et il se trouve que l'applicatioh — (g2(A), g3(A)) est injective,
c'esta-dire que le &seauA est enterement étermire par les valeurs des fonctiong et g3. De
plus, la non-égerérescence de\ corresponda la condition g3 — 27¢3 # 0. Enfin, le fait queA est
de covolume 1 impose une condition de renormalisation @iin) et gs(A). Quitte a changer de
renormalisation, on peut supposer

(4.1) lg2(A)” + [ga(A) [ = 1.

Cette derrére condition permet d'identifier 'image de.(g3) a une partie de la sghne S*, qui est le
compkEmentaire d’'un nceud deefte, noé & , dansS®. On a ainsi un isomorphisme ent& & et
la variéte modulaire PSKR)/PSLy(Z), qui nous permet de plonger les nceuds modulaires deemgani
naturelle danss® 22).

DEFINITION 4.15.  Un nceud est dinodulaires’il peut &tre €ali$e comme orbite @riodique du flot
modulaire sur 'espace degéseaux de covolume 1, ploaglansS® via I'application (2, g3).

4.5 NEUDS MODULAIRES ET NEUDS DELORENZ

A ce point, nous avons introduits deux familles de nceuds,ntesids de Lorenz et les nceuds
modulaires, dont leg€lements sont naturellement en bijection avec les mots dedwynide €sultat de
Ghys affirme que ces familles Taident.

22) Consulter [39, 14, 11, p. 83] pour des preuves plus visuekaillant la topologie deT1Y g
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THEOREME 4.16 ([24, 25]). Plongeons X9 dans S* a l'aide de I'application (g2, g3) o f 1.
Alors, pour tout mot de Lyndow, le noceud modulaire et le nceud de Lorenz agsaciw coincident.

Sclema de la @monstration. L'id ée principale est deé&ormer contifiment la nétrique surXmoeqg
et T'Ymod pour amener tout le flot@pdesique au voisinage du segment reliant les images des points
i etj de . En contractant la direction stable du flot, les orbites né@t alors s’accumuler sur un
patron, qui se trouvétre le patron gonetrique de Lorenz.

Pour plus de étails, nous renvoyons [24], eta [25] ai I'on trouvera des ref@sentations aniées
trés spectaculaires.

EXEMPLE 4.17. Revenons au cas de®adix deZ[2v/6]. On a vu qu'il y a trois classes déhux,
dont trois repésentants son1,5+ 2v/6), (2,4+2v6) et (3,4+ 2//6). Les trois nceuds modulaires
assocdes sont les nceuds correspondants aux mdte, X4Y? et X2YXY. Notre étude des nceuds de
Lorenz et la correspondance de Ghys montrent que ceux-tirespectivement un noeud trivial, un
noeud trivial, et un nceud deefte.

4.6 NEUDS DELORENZ ET CLASSES DIDEAUX

On a maintenant une application naturelle assocanhe classe d'igaux dans un ordre d’'un corps
qguadratique une unique classe de mots)eret Y, définis a permutation circulaire des lettres &t
échange des caraces X et Y pres. Or on ne change pas un nceud de Lorenzdrangeant tous
les caradtresL et R dans le mot de Lyndon asséci cela correspond une rotation autour de I'axe
passant par le centre du patronésthangeant les deux points critiques, ou encongne rotation de
18C° de la tresse de Lorenz autour d’un axe vertical. On a donc ijeetibn entre classes d'@&hux
dans certains corps quadratiques et nceuds de Lorenz, meydubtrie du patron. La question est alors
de savoir si I'existence de cette bijection a des égoences iressantes.

Celles-ci pourraient venir de la structure de groupe gustexinaturellement sur les classes @adx
dans un corps quadratique.é@iement, soitQ[a] un corps quadratique) son anneau des entiers,
o un ordre d'indicen dansO, et Z; et Z, deux ickaux deo. Alors la classe de l'idal 7,7, ne cepend
pas du choix deZ; et Z, dans leurs classes respectives. Par &guent, I'ogration de multiplication
est bien @finie sur les classes dédux. On erifie facilement que la classe degalix principaux est
un élement neutre pour cette emtion, donc I'ensemble des classes &idx forme un moride. De
plus, toute classe contenant au moins uealdZ dont la normeN(Z) est premgére avec l'indicen
admet un inverse pour la multiplication, c'ésdire qu'il existeZ’ tel que ZZ' est un ickal principal,
voir [10, p. 122]. L'ensemble de ces classes est stable padufiy par consquent I'ensemble des
classes contenant au moins ureal Z dont la norme est premie avecn forme un groupe, appel
groupe des classede I'ordre o.
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EXEMPLE 4.18. Revenons une deéme fois aux i@aux de Z[2v/6]. Lidéal (1,5+ 2V6) est
principal, c’est donc un repsentant de la classe degadix principaux. Pour ce qui est «ﬁé, 4+ 2\/6>,
on \érifie facilement que touélement de sa classe a une norme qui est multiple de 2. Or l&ndic
de Z[2v/6] dans Z[v/6] est 2, donc la classe d@,4+ 2\/E_S> n'appartient pas au groupe des classes
de Z[2V/6]. De fait, on \erifie l'égalié (2,4 + 2/6)° = (2) (2,4+ 2\/6), donc, si cette classetait
dans le groupe des classes, elle en seraléent neutre. Or cette position estja occuge par la
classe des ieaux principaux. Quana (3,4+ 2/6), sa norme est 3, qui est premiar 2, donc sa
classe appartient au groupe des classes. Le groupe dessctisa[2+/6] est doncZ/2Z. Notons que,
dans la correspondance de Ghys, le nceud a@ssotielement neutre est le noeud trivial et le nceud
assoct a I'autre élement est le nceud deefte.

Pour un autre exemple, consitns les matrices de trace 22 et dgedminant 1. L'ordre assdxi
est Z[2+/30], qui compte six classes dédux, correspondant aux matricé®Y, X10y2, X5v4, X6yXxy,
XAYX2Y et X2YX2Y?. Les nceuds ass@s sont le noeud trivial pour les trois prémas classes, le nceud
de tefle pour les deux suivantes, et le nceud toridb, 2) pour la derrére. Le groupe des classes
de Z[2v/30] a quatreélements, car les classes correspondant aux Mét¥? et X*YX2Y ne sont
pas inversibles. Ce groupe est le groupe de Kl&i2g)?. Vis-a-vis de la correspondance de Ghys,
I' €élement neutre a pour nceud asgde nceud trivial, et les trois autréfements du groupe sont assExi
respectivement au nceud trivial, au nceud @dld@ret au nceud (5, 2).

4.7 DEUX RESULTATS NOUVEAUX

Comme on a assdaeia chaque classe d&ux un nceud de mame canonique, la question se pose
naturellement de savoir si la multiplication du groupe desses d’idéaux a un pendant dwb& des
nceuds, c’'esk-dire si on peut éfinir directement une dwation de multiplication des nceuds et, par
exemple, mieux comprendre les observations de I'exemfl@. 4.es seuleséponses connue&sce jour,
trés partielles, sont legsultats suivants, qui semblent nouveaux.

Le premier ésultat é&crit compétement le sous-groupe du groupe des classeg&alikl forng par
les classes ass@gs au nceud trivial. On note I'opération de pgcd de deux entiers ‘eétleur ppcm.

THEOREME 4.19. Soit t> 2 un entier, a une racine du polydme ¥ —tx+ 1, et G le groupe
des classes ass@ch l'ordre Z[«a]. L'ensemble delements de G ass@s au nceud trivial forme
un sous-groupe Ede G qui est isomorpha (Z/2Z)%-! ol d est le nombre de diviseurs premiers
de t— 2. Les matrices correspondant a@éments de & sont de la forme XY™ avec mrh=t— 2
et mAm = 1. Exprinée en termes de matrices, la multiplication dg &t donie par la formule

m VvV nmp
m A r’ﬂz-
Démonstration. Le nceud trivialetant le seul nceud obtenu commeétate d’une tress& un brin,

c’est le seul nceud de Lorenz de pas 1. Par eguent, les orbites triviales du flot de Lorenz sont
exactement celles qui sont as€ms aux mots de la formgm™y™ .

XMy t=2)/m - ymen(t=2)/mp Xthsy(I*Z)/ths7 avec m =
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Comme inverser dans le groupe des classes rewi¢r@nsposer la matrice, les classes correspondant
aux motsX™Y™ et X™ Y™ sont inverses I'une de l'autre. Or ces classemcident, puisqu’au niveau
des idkaux I'echange des caracesX et Y et la permutation circulaire des lettres ne modifient pas la
classe. Par colaguent, ces classes sont d’ordre 2 dans le groupe des classes

L'ordre assod@ aux matrices de tracé est Z[a], oU « = *t%\/ﬂf“, et lidéal assod@ a la

. MM v s . 1 m
matrice X™Y™ , c’esta-dire la matnce(m 14 mn
quadratique assdme estmxX + mnixy+ m'y?, et, d’apes la proposition 5.2.5 de [8], la condition pour
gu'un idéal soit inversible est que les coefficients de la forme catayire assoée soient premiers
entre eux, soit, dans le caségent,mAm = 1. Les nceuds triviaux apparaissant dans le groupe des
classes correspondent donc aux mots de la foxf¥™ , avecmm =t—2 etmAm =1.

Il reste a verifier la stabilie par produit de€léements assoes a des noceuds triviaux, et la forme
explicite du produit annorée. Calculant au niveau destmlix, on trouve

>, est (m « — 1). D'apres [8, p. 220], la forme

(my, 0 — 1) - (Mp, v — 1)
= (mump, My(av — 1), mp(er — 1), 02 — 2o + 1)
= (M A mp)(My vV my), (M A mp)(ax — 1), (t — 2)r)
= (ml/\mg)<m1\/mz,al,ﬁa>.

Les diviseurs det — 2 se divisent en quatre &gories: ceux qui ne divisent miy ni m, dont nous
noterons le pgcdp__, ceux qui divisentmy et pasnm, dont nous noterons le pgcgy_, ceux qui
divisent mp et pasmy, dont nous noterons le pgcp_., et ceux qui divisentmy et m, dont nous
noterons le pgcdp, . On a alors

m Vi =p_ _ et ——— =p__p_ _
h VI = P4 P4 —P++ — P——P—+P+-,
N t—2 m A mp .
dou (my Vv N———— =p_ _=——2=,0n en @&duit
(my vV ) e P—+P+ VI

t—2 m A mp
m A m Vv -1, — =(mMmA _— —1).
(g mz)< 1V M, ’ml/\mza> (g mZ)<m1\/mg’a >

M A M
m Vv m’

m vy _ m v
Xml/\mz Y(t 2)/ mAmy

Ce dernier i@al est dans la &me classe qus{ a— 1>, dont la matrice iéale est

Notre seconde observation est lgsultat de symtrie tres simple. Siw est un mot (de Lyndon),
on appellemiroir de w le mot obtenu en renversant I'ordre des lettresude
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PrOPOSITION 4.20. Pour tout mot de Lyndonu, les nceuds de Lorenz correspondaaits et a
son miroir sont les @mes.

Démonstration. Transpoé en termes de nceuds modulairegndn& devient: les nceuds sur le
fibré unitaire tangend la surface modulaird*Y0q qui correspondent au parcours dans un sens et
dans l'autre d’'une gocesique griodique de la surface modulaité,,g sont les némes. Or, vis-vis
de la métrique riemannienng introduite au @but de la section, l'involution d&*X 09 qui associe au
vecteur tangent de T} moq le vecteur—v de T1¥moq €St une isorétrie de T Yn0423), qui preserve
I'orientation. Par cortsquent, elle envoie tout lacet sur un lacet isotope, et lagls@ssoés cancident.

Ce résultat montre l'inérét de la correspondance de Ghys et du lien entre nceuds dezleten
noeuds modulaires. Sur le patron de Lorenz, une seule imwolnaturelle appaig a savoir la syratrie
par rapporta I'axe du patron, qui corresporala synetrie par rapport la premere diagonale sur les
diagrammes de Young assesi La proposition 4.2Cexele une autre sy#irie sur les orbites du flot de
Lorenz, naturelle dans le langage du &kangentT'Y 4 a la surface modulaire, mais caehsur le
patron de Lorenz. Par exemple, elle montre que les orbiwscaes aux mots de LyndobLRRLRRR
et LLRRRLRR correspondant aux tableaux COléfBbbjI et Hjl sont isotopes.

ExempLE 4.21. Comme dergre illustration, consierons les noeuds assesia des matrices de
trace 40. Lordre assoeiest Z[—20+ 3v/11]. Un logiciel de calcul algbrique, comme par exemple
PARI/GP?%), fournit la structure du groupe des classes agsaci Z/2Z x Z/4Z, et des re@sentants
des classes asséeisa chaquetlement. En termes de matrices, les hal@ments du groupe des classes
d’idéaux de l'ordreZ[—20+ 3v/11] sont les suivants.

G=2/2ZxZ2/4Z | (~0)  (,1) (.2) (.3)
©,") X38y  XAY3XZY  XYXY2  X3YXY3
1, X19v2  X2YTXY  XEYXEY  XRYXY

Traduit en termes de nceuds de Lorenz via la correspondanGhyle ce tableau devient:

G=2/2Zx2/4Z | (,0) (,1) -,2) -, 3)

0B QB
© 0T &

23) En fait, c'est néme une rotation d’angler par rapporta I'axe constité des vecteurs tangents au point
24) http ://pari.math.u-bordeaux.fr/
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On peut y voir illustés les esultats des #toemes 4.19 et 4.20. D'abord, comme 40 admet deux diviseurs
premiers distincts, les nceuds triviaux forment un sousygeasomorpheé Z/2Z, qui correspond la
colonne (,0) du tableau. Par ailleurs, les colonnesl) et (,3) correspondeni desélements oppds
dans le groupe, et on voit que, sur chaque ligne, les nceudsspondants sont en effet lemes.

5. QUELQUES QUESTIONS OUVERTES

Nous terminerons ce tour d’horizon des nceuds de Lorenz paques-unes des multiples questions
ouvertes les concernant.

5.1 CODAGE PAR LES MOTS DELYNDON ET LES DIAGRAMMES DE YOUNG

On a vu dans la section 1 comment tous les nceuds de Lorenzmiekive co@s par des mots
de Lyndon, ou, de facon presgégquivalente, par des diagrammes de Young. Ces codages hpason
injectifs : méme minimaux, deux mots de Lyndon distincts peuvent coden@ene nceud de Lorenz
et, de n@me, deux diagrammes de Young (non cosifid) distincts peuvent coder leéme noeud de
Lorenz. Reconritre quand deux mots de Lyndon, ou deux diagrammes de Yoadgnt le néme noeud
de Lorenz est une question pour le moment difficile. On a vusdarcorollaire 2.24 que le genre du
noeud @termine le nombre de cases du diagramme de Young, mais lnigras le diagramme complet.
Par exemple, onérifie facilement que la tresse de Birman-Williams assecu deux diagrammes de
Young [3 3,2] et [4,4] est la néme, et donc les nceuds de Lorenz agscidncident.

QUESTION 2. Existe-t-il un algorithme permettant degrminer quand deux diagrammes de Young
codent le dme nceud de Lorenz ?

La section 3.5 et l'article [4] donnent une reformulatiomplgerérale.
QUESTION3. Existe-t-il un algorithme permettant dégrminer quand deux T -nceuds sont isotopes ?

Une premeére étape pourrait consister demontrer la propéte suivante, qui a&te erifiee sur un
grand nombre d’exemples.

CONJECTURES.1 ([4]). Soit b et b deux tresses de Birman-Williams ass&msa deux orbites
périodiques isotopes du flot de Lorenz. Alors b étsbnt conjugées dans B ou t est le pas commun
de ces orbites.
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5.2 NEUDS SATELLITES

Avec le theoreme 2.11, on a obtenu une description cartglde ceux des nceuds de Lorenz qui sont
satellites d’'un nceud de Lorenz. Par contre, on n'a pas detedsation grérale de tous les nceuds
de Lorenz qui sont des nceuds satellites. || semblerait emée seule la situation du&beme 2.11
soit possible.

CONJECTURES.2 (H. Morton, communication personnelle)Tout noeud de Lorenz qui est un nceud
satellite est un &blage sur un nceud de Lorenz, selon leésch de la proposition 2.7.

Un important eésultat de W. Thurston [48] montre que tout nceud qui n'esbmde, ni satellite est
hyperbolique. Notons qu’une solution positiada conjecture 5.2 permettrait détdrminer peciment
guels nceuds de Lorenz sont des nceuds satellites, e, gl comg@ment, quels nceuds de Lorenz
sont hyperboliques.

Dans la ligree de la question 2, il estgalement naturel de cherch&rreconntre le type d'un
nceud de Lorena partir d'un diagramme de Young le codant.

QUESTION 4. Existe-t-il un algorithme quia partir d'un diagramme de Young codant un nceud
de Lorenz K, dtermine le type du nceud torique asgosi K est torique, et la suite des cajes
successifs si K est satellite ?

5.3 INVARIANTS POLYNOMIAUX ET VOLUME HYPERBOLIQUE

Il semble que les polydmes d’Alexander ou de Jones des nceuds de Lorenz soierdufiarement
simples. Les simulations nugriques de [13] montrent que les coefficients du poiye d'Alexander
d’'un nceud de Lorenz doBncomme dture d'une tresse, tout comme ceux de leurs payes de
Jones, sont &s petits compé@s a ceux de la dture d’'une tresse @atoire de rame taille.

QUESTION 5. La petitesse obseee des coefficients des palynes d'Alexander, de Jones, et
HOMFLY asso@s aux nceuds de Lorenz est-elle urermnene g@réral, et peut-on I'expliquer ?
Comment seépartissent les racines des pobmes d'Alexander et de Jones dans le plan complexe ?

Une réponse partielle pour la répartition des racines dyrdohe d’Alexander est donnée dans [14],
mais rien n'est dit sur les coefficients. Dans [4], J.Birmanl.&Kofman ont calcud les volumes
hyperboliques des comfahentaires d’'un certain nombre de nceuds de Lorenz hypguesli Comme
dans le cas des coefficients des invariants polynomiauxpbait que ce volume prend des valeurs
étonnamment petites.

QUESTION 6. Peut-on borner sugrieurement le volume hyperbolique des nceuds de Lorenonui s
hyperboliques en fonction de la taille d’'une tresse de Bir&illiams les repgsentant ?
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Par ailleurs, il se trouve que, parmi les cent nceuds hypegues de plus petit volume, plus de la
moitié sont des noeuds de Lorenz. Une explication de cette obsarébnnante serait bienvenue.

5.4 (GORRESPONDANCE DEGHYS ET NEUDS MODULAIRES

Le lien entre les nceuds de Lorenz et l'aritique par le biais du groupe des classes édiigk
assock a un ordre sur un corps quadratique est fascinant, mais enés incompdtement compris.
Les propositions 4.19 et 4.20 semblenétné que les partieémerges d'un analogue du groupe des
classes qui seraitéfini sur les nceuds modulaires, donc, de faggnivalente, sur les nceuds de Lorenz.

QUESTION 7. Peut-on @finir directement au niveau des nceuds modulaires, ou deslsnaii
Lorenz, une multiplication @pendant dex) qui induise la structure de groupe asseeisur les nceuds
correspondant au groupe de classes dadix deZ[a] ?
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