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Résumé— Le but de cet article est d’établir une procédure
permettant de traiter des problemes d’optimisation dyna-
mique a l’aide de ’outil bond graph. Si un tel couplage a
déja été envisagé dans le domaine de ’analyse des sensi-
bilités, il s’agissait d’utiliser d’emblée des méthodes directes
de résolution numérique. Ici, I’approche adoptée est une ap-
proche indirecte basée sur le calcul variationnel. Notre objec-
tif final étant de coupler la procédure & une méthodologie de
dimensionnement par modéles bond graphs inverses, il nous
a effectivement paru utile de pouvoir construire la solution
du probléme d’optimisation grace a un modéle bond graph.
Si une procédure de construction systématique d’un tel bond
graph a d’ores et déja été établie dans de précédents travaux,
P’objectif de cet article consiste a étendre le champ d’applica-
tion au cas des systémes a stockages d’énergie non-linéaires.
Aprés avoir situé le contexte de I’étude dans la premiére sec-
tion, les différentes étapes de la procédure sont démontrées
de maniére théorique grace notamment a la formulation
port-Hamiltonienne du probléeme et au principe du maxi-
mum de Pontryagin. Ces étapes sont ensuite récapitulées et
montrent qu’il est possible de construire un bond graph fi-
nal, couplage entre le bond graph initial du systéme étudié et
un bond graph optimisant, et reflet des conditions d’optimalité
fournissant la solution exacte au probléme. La troisieme par-
tie est consacrée a l’illustration de la procédure par le biais
de ’exemple d’une charge en rotation actionnée par un mo-
teur a4 courant continu. Enfin, la derniére partie conclut sur
les avantages et limitations d’une telle approche ainsi que
sur les pistes de recherche qu’il serait intéressant d’investir.

Mots-clés— commande optimale, non-linéarité, bond graph,
systéme port-Hamiltonien, probléme inverse.

I. INTRODUCTION

Face aux concurrents de plus en plus compétitifs, a des
normes de sécurité toujours plus strictes et a une exi-
gence accrue des consommateurs, les ingénieurs concep-
teurs doivent trouver chaque jour le meilleur compro-
mis possible entre des contraintes de conception toujours
plus nombreuses. Celles-ci peuvent étre certes redondantes
(comme vouloir alléger le poids d’un véhicule et diminuer
le cotit de la matiére premiere) mais sont malheureusement
souvent contradictoires (avoir les meilleures performances
au prix le plus bas) : l'ingénieur est alors obligé de prio-
riser et de pondérer ces criteéres pour optimiser sa concep-
tion et satisfaire le cahier des charges le plus fidelement
possible. De plus, dans un contexte ou désormais les in-
dustriels sont obligés de tenir compte du développement

durable, les problemes d’optimisation tels que la minimi-
sation d’apport/de consommation d’énergie ou encore la
minimisation d’émission de gaz polluants prennent de plus
en plus d’importance. Les notions de meilleur rapport qua-
lité/prix et d’optimisation sont désormais ancrés dans notre
société et ce quel que soit le secteur d’activité considéré.
De nouveaux outils permettant I'intégration de techniques
d’optimisation au sein du processus de conception doivent
donc étre développés.

Dans cette optique, le laboratoire AMPERE! propose
une méthodologie originale pour la conception de systémes
mécatroniques [1], [2], [3], [4], [5]. Basée sur l'outil bond
graph et sur 'utilisation de modeles inverses, celle-ci per-
met un dimensionnement sur criteres énergétiques et dyna-
miques (i.e. & tout instant du fonctionnement). Les marges
dont dispose le concepteur en termes de sur- ou sous-
dimensionnement sont évaluées de maniere quantitative et
conduisent ainsi au dimensionnement le plus juste.
Cependant, si cette méthodologie a d’ores et déja pu étre
appliquée a certains problemes industriels [6], [7], [8], celle-
ci reste actuellement limitée aux cas ou le concepteur est
capable de traduire le cahier des charges en termes de
fonctions du temps, ce qui, en pratique, n’est pas tou-
jours évident voire méme réalisable. Afin de pallier cette
limitation et d’élargir la classe de problemes pouvant étre
traités, I'idée a alors été de coupler cette méthodologie
a de l'optimisation dynamique. Notamment, des articles
récents [9], [10], [11] ont déja permis d’établir une procédure
pour construire, de maniere systématique, un bond graph
représentant un systeme d’équations algébro-différentielles
(ou conditions d’optimalité) dont la résolution analytique
fournit la solution exacte d’un probleme de commande opti-
male donné (probléme ayant pour objectif la minimisation
d’énergie dissipée ou le suivi d’une trajectoire par exemple).

Ces travaux étant limités aux cas des systemes linéaires
et invariants dans le temps, l'objectif de cet article
est d’étendre la procédure & une classe de problemes
plus générale, a savoir, la classe des systemes a sto-
ckages d’énergie non-linéaires. Pour cela, la section sui-

1Depuis le ler janvier 2007, le LAI, le CEGELY ainsi qu’une
équipe de microbiologie environnementale ont fusionné pour devenir

le laboratoire AMPERE (UMR CNRS 5005).



vante présente tout d’abord un bref état de l'art sur
le couplage entre l'optimisation dynamique et le bond
graph, puis décrit le type de systemes, de problemes ainsi
que les hypotheses considérés. Une fois établi ce cadre
d’étude, 'application analytique du principe du maximum
de Pontryagin a la formulation port-Hamiltonienne du
probléme nous permet de démontrer progressivement com-
ment les conditions d’optimalité peuvent étre traduites en
termes de modele bond graph. Les étapes de la construc-
tion systématique du bond graph optimisant sont alors
récapitulées avant de laisser place dans la troisieme partie a
la mise en oeuvre de cette procédure sur un exemple. Enfin,
la derniere partie permet de discuter des avantages et limi-
tations de cette démarche et de présenter les différents axes
de recherche qu'il serait intéressant d’investir de maniere a
étendre la procédure a une classe de problemes encore plus
générale.

II. PROCEDURE DE CONSTRUCTION SYSTEMATIQUE
D’UN bond graph optimisant DANS LE CAS DE
STOCKAGES D’ENERGIE NON-LINEAIRES

La méthodologie faisant intervenir des problemes de di-
mensionnement associés a des systemes dynamiques, il
convient de se placer tout d’abord dans le domaine d’opti-
misation approprié, a savoir, celui de 'optimisation dyna-
mique. Dans cette catégorie, la résolution du probleme peut
étre menée suivant deux types d’approches : la premiere,
dite directe, consiste a discrétiser a priori la formulation
du probleme pour un calcul d’emblée numérique, tandis
que la seconde, dite indirecte, correspond a une recherche
analytique de la solution exacte puis a une discrétisation,
cette fois-ci a posteriori, des équations pour en obtenir une
solution numérique.

De plus, si le couplage entre 'optimisation dynamique
et I'outil bond graph a déja été considéré dans le domaine
de Tanalyse des sensibilités [12], [13], [14], il s’agit dans
ces travaux de coupler un algorithme d’optimisation a un
modele bond graph et donc d’utiliser des méthodes directes
de résolution. Le bond graph n’est alors utilisé que pour la
modélisation du systéme a optimiser : il est vu simplement
comme un outil efficace de représentation.

Ici, notre but étant d’étendre la méthodologie bond
graph a la résolution de problemes d’optimisation, il nous
a paru intéressant de construire la solution exacte du
probléeme d’optimisation (ou tout au moins un systéme
d’équations dont la résolution conduit & la solution exacte)
a l'aide d’un modele bond graph. Les méthodes directes
reposant plus sur le calcul numérique et étant de ce fait
inadaptées pour une traduction en langage bond graph,
nous avons alors choisi d’adopter une approche indirecte
comme celles offertes par le calcul variationnel ou plus par-
ticulierement par la méthode de Pontryagin. Pour effec-
tuer cette traduction, nous proposons dans cette partie de
partir de la formulation port-Hamiltonienne du probleme
(représentation qui a été choisie notamment pour son ana-
logie avec le point de vue énergétique du langage bond
graph), d’y appliquer de maniére analytique le principe
du maximum de Pontryagin et de démontrer comment les
conditions d’optimalité issues de cette méthode peuvent
étre représentées par un modele bond graph.

A. Cadre d’étude

Soit le systeme explicite multi-entrées multi-sorties dont
la formulation port-Hamiltonienne est [15] :

x=J. 2 4 g u—gg-up

y =gl 20 (1)
OH(x)

YR = gg Ix

N

ou :
-x € R™ est le vecteur d’état d’ordre mini-
mal (i.e. constitué uniquement de variables d’état
indépendantes), xT = [ x{ x¢& | avec xp (resp. x¢)
le vecteur d’état associé aux stockages d’énergie de
type I (resp. C);

— u € R™ est le vecteur d’entrées, uT = [ ul uf |
avec Ue (resp. ug) le vecteur d’entrées en effort (resp.
en flux);

— y € R™ est le vecteur de sorties;

— ur € R" (resp. yr € R") est le vecteur d’entrées (resp.
de sorties) associé aux phénomenes dissipatifs ;

— H est 'Hamiltonien du systeme, a savoir une fonction
du vecteur d’état x a valeurs dans R et représentant
la totalité de I’énergie stockée dans le systeme;

- H(x) € R™*™ est la matrice hessienne de H ;

—J € R™™ est la matrice associée a la structure de
jonction entre les phénomenes de stockage d’énergie ;

— gy € R™™ egt la matrice associée a la structure de
jonction entre les phénomenes de stockage d’énergie et
les entrées, gr = [ g gn | avec gu, (resp. gu,)
celle liée aux entrées en effort (resp. en flux);

— gr € R™" est la matrice associée & la structure de
jonction entre les phénomenes de stockage d’énergie et
ceux dissipatifs ;

— les matrices J, g, et gr sont supposées indépendantes
du vecteur d’état x puisqu’ici seules les lois ca-
ractéristiques des phénomenes de stockage d’énergie
sont considérées comme pouvant étre non-linéaires
(dans ce cas, elles seront supposées explicites).

Supposons maintenant que 'objectif de 1’étude soit de
déterminer la commande optimale permettant de mini-
miser la puissance dissipée par certains phénomenes. Il
convient alors de voir le probleme comme un probleme
d’optimisation avec pour :

— Objectif : déterminer u tel que :

min V/ (2)
xX,u
— Indice de performance :
tr trq
V= L(x,u,t)dt:/ —[uT Ry - u+ Py dt
to tO 2
(3)
ou :
- Ry € R™*™ est la matrice de pondération des

R o0

5 R |
avec Ry, (resp. Ry, ) celle associée aux entrées en
effort (resp. en flux);

- Pyiss est la puissance dissipée par tout ou une partie
des phénomenes dissipatifs présents dans le systeme,

entrées, supposée diagonale, R, = {



Piiss = eEopt € Rrert (resp.
fr,,, € R¥rt) est le vecteur d’effort (resp. de flux)
associé aux phénomenes dissipatifs pris en compte
dans 'indice de performance;

- les conditions aux limites sont fixées :

{X(to) = Xo (4)

X(tf) = Xr

- fRop, OU €R

opt

— Contraintes : les équations d’état (1) du systéme étudié
(des contraintes supplémentaires comme la saturation
des entrées ou des variables d’état ne sont pas ici
considérées).

B. D’une formulation port-Hamiltonienne . ..

Partons désormais de la formulation port-Hamiltonienne
(1) pour démontrer la solution exacte du probléme d’opti-
misation (2) grace au principe du maximum de Pontryagin.

B.1 Hypotheses

Si le cas général a été démontré dans Darticle [10]
grace au concept de dualisation partielle, supposons ici
que les entrées (resp. les sorties) associées aux phénomenes
dissipatifs sont toutes des efforts (resp. des flux) :

UR — €Rr
{ i (5)
YR = IR

Comme les lois caractéristiques des phénomenes dissipa-
tifs sont supposées étre linéaires, nous pouvons également
relier ces deux quantités entre elles par I’équation suivante :

er =R fr (6)

ou R € R™T est la matrice caractéristique associée aux
phénomenes dissipatifs.

Ainsi, en remplagant les équations (5) et (6) dans le
systéme (1), la représentation d’état est alors équivalente

a:
. OH (x OH (x
X:J'Iéi,(ﬁ)'i'gu'u_gR'R'gg‘t' g,(()

y =gy - 20 (™)
T  OH(x)

YR = 8r Ix

B.2 Application du principe du maximum de Pontryagin

Appliquons désormais le principe du maximum de
Pontryagin [16], [17] au probleme d’optimisation décrit
a la section II-A. Pour cela, il convient de construire
dans un premier temps la fonction de Pontryagin
H, = L(x,u,t) + AT .x (d’olt la nécessité d’avoir une
représentation d’état explicite) et d’y appliquer ensuite les
conditions d’Euler-Lagrange pour trouver la solution ana-
lytique au probleme.

Ici, compte-tenu de U'indice de performance (3) et de la
représentation d’état (7), nous obtenons :

1 1
Hp:§.uT'Ru.u+§.e§opt.fROPt
0H (x
AT (g Regh] Ty

oll A € R™ est le vecteur de co-état ou vecteur constitué
des multiplicateurs de Lagrange.

De plus, puisque er,,, et fr,, vérifient tous deux les
équations (5), (6) et (7), ceci est encore équivalent a :

Hp:%-uT-Ru u
Loz OH(X),r o T OH(x)
+§ : [gRopt Ix ] 'Ropt ! [gRopt ! % }
0H (x
T gn Regh I )

Les équations d’Euler-Lagrange (10) permettent alors
d’obtenir la solution optimale pour le triplet (x, A, u)
conformément aux conditions aux limites fixées xg et x¢ :

% = OH,(x,\,u)
T [32)
N\ = _3Hp(a);,)\,u) (10)
OHp(x,A,u) __
ou =0
Celles-ci conduisent notamment dans notre cas a :
) 0H (x
= gn Rogh] 0 g (1)
X
o 1
__37x(§'UT.Ru'u)
0,1  r OH(X).,p 1 T 0H (x)
- aix(i : [gRopt : ax ] ! Ropt : gRopt : ax )
9 1 T, OH(x)
“ 5 [ -er-Regrl—5 ~ tgu-u)  (12)
Ry -u+ AT -gy]" =0 (13)

Remarquons que ’équation (11) n’est autre que 1’équation
d’état du systeme étudié tandis que les équations (12) et
(13) traduisent les conditions d’optimalité par rapport aux
vecteurs A et u.

C. ...vers une formulation bond graph

D’aprés [15], le systéme port-Hamiltonien régi par les
équations (7) peut étre représenté de maniere équivalente
par le modele bond graph de la Fig. 12. Ce modele reflete
donc d’ores et déja la premiere condition d’optimalité issue
du principe du maximum de Pontryagin. Afin de traduire
en langage bond graph les deux autres conditions, a savoir
celles par rapport aux vecteurs A et u, 'idée est de partir
de ce bond graph initial et de lui coupler un modele
bond graph optimisant. Le modele bond graph final ainsi
obtenu permettra de représenter le systeme d’équations
fournissant la solution optimale (Xopt, Aopt, Uopt) : le bond
graph initial reflétant la condition (11) sur I'état, le bond
graph optimisant représentant la condition (12) sur le co-
état et leur couplage traduisant la prise en compte de
Pindice de performance (voir les sections II-C.1 et 11-C.2)
dont notamment la condition (13) sur les entrées.

?Notons que I'’hypothése que la matrice gu (resp. gr) est
indépendante du vecteur d’état x se traduit, dans la représentation
bond graph causale, par le fait que les chemins causaux entre une
entrée (resp. un phénomene dissipatif) et un phénomene de stockage
d’énergie ne traversent aucun phénomene non-linéaire.
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C.1 Traduction de la condition sur le co-état

Par souci de clarté, procédons par étapes et notons :

0,1
A== 8x(2

9.1 1

-uT Ry -u)

OH (X),p

— —_ . . T .
ax ( 2 [gRopt ax ] Ropt [gRopt ax ])
_ 9 1 .  OH(x)
C=-—5 (A [[J-gr R-gg] —5 — +8u-u))

Tout d’abord, comme R, et u sont indépendants de x,
nous pouvons facilement conclure que :

A=0 (14)

Ensuite, concernant B,
conduisent a :

les développements analytiques

10 OH (x) T . 1 OH(X)
B = 2 ax (gRopt aT)[ROPt + Ropt]gRopt %
0H (x)
= 7§HT (X)gRopt [Ropt + Ropt] lTlopt Ox (15)
Enfin, comme g,, A et u sont indépendants de x,

Pexpression de C peut se simplifier conformément aux
développements ci-dessous a :

_ ﬁ T . ﬁ T 0H (x)
C=- ox (A gu-u) Bx(/\ J ox )
0, T+ OH(x)

+6§(A ‘gr-R-gg - ox )

=-H'x) - JT AN+H'x) - [gr -R-gr)” -\ (16)

Finalement, en récapitulant les expressions (14), (15) et
(16) des termes A, B et C et en utilisant les propriétés res-
pectivement de symétrie® et d’anti-symétrie des matrices
H(x) et J, nous obtenons :

OH (x)

. 1
\ = T9 H(x) - 8Rope - [Ropt + Rgpt} ' gﬁopt '

+H(x) [J+gr R -ggl-A (17)

Maintenant que ’expression de Aa pu étre mise en forme,
il convient de traduire celle-ci en bond graph optimisant.
Afin de faciliter la construction de ce modele, scindons

I'expression de A en deux parties telles que :
A =H(x) - [Ax + Aopt] (18)

3Rappelons que cette propriété est due & la réversibilité des
phénomenes de stockage d’énergie.

N

ou :
Ax=[J+gr-R"-gg] X (19)
1 0H (x)
Aopt = ~5 * 8Rop * [Ropt + Ropel -8R, - —5 — (20)

Si nous analysons désormais l'expression (19) plus en
détails et si nous la comparons a ’équation d’état (7) du
systeme étudié :

0H (x
x: (0 —gn R gl A0

! N N
A:H(x) [J—gr-[-R]” - gkl A

En rappelant que, par définition, le vecteur constitué des

variables de co-énergie x* du bond graph initial vérifie la
_ 9H(x)

relation x* 5 » lous constatons alors que le terme Ay

peut étre vu comme la représentation port-Hamiltonienne

d’un bond graph optimisant ou :

- le vecteur de co-état A\ joue le role de variable de
co-énergie, \T = [ MY AT ] avec A1 (resp. A\c)
le vecteur de variables de co-énergie associé aux
stockages d’énergie de type I (resp. C);

- la structure de jonction est identique a celle du bond
graph initial ;

- et ou la matrice associée aux phénomenes dissipatifs
est —RT.

En notant x, le vecteur constitué des variables d’énergie
associé a ce bond graph optimisant, calculer la partie
H(x) - Ay de X revient alors & caractériser les éléments de
stockage d’énergie du bond graph optimisant par la rela-
tion : A = H(x)-x, (I’article [18] montre en effet que méme
§’il est plutot inhabituel de travailler avec les variables de
co-énergie en représentation bond graph, il est possible de
caractériser les éléments multiports IC a I’aide de variables
de co-énergie prises comme variables d’état)?.
Ainsi, construire le bond graph optimisant, revient a du-
pliquer le modele bond graph initial (étape 1) puis a
le modifier de sorte que les lois caractéristiques associées
aux phénomenes de stockage soient remplacées par A\ =
H(x) - %) et que celles associées aux phénomenes dissipa-
tifs soient tranposées et de signes opposés (étape 2).
Cependant, la traduction de la condition sur le vecteur
de co-état n’est pas terminée pour autant : il convient de
s’attarder maintenant sur la traduction du terme Agpg.
Comme nous l'avons vu lors des calculs précédents, ce
terme provient de la dérivation de l'indice de performance
par rapport a x. De plus, comme fr_, vérifie également
les équations (5) et (7), son expression peut s’écrire sous la
forme :

1
Aopt = -3

9 *BRopt [Ropt + Rgpt] : fRopt

Ainsi, le terme Agpt contribue au calcul d’'une partie
d'un effort er,_, , du bond graph optimisant a travers la
structure de jonction caractérisée par la matrice gr,,,

Cette partie de eg,,, , étant calculée a partir du flux fr

opt

4Remarquons que le vecteur d’état x du bond graph initial modu-
lant la relation A = H(x) - X, le bond graph optimisant sera couplé
au bond graph initial au niveau des éléments de stockage.
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Fig. 2. Traduction bond graph de la condition d’optimalité sur le co-état

appartenant au bond graph initial, le terme Aopy ne peut
alors étre traduit qu’en couplant les deux modeles bond
graphs comme le montre la Fig. 2 (étape 3-A).

C.2 Traduction de la condition sur les entrées

Enfin, il reste a traduire la condition d’optimalité sur les
entrées. Pour cela, réécrivons cette condition (13) sous la
forme suivante :

Ry - u+gT A=0

Cette équation peut étre vue comme un bilan (d’effort
(resp. de flux) si I'on considere la composante ue (resp. ug)
de u) entre le vecteur de commande u issu du bond graph
wmiatial et le vecteur de co-état A appartenant au bond graph
optimisant a travers la structure de jonction caractérisée
par la matrice g,. Traduire en langage bond graph la
condition d’optimalité sur les entrées consiste alors, selon
[10], & coupler les deux bond graphs de sorte que (Fig. 3) :

- de nouveaux éléments R multiports soient introduits

entre la structure de jonction et chaque entrée;

- la matrice caractéristique de ces nouveaux éléments R

. . R, 0 ,
multiports soit { Ru. —Ru, ] pour les entrées en
0

effort et [ Ry,

Ry,
3-B);

- les sources MSe et MSf soient remplacées par des
double détecteurs DeD f dans le bond graph initial et
par des double sources SeSf d’effort et de flux nuls
dans le bond graph optimisant (étape 4).

} pour celles en flux (étape
~Ruy,

D. Les différentes étapes de la procédure

Conformément a ce qui a été démontré a la section
précédente, la résolution du probleme d’optimisation (2)

par le principe du maximum de Pontryagin peut étre
représentée par I'intermédiaire d’un couplage entre le bond
graph initial et un bond graph optimisant. Ce bond graph
final (Fig. 3) peut étre construit de maniére systématique
en effectuant les étapes suivantes.

Etape 1 : Duplication

Dupliquer le bond graph initial (Fig. 1) c’est-a-dire le
modele bond graph correspondant au systeme étudié. La
partie ainsi dupliquée sera désignée par la suite par bond
graph optimisant.

Etape 2 : Caractéristiques du bond graph optimisant

Dans le bond graph optimisant, remplacer les matrices
caractéristiques R des éléments R par —RT et modifier les
lois caractéristiques associées aux phénomenes de stockage
d’énergie de telle sorte que :

— pour les éléments [ : f§ = ¢1(x1) devienne A\ =

d(¢1(x1))
dxy

'e/\l;

— pour les éléments C : ec = ¢c(xc) devienne Ao =

d(¢c(xc)) . fi

Xc

Etape 3 : Prise en compte de I'indice de performance

A - Pour les phénomenes dissipatifs pris en compte dans
I'indice de performance, coupler les éléments R multiports
présents a la fois dans le bond graph initial et optimisant et
correspondants au méme phénomene. Ensuite, selon [10],
ajouter sous la diagonale de la matrice caractéristique

de D’élément, la sous-matrice %[Ropt + T] ot Ropy =
R.: Rcr} [ R -RT ] -
et T = rr °r les indices ,. et
|: ch Rcc _R’[:'[(‘: RCTC (

< correspondent respectivement a une causalité résistance



Condition d’optimalité
sur les entrées

(s )
%[Ropt‘FRzpt] 7Rg‘pt .

X1

R, 0 Xc
© R~ - IC: .
( Ru. —Ruy, ) A1

Ao

€Ropt,\ fRupc,A

) = ¢(f1,ec)

) _ ( 26(frec)  o(frec) )T<
of; dec

R:-RT

Fig. 3. Modele bond graph final

et conductance lorsque le bond graph est en causalité
préférentiellement intégrale)®.

B - Pour les entrées a déterminer, insérer une jonction 0
(resp. 1) entre la structure de jonction et chaque source
d’effort (resp. de flux) puis y relier un élément R multiport
par paire de sources correspondantes dans le bond graph
initial et optimisant. Pour les sources d’effort (resp. de

. . Lo 0
flux), y associer la matrice caractéristique te
Ry, —Ry,

Ry, 0
resp. .
(resp { Ry, —Ru, })
Etape 4 : Affectation de la bicausalité

Déclarer les entrées et les sorties du probleme considéré.
Pour cela, remplacer les éléments MSe et MSf pris en
compte dans l'indice de performance par des double
détecteurs DeDf dans le bond graph initial, et, par des
double sources SeSf imposant un effort et un flux nuls
dans le bond graph optimisant. Enfin, propager la bicau-
salité des double sources vers les double détecteurs a tra-
vers les éléments R multiports introduits pour traduire la
condition d’optimalité sur les entrées.

III. EXEMPLE D’APPLICATION
A. Formulation du probléeme

A.1 Systeme étudié

Considérons comme exemple d’application, une charge
en rotation d’inertie J. et actionnée par un moteur a cou-
rant continu (Fig. 4). Modélisons I'induit du moteur comme

5D’apres [10], ce résultat correspond au cas général ot les entrées
(resp. les flux) des phénomenes dissipatifs peuvent étre des efforts
et/ou des flux. Notons aussi que dans le cas d’un élément R 1-port,
le terme %[R + T] se réduit a R.

uI k. Em

| ]

Fig. 4. Charge en rotation actionnée par un moteur a courant continu

étant la mise en série d’une source de tension wu, d’une
résistance interne R et d’une inductance L ayant pour
loi caractéristique non linéaire la fonction ¢~'. Suppo-
sons que le couplage électromécanique est caractérisé par
la constante de couple k. et que la transmission de ’arbre
moteur a larbre de charge s’effectue par l'intermédiaire
d’un réducteur de rapport fixe % accouplé a ’arbre moteur
d’inertie J,,. Enfin, prenons en compte les frottements vis-
queux b,, et b. présents respectivement sur ’arbre moteur
et sur 'arbre de sortie.

Conformément aux regles de modélisation bond graph,
ce systeme peut alors étre représenté par le bond graph de
la Fig. 5.

R:R R:b, 1:.J.

MSe ——— 1} d—A T ik 0 1
ilJ/fl in/ E‘l -L
I:fi=¢ (x1) I:Jm C:t R : b,

Fig. 5. Modele bond graph d’une charge en rotation actionnée par un
moteur a courant continu



A.2 Probleme d’optimisation

Supposons maintenant que le but de ’étude est de
déterminer la commande u permettant de minimiser la
puissance dissipée par les frottements visqueux situés sur
I'arbre de sortie. L’étude s’apparente alors a un probleme
d’optimisation avec pour :

- Objectif : déterminer u tel que :

min V/ (21)

- Indice de performance :
b1 u? be
V= —[=—+ =
[, st %

0

-3 dt (22)

avec des conditions fixées sur les temps et les états
initiaux et finaux;
- Contraintes : les équations d’état du systeme®.

B. Construction du bond graph optimisant

En appliquant au bond graph initial (Fig. 5) la procédure
décrite a la section II-D, nous obtenons le bond graph final
(Fig. 6) correspondant au probleme d’optimisation donné
(21)-(22).

L’exploitation de ce modele bond graph final conduit au
systeme d’équations suivant, systeme qui aurait été obtenu
en appliquant le principe du maximum de Pontryagin de
maniere analytique :

r1=u—R ¢_1($1)—ﬁ T2
:ﬁzzkc-qﬁ‘l(m)—?g-wz—%-m
.%:32—%'$3+k~$4

Ty =y - To— 5 - T3
M=R-25E) 5 ko

do == A+ 4 — - M
=S5t M
A=LE X~k A
u=—R, -\

y=¢ Hr1) =\

Yr, = ¢ (1)

szzﬁwz

ng—J%'!Es

IV. CONCLUSION

Le contexte des travaux présentés dans ce papier
est le couplage d’une méthodologie de dimensionnement
développée au laboratoire AMPERE et de l'optimisa-
tion dynamique en étudiant comment peut étre traité un
probleme d’optimisation via ’outil bond graph. Contraire-
ment & I’approche numérique adoptée traditionnellement,
notre approche repose ici sur le calcul variationnel et pro-
pose de montrer qu’il est possible de représenter, sous la
forme d’un modele bond graph, le systeme d’équations
fournissant la solution exacte d’un probleme de commande
optimale. Si de récents travaux ont permis notamment

SRemarquons qu’il n’est pas nécessaire de déterminer au préalable
les équations d’état du systéme pour appliquer la procédure de
construction du bond graph optimisant.

d’établir, dans le cas de systéemes linéaires et invariants
dans le temps, une procédure systématique de construc-
tion d’'un tel bond graph, I’enjeu de cet article a consisté
a élargir le champ d’application de cette procédure aux
systemes a stockages d’énergie non-linéaires.

En partant de la formulation port-Hamiltonienne du
probleme et en appliquant de maniere analytique le
principe du maximum de Pontryagin, nous avons alors
démontré le bien-fondé de cette procédure. Celle-ci consiste
a coupler un modele bond graph optimisant au modele bond
graph initial du systéeme étudié et cela en quatre étapes :

1 - Duplication du bond graph initial ;

2 - Caractéristiques du bond graph optimisant ;

3 - Prise en compte de l'indice de performance ;

4 - Affectation de la bicausalité au bond graph final.

L’exploitation du modele bond graph final conduit alors a
un systeme d’équations algébro-différentielles identique aux
conditions d’optimalité obtenues en appliquant la méthode
de Pontryagin de maniere analytique.

Du co6té de loptimisation, les avantages d’une telle
procédure résident notamment dans son caractere gra-
phique mais aussi systématique : I'ingénieur n’a plus besoin
de développement analytique pour appliquer le principe de
Pontryagin et a désormais une vue plus « physique »du
probleme d’optimisation. Cette procédure lui permet no-
tamment :

— une visualisation et une interprétation physique pos-
sible, via le bond graph optimisant, du modele dual
souvent utilisé dans les problemes d’optimisation ;

— une visualisation graphique de l'impact de chaque
critere d’optimisation, d’une part sur la puissance
dissipée (par 'intermédiaire des éléments R multiports
de couplage), et d’autre part sur les entrées (grace aux
double sources et a la propagation de la bicausalité) ;

— la possibilité d’ajouter ou de retirer facilement des
criteres d’optimisation (possibilité d’optimiser tout ou
une partie des entrées et de la puissance dissipée en
ajoutant ou retirant des éléments R multiports de
couplage).

Du c6té de la méthodologie de dimensionnement, l'intérét
pour nous réside surtout dans la possibilité désormais
d’élargir la classe de problemes pouvant étre traités. Cette
procédure nous permettra notamment de diminuer les
exigences en termes de rédaction du cahier des charges (les
spécifications n’auront plus besoin d’étre spécifiquement
traduites comme des fonctions du temps) et de traiter
des systeémes non carrés (ce qui est généralement le cas
puisque les contraintes de conception sont tres souvent en
sur-nombre par rapport aux degrés de liberté disponibles).

Cependant, si la résolution d’un probleme d’optimisation
a un niveau exclusivement bond graph nous parait pro-
metteuse, il convient de poursuivre nos recherches avant
tout couplage avec notre méthodologie de dimensionne-
ment. Le nombre d’hypotheses prises pour ’application de
la procédure doit étre réduit au maximum de maniere a
pouvoir traiter des systémes les plus généraux possibles
et des contraintes d’optimisation exprimées sous la forme
d’inégalités. Enfin, si 'approche variationnelle nous per-
met ici de résoudre le probleme de maniere analytique,
celle-ci nous fournit uniquement un systeme d’équations
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Fig. 6. Modele bond graph final

algébro-différentielles dont la résolution permet d’obte-
nir la solution exacte au probleme d’optimisation donné.
Mais il est illusoire de vouloir trouver une solution exacte
pour des probléemes de tres grandes tailles comportant
de fortes non-linéarités. Leur résolution est souvent dif-
ficile et nécessite le recours a des méthodes numériques
d’intégration. Des efforts doivent donc étre également
centrés sur la recherche d’une méthode de résolution
numérique des équations issues du principe de Pontrya-
gin (la difficulté étant d’appréhender numériquement un
probléme aux conditions aux limites initiales et finales et
de déterminer les conditions aux limites pour le co-état).

V. REMERCIEMENTS

Les auteurs remercient I’ANR pour son support financier

a travers le projet RNTL SIMPA2-C6E2.

(1]

2]

(3]

(4]

(5]

[6]

[7]

REFERENCES

R.F. Ngwompo, S. Scavarda. « Dimensioning problems in system
design using bicausal bond graphs, ». Simulation Practice and
Theory, 7 :pp. 577-587, 1999.

R. Fotsu-Ngwompo, S. Scavarda, D. Thomasset. « Bond graph
methodology for the design of an actuating system : application
to a two-link manipulator ». IEEE International Conference on
Simulation, Man and Cybernetics, pages 2478-2483, Orlando,
USA, 1997.

R.F. Ngwompo, S. Scavarda, D. Thomasset. « Physical model-
based inversion in control systems design using bond graph
representation, Part 1 : theory ». Proceedings of ImechE Journal
of Systems and Control Engineering, 215 :pp. 95-103, 2001.

R.F. Ngwompo, S. Scavarda, D. Thomasset. « Physical model-
based inversion in control systems design using bond graph
representation, Part 2 : applications ». Proceedings of ImechE
Journal of Systems and Control Engineering, 215 :pp. 105112,
2001.

R. Fotsu-Ngwompo. « Contribution au dimensionnement des
systemes sur des critéres dynamiques et énergétiques - approche
par Bond Graph ». PhD thesis, INSA-Lyon, 1997.

J. Laffite, E. Bideaux, S. Scavarda, F. Guillemard, M. Ebalard,
C. Moutou. « Modeling in order to size an automotive power
train ». Proceedings of the 13th FEuropean Simulation Sympo-
stum, pages 806—812, Marseille, France, 2001.

E. Bideaux , J. Laffite , A. Derkaoui, W. Marquis-Favre, S. Sca-
varda, F. Guillemard. « Design of a Hybrid Vehicle Powertrain

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

[16]
(17]

(18]

using an Inverse Methodology ». Conference proceedings of Po-
wer Transmission and Motion Control, Bath, Angleterre, 2005.
O. Mechin, W. Marquis-Favre, S. Scavarda, P. Ferbach. « Sizing
of an Electric Power Steering system on dynamic and energetic
criteria ». International Conference on Bond Graph Modeling
and simulation, pages 137-147, Orlando, USA, 2003.

W. Marquis-Favre, B. Chereji, D. Thomasset, S. Scavarda. « A
bond graph representation of an optimal control problem : the
example of the DC motor ». International Conference of Bond
Graph Modeling and Simulation, pages 239-244, New Orleans,
USA, 2005.

Marquis-Favre W., Mouhib O., Chereji B., Thomasset D., Pousin
J., Picq M. « Bond graph formulation of an optimal control
problem for linear time-invariant systems ». Journal of Franklin
Institute, 2007.

O. Mouhib, B. Chereji, W. Marquis-Favre, D. Thomasset, J.
Pousin, M. Picq. « Procedure for the bond graph construction of
an optimal control problem ». 13th IFAC Workshop on Control
Applications of Optimisation, pages 69-74, Paris, France, 2006.
J.M. Cabanellas, J. Félez. « Dynamic systems optimization
based on pseudo bond graph ». Proceedings of the International
Conference on Bond Graph Modeling and Simulation, San
Francisco, USA, 1999.

C.H. Lo, Y.K. Wong, A.B. Rad, K.M. Chow. « Fusion of
qualitative bond graph and genetic algorithms : a fault diagnosis
application ». ISA Transactions, 41 :pp. 445-456, 2002.

K. Seo, Z. Fan, J. Hu, E. Goodman. « Toward a unified and au-
tomated design methodology for multi-domain dynamic systems
using bond graphs and genetic programming ». Mechatronics,
13 :pp. 851-885, 2003.

G. Golo, A.J. van der Schaft, P.C. Breedveld, B.M. Maschke.
« Implicit Hamiltonian formulation of bond graphs ». Procee-
dings of the 2nd Workshop on Automotive Control, Nonlinear
and Adaptive COntrol European project, pages 351-372, Lund,
Suede, 2001.

L. Pun. « Introduction a la pratique de l’optimisation ». Dunod,
1972.

L.S. Pontryagin et al. « The Mathematical Theory of Optimal
Processes ». Interscience, 1962.

Sesmat S., Scavarda S. « An Improved Causality Notation for
Bond Graph Representation ». CESA IMACS Multiconference,
volume 1, pages 298-302, Lille, France, 1996.



