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❘és✉♠é ✿ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ r✐sq✉❡

❞❡ ❝ré❞✐t✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ✭✷✵✵✶✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

✉♥ ♠❛r❝❤é à n t✐tr❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✉♥ ❡✛❡t ❞♦♠✐♥♦

ét❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❡t ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r

❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t ♣❛r ❝♦♥t❛❣✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧

❞❡ ❞é❢❛✉ts✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣r♦❝é❞é ré❝✉rs✐❢ s✐♠♣❧✐✜é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té✳ ❉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✐❧❧✉str❡♥t ❡♥✜♥ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❡t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts

✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✳

▼♦ts ❝❧és ✿ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐t✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞é❢❛✉ts ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ ✐♥t❡r✲

❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ré❝❡♥t❡ ❝r✐s❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❛ ♠❛rq✉é ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠✐❡✉① ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ r✐sq✉❡

❞❡ ❝ré❞✐t✱ ❧❡s r✐sq✉❡s s②sté♠✐q✉❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛❝✲

t❡✉rs à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ♦❜s❡r✈és✱ ❡t r❡q✉✐èr❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ s✉s❝❡♣t✐✲

❜❧❡s ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ✓ ❞♦♠✐♥♦s ✔✱ ♦ù ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥ t✐tr❡ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✬❛✉tr❡s t✐tr❡s✱ q✉✐ à

❧❡✉r t♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r♦♥t ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞é❢❛✉ts✳✳✳ ❈❡s ❝♦♥st❛ts ♦r✐❡♥t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❛♥t ❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦ù ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧é❛s ♣✉✐ss❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❝♦♠✲

♠✉♥s✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✱ ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs

❡♥ ✷✵✵✶ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ■♥❢❡❝t✐♦✉s ❉❡❢❛✉❧ts ✔✳ ▲✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s

❞❡ t②♣❡ ✓ ❈❇❖ ✔ ✭❈♦❧❧❡t❡r❛❧✐③❡❞ ❇♦♥❞ ❖❜❧✐❣❛t✐♦♥✮✱ ❡st ❞❡ ♣♦st✉❧❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t✐tr❡ s✉❜✐t ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡

❞é❢❛✉t✱ s♦✐t ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t✱ s♦✐t ♣❛r ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s t✐tr❡s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t✳

❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Xi✱

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s✬♦♣èr❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Yij ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭i ∈ N✱ j ∈ N✮✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡

à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s ❡t ♥♦✉s r❡❧â❝❤♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s

❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❡t s✉r ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✐♥sér❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s t✐tr❡s ❞✉ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦✉ ❞❡s

∗❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦rt❛♥t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❆◆❘✲✵✽✲❇▲❆◆✲✵✸✶✹✲✵✶✳
†❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▲②♦♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱ ■❙❋❆✱ ✺✵✱ ❛✈❡♥✉❡ ❚♦♥② ●❛r♥✐❡r✱ ✻✾✵✵✼✱ ▲❨❖◆✱ ❋r❛♥❝❡

r✉❧❧✐❡r❡❅✉♥✐✈✲❧②♦♥✶✳❢r✱ ❞✐❛♥❛✳❞♦r♦❜❛♥t✉❅❛❞♠✳✉♥✐✈✲❧②♦♥✶✳❢r

✶



✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❧✐é❡ à ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t✐tr❡s ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞♦♠✐♥♦

q✉✐ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s t✐tr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐✱ ❧❡s t✐tr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❞é❢❛✉t s✉✐t❡ à

✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛î♥❡ ✭❧❡ t✐tr❡ i ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❡ ❧❡ t✐tr❡ j q✉✐ à s♦♥ t♦✉r ❝♦♥t❛♠✐♥❡

❧❡ t✐tr❡ k ❡t❝✳✮✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ s♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝r✐s❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts s❡r❛ ✐❝✐ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t ✿ s✐ ❧✬♦♥

❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù s❡✉❧❡ ❧❛ ❢❛✐❧❧✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs

❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞✉ s❡❝t❡✉r ✭❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡✮ ♣❡✉t ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡

♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦❜❛❜✐❧✐tés

❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♠❛ss❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❞é❢❛✉ts s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡

r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝r✐s❡s ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s♦✉❞❛✐♥❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡❧❡✈é ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❡st r❡q✉✐s

♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞✬❛✉tr❡s ❞é❢❛✉ts ❡t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t ❡❧❡✈é❡s✮✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s é♣✐❞é♠✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❡♥ ❝❤❛î♥❡✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉✐ s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r❛✐t ❜✐❡♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s✱ ❛✉① ✐♠♣❛❝ts ❞❡ ❝❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦♥ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐t ♣❛r ❉❛✈✐s ❡t

▲♦ ✭✷✵✵✶✮ ❡t ❏❛rr♦✇ ❡t ❨✉ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉❡♣✉✐s✱ ❧❛ ❝♦♥t❛❣✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

q✉✐ ❛tt✐r❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs✳ ❨✉ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❏❛rr♦✇

❡t ❨✉✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs q✉✐ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡

❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❊❣❧♦✛✱ ▲❡✐♣♣♦❧❞ ❡t ❱❛♥✐♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱

❘ös❝❤✱ ❲✐♥t❡r❢❡❧❞t ✭✷✵✵✽✮✱ ❙❛❦❛t❛✱ ❍✐s❛❦❛❞♦ ❛♥❞ ▼♦r✐ ✭✷✵✵✼✮✮✳ ❆✉ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡

❝♦♥t❛❣✐♦♥ ❛ été ♠♦❞é❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ✭✷✵✵✶✮✮✱ ❞❡s ❝♦♣✉❧❡s

✭❙❝❤ö♥❜✉❝❤❡r ❡t ❙❝❤✉❜❡rt ✭✷✵✵✶✮✮✱ s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s ✭●✐❡s❡❝❦❡ ❡t ❲❡❜❡r ✭✷✵✵✹✮✮ ♦✉

❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❋r❡② ❡t ❇❛❝❦❤❛✉s ✭✷✵✵✼✮✱ ▲❛✉r❡♥t✱ ❈♦✉s✐♥ ❡t ❋❡r♠❛♥✐❛♥ ✭✷✵✵✼✮✮✳

❯♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❞✐ts ❛✈❡❝ ❞é❢❛✉ts ❝♦rré❧és ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡ ❞❛♥s

❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❊❧✐③❛❧❞❡ ✭✷✵✵✻✮✳ ❉❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥❝r❡ts s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡

❧❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❙❡r✈✐❣♥② ❛♥❞ ❘❡♥❛✉❧t ✭✷✵✵✷✮✳

❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ■♥❢❡❝t✐♦✉s ❉❡❢❛✉❧ts✱ ▼❛r❦ ❉❛✈✐s ❡t ❱✐♦❧❡t ▲♦ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù✱ ❝♦♠♠❡

♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é✱ ❧❡s t✐tr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❞é❢❛✉t s♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s♦✐t ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❉❛✈✐s

❡t ▲♦✱ ✷✵✵✶✮✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛✉ss✐ ❣é♥ér✐q✉❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t✐tr❡ ♣♦✉r

r❡st❡r ✜❞è❧❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❛✉① ❞é❢❛✉ts ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ✐❧ ✈❛ ❞❡ s♦✐ q✉❡✱ s❡❧♦♥

❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✬❛❣✐r ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦✉♠✐s à ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✐♥❞✐✈✐❞✉s✱

❜ât✐♠❡♥ts✱ ❡t❝✳✮✳

❉❛♥s ❧❡✉r ♣❛♣✐❡r✱ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t n t✐tr❡s✱ n ∈ N
∗✳ ❙♦✐t Ω ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s

❞❡ ❝❡s t✐tr❡s✱ Ω = {1, .., n}✳ P♦✉r ✉♥ t✐tr❡ ♥✉♠ér♦ i✱ i ∈ Ω✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Xi ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1
s✐ ❧❡ t✐tr❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ 0 s✐♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡ t✐tr❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛ é❝❤❛♣♣é ❛✉ ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t ❞❡ s♦rt❡

q✉❡ Xi = 0✱ ✉♥ ❞é❢❛✉t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✐ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

Ci = 1✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ iè♠❡ t✐tr❡ ❢❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❢❛✉t✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ s✐ Zi = 1✱
❛✈❡❝

Zi = Xi + (1−Xi)Ci.

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✱ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ci = 1−
∏

j∈Ω,j 6=i

(1−XjYji) ,

♦ù ❧❡s Yji✱ i, j ∈ Ω s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✱

✷



❧❡ iè♠❡ t✐tr❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ XjYji = 1✱ j ∈ Ω✱ j 6= i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❛✉

♠♦✐♥s ✉♥ ❛✉tr❡ t✐tr❡ j ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ✭Xj = 1✮ ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t✐tr❡ ✭Yji = 1✮✳
▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ét❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t

♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ✭❘és✉❧t❛t ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✮

P

[

∑

i∈Ω

Zi = k

]

= Ck
nα

pq
nk,

❛✈❡❝ α
pq
nk = pk(1− p)n−k(1− q)k(n−k) +

k−1
∑

i=1

Ci
kp

i(1− p)n−i(1− (1− q)i)k−i(1− q)i(n−k).

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ❧✐❜ér❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ✿

✕ ❆✶✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s {Xi, i ∈ Ω} s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡t

∀ i ∈ Ω✱ P [Xi = 1] = p✱ p ∈]0, 1[✱
✕ ❆✷✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

{

Yij , (i, j) ∈ Ω2
}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s

❡t ∀ i, j ∈ Ω✱ j 6= i✱ P [Yij = 1] = q✱ q ∈]0, 1[✱
✕ ❆✸✳ ▲❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ Ci s✉r✈✐❡♥t s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ XjYji = 1✱ j ∈ Ω✱ j 6= i✳

✕ ❆✹✳ ❯♥ t✐tr❡ ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s à s♦♥ t♦✉r ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❞✬❛✉tr❡s

t✐tr❡s ✭♠♦❞è❧❡ ♠♦♥♦✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✮✳

▲❡ ♣❛♣✐❡r ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s

❤②♣♦t❤ès❡s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s

❡♥s✉✐t❡ q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡✲✈✐❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♥♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐

♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡

à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣rés❡♥té ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s n t✐tr❡s s♦✉♠✐s ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡s t✐tr❡s ❡st

♥♦té Ω = {1, ..., n}✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❝❡s t✐tr❡s ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✈✐sé ❡♥ T ♣ér✐♦❞❡s✳

P♦✉r ✉♥ t✐tr❡ ♥✉♠ér♦ i ✭i ∈ Ω✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xi
t ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s✐ ❧❡ t✐tr❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t

♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ✭t ∈ {1, ..., T}✮✱ 0 s✐♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡ t✐tr❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞é❢❛✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡

✭Xi
t = 0✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ✉♥ t✐tr❡ ❛②❛♥t ❞é❥à ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡

♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ci
t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 s✐ ❧❡ t✐tr❡ ❛ été ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

t ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ❙♦✐t {Zi
t , i ∈ Ω} ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

i ∈ Ω✱ Zi
t = 1 s✐ ❧❡ t✐tr❡ ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ✭❞✐r❡❝t ♦✉ ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✮ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✱ Zi

t = 0
s✐♥♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s {Zi

t , t = 1, ..., T} s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✿

Zi
t = Zi

t−1 + (1− Zi
t−1)[X

i
t + (1−Xi

t)C
i
t ], 2 ≤ t ≤ T,

Zi
1 = Xi

1 + (1−Xi
1)C

i
1.

❆✐♥s✐ Zi
t = 1 s✐ ❧❡ t✐tr❡ i ét❛✐t ❞é❥à ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t− 1 ✭Zi

t−1 = 1✮ ♦✉
s✬✐❧ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t ✭Xi

t = 1✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭Ci
t = 1✮ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✶ P♦✉r t♦✉t t ∈ {1, . . . T}✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

✕ Θt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✐tr❡s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ✿ Θt =
{

i ∈ Ω, Zi
t = 1

}

✱

✸



✕ Γt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✐tr❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❢❛✐t ❞é❢❛✉t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ✿ Γt =
{

i ∈ Ω, Zi
t = 0

}

=
Ω−Θt✱

✕ ND
t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐tr❡s ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ✿ ND

t =
∑

i∈Γt−1
Xi

t ✱

✕ Nt ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐tr❡s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ✿ Nt =
∑

i∈Ω Zi
t ✳

P♦✉r t♦✉t t ∈ {1, . . . T}✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s Y
ji
t ✱ ((j, i) ∈ Ω2) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ jè♠❡ t✐tr❡ ✈❡rs ❧❡ iè♠❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Ci
t ✭i ∈ Ω✮ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Ci
t = f





∑

j∈Ft

Y
ji
t



 ,

♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ {0, .., n} ✈❡rs {0, 1} ❡t Ft r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✐tr❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡

❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡ t✐tr❡ i✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ card(Ft) = g(Nt−1, ND
t ), ♦ù g : N

2 → {0, .., n}✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ F1 = ND

1 ✭❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t✐tr❡s ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡

♣♦✉✈❛✐❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s✮ ❡t f(i) = ✶i>1 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡

❧❡ ❞é❢❛✉t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ iè♠❡ t✐tr❡ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ s❡

✈♦✐t ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é ❞✬❛✉tr❡s t✐tr❡s✱ ❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f(i) = ✶i>2 ✭❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❡ ❞é❢❛✉t✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s t✐tr❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡

iè♠❡ t✐tr❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ t✱ s♦♥t ❝❡✉① q✉✐✱ s♦✐t ♦♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♣ér✐♦❞❡ t✱ s♦✐t ét❛✐❡♥t ❞é❥à ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t ✭❞✐r❡❝t ♦✉ ♣❛r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❛✈❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts✮ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ~Xt =
(X1

t , ..., Xn
t )✱ t ∈ {1, . . . , T}✱ s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡

❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✷ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✮ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs

❛❧é❛t♦✐r❡s ~Yt = (Y 11
t , Y 12

t , ..., Y nn
t )✱ t ∈ {1, . . . , T}✱ s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ♣♦✉r t♦✉t t✱ ❧❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Y
ji
t , (j, i) ∈ Ω2

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡
{

Xi
t , t = 1, . . . , T, i ∈ Ω

}

✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s s♦✉s ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦✐s ❝♦♥✲

❥♦✐♥t❡s ❞❡ (X1
t , . . . , Xn

t )✱ t ∈ {1, . . . , T} ❡t ❞❡ (Y
σ(1)
t , . . . , Y

σ(n2)
t ) s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ♦ù ❧❡s Y

σ()
t ❞és✐❣♥❡♥t

✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Y
ij
t ✱ (i, j) ∈ Ω2✳

▲❡ ❜✉t ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r✱ s♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts Nt à ❧❛ ✜♥

❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ t✳

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ✭✷✵✵✶✮✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧

❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
t , i ∈ Ω

}

❡t
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡✲

str❡✐❣♥♦♥s ♣❛s ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù f(i) = ✶i>1 ❡t ❧❡s t✐tr❡s ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♥❡ s♦♥t

♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s t❡♥♦♥s

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❧✬❡✛❡t ❞♦♠✐♥♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t✐tr❡ i ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✱ ✐❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❡ ❧❡ t✐tr❡ j

q✉✐ ❛ s♦♥ t♦✉r ❝♦♥t❛♠✐♥❡ ❧❡ t✐tr❡ k ❡t❝✳

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛ss♦✉♣❧✐r ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❀ ♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐tr❡s s✬❛❝❝r♦ît✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❡st❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❞❡ tr♦♣ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛✲

t✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳ ❉✬❛✉tr❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s très ré❝❡♥t❡s ♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs été ♣r♦♣♦sé❡s✱ q✉✐ ✐♥tr♦✲

❞✉✐s❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ✈♦✐❡s ♣♦✉r ❛ss♦✉♣❧✐r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥t❡r

❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈és ✭✈♦✐r ❙❛❦❛t❛✱ ❍✐s❛❦❛❞♦ ❛♥❞ ▼♦r✐✱ ✷✵✵✼✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡t ❛ss♦✉✲

♣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ♠✐❡✉① r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❡✉✐❧s ❝r✐t✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❛✈♦✐r ✉♥ ré❡❧ ❡✛❡t✳

✹



✷✳✶ ❖✉t✐❧s ❞❡ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡✲✈✐❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ❞é❢❛✉ts✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ k ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{

Xi
t , i ∈ Γ

}

❛✈❡❝ Γ ⊂ Ω✱ card(Γ) ≥ k✱

k ∈ N ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❙♦✐t Γ ⊂ Ω✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ {1, . . . , T}✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ k ✭k ≤ card(Γ)✮ ♣♦✉r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{

Xi
t , i ∈ Γ

}

✱ ♥♦té µk, t(Γ)✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

µk, t(Γ) =
1

Ck
card(Γ)

∑

j1<j2<..<jk

j1,...,jk∈Γ

P
[

X
j1
t = 1 ∩ ... ∩X

jk

t = 1
]

, 1 ≤ k ≤ card(Γ),

µ0, t(Γ) = 1 ✭② ❝♦♠♣r✐s s✐ Γ = ∅).

▲❡ s②♠❜♦❧❡
∑

j1<j2<..<jk

j1,...,jk∈Γ

❞és✐❣♥❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s Ck
card(Γ) ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ k é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts

♣r✐s ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Xi
t , i ∈ Ω

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡

Γ ⊂ Ω ✿

µk, t(Γ) = µk, t = P
[

X1
t = 1 ∩ ... ∩Xk

t = 1
]

, 1 ≤ k ≤ card(Γ).

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Xi
t , i ∈ Ω

}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✱ ❛❧♦rs µk, t = pk✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛❝t✉❛r✐❛t ✈✐❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣❛r♠✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

✭❞❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ s✉r✈✐❡ rés✐❞✉❡❧❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✮✱

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉r✈✐✈❛♥ts ❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡✉✈❡♥t

s✐♠♣❧✐✜❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t é✈♦q✉és✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❲❛r✐♥❣✮ ❙✐ X1
t , ..., Xn

t ❞és✐❣♥❡♥t n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t Γ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ {1, . . . , n} ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ card(Γ) = m ≤ n✱ ❛❧♦rs

P

[

∑

i∈Γ

Xi
t = k

]

= ✶k≤mCk
m

m−k
∑

j=0

C
j
m−k(−1)jµj+k, t(Γ).

P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❋❡❧❧❡r ✭✶✾✻✽✮ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ■❱✳✸✱ ♣❛❣❡ ✶✵✻✮✳

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉❡tt❡✲◆❡s❜✐tt très ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ❛❝t✉❛✐r❡s

✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ●❡r❜❡r ✭✶✾✾✺✮✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳✻✱ ♣❛❣❡ ✽✾✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷ ❙✐ X1
t , ..., Xn

t ❞és✐❣♥❡♥t n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱

MX =
{

i : Xi
t = 1

}

✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Ek ⊂ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ card(Ek) = k ✿

P

[

n
∑

i=1

Xi
t = k

]

= Ck
nP

[

X1
t = · · · = Xk

t = 1, Xk+1
t = · · · = Xn

t = 0
]

= Ck
nP [MX = Ek].

❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à
{

Nt−1, N
D
t

}

✱

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Ci
t , i ∈ Ω

}

❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ k ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✺



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ P♦✉r t♦✉t Γ ⊂ Ω2 ❡t ♣♦✉r t♦✉t t ∈ {1, . . . T}✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ k ✭k ≤ card(Γ)✮

♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Γ

}

✱ ♥♦té λk, t✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

λk, t =P
[

Y
σ(1)
t = 1 ∩ ... ∩ Y

σ(k)
t = 1

]

, k ≥ 1,

λ0, t =1.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s

ξk,t(g(u, l)) =P
[

C1
t = 1 ∩ ... ∩ Ck

t = 1 Nt−1 = u, ND
t = l

]

, k ≥ 1,

ξ0,t(g(u, l)) =1 ✭② ❝♦♠♣r✐s s✐ g(u, l) = 0).

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ci
t ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

{

Y
ji
t , j ∈ Ft

}

q✉✐ s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡✲

❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ (C1
t , . . . , Cn

t ) ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ card(Ft) ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ (Y
σ(1)
t , . . . , Y

σ(card(Ft))
t )✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λk, t ❡t ξk,t(z)✱ z ≤ n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭▲♦✐ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (C1
t . . . Ck

t )✮
▲❛ ❧♦✐ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r (C1

t . . . Ck
t ) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ξk,t(z) = P



f(
∑

j∈Ft

Y
j1
t ) = 1 ∩ ... ∩ f(

∑

j∈Ft

Y
jk
t ) = 1 card(Ft) = z



, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ z ≤ n− k.

✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù f(i) = ✶i>1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ξk,t(z) =

k
∑

i=0

Ci
k

zi
∑

α=0

Cα
zi(−1)i+αλα, t.

✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : {0, . . . , n} → {0, 1} q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ξk,t(z) =
zk
∑

γ=0

ηk,z(γ)

zk−γ
∑

j=0

C
j
zk−γ(−1)jλj+γ, t,

♦ù ηk,z(γ) =
∑

γ1∈{0,...,z}
γ1≤γ

f(γ1)C
γ1

z ηk−1,z(γ − γ1), η1,z(x) = ✶x≤zf(x)Cx
z ❡t η0,z(x) = ✶x=0.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2, t ∈ {1, . . . , T}

}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t

✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✱ ❛❧♦rs λk, t = qk ❡t

✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù f(i) = ✶i>1✱ ξk,t(z) = (1− (1− q)z)k✱

✕ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : {0, . . . , n} → {0, 1} q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ξk,t(z) =
zk
∑

γ=0

ηk,z(γ)qγ(1− q)zk−γ .

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù T = 1✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ♦ù ❧❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t✐tr❡ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ♥❡

✻



s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù T = 1✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❛✈✐s

❡t ▲♦ ✿

Zi
1 = Xi

1 + (1−Xi
1)C

i
1, i ∈ Ω,

♦ù Ci
1 = f(

∑

j∈Ft

Y
ji
1 )✱ card(Ft) = g̃(ND

1 ) ✭♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té g̃(x) = g(0, x)✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡

♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s❡ r❡str❡✐❣♥❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(i) = ✶i≥1✳

❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Xi
1, i ∈ Ω

}

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦✐s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❞❡ (X1
1 , . . . , Xn

1 ) ❡t ❞❡ (Y
σ(1)
1 , . . . , Y

σ(n2)
1 )

s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳

❯♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡r ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❞é❢❛✉ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ✲ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✮

❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ s✐ T = 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

P [N1 = r] = Cr
n

r
∑

k=0

Ck
r

n−r
∑

α=0

Cα
n−r(−1)αξα+r−k,1(g̃(k))

n−k
∑

j=0

C
j
n−k(−1)jµj+k, 1(Ω).

Pr❡✉✈❡✿ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s

P [N1 = r] =
r

∑

k=0

P
[

N1 = r ND
1 = k

]

P
[

ND
1 = k

]

.

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✱ P
[

ND
1 = k

]

= Ck
n

n−k
∑

j=0

C
j
n−k(−1)jµj+k, 1(Ω)✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt

P
[

N1 = r ND
1 = k

]

= P

[

n
∑

i=1

Xi
1 + (1−Xi

1)C
i
1 = r ND

1 = k

]

= P

[

∑

i∈A

Ci
1 = r − k ND

1 = k

]

♦ù A =
{

i ∈ Ω : Xi
1 = 0

}

.

❈♦♠♠❡ card(A) = n−k✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷ ❞♦♥♥❡ P
[

N1 = r ND
1 = k

]

= Cr−k
n−k

∑n−r
α=0 Cα

n−r(−1)αξα+r−k,1(g̃(k)).

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ Ck
nCr−k

n−k = Cr
nCk

r . ✷

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ N1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
1, i ∈ Ω

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡✲

❛❜❧❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✲ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
1, i ∈ Ω

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✷✱

P [N1 = r] = Cr
n

r
∑

k=0

Ck
r

n−r
∑

α=0

Cα
n−r(−1)αξα+r−k,1(g̃(k))

n−k
∑

j=0

C
j
n−k(−1)jµj+k, 1,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts µj, 1 s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✱ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶ ❡t ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✱ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t

s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
1, i ∈ Ω

}

s♦♥t

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡t
{

Y
ij
1 , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✳

✼



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✲ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
1, i ∈ Ω

}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡t
{

Y
ij
1 , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P [N1 = r] = Cr
n

r
∑

k=0

Ck
r pk(1− p)n−k

n−r
∑

α=0

Cα
n−r(−1)αξα+r−k,1(g̃(k)),

♦ù ξu,1(z) =
zu
∑

γ=0

ηu,z(γ)qγ(1− q)zu−γ .

❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡

❞é❢❛✉t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ f(i) = ✶i>1✮✳ ❆❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t

❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ✭✷✵✵✶✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r g̃ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳

✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s

●é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ér✐♦❞❡s ❡t q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ t♦✉t t✐tr❡ ❡st ❞é❝r✐t❡

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

Zi
t = Zi

t−1 + (1− Zi
t−1)[X

i
t + (1−Xi

t)C
i
t ], 2 ≤ t ≤ T, i ∈ Ω,

Zi
1 = Xi

1 + (1−Xi
1)C

i
1.

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ t✱

t ∈ {1, . . . , T}✱ T > 1✳ ❆♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹✱ ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ✲ ♠♦❞è❧❡ à ❚ ♣ér✐♦❞❡s✮

❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

P [Nt = r] =
∑

θt⊂Ω
card(θt)=r

P [Θt = θt],

♦ù Θt ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✐tr❡s ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉t à ❧✬✐♥st❛♥t t ✭✈♦✐r ◆♦t❛t✐♦♥s ✷✳✶✮ ❡t ♦ù

P [Θt = θt] =

r
∑

u=0

∑

θt−1⊂θt

card(θt−1)=u

P [Θt = θt Θt−1 = θt−1]P [Θt−1 = θt−1],

P [Θt = θt Θt−1 = θt−1] =

r−u
∑

m=0

∑

Mt⊂θt−θt−1

card(Mt)=m

ρ(Mt,Ω− θt−1 −Mt)

n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)jξj+r−u−m,t(u, m),

ρ(A, B) = P
[

∀ i ∈ A Xi
t = 1 ❡t ∀ i ∈ B Xi

t = 0
]

∀ A, B ⊂ Γt−1,

❛✈❡❝ card(θt) = r ❡t card(θt−1) = u✱ u ≤ r✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ P [Θ1 = θ1] ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r

P [Θ1 = θ1 Θ0 = ∅].
Pr❡✉✈❡✿ ◆♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s

P [Nt = r] =
∑

θt⊂Ω
card(θt)=r

P [Θt = θt].

✽



❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s

P [Θt = θt] =

r
∑

u=0

∑

θt−1⊂θt

card(θt−1)=u

P [Θt = θt Θt−1 = θt−1]P [Θt−1 = θt−1].

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ P [Θt = θt Θt−1 = θt−1] q✉❛♥❞ θt−1 ⊂ θt ⊂ Ω✱ card(θt) = r ❡t

card(θt−1) = u✱ u ≤ r✳

P [Θt = θt Θt−1 = θt−1] = P
[

∀ i ∈ θt − θt−1, Xi
t + (1−Xi

t)C
i
t = 1 ❡t ∀ i ∈ Ω− θt, Xi

t = Ci
t = 0 Θt−1 = θt−1

]

.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ P [Θt = θt Θt−1 = θt−1]
❡st é❣❛❧❡ à

r−u
∑

m=0

∑

Mt⊂θt−θt−1

card(Mt)=m

ρ(Mt,Ω− θt−1 −Mt)
P

[

∑

i∈Ω−θt−1−Mt
Ci

t = r − u−m Nt−1 = u, ND
t = m

]

Cr−u−m
n−u−m

=
r−u
∑

m=0

∑

Mt⊂θt−θt−1

ρ(Mt, Ω− θt−1 −Mt)
n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)jξj+r−u−m,t(g(u, m)).

✷

❙♦✉s ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Nt ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡

✷✳✼✮✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Xi
t , i ∈ Ω, t ∈ {1, . . . , T}

}

✈ér✐✜❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✸ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✮ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs

❛❧é❛t♦✐r❡s ~Xt = (X1
t , ..., Xn

t )✱ t ∈ {1, . . . , T}✱ s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❡ ❋✐♥❡tt✐✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù

❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts s♦♥t ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❝❛❝❤é✱ ❞é❝♦✉❧❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡

❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ✲ ♠♦❞è❧❡ à ❚ ♣ér✐♦❞❡s✮

❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P [Nt = r] =
r

∑

k=0

P [Nt−1 = k]Cr−k
n−k

r−k
∑

γ=0

C
γ
r−k

n−k−γ
∑

α=0

Cα
n−k−γµγ+α, t

n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)j+αξj+r−k−γ,t(g(k, γ)).

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✾ ❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s θt ❡t θt−1 t❡❧s q✉❡ θt−1 ⊂ θt ⊂ Ω✱

card(θt) = r✱ card(θt−1) = k✱ k ≤ r✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

P [Nt = r Nt−1 = k] = Cr−k
n−kP [Θt = θt Θt−1 = θt−1].

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés t♦t❛❧❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡

✷✳✾✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

P [Nt = r] =

r
∑

k=0

P [Nt = r Nt−1 = k]P [Nt−1 = k]

=

r
∑

k=0

P [Nt−1 = k]Cr−k
n−kP [Θt = θt Θt−1 = θt−1],

✾



♣♦✉r t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s θt ❡t θt−1 t❡❧s q✉❡ θt−1 ⊂ θt ⊂ Ω✱ card(θt) = r✱ card(θt−1) = k✱ k ≤ r✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✱

P [Θt = θt Θt−1 = θt−1] =

r−k
∑

γ=0

∑

Mt⊂θt−θt−1

card(Mt)=γ

ρ(Mt,Ω− θt−1 −Mt)

n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)jξj+r−k−γ,t(g(k, γ)).

❖r✱ s♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✱ ρ(Mt,Ω − θt−1 −Mt) =
∑n−k−γ

α=0 Cα
n−k−γ(−1)αµγ+α, t. ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t

❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
∑

Mt⊂θt−θt−1

card(Mt)=γ

= C
γ
r−k. ✷

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Nt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✵ ✭▲♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✲ ♠♦❞è❧❡ à ❚ ♣ér✐♦❞❡s✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Xi
t , i ∈ Ω, t ∈ {1, . . . , T}

}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐s✲

tr✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❡t
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2, t ∈ {1, . . . , T}

}

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

P [Nt = r] =
r

∑

k=0

P [Nt−1 = k]Cr−k
n−k

r−k
∑

γ=0

C
γ
r−kp

γ(1− p)n−k−γ
n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)j+αξj+r−k−γ,t(g(k, γ)),

♦ù ξu,t(z) =
zu
∑

j=0

ηu,z(j)q
j(1− q)zu−j .

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s f(i) = ✶i>1✱ ❛❧♦rs

P [Nt = r] =
r

∑

k=0

P [Nt−1 = k]Cr−k
n−k

r−k
∑

γ=0

C
γ
r−kp

γ(1− p)n−k−γ(1− (1− q)g(k,γ))r−k−γ(1− q)g(k,γ)(n−r).

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✵ ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦ ❞❛♥s ❧❡

❝❛s ♦ù t = 1✱ g(k, γ) = γ✱ ❡t N0 ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ♥✉❧✳

✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥✲

t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❡t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐✲

♥❛t✐♦♥s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♠♣❛❝t ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞✬❛ss✉r❛♥❝❡

♣❛r ❉❡♥✉✐t✱ ❉❤❛❡♥❡✱ ❘✐❜❛s ✭✷✵✵✶✮ ❡t ❉❡♥✉✐t✱ ▲❡❢è✈r❡✱ ❯t❡✈ ✭✷✵✵✷✮✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❡s✉r❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦t❛❜❧❡♠❡♥t ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ◆♦✉s

♦❜s❡r✈❡r♦♥s ✐❝✐ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts Nt✱ ❛✐♥s✐

q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈✐❡ ❞❡ Nt ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts✳

✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦ù t❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t

ré❣✐s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Xt
i , i ∈ Ω

}

❡t
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸ ✈ér✐✜é❡s✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡

❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥✬é✈♦❧✉❡♥t ♣❛s ❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s

♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡ t ❞❛♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ξk,t(z)✱ µk, t ❡t λk, t✱ q✉✐ s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

✶✵



♥♦té❡s ξk(z)✱ µk ❡t λk✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❝❡s

q✉❛♥t✐tés ✈❛r✐❡♥t ❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ♥é✲

❝❡ss✐t❛✐t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ξk(z), k ∈ {0, . . . , n} , z ∈ {0, . . . , n− k}}✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧

♦ù f ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ f(x) = ✶x>1✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❡t ❝♦♠♣t❡✲t❡♥✉

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧✬❛❧✲

❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s {ξk(z), k, z ∈ N}✮ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ξk(z), k, z ∈ N, k + z 6 n}
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r z ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à n✱ η0,z(0) = 1✱ ξ0(z) = 1✳
✕ P♦✉r k ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 1 à n✱

✕ P♦✉r z ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à n− k✱

✕ ξk(z)←− 0✱
✕ P♦✉r γ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à kz✱ imin ←− max(0, γ − z)✱ imax ←− min(γ, (k − 1)z)✱ ❡t

ηk,z(γ) ←− ✶imin6imax

imax
∑

i=imin

f(γ − i)Cγ−i
z ηk−1,z(i) ,

ξk(z) ←− ξk(z) + ηk,z(γ)

zk−γ
∑

j=0

C
j
zk−γ(−1)jλj+γ .

▲❛ ❧♦✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❛✈❡❝ t✐tr❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à T ♣ér✐♦❞❡s✱ s✬♦❜t✐❡♥t

❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Nt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ξk(z)✮
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s {ξk(z), k = 0, . . . , n z = 0, . . . , n− k} ❝❛❧❝✉❧és✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Nt s❡ ❢❛✐t

♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r r ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à n✱ P [N0 = r] = ✶r=0✳

✕ P♦✉r t ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 1 à T ✱

✕ P♦✉r r ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à n✱

P [Nt = r] =

r
∑

k=0

P [Nt−1 = k]Cr−k
n−k

r−k
∑

γ=0

C
γ
r−k

n−k−γ
∑

α=0

Cα
n−k−γµγ+α

n−r
∑

j=0

C
j
n−r(−1)j+αξj+r−k−γ(g(k, γ)).

✸✳✷ ▼♦❞è❧❡s r❡t❡♥✉s

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❧♦rs

❞✬✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡s t✐tr❡s ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : Ω × Ω → N ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r g(k, γ) = γ✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s

❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❝✐ ré❣✐s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
{

λj , j ∈
{

0, . . . , n2
}}

❡t {µj , j ∈ {0, . . . , n}}
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❝❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s {Xi, i = 0, . . . , n} s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡

❉❡ ❋✐♥❡tt✐ ✭✈♦✐r ❉❡ ❋✐♥❡tt✐ ✭✶✾✸✶✮✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ΘX à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1]✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ FΘX

t❡❧❧❡ q✉❡ P [X1 = 1 ∩ · · · ∩Xk = 1] =
∫ 1
0 θkdFΘX

(θ)✳ ❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✐

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X1, . . . , Xn ❞❡✈❡♥❛✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡

❝♦♠♠✉♥❡ ❝❛❝❤é❡ ΘX ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿ µj = E
[

Θj
X

]

✳ ◆♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s E [ΘX ] = p✱

❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✱ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡

❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ σ2
X = V [ΘX ] ❡st ❞♦♥♥é✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❝❛❝❤é ΘY ✱ ❡t

❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ q = E [ΘY ] ❡t σ2
Y = V [ΘY ] ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

✶✶



◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ΘX ❡t ΘY ❞❡s ❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❞❡ s✉♣♣♦rt [0, 1]✱ ❞♦♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts s♦♥t

❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts µj ❡t λj s♦♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥és ♣♦✉r j ∈ N ♣❛r ✿

µj = m(j, p, σX) , ✭✶✮

λj = m(j, q, σY ) , ✭✷✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ m(j, r, σ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ j ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Θ✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡

❧♦✐s ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ r ❡t ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ σ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ΘX ❡t ΘY ❞❡s ❧♦✐s ❜ét❛✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r

❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✐❧ ❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡

❑✉♠❛r❛s✇❛♠②✮✳ ▲❡s ♠♦♠❡♥ts m(j, r, σ) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r

❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ ❧♦rsq✉❡ σ2 = 0✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝❛❝❤é❡ Θ ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ΘX ♦✉ ΘY s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛s✮ ❡st ✉♥❡

♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❡t ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧

m(j, r, 0) = rj . ✭✸✮

✕ ❧♦rsq✉❡ σ2 > 0✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦✐ ❜ét❛ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ r = E [Θ] ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = V [Θ]✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

αr,σ ❡t βr,σ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ❞❡ r ❡t σ2✱ ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❛✐♥s✐ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts

❞✬♦r❞r❡ j ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜ét❛✱ j ∈ N ✭Γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛♠♠❛ ❞✬❊✉❧❡r✮ ✿

αr,σ = r

(

r(1− r)

σ2
− 1

)

, ✭✹✮

βr,σ = (1− r)

(

r(1− r)

σ2
− 1

)

, ✭✺✮

m(j, r, σ) =
Γ(αr,σ + j)

Γ(αr,σ)

Γ(αr,σ + βr,σ)

Γ(αr,σ + βr,σ + j)
. ✭✻✮

■❧ r❡st❡ à ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡t❡♥✉s ❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧❡s ❞és✐❣♥❡r

s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❝✐✲❛♣rès✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s 4 ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r

10 ❛❝t✐❢s ✭n = 10✮✱ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ 10 ✉♥✐tés t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭T = 10✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ ❞é❢❛✉t ❞✐r❡❝t é❣❛❧❡ à ✉♥ ❞✐①✐è♠❡ ✭p = 0.1✮ ❡t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❣✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝t✐❢ à

❧✬❛✉tr❡ é❣❛❧❡ à ❞❡✉① ❞✐①✐è♠❡s ✭q = 0.2✮✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐✳✐✳❞✳ ♦✉

♥♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♦✉ ❞❡s ❝♦♥t❛❣✐♦♥s✱ ♠❛îtr✐sé ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s σX ❡t σY ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❝♦♥t❛❣✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❛✉s❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❤❛❝✉♥

❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ♠♦❞è❧❡ ✶ ✿ σX = 0✱ σY = 0✱ f(x) = ✶x>1 ✭❝❛s ✐✳✐✳❞✳✱ ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡q✉✐s❡✮✳

✕ ♠♦❞è❧❡ ✷ ✿ σX = 0✱ σY = 0✱ f(x) = ✶x>2 ✭❝❛s ✐✳✐✳❞✳✱ ❞❡✉① ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✮✳

✕ ♠♦❞è❧❡ ✸ ✿ σX = 0.2✱ σY = 0.2✱ f(x) = ✶x>1 ✭❝❛s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ r❡q✉✐s❡✮✳

✕ ♠♦❞è❧❡ ✹ ✿ σX = 0.2✱ σY = 0.2✱ f(x) = ✶x>2 ✭❝❛s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ❞❡✉① ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✮✳

✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦✉s ♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ξk(z), k ∈ {0, . . . , n} , z ∈ {0, . . . , n− k}}
❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P [Nt = k], k ∈ Ω✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s t❡stés✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ét❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♦ù f(x) = ✶x>1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ σX = σY = 0 ❡t t = 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉

✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t ❜✐❡♥ ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r P [Nt = k], k ∈ Ω q✉❡

❝❡❧❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s ❡t ▲♦✳
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❋✐❣✳ ✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ E [Nt] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✹ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳

▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Nt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡

❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶ ❡t ✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✭♠♦❞è❧❡s ✸ ❡t ✹✮✱

❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞✐r❡❝ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❝❛❝❤és✳

❙✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Nt ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐s♣❡rsé❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ♠♦✐♥s ♥❡t✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ Nt✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶

q✉❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ Nt ❡st très ♣❡✉ ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡✉① ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥s s♦♥t r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❝❛✉s❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t f(x) = ✶x>2 ✭♠♦❞è❧❡s ✷ ❡t ✹✮✱

❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ s✉✣t à ❝❛✉s❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t f(x) = ✶x>1 ✭♠♦❞è❧❡s ✶

❡t ✸✮✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Nt✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s tr❛♥❝❤és ✿

❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ΘX ❡t ΘY ✐♥❞✉✐t ❜✐❡♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Nt✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸ ❡t ✹ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ P [Nt > k]✱ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞é❢❛✉ts k

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t é❣❛✉① à ✻ ❡t à ✶✵✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐① t✐tr❡s ❝♦♥s✐❞érés ✭n = 10✮✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱

❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés✱ q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡✱

❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ Nt ♥✬❛❣❣r❛✈❛♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs P [Nt > k]✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥

s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ♠♦✐♥s ❢réq✉❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹ ♦ù ❧✬♦♥ r❡♥s❡✐❣♥❡ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❝t✐❢s ❢❛ss❡♥t ❞é❢❛✉t✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐té ❡st très ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s

♠❛rq✉é✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t s❡♠❜❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ Nt✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛❝❤és ΘX ❡t ΘY ✱ ❛❧♦✉r❞✐t ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Nt✳

✶✸
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❋✐❣✳ ✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ V [Nt] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✹ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳
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Model 4
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❋✐❣✳ ✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P [Nt > 6] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✹ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳

✶✹
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❋✐❣✳ ✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ t♦✉s ❧❡s t✐tr❡s ❢❛ss❡♥t ❞é❢❛✉t P [Nt = 10] ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✹

♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✳✐✳❞✳ s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳

✶✺



✹ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❡ ❋✐♥❡tt✐ ✭✈♦✐r ❉❡ ❋✐♥❡tt✐ ✭✶✾✸✶✮✮ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t ✐♥t❡r✲

❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ΘY à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [0, 1] t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t

à ΘY ✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Y
ij
t , (i, j) ∈ Ω2

}

s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ΘY ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

ξk,t(z) =E









P









∑

j∈Ft

card(Ft)=z

Y
ji
t > 1|ΘY









k







= E
[

(1− (1−ΘY )z)k
]

=
k

∑

i=0

Ci
k(−1)iE

[

(1−ΘY )iz
]

.

❖r E
[

(1−ΘY )iz
]

= E









∑

j∈A
card(A)=zi

Y
j1
t = 0









❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳

✷✳ ❙♦✐t f−1
z = {i ∈ Ω : i ≤ z, f(i) = 1}✳ ❆❧♦rs

ξk,t(z) =
∑

γ1,...,γk∈f−1
z

P





∑

j∈Ft

Y
j1
t = γ1 ∩ ... ∩

∑

j∈Ft

Y
jk
t = γk card(Ft) = z



.

❖r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
{

Y
ji
t , (j, i) ∈ Ω2

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷

ξk,t(z) =
∑

γ1,...,γk∈f−1
z

C
γ1

z . . . C
γk

z

C
γ1+···+γk

kz

P





kz
∑

j=1

Y
σ(j)
t = γ1 + · · ·+ γk





=
kz
∑

γ=0

∑

γ1+···+γk=γ
γ1,...,γk∈{0,...,z}

f(γ1) . . . f(γk)
C

γ1

z . . . C
γk

z

C
γ
kz

P





kz
∑

j=1

Y
σ(j)
t = γ



.

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷

P





kz
∑

j=1

Y
σ(j)
t = γ



 = C
γ
kz

kz−γ
∑

j=0

C
j
kz−γ(−1)jλj+k,t.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

ξk,t(z) =

zk
∑

γ=0

ηk,z(γ)

zk−γ
∑

j=0

C
j
zk−γ(−1)jλj+γ,t,

♦ù ηk,z(γ) =
∑

γ1+···+γk=γ
γ1,...,γk∈{0,...,z}

f(γ1) . . . f(γk)C
γ1

z . . . Cγk

z .

❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

ηk,z(γ) =
∑

γ1∈{0,...,z}
γ1≤γ

f(γ1)C
γ1

z ηk−1,z(γ − γ1).

✷

✶✻



Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

P [Nt = r Nt−1 = k] =
P [Nt = r, Nt−1 = k]

P [Nt−1 = k]
.

❙♦✉s ❧❡s ❍②♣♦t❤ès❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
{

Zi
t , i ∈ Ω, t ∈ {1, . . . , T}

}

s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱

❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ P [Nt = r, Nt−1 = k] ❡st é❣❛❧❡ à

Ck
nP

[

Nt = r, Z1
t−1 = · · · = Zk

t−1 = 1, Zk+1
t−1 = · · · = Zn

t−1 = 0
]

=Ck
nP

[

Nt = r, Z1
t = · · · = Zk

t = Z1
t−1 = · · · = Zk

t−1 = 1, Zk+1
t−1 = · · · = Zn

t−1 = 0
]

=Ck
nCr−k

n−kP
[

Z1
t = · · · = Zr

t = Z1
t−1 = · · · = Zk

t−1 = 1, Zr+1
t = · · · = Zn

t = Zk+1
t−1 = · · · = Zn

t−1 = 0
]

=Ck
nCr−k

n−kP [Θt = θt,Θt−1 = θt−1].

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ P [Nt−1 = k] = Ck
nP [Θt−1 = θt−1]✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✷

❘é❢ér❡♥❝❡s

❉❛✈✐s✱ ▼✳✱ ▲♦✱ ❱✳ ✭✷✵✵✶✮ ■♥❢❡❝t✐♦✉s ❉❡❢❛✉❧ts✱ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✱ ✸✽✷✲✸✽✼✳

❉❡ ❋✐♥❡tt✐✱ ❇✳ ✭✶✾✸✶✮ ❋✉♥③✐♦♥❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❛ ❞✐ ✉♥ ❢❡♥♦♠❡♥♦ ❛❧❡❛t♦r✐♦✱ ❆tt✐ ❞❡❧❧❛ ❘✳ ❆❝❛❞❡♠✐❛

◆❛③✐♦♥❛❧❡ ❞❡✐ ▲✐♥❝❡✐✱ ❙❡r✐❡ ✻✳ ▼❡♠♦r✐❡✱ ❈❧❛ss❡ ❞✐ ❙❝✐❡♥③❡ ❋✐s✐❝❤❡✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❡ ❡ ◆❛t✉r❛❧❡✱ ✷✺✶✲✷✾✾✳

❉❡♥✉✐t✱ ▼✳✱ ❉❤❛❡♥❡✱ ❏✳ ✱ ❘✐❜❛s✱ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮ ❉♦❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✐s❦s ✐♥❝r❡❛s❡

st♦♣✲❧♦ss ♣r❡♠✐✉♠s ❄✱ ■♥s✉r❛♥❝❡ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✽✱ ✸✵✺✲✸✵✽✳

❉❡♥✉✐t✱ ▼✳✱ ▲❡❢è✈r❡✱ ❈❧✳ ✱ ❯t❡✈✱ ❙✳ ✭✷✵✵✷✮ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛✐♠s ♦❝✲

❝✉r❡♥❝❡s✱ ■♥s✉r❛♥❝❡ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✸✵✱ ✶✱ ✶✲✶✾✳

❊❣❧♦✛✱ ❉✳✱ ▲❡✐♣♣♦❧❞✱ ▼✳✱ ❱❛♥✐♥✐✱ P✳ ✭✷✵✵✼✮ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝r❡❞✐t ❝♦♥t❛❣✐♦♥✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇❛♥❦✐♥❣

✫ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✸✶✭✽✮✱ ✷✹✼✺✲✷✹✾✷✳

❊❧✐③❛❧❞❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮ ❈r❡❞✐t ❘✐s❦ ▼♦❞❡❧s ■ ✿ ❉❡❢❛✉❧t ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ■♥t❡♥s✐t② ▼♦❞❡❧s ❈❊▼❋■ ❲♦r❦✐♥❣

P❛♣❡r ♥♦✳ ✵✻✵✺✳

❋❡❧❧❡r✱ ❲✳ ✭✶✾✻✽✮ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❱♦❧✉♠❡ ■✱ ❏♦❤♥✲❲✐❧❡②

✫ ❙♦♥s✳

❋r❡②✱ ❘✳✱ ❇❛❝❦❤❛✉s✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮ ❆ ❉②♥❛♠✐❝ ❤❡❞❣✐♥❣ ♦❢ s②♥t❡t✐❝ ❈❉❖ tr❛♥❝❤❡s ✇✐t❤ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❣✐♦♥

r✐s❦✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲❡✐♣③✐❣✳

●❡r❜❡r✱ ❍✳❯✳ ✭✶✾✾✼✮ ▲✐❢❡ ■♥s✉r❛♥❝❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✭✷♥❞ ❡❞✳✮✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

●✐❡s❡❝❦❡✱ ❑✳✱ ❲❡❜❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮ ❈②❝❧✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝r❡❞✐t ❝♦♥t❛❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❧♦ss❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❇❛♥❦✐♥❣ ✫ ❋✐♥❛♥❝❡ ✷✽✱ ✸✵✵✾✲✸✵✸✻✳

❏❛rr♦✇✱ ❘✳✱ ❨✉✱ ❋✳ ✭✷✵✵✶✮ ❈♦✉♥t❡r♣❛rt② r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t❛❜❧❡ s❡❝✉r✐t✐❡s ✭✷✵✵✶✮✱ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✺✻✱ ✶✼✻✺✲✶✼✾✾✳

▲❛✉r❡♥t✱ ❏✳P✳✱ ❈♦✉s✐♥✱ ❆✳✱ ❋❡r♠❛♥✐❛♥✱ ❏✳❉✳ ✭✷✵✵✼✮ ❍❡❞❣✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ❢♦r ❈❉❖s ✐♥ ▼❛r❦♦✈✐❛♥

❝♦♥t❛❣✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ■❙❋❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲②♦♥ ❡t ❇◆P P❛r✐s❜❛s✳

❘ös❝❤✱ ❉✳✱ ❲✐♥t❡r❢❡❧❞t✱ ❇✳ ✭✷✵✵✽✮ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝r❡❞✐t ❝♦♥t❛❣✐♦♥ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✱ ❘✐s❦✱

❆✉❣✉st ✷✵✵✽✱ ❙✳ ✼✽✲✽✷✳

✶✼



❙❛❦❛t❛✱ ❆✳✱ ❍✐s❛❦❛❞♦✱ ▼✳✱ ▼♦r✐✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮ ■♥❢❡❝t✐♦✉s ❉❡❢❛✉❧t ▼♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❘❡❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s

▲✐♠✐ts ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ P❤②s✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❏❛♣❛♥✱ ❱♦❧✳ ✼✻✱ ◆♦✳ ✺✳

❙❡r✈✐❣♥②✱ ❆✳✱ ❘❡♥❛✉❧t✱ ❖✳ ✭✷✵✵✷✮ ❉❡❢❛✉❧t ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✿ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❙t❛♥❞❛r❞ ✫ P♦♦r✬s ❘✐s❦

❙♦❧✉t✐♦♥s✳

❙❝❤ö♥❜✉❝❤❡r✱ P✳✱ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ❉✳ ✭✷✵✵✶✮ ❈♦♣✉❧❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❢❛✉❧t r✐s❦ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ✇♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✱ ❇♦♥♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳

❨✉✱ ❋✳ ✭✷✵✵✼✮ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❡❢❛✉❧ts ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✼ ✭✷✮✱ ✶✺✺✲✶✼✸✳

✶✽


