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Introduction

Cet article fait suite a [W1]. Rappelons les définitions des principaux objets. Soit F' un
corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit (V) ¢y ) un espace quadratique,
c’est-a-dire que V est un espace vectoriel de dimension finie sur F' et gy est une forme
quadratique non dégénérée sur V. Soit (W, qy) un autre espace quadratique. On suppose
que 'on a une décomposition orthogonale V=W & Dy & Z, ou Dy est une droite et Z est
muni d'une base {v;;i = %1, ..., £r} telle que gy (v;, v;) = §; —; pour tous ¢, j. On note G
et H les groupes spéciaux orthogonaux de V' et W. Le groupe H se plonge naturellement
dans G. Introduisons le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent
le drapeau

Fv,. Cc Fv,® Fv,._1 C...C Fv. & ...® Fuv.

Notons U son radical unipotent. Fixons un élément non nul vy € Dy et un caractere
continu non trivial ¢ de F'. On définit un caractere & de U(F') par 'égalité

Ew =v( Y av(uo, o).

i=0,...,r—1

Soient , resp. p, une représentation admissible irréductible de G(F’), resp. H(F'), dans
un espace complexe E, resp. E,. Onnote Homy ¢(m, p) I'espace des applications linéaires
¢ B — E, telles que

p(m(hu)e) = &(u)p(h)p(e)

pour tous v € U(F'), h € H(F), e € E,. On note m(p, ) la dimension de cet espace.
D’apres [AGRS] théoreme 1’ et [GGP] corollaire 20.4, ce nombre vaut 0 ou 1. Il est
indépendant des divers choix effectués.

Supposons G et H quasi-déployés sur I et affectons les notations d’un indice ¢ : V;
G; etc... Supposons pour cette introduction dim(W;) > 3. A équivalence pres, il y a un
unique espace quadratique que nous notons (V,, gy, ) tel que dim(V,) = dim(V;), que les
discriminants de gy, et gy, soient égaux mais leurs indices de Witt soient distincts. On
introduit de méme un espace quadratique (W,, qw, ). Le couple (V,, W,) vérifie les mémes
propriétés que ci-dessus. Les groupes spéciaux orthogonaux G,, resp. H,, de V,, resp.
W,, sont des formes intérieures de G, resp. H;. On note Temp(G;), Temp(G,) etc...
les ensembles de représentations tempérées et irréductibles de G;(F'), G,(F) etc... On
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admet que ces ensembles sont unions disjointes de L-paquets vérifiant certaines propriétés
encore conjecturales. Précisément on admet les propriétés (1), (2) et (3) de [W1] 13.2.
Soient I1;, resp. X;, un L-paquet dans T'emp(G;), resp. Temp(H;). Il peut correspondre
a Il; un L-paquet dans Temp(G,), que 'on note I1,. Ou bien il n’y a pas de tel L-paquet
et on pose IT, = (). On définit de méme XJ,. La multiplicité m(p, 7) est bien définie pour
tout (p,m) € (3; x I;) U (X, x I1,,).

Théoréme. Sous ces hypothéses, il existe un unique couple (p,7) € (X; X IT;) U(3, x I1,,)
tel que m(p,7) = 1.

C’est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. Ce théoreme résulte aisément d’une
formule qui calcule m(p, ) comme une somme d’intégrales de fonctions qui se déduisent
des caracteres de p et 7. Plus précisément, revenons aux notations sans indices du début
de cette introduction. Soient 7 et p des représentations admissibles irréductibles de G(F)
et H(F'). On introduit une expression mgyeom (p, ) pour la définition de laquelle on renvoie
a 'introduction de [W1].

Théoréme. Supposons 7 et p tempérées et irréductibles. Alors on a I'égalité m(p, ) =
mgeom(p ) 71-)'

Dans [W1], on avait démontré cette égalité sous les hypotheses que 7 était cuspidale
et p admissible. Ici, on élargit I’hypothese sur m qui n’est plus que tempérée. Par contre,
on impose une hypothese plus forte a p qui est elle-aussi tempérée. Comme dans [W1], le
second théoreme implique le premier. Evidemment, dans [W1], 'hypothése de cuspidalité
présente dans le second théoreme se retrouvait dans le premier. C’est cette hypothese
que nous faisons disparaitre dans le présent article.

Décrivons l'idée principale de la preuve du second théoreme. Rappelons que, pour
une fonction f € C°(G(F)), on dit que f est tres cuspidale si et seulement si, pour tout
sous-groupe parabolique propre P = MU de G (avec une notation familiere) et pour
tout m € M(F'), on a I'égalité

(mu)du = 0.
U(F)
Soient p € Temp(H) et f une fonction tres cuspidale sur G(F'). On note 6, le caractere
de p. Pour tout N € N, on introduit une fonction xy sur G(F) qui est la fonction
caractéristique de I'image réciproque d’un sous-ensemble compact de H(F)U(F)\G(F)
qui est de plus en plus grand quand N tend vers 'infini. Posons

In(0 = 6.(h “hu K dudhdg.
(0, f) /H I /H . / oI (9 hug ()il dy

On montre que, quand N tend vers l'infini, cette expression a une limite. En fait, et
c’est cela qui est fructueux, il y a deux facons de calculer la limite. L’une, que 'on peut
qualifier de géométrique, a été développée en [W1], et conduit a une égalité

limN_)oo]N(Qp, f) = Igeom(9p7 .f)a

ot le membre de droite est une somme d’intégrales sur certains sous-tores de H(F').
Dans le présent article, on calcule la limite d'une autre fagon, que I'on peut qualifier de



spectrale. On obtient une égalité (cf. théoreme 6.1) :

l’l.mN_wo]N(ep, f) = [spec(epa f)>

ou

LpeclBps [) = S [WHIWE T (=1) >

LEE(Mmin) OE{He“(L)};m(O,p)Zl

[iAY : iAhF]_lt(W)_l/ JE (7, fdA.
iA] P
Tous les termes de cette formule seront définis dans I’article. Disons simplement ici que,
dans le cas ou L = G, les objets O sont simplement les représentations irréductibles
tempérées et elliptiques de G(F') et, si 'on pose plus simplement 7 = O, la condition
m(0O, p) = 1 n’est autre que m(p, 7) = 1 tandis que J&(r, f) = 0,(f). Pour L quelconque,
JE (7, f) est la valeur sur f du caractére pondéré associé a my.
On a donc 'égalité

[geom(epa f) - Ispec(epa f)

qui, bien stur, rappelle fortement la formule des traces locale d’Arthur. De fait, la preuve
reprend tres largement celle de [A3]. Dans les deux membres de la formule apparaissent
des distributions qui ne sont pas invariantes : intégrales orbitales pondérées et caracteres
pondérés. Le procédé mis au point par Arthur, appliqué en particulier dans [A5] a la
formule des traces locale, permet de transformer la formule ci-dessus en une autre ou
n’apparaissent que des distributions invariantes. Le terme de droite de cette formule
continue de distinguer les représentations 7 de G(F') telles que m(p,7) = 1. Le second
théoreme résulte facilement de cette formule ”invariante”.

Expliquons encore deux points. Dans la formule non invariante, la fonction f est sup-
posée tres cuspidale, ce qui est assez restrictif. Cela parce que nous ne savons pas calculer
la limite de Iy(6,, f) pour une fonction qui ne vérifie pas cette hypothese (le résultat
rend d’ailleurs douteuse la possibilité d’étendre nos calculs a des fonctions ne vérifiant
pas cette hypothese). Mais, une fois la formule rendue invariante, on peut supposer f
seulement cuspidale (c’est-a-dire les intégrales orbitales J(x, f) sont nulles pour tout
élément = € G(F') qui est semi-simple, fortement régulier et non elliptique). Cela résulte
du lemme suivant (lemme 2.7).

Lemme. Soit f € C*(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction trés
cuspidale f' € C*(G(F)) telle que D(f) = D(f") pour toute distribution D sur G(F)
invariante par conjugaison.

Cet affaiblissement de la condition sur f est nécessaire pour achever la preuve (on
prend pour f un pseudo-coefficient d’une représentation tempérée et elliptique).

Le deuxieme point est I’apparition de la condition m(p, 7) = 1 dans le terme I;pc.(6,, f).
Fixons ici une représentation m € Temp(G). L'espace Hompy(m, p) dont m(p, ) est
la dimension est défini de fagon abstraite. Il ne peut pas intervenir directement dans
Ispec(0,, f) qui est une intégrale explicite. Ce qui intervient dans ce terme, c’est la forme
sesquilinéaire L, , sur £, ®c E, définie par

L, @ e@e)= / (p(h)é,e)(e', m(hu)e)é(u)dudh,

H(F)U(F)



pour €,€ € E, et e,e’ € E; (les produits (.,) sont des produits hermitiens invariants
sur E, et E;). L'intégrale ci-dessus n’est pas absolument convergente, mais on peut la
définir comme une limite d’intégrales absolument convergentes, cf. 5.1. Négligeons cette
question de convergence. Fixons € et e’. Définissons une application { : £, — E, par
Iégalité (€',l(e)) = Ly, (€ ® €,e® e) pour tous € € E, et e € E,. On vérifie que
l € Hompe(m, p). Si Ly, n’est pas nulle, cet espace Homp¢(m, p) ne l'est pas non plus
et m(p, 7) = 1. On a besoin de la réciproque, qui s’avere vraie.

Proposition. Soient m € Temp(G) et p € Temp(H). Alors m(p, m) = 1 si et seulement
si la forme sesquilinéaire L , est non nulle.

Cf. proposition 5.7. Signalons que cette fagon concrete de construire 'espace Hompy ¢(m, p)
se trouve déja dans l'article [II] de Ikeda et Ichino.

La premiere section est consacrée aux notations et a des rappels sur les opérateurs
d’entrelacement et la formule de Plancherel. La deuxieme 1'est aux propriétés des fonc-
tions cuspidales ou tres cuspidales et aux quasi-caractéres qu’elles permettent de définir.
Les sections 3 et 4 sont franchement pénibles. On y démontre diverses majorations
nécessaires pour la suite (pour le groupe G Lj dans la section 3, pour un groupe spécial
orthogonal dans la section 4). On s’inspire ici plus que largement des travaux d’Harish-
Chandra. Signalons & ce propos que 'on fait constamment référence a l'article [W2].
Mais I'apparence est trompeuse puisque dans [W2], on s’était contenté de rédiger des
résultats non publiés d’Harish-Chandra. D’autre part, dans [W2], on avait cru judicieux
de modifier la définition de I’homomorphisme habituel Hg en y glissant un signe —. On
persiste a penser que, sur un corps de base p-adique, c¢’est une meilleure définition. Mais,
pour utiliser les résultats d’Arthur, il vaut mieux reprendre ses définitions. C’est ce que
I'on fait, mais cela induit des changements de signe dans les références que 1'on fera a
[W2] : cela échange une chambre positive avec son opposée. La section 5 est consacrée
a la définition et 1'étude des formes sesquilinéaires L, , évoquées ci-dessus. La preuve
de I'égalité limn_ocIn(0,, ) = Ispec(0,, f) se trouve dans la section 6. Il s’agit pour
I'essentiel de recopier [A3]. On en déduit dans la section 7 les deux théorémes énoncés
ci-dessus.

1 Notations et rappels

1.1 Notations générales

On utilise les notations introduites dans [W1], qui sont la plupart du temps celles
d’Arthur et d’Harish-Chandra. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique
nulle. On note o son anneau d’entiers, pr 'idéal maximal de op, ¢ le nombre d’éléments
du corps résiduel, valp et |.|rp les valuation et valeur absolue usuelles et on fixe une
uniformisante wpg. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F'. On note g I’algebre
de Lie de G. On note Ag le plus grand tore déployé central dans G, X (G) le groupe
des caracteres de G définis sur F', Ag = Hom(X(G),R) et A}, = X(G) ®z R le dual de
Ag. On définit I'homomorphisme habituel Hg : G(F) — Ag. On note Ag r, resp. .[lG,F,
I'image de G(F'), resp. Ag(F), par cet homomorphisme. On note A¢, ., resp. ./Zlép, le



sous-groupe des A € A7 tels que A(() € 27Z pour tout ¢ € Ag p, resp. € fleF. On
note ag la dimension de Ag.

Soit K un sous-groupe compact spécial de G(F). Soit P = MU un sous-groupe
parabolique de G. Rappelons nos conventions : P est implicitement supposé défini sur
F' et la notation P = MU signifie que M est une composante de Lévi de P, définie
sur I, et U est le radical unipotent de P. Supposons que K soit en bonne position
relativement a M. Précisément, il existe un sous-tore déployé maximal Ay de M tel que
K fixe un point de I'appartement associé a Ay dans 'immeuble de G. On a I’égalité
G(F) = M(F)U(F)K. Pour tout ¢ € G(F), on fixe des éléments mp(g) € M(F),
up(g) € U(F), kp(g) € K tels que g = mp(g)up(g)kp(g). On prolonge I'application
Hy : M(F) — Ap en une fonction Hp : G(F) — Ay par Hp(g) = Hy(mp(g)).

Supposons fixé un Lévi minimal M,,;, de G. On pose W& = Normery(Mmin) [ Mumin (F).

On note Z¢ la fonction d’Harish-Chandra ([W2] I1.1). Elle dépend de K. Mais elle ne
nous sert qu’a résoudre des questions de majorations. Or changer de groupe K remplace
=¢ par une fonction équivalente. Il est donc loisible d’utiliser cette fonction sans préciser
le groupe K qui permet de la définir. On utilise aussi la fonction o. Rappelons que,
dans [W1], on a légerement modifié la définition d’Harish-Chandra en posant o(g) =
sup(1,log(]|gl|)). On a la relation o(g¢’) < o(g) + o(¢') < 20(g)o(g’) pour tous g,q" €
G(F). Pour tout réel b > 0, on note 1,4, resp. 1,55, la fonction caractéristique de
I'ensemble des g € G(F') tels que o(g) < b, resp. a(g) > b.

Quand deux nombres réels positifs ou nuls a et b dépendent d’un certain nombre de
variables x4, ..., x,, on dit que a est essentiellement majoré par b, ce que 1’on note a << b,
s’il existe un réel ¢ > 0 tel que a < ¢b pour tous zq, ..., x,. Cette notation est quelque
peu imprécise mais nous évite d’introduire une kyrielle de constantes superflues.

On introduit 'espace S(G(F")) des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F).
C’est 1'ensemble des fonctions f : G(F) — C qui sont biinvariantes par un sous-groupe
ouvert compact et telles que, pour tout réel R > 0, on ait une majoration

1f(9)] << E%(g)o(g)~"

pour tout g € G(F'). L’espace S(G(F)) contient I'espace C°(G(F")) des fonctions loca-
lement constantes a support compact.

Soit 7 une représentation admissible de G(F'). On note sans plus de commentaire E,
un espace complexe dans lequel elle se réalise. Si K est un sous-groupe de G(F’), on note
EX le sous-espace des éléments de F, invariants par K. Supposons 7 unitaire. On fixe
une forme hermitienne définie positive (.,.) sur E, invariante par 'action de G(F'). On
appelle une telle forme un produit scalaire invariant. Précisons notre convention sur les
formes sesquilinéaires : la forme (.,.) vérifie la relation (\Ne’,\e) = NA(¢/,e) pour tous
NN € C, e e € E,. Nous dirons que 7 est tempérée si elle est unitaire, de longueur
finie, et qu’il existe un entier D tel que, pour tous e,e € E,, on ait une majoration

(¢, m(g)e)| << E%(g)a(g)”.
En fait, I'entier D ne sert a rien : on peut prendre D = 0, cf. [W2] lemme VI.2.2.
Supposons G(F') muni d’une mesure de Haar. Si 7 est tempérée, I'action de C°(G(F'))
dans E, se prolonge en une action de S(G(F)). Pour f € S(G(F)) et e,¢’ € E,, on a
I’égalité

(' 7 (f)e) = / T w9



Cette intégrale est absolument convergente. On note Temp(G) I'ensemble des classes
d’équivalence de représentations tempérées irréductibles de G(F).

On fixe un caractere ¢ : F' — C*, continu et non trivial. On note ¢, le plus petit
entier relatif ¢ tel que ¢ soit trivial sur p%.

1.2 Mesures

Dans la suite de l'article, la situation sera la suivante. Le groupe G est fixé, ainsi
quun Lévi minimal M,,;, de G et un sous-groupe compact spécial K de G(F'), en bonne
position relativement a M,,;,.

On munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. On munit G(F') d’'une mesure
de Haar (pour laquelle mes(K') n’est pas forcément égale a 1). Soit P = MU € F(Min)
(les notations F (L), P(L), L(L) sont celles d’Arthur, cf. [W1] 1.1). On munit U(F) de
I'unique mesure de Haar telle que

ot P = MU est le parabolique opposé a P et §p est le module usuel. On munit M (F')
de I'unique mesure de Haar telle que, pour toute f € C°(G(F)), on ait I'égalité

/G(F)f(g)dgz /K/U(F) /M(F)f(muk)dmdudh

Le point est que cette mesure sur M (F') ne dépend pas du sous-groupe parabolique
P € P(M) utilisé pour la définir ([A3] 1.2).

On munit l'espace @A}, C A}, ®r C de la mesure de Haar telle que le quotient
iAy/ ZAX/[ r soit de mesure 1. On pose iA}, o = 1Ay /iAy, et on le munit de la mesure
telle que I'application naturelle de A}, dans @A},  préserve localement les mesures.

Soit T un tore. Si T est déployé, on munit T'(F') de la mesure de Haar telle que le
sous-groupe compact maximal de T'(F') soit de mesure 1. En général, on munit Az (F)
de la mesure que l'on vient de définir et T'(F") de la mesure telle que T'(F')/Ar(F') soit
de mesure 1 pour la mesure quotient.

Remarques. 1. Dans le cas ott M,,;, est un tore, les définitions précédentes peuvent
entrer en conflit. On croit qu’en pratique, il n’y aura pas d’ambigiiité.

2. Dans les sections 3, 4 et 5, on se préoccupera de questions de convergence pour
lesquelles les choix de mesures sont sans importance. On ne tiendra pas compte des
normalisations ci-dessus. On supposera au contraire que les mesures sont choisies de
telle sorte que toutes les constantes qui apparaissent a cause d’elles dans les calculs
soient égales a 1.

1.3 Représentations induites, opérateurs d’entrelacement

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de GG et 7 une représentation admissible
de M(F). On définit la représentation induite Ind(). On note Ef . son espace. Cest



celui des fonctions e : G(F) — E, qui sont invariantes a droite par un sous-groupe ouvert
compact de G(F') et vérifient

e(mug) = 6p(m)"*r(m)e(g)

pour tousm € M(F),u € U(F) et g € G(F). Pour g € G(F), ou f € C*(G(F)), on note
Ind§ (7, g), ou Indg(r, f), Vaction de g, ou f, dans EF_. Pour A € A}, ®rC, on définit la
représentation 7, de M (F') par 75(m) = exp(A(Hp(m)))7(m) et la représentation induite
Ind%(7y). Remarquons que ces représentations ne dépendent que de I'image de A dans
(A3, ®rC)/iA}; p. Supposons My, C M. Notons K I'espace des fonctions e : K — E;
qui sont invariantes a droite par un sous-groupe ouvert compact de K et vérifient la méme
relation que ci-dessus, pour m € K N M(F), u € KNU(F) et g € K. Par restriction
a K, EgjA s’identifie a ICIGDJ, ce dernier espace est donc un modele commun a toutes
les représentations Ind%(7y). Supposons 7 unitaire. On définit un produit hermitien sur
K5, par

(e',e):/K(e'(k),e(k))dk.

C’est un produit scalaire invariant pour la représentation Ind@(7x) pour tout A € 7.4}, p.
Laissons M fixé mais faisons varier P parmi les éléments de P(M). Pour P =
MU, P' = MU' € P(M) et A € A}, ®r C, on définit 'opérateur d’entrelacement

. G G
Jpp(Ta) Ep,, — Ep

Quand la partie réelle de A est dans un certain cone, il est défini par la formule

(rr(m)e)s) = [ e(ug)du.
(UENU )V (F)
En général, il est défini par prolongement méromorphe ( il est méme rationnel, si 'on
considere (A}, ®@g C)/iAj; p comme un tore algébrique complexe). Par restriction a K,
on peut considérer Jp/p(7y) comme un homomorphisme de K¢, dans ICG,J. C’est ce
point de vue que I'on adopte dans la suite.

Supposons 7 irréductible. L’opérateur Jp;p(7x)Jpp(7a) est une homothétie. Notons
j(7x) le rapport d’homothétie. Il ne dépend pas de P. On peut normaliser I'opérateur
d’entrelacement. On introduit une fonction rp/p(7y) & valeurs complexes, qui est méromorphe
et meéme rationnelle, de sorte qu’en posant

Rpp(13) = rpip(T2) " Ipp(Th),

cet opérateur vérifie les conditions du théoreme 2.1 de [A4]. Les principales conditions
sont

- pour P, P/, P’ e P(M), Rp//|p/(7')\)Rp/|p(’T)\) = Rpw|p(’7')\) ;

- supposons 7T tempérée; pour A € iA}, p, Rpp(7y) est holomorphe et son adjoint
pour le produit scalaire est Rp|p(7»).

La définition des opérateurs normalisés s’étend au cas ou 7 est semi-simple. En par-
ticulier, soit PM = MyU}M un sous-groupe parabolique de M tel que M,,;,, C My, soit
To une représentation tempérée irréductible de My(F), supposons que 7 = Ind¥, ().
Pour P = MU € P(M), introduisons le groupe Py = PMU € P(M,). L’espace KF,
s'identifie & Kf . Pour P, P' € P(M) et \ € iA}, p, Vopérateur Rp/p(7y) s'identifie &
Rpyipy(Ton)-



1.4 Caracteres pondérés

On conserve les données M et 7 du paragraphe précédent. On suppose que 7 est
tempérée, donc semi-simple d’apres la définition que 'on a adoptée. Pour tous P, P’ €
P(M), lopérateur Rp/p(7) est bien défini et inversible. Plus généralement, pour tout
A € 1A}, Vopérateur Rpp(7y) est bien défini et inversible. Fixons P. Pour tout P’ €
P(M), considérons la fonction Rp/(7) sur i}, définie par

RPI(T, >\) = Rp/‘p(T)_lqup(T)\).

Elle prend ses valeurs dans I’espace d’endomorphismes de ICIGDJ. La famille (Rp/ (7)) prep(an)
est une (G, M)-famille a valeurs opérateurs ([Al] paragraphe 7). Cela entraine que la
fonction
A Y Rp(m N0 (N)7!
P'eP(M)

sur i.4%, est C* (la fonction @p: est définie en [Al] p.15). On note Ry (7) la valeur de
cette fonction en A = 0. C’est un endomorphisme de Kp,. Plus généralement, soient
M € L(M) et @ = LU € F(M). On définit une (L, M)-famille (R, (7)) prepe iz de
la fagon suivante : RQ . (7) est la restriction a A% de la fonction Rp/(7), ou P’ est un

élément quelconque de P(M) tel que PP C Q et PPNL C PL. Comme ci-dessus, on
associe & cette (L, M)-famille un opérateur R (7).

Le caractere pondéré de la représentation 7 est la distribution f +— J$ (7, f)définie
par

JS (1, f) = trace(Ry (1) IndS(f))
pour toute f € CX(G(F)). Cette distribution est définie a I’aide du sous-groupe para-
bolique P que nous avons fixé, mais on montre qu’elle ne dépend pas de ce choix. Plus
généralement, pour M et Q comme ci-dessus, on définit une distribution f — J Q( f)-
Dans le cas ot M = G, on pose simplement 0. (f) = JS(r, f). La distribution f —
0.(f) est le caractere usuel de 7.

1.5 Le R-groupe

Soient M un Lévi de G et 7 une représentation admissible de M (F'). Soit g € G(F).
On définit la représentation g7 de gM(F)g~* par (g7)(gmg~') = 7(m). Son espace E,,
est égal a E,. Sa classe d’isomorphie ne dépend que de 'image de g dans ’ensemble
de classes G(F')/M(F). La conjugaison par ¢ induit un isomorphisme de A}, ®g C sur
A% 1s-1 ®rC que 'on note A — gA. On a I'égalité g(7,) = (¢7),a pour tout A € A}, @ C.

Supposons M, C M et 7 irréductible et de la série discrete. Notons Normep(7) le
sous-groupe des g € Normegp) (M) tels que g7 ~ 7. Posons W (1) = Normer)(7)/M(F).
Simplifions la théorie en supposant vérifiées les conditions suivantes :

- la représentation 7 se prolonge en une représentation 7V de N ormery(T);

- ’homomorphisme naturel de K N Normgr)(7) dans W(7) admet une section ¢ qui
est un homomorphisme de groupes.

Fixons 7V et ¢. Pour simplifier la notation, on identifie tout élément w de W(r) &
son image +(w). Remarquons que 7V est nécessairement unitaire. Pour P € P(M) et
w € W(r), on définit un homomorphisme

T

AP(w) :Kgfle,w*I - ’Cg,T
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par (Ap(w)e)(k) = 7V (w)e(w™"k). Pour A € iA}; p, on définit un endomomorphisme
Rp(w,7y) de KF . par

Rp(w,73) = Ap(1) Ry pugp(13) = Rppopumt (107)un) Ay s ().
C’est un opérateur unitaire. On a la relation d’entrelacement
IndS((wT)wr, ) Rp(w, 7)) = Rp(w, 72)Indp (T, g)
et la relation de composition
Rp(wiwe, 7y) = Rp(wy, Tw,n) Rp(ws, A).

Apppliquons ceci pour A = 0. Notons W'(7) le sous-groupe des w € W(7) tels que
Rp(w, 7) soit une homothétie. C’est le groupe de Weyl d’un systeme de racines ¥’ dont
tout élément est proportionnel a une racine de A,; dans g. Ce systéme est conservé par
I'action de W (7). Fixons un sous-ensemble >'* de racines positives et notons R(7) le
sous-groupe des éléments de W (1) qui conservent ¥'*. On a la décomposition W (7) =
W'(1) x R(7). L’application w +— Rp(w, T) se prolonge en un isomorphisme de Ialgebre
de groupe C[R(7)] sur I’algebre commutante de la représentation Ind% (7). Ces propriétés
forment la théorie du R-groupe, qui est due a Silberger dans le cas p-adique.

Simplifions encore en supposant le groupe R(7) abélien. On note R(7)" le groupe
dual de R(7). Pour tout caractere ¢ € R(7)¥, notons K _ . le sous-espace des éléments
e € Kg, tels que Rp(w,T)e = ((w)e pour tout w € R(7). Alors Kf_ . est stable par
la représentation Ind% (7). Notons Ind%(7, ¢) la restriction de Ind%(7) & ce sous-espace.
Alors Ind%(7, ¢) est irréductible, sa classe ne dépend pas de P et Ind%(T, () est isomorphe
a Ind% (7, (') si et seulement si ¢ = (.

Soit 7 une représentation admissible de G(F'). On dit qu’elle est proprement induite
sl existe un élément Q = LU € F (M) et une représentation admissible irréductible
o de L(F) tels que Q # G et 7 ~ IndG(o). Soit m € Temp(G). Nous dirons que 7 est
elliptique si elle n’est pas proprement induite. Revenons a la situation précédente. Notons
W (M) = Normep)(M)/M(F) et W(M),¢q le sous-ensemble des éléments de W (M) qui
operent sans points fixes non nuls sur Ay /Ag. Une représentation Ind%(r, () comme ci-
dessus est elliptique si et seulement si R(7) W (M),¢, # 0. Si cette condition est vérifiée,
on a W/(r) = {1}. Inversement, pour toute représentation elliptique 7 € Temp(G), il
existe M, T et ¢ vérifiant toutes les conditions ci-dessus de sorte que 7 ~ Ind%(7, (). La
classe de conjugaison par W¢ du triplet (M, 7, () est bien déterminée.

1.6 La formule de Plancherel-Harish-Chandra

Pour tout M € L(M,n), fixons un élément P € P(M). Notons IIy(M) 'ensemble
des classes d’isomorphie de représentations irréductibles et de la série discrete de M (F).
Cet ensemble se décompose en orbites pour 'action 7 = 7y de 74}, . Notons {II,(M)}
I’ensemble des orbites. Pour chaque orbite O, fixons un élément 7 de cette orbite. Notons
iAS le groupe des A € iA}, tels que les représentations 7 et 7, soient équivalentes. Pour
tout A € iA},, on définit la mesure de Plancherel

m(my) = j(m)~'d(7),



ou d(7) est le degré formel de 7. Soit f € S(G(F')). La formule de Plancherel-Harish-
Chandra affirme 1’égalité

flo) =D WMWY [iAG Ay

MeL(Mmin) Oe{ll2 (M)}

/ m(my)trace(Ind$(ry, g~ 1) IndS(y, £))dA
AN, F
pour tout g € G(F). Seules interviennent de fagon non nulle les orbites O pour lesquelles
une représentation Ind%(7y) admet des vecteurs non nuls invariants par un sous-groupe
ouvert compact de G(F') tel que f soit biinvariante par ce sous-groupe. Ces orbites
sont en nombre fini. La formule ci-dessus est démontrée dans [W2] théoréme VIIL.1.1.
Dans cette référence, il y a quelques constantes supplémentaires dues aux normalisations
différentes des mesures. Arthur a introduit les normalisations que nous utilisons et qui
font disparaitre ces constantes.

Nous aurons aussi besoin d’une autre formule. Fixons P = MU € F(M,,;,) et une
représentation admissible irréductible 7 de M(F'), de la série discrete. Soient e, €’ € KF .
et ¢ une fonction C* sur iAj}; . Définissons une fonction fe o, sur G(F) par

f(g):/A ©(N)(Ind%(7, g)e’, e)m(r)dA.

X
M,F

Cette fonction appartient a S(G(F)). Identifions tout élément de W (M) & un représentant
dans K N Normgr)(M). Notons £(7) Uensemble des couples (w,u) € W(M) x iA}, p
tels que w™'t ~ 7,. Pour (w,u) € £(7), fixons un automorphisme unitaire 7(w, u) de

K, tel que
7(w, p)7u(m) = (w™)(m)7(w, 1)

pour tout m € M (F'). Définissons I'homomorphisme A(w, p) : ICSAPW — K¢, par
(A(w, p)e)(g) = 7(w, we(w™"g).
Pour A € iA}, ;n, définissons I'endomorphisme R(w, i, X) de K par
R(w> 2 )‘) = A(w> :U“)Rw’le\P(T)\-Hi)'
Il vérifie la relation d’entrelacement
R(w, p1, N Ind@(Tap, 9) = IndB(Tux, g) R(w, 11, A).

Posons simplement R(w, j1) = R(w, 11,0). Soient eg, ef, € K. Alors on a I'égalité

/ feero(9)(eh, IndS(T.g)ea)dg = > @(p)(R(w, p)e,e)(eh, R(w, pe).

GAF) (wn)EE()

C’est une autre fagon d’écrire la proposition VII.2 de [W2]. Ici encore, les constantes
disparaissent grace aux normalisations d’Arthur.

L’ensemble £(7) est fini, on peut donc choisir un voisinage w de 0 dans A}, - tel
que (w, pn) € E(7) et p € w entrainent p = 0. Evidemment ’application w — (w,0) est
un isomorphisme de W (7) sur le sous-ensemble des éléments de £(7) de la forme (w,0).
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Supposons valides les hypotheses du paragraphe précédent. Pour w € W (r), I'opérateur
R(w,0) est égal au Rp(w, ) du paragraphe précédent (du moins, on peut effectuer les
divers choix de sorte qu’il en soit ainsi). Pour w € W’(7), c’est une homothétie dont le
rapport est de module 1 par un argument d’unitarité. Seuls les éléments du R-groupe
interviennent de fagon non triviale dans la somme ci-dessus. On obtient alors

(1) supposons le support de ¢ contenu dans w; alors on a 1’égalité

)fe,e',go(g)(ef)afndg(ﬂ 9)eo)dg = [W'(T)|e(0) Y (Rp(w,7)e,e0)(eh, Rp(w, T)e).
weR(T)

2 Fonctions tres cuspidales

2.1 Un lemme d’annulation

Soit 7 une représentation admissible de G(F'). Introduisons sa contragrédiente 7.
Soient B une forme bilinéaire sur Ex x E, et f € C°(G(F)). Fixons un sous-groupe
ouvert compact K; de G(F) tel que f soit biinvariante par K;. Fixons une base BX/ du

sous-espace EX? et introduisons la base duale {é;e € BEr} de Ef 7. Posons

tracep(r(f)) = Y B(é.w(f)e).

ecBXY

On vérifie que ce terme ne dépend ni du choix de Ky, ni de celui de la base. Remar-
quons que la trace usuelle 0,(f)) s’obtient comme cas particulier en prenant pour B
I’accouplement naturel sur Ex x E,. On note < .,. > cet accouplement.

Soient P = MU € F(M,) et T une représentation admissible de M (F'). Soient
B une forme bilinéaire sur Ef, x Ef et f € C2(G(F)). On impose les hypothéses
suivantes

(1) P#G;

(2) f est tres cuspidale (cf. [W1] 5.1);

(3) soient e € EF_ et ¢ € EF, tels que €'(g) ® e(g) = 0 pour tout g € G(F); alors
B(e',e) = 0.

Remarque. ¢/(g) ® e(g) est un élément de E; Q¢ E;.

Lemme. Sous ces hypothéses, on a traceg(IndS(t, f)) = 0.

Preuve. On fixe un sous-groupe ouvert compact Ky de K tel que f soit biinva-
riante par K. Fixons un ensemble de représentants I' de ’ensemble de doubles classes
P(F)\G(F)/Kjy. On peut choisir une base BXs de (EF )"/ telle que, pour tout e € BX7,
il existe v € I' de sorte que le support de e soit contenu dans P(F)yK;. L’élément
correspondant é de la base duale vérifie la méme propriété, avec le méme ~. Pour tout
e € Bfr ona

IndS(r, fle = Z < &, Ind(t, fle > €,
e'eBXs
d’ou
tracep(Ind§(r, f)) = > B(é€) <&, IndG(r, fle > .

e,e’EBKf
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Fixons e, e’ € BXr. 1l suffit de prouver que le terme indexé par e, e’ dans cette somme
est nul. Soient v,v" € I tels que le support de e, resp. €, soit contenu dans P(F)yKy,
resp. P(F)y' K. Siy#+/, on a é(g) ® €'(g) = 0 pour tout g € G(F'), donc B(é,e’) = 0.
Supposons v =+'. On a

< &, Ind%(t, fle >= / / flg) < é(x),e(xg) > dgdx,
K Jar)

ou l'accouplement intérieur est celui sur E: x E.. On effectue le changement de variable
g+ x~'g puis on décompose g en g = muk, avec m € M(F), u € U(F), k € K. D’ou

&, IndS(T, fle >= /// U(Ffa: "muk)

< &(x), T(m)e(k) > dp(m)*du dm dk dz.
Fixons z, k, m et supposons < é'(z),7(m)e(k) ># 0. Cela entraine x € P(F)yK et k €
P(F)yKy. Donc k € P(F)x K. Ecrivons k = m'v'zk’, avec m’ € M(F), v’ € U(F), k' €
Ky et considérons l'intégrale intérieure de la formule ci-dessus. Puisque f est invariante

a droite par Ky, le k" disparait. Par le changement de variable u — m/uw' ~'m'~!, cette
intégrale devient

m’)1/2/ f (™ mm/uz)du.
U(F)

Elle est nulle puisque f est tres cuspidale. Donc < &', Ind%(r, f)e >= 0, ce qui acheve la
preuve. []

Ce lemme admet plusieurs variantes. Supposons M,,;, C M. Au lieu des modeles
E§_ et EF., on peut aussi considérer les modeles KF et K. et une forme bilinéaire B
sur KF . x K3 .. Le lemme reste valide si 'on remplace 'hypothese (3) par

(3) soient e € Kf_ et € € Kf. tels que €'(k) ® e(k) = 0 pour tout k € K ; alors
B(e',e) =0.

Dans le cas ou 7 unitaire, on peut aussi considérer une forme sesquilinéaire B sur
Kp, x Kp, vérifiant la méme condition (3’). Le lemme reste valide.

2.2 Caracteres pondérés et fonctions tres cuspidales
Soient M € L(M,in), T une représentation tempérée de M(F) et f € CX(G(F)).

Lemme. Supposons [ tres cuspidale.
(i) Soient M € L(M) et Q € F(M). Si M # M ou si Q # G, onaJQ( f)=0.
(i) Si T est proprement induite, on a J$ (7, f) = 0.

Preuve. Soit @ = LU € F(M) tel que Q # G. Fixons P € P(M) tel que P C Q.
Pour P’ € P(M) tel que P’ C @, définissons une fonction cpr sur i.4}, par

cpr(N) = trace(Rp p(1) " Rpr (1) Ind$(T, f)).

Il s’agit de la trace d’'un endomorphisme de K .. Par définition, J (7, f) est la valeur

en A = 0 de la fonction
>, erVE ()
P'eP(M);P'CQ
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Pour démontrer que J]{%(T, f) = 0, il suffit de prouver que cp/(A) = 0 pour tous P’ et
A. Fixons P’ et \. Introduisons les représentations 7 = Indk.; (1) et 7’ = Indk, ., (7),
que l'on réalise dans les espaces Kp; - et Kp, - On peut identifier KF_, resp. K, _, &
ICng, resp. ICng,. On dispose de 'opérateur nglmquL(TA) : Kbarr = Kpinp.,- Modulo
les identifications précédentes, Rp/p(7y) s’identifie & Vopérateur e — RE, ppnr(Ta) o€
de IC877r dans ICGJF,. Il en est de méme pour l'opérateur Rp/p(7). Introduisons la forme
sesquilinéaire B sur ICCGM, X IC%7r définie par

B(ee) = (¢, RJLD'mL|PmL(T)_1RILD/mL\PmL(T/\) oe).

On a alors cpr(A) = traceg(n(f)). Les conditions du lemme précédent sont vérifiées, si
'on remplace dans ce lemme P et 7 par ) et 7. Le lemme entraine cp/(A\) = 0 comme
on le voulait.

Soient M et Q = LU comme en (i). On peut appliquer & la (G, M)-famille (RG. (7)) preprm
les formules de descente d’Arthur, en particulier le corollaire 7.2 de [A2]. On en déduit
I’égalité

TR = > (ML L) f).

L'eLL(M)

Le sous-groupe parabolique @' appartient a P(L’) et est contenu dans Q. Si Q # G,
tous ces Q' sont aussi différents de G. Il en est de méme si M # M car dans ce cas,
la condition dﬁ(Z\NJ , L") # 0 implique que L' C L. Alors le résultat précédent entraine
J%(T, f) =0, ce qui prouve (i).

Supposons 7 proprement induite, fixons P’ = M'U’ € FM(M,,;,,) et une représentation
irréductible 7/ de M'(F) tels que P’ # M et 7 = Ind¥ (7). La représentation 7’ est
tempérée. Il résulte des définitions que l'on a 1’égalité

Ty (. f) = T (7', ).

On applique le (i) en remplacant M et M par M’ et M. On obtient la nullité du terme
de droite ci-dessus, d’ou le (ii) de ’énoncé. O

Le terme J§(7, f) dépend a priori des facteurs rp/p(7, ) utilisés pour définir les
opérateurs d’entrelacement normalisés. En fait

(1) pour f trés cuspidale, J$ (7, f) ne dépend pas des facteurs de normalisation.

En effet, considérons deux familles de facteurs, que l'on indexe par les nombres 1
et 2. On en déduit deux (G, M)-familles (cpr1)prepor) et (cpr2)prepr) comme dans
la preuve ci-dessus et il suffit de prouver que ¢y 1 = cpo. Or il existe une (G, M)-
famille (dp/) prep(ar), construite a Paide des rapports rp/p1(7, N)rppa(7,A) 71, telle que
cprq = cpradp pour tout P’. On a alors la formule de descente

CM1 = Z d%([z/, L//)C%Qd% y
L', L"eL(M)

cf. [A2] corollaire 7.4. Le terme @' est un élément de P(M’) et C%g = JY (7, f), ce terme
étant calculé a l'aide de la seconde famille de facteurs. Si L' # G, il est nul d’apres
le lemme ci-dessus. Dans la somme ci-dessus, il ne reste que la contribution du couple

! 1

(L', L") = (G, M). Pour ce couple, cM72d]C\2/[ = cp2, Aol 'égalité cherchée.
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2.3 Induction de quasi-caracteres

Pour ce paragraphe, oublions les choix de mesures de Haar et de sous-groupe compact
spécial que l'on a effectués. Soit M un Lévi de G. On munit G(F') et M(F') de mesures
de Haar. Soit DM une distribution sur M (F) invariante par conjugaison. On sait définir
la distribution induite D = Ind§,(D™), qui est une distribution invariante sur G(F).
Rappelons sa définition. Fixons un élément P = MU € P(M) et un sous-groupe compact
spécial K de G(F'), en bonne position relativement a M. Munissons K et U(F) de
mesures de Haar, compatibles au sens habituel avec les mesures sur M(F) et G(F).
Pour f € C°(G(F)), on définit fp € CX(M(F)) par

fr(m) = 5p(m)1/2/K/U(F)f(/f_lmuk:)dudk.

On pose D(f) = DM(fp). Cela ne dépend pas des choix de P et K. Soit maintenant 6"
une fonction définie presque partout sur M (F'), localement intégrable et invariante par
conjugaison. Soit DM la distribution associée, c’est-a-dire que

DY (p) = /M 0" myim

A T'aide de la formule d’intégration de Weyl, on vérifie que D est elle-aussi associée a
une fonction € sur G(F'), localement intégrable et invariante par conjugaison. Pour tout
r € G(F), fixons un ensemble XM (x) de représentants des classes de conjugaison par
M (F') dans I'ensemble des éléments de M (F') qui sont conjugués a z par un élément de
G(F). Pour x € G,¢y(F), on a I'égalité

(1) B)= ) D) 2DM(a)'6M ().

' eXxXM(z)

Cette formule montre que 6 est indépendante des choix de mesures sur G(F') et M (F).
On note Ind§;(6M) = 0.

Rappelons que 'on a défini en [W1] 4.1 la notion de quasi-caractere sur G(F'). Soit 6
une fonction définie presque partout sur G(F') et invariante par conjugaison. On dit que
c’est un quasi-caractere si et seulement si, pour tout élément semi-simple = de G(F), il
existe un bon voisinage w de 0 dans g, (F') et, pour tout O € Nil(g,), il existe cy.o(z) € C
de sorte que 'on ait 1'égalité

(2)  Olzexp(X)) = > coo(2)i(0,X)

O€eNil(gz)

presque partout pour x € w. Donnons quelques explications. On note GG, la composante
neutre du centralisateur Zg(x) de x dans G et, comme toujours g, son algebre de Lie.
On renvoie a [W1] 3.1 pour la notion de bon voisinage. On note Nil(g,) ’ensemble
des orbites nilpotentes dans g,. La fonction X + j(O, X) est la fonction associée & la
distribution transformée de Fourier de l'intégrale orbitale Jo associée a O, normalisée
comme en [W1] 1.2.

D’autre part, soit OM € Nil(m). On sait définir ”"Porbite induite” de OM. Plus
exactement, c’est la réunion d’un certain nombre d’éléments de Nil(g). Fixons P =
MU € P(M). Une orbite O € Nil(g) est incluse dans cette orbite induite si et seulement
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si I'intersection O N (OM + u(F)) contient un ouvert non vide de OM + u(F). On pose
(O : OM] = 1 si O est incluse dans lorbite induite de O™, [O : OM] = 0 sinon.
Remarquons que si [0 : OM] = 1 et si 'une des deux orbites est réguliere, autre Pest
aussi.

Pour un élément semi-simple z € G(F'), on a fixé ci-dessus un ensemble X (z).
Pour tout élément x’ de cet ensemble, on note I'ys 'ensemble des g € G(F) tels que
grg~t = 2/. Cest un espace principal homogene pour l'action a droite de Zg(z)(F).
Pour tout g € I'y/, la conjugaison par g envoie Nil(g,) sur Nil(g, ). On note O — gO
cette application.

Lemme. Soit 0™ un quasi-caractére de M(F) et 6 = Ind$,(6™). Alors
(i) 0 est un quasi-caractére de G(F) ;
(ii) soient x un élément semi-simple de G(F') et O € Nil(g,) une orbite réguliére ; on

a l'égalité
Ce,o(x) _ Z Z Z DG($)_1/2DM($/)1/2

&' €XM (z) g€,/ /G (F) O'ENil(m,)

[Z3(2)(F) : My (F)] " [gO : Ocom o (2').

Preuve. Soit x un élément semi-simple de G(F'). Considérons un bon voisinage w de
0 dans g,. Pour 2’ € XM(z), posons w, = gwg™!, oll g est un élément quelconque de

[',. C’est un bon voisinage de 0 dans g,/. En prenant w assez petit, on peut supposer

que w? = w, Nmy (F) est un bon voisinage de 0 dans m,/(F) et que le quasi-caractere

oM a(ivmet un développement de la forme (2) dans 2’exp(w?!). On définit Q%WN,, . cest
la fonction sur m,/(F), a support dans w! et telle que Q%WN/,(Y) = QM(:);’exp(}z/)) pour
tout Y € w?. C’est un quasi-caractere sur m,/(F). En adapgant les définitions ci-dessus
aux algebres de Lie, on définit la fonction localement intégrable ¢, , = I ndfj;’/( i,” " %)

sur g,/(F"). On va prouver
(3) pour tout X € w N g, req(F), on a l'égalité

dreap(X)= 33 Do) DY)
o' €XM (z) g€l /G (F)
[Za (@) (F) : Mo (F)] ™ G, (9X g7).
Fixons X. Pour tout 2/ € XM (x) et tout g € 'y, fixons un ensemble XM=/ (g X g~1)
de représentants des classes de conjugaison par M, (F') dans I'ensemble des éléments de
M,/(F) qui sont conjugués & gX ¢! par un élément de G,/(F). 11 est inclus dans w et

on peut supposer qu’il ne dépend que de I'image de g dans ',/ /G, (F). En appliquant la
formule (1) aux fonctions ¢, ,, le membre de droite de la formule (3) est égal a

> Y D) VD) 2 () (F) - Mo (F)]7

2’ eXM(z) gl /G (F)

Z DGI/(Y)_1/2DMII(Y)1/29M(1'/61L'p(Y)).
vexMe! (gXg-1)

Soient 2/, g et Y apparaissant dans cette somme. On a

D%(2)D% (¥) = D°(') D% (Y) = D('exp(Y)),
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DM (2" ) DM+ (Y) = DM (2’ exp(Y)).

D’autre part, z’exp(Y’) est un élément de M (F') conjugué a zexp(X) par un élément de
G(F). Il est donc conjugué par un élément de M (F) a un unique élément de X (zexp(X)).
Notons cet élément y(z’,g,Y). On a

DE(2exp(Y)) > DM (2'exp(Y))?0M (2'exp(Y)) =

D (zeap(X))"2DM(y(2!, 9, Y)) 20M (y(2/, g, Y)).

La formule ci-dessus s’écrit donc

> cy) D (wexp(X))T2DM (y) 20M (y),

yeX M (zexp(X))

ou

c(y) = [Zn (@) (F) + My ()]

Yo

En comparant avec la formule (1) on voit que, pour démontrer (3), il suffit de prouver
que

(4) ¢(y) = 1 pour tout y € XM (zexp(X)).

Soit y € XM(xexp(X)). Fixons v € G(F) tel que yrerp(X)y™' = y. Puisque
y € M(F) N Grey(F), le centralisateur G, de y est contenu dans M. Mais yay~! ap-
partient & G,(F). Il appartient donc & M(F). 1l existe donc 2’ € XM(z) et m €
M(F) tel que yzy~' = ma’'m™t. Posons ¢ = m~'y. Alors g € Ty et v = mg. On
ay = ma'exp(gXg')m~t. Puisque y € M(F), on a aussi 2’exp(gXg~') € M(F),
donc gXg=!' € my(F). Alors gXg=! est conjugué par un élément de M, (F) & un
élément Y € XM/ (gXg™!) et y est conjugué par un élément de M(F) a z'exp(Y).
Pour ces choix de 2/, g, Y, onay = y(2/,g,Y). Soit (z), g1, Y1) un autre triplet, supposons
y = y(x], g1, Y1). Quitte a multiplier g a gauche par un élément de G,/ (F') (ce qui revient a
le multiplier & droite par un élément de G,(F)), on peut supposer Y = gX¢~'. De méme,
on peut supposer Y; = g1 Xg;'. Soit u € M(F) tel que pz'exp(Y)u™! = zjexp(Vy).
Alors pgrerp(X)g~'u™" = grrexp(X)gy . En posant h = gy g, on a hrexp(X)h™! =
rexp(X). Puisque zexp(X) est régulier, cela entraine h € Gpegp(x)(F'). Cet ensemble est
contenu dans G, (F') d’apres les propriétés des bons voisinages. Donc h € G,(F). On a
alors
1

pa'p ™t = pgrg Tt = grhahTlgr = @

Par définition de I'ensemble X™(x), cela entraine z/ = z/. A fortiori, la constante
[Zp(2})(F) © My (F)]! qui intervient dans la définition de c(y) est égale a [Zy (') (F) :
M (F)]™! et ne dépend pas du triplet. Puisque xj = z’, la relation ci-dessus en-

traine u € Zy(z')(F). En revenant a la définition de p, on a puY u~! = Y;. Le couple
(91G(F), Y1) appartient donc a l'orbite de (¢G.(F'),Y) pour 'action de Zy;(2")(F’) ainsi
définie : Taction de p € Zy(2)(F) envoie (9G.(F),Y) sur le couple (¢:G.(F),Y7) tel
que ¢1G,(F) = pgG.(F) et que Y; soit 'unique élément de XM+ (g, Xg;!) conjugué a
wY 1=t par un élément de M, (F). Inversement, on vérifie que tout couple ainsi obtenu
convient. L’action de Zy(2')(F) que 'on vient de définir se quotiente en une action de
Zy () (F) /My (F). Remarquons que Zy(z') N G, = M, car ces deux ensembles sont
égaux au commutant de Ay dans G,. Il en résulte que l'action de Zy(2')(F) /M, (F)
est libre : son action sur la premiere composante 1’est. Le nombre de triplet est donc égal
au nombre d’éléments de ce groupe, ce qui entraine (4) et acheve la preuve de (3).
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La formule (3) nous rameéne au probléme suivant. Soit maintenant  un quasi-
caractere sur m(F'), dont on écrit le développement a ’origine

GM(Y) = Z CgM’oMjM(OM, Y).

OM e Nil(m)

Soit 6 = Ind§;(0™). On doit prouver que 6 posséde un développement & l'origine de la

forme )
(5) 0= 3 @oi%0,X),
O€eNil(g)

et prouver que, pour O réguliere, on a ’égalité

6) wo= > [0:0Y]

OMeNil(m)

Comme on I’a expliqué, I'induction ne dépend pas des mesures de Haar, si on la considere
comme une application portant sur des fonctions localement intégrables. On peut donc
supposer que les mesures sont normalisées comme en [W1] 1.2. L’analogue pour les
algebres de Lie de 'application f +— fp "commute” a la transformation de Fourier. On
en déduit que l'induite d'une fonction YV +— ;M (OM)Y) est la fonction associée a la
transformée de Fourier de la distribution induite de 'intégrale orbitale JgM. I est bien
connu que cette distribution induite est combinaison linéaire des intégrales orbitales J§
pour des éléments O € Nil(g) inclus dans I'orbite induite de OM. En tout cas, I'induite
d'une fonction Y +— jM(OM V) est combinaison linéaire de fonctions X — j¢(O, X),
ce qui prouve l'existence du développement (5). Pour prouver (6), on voit qu’il suffit de
prouver que, pour OM réguliere, la distribution induite de Jg[M est égale a

> j0:0MJ§.

OeN:il(g)

On peut supposer M et GG quasi-déployés, sinon il n’y a pas d’orbites nilpotentes régulieres
et la question est vide. Toute orbite nilpotente réguliere O de g(F') apparait dans l'orbite
induite d’une unique orbite nilpotente réguliere OM de m(F). En effet, fixons P € P(M)
et un sous-groupe de Borel B de G tel que B C P. Soient Y,Y’ € m(F'), N, N' € u(F),
supposons que Y + N et Y/ + N’ appartiennent a O. Quitte a effectuer des conjugaisons
par des éléments de M (F), on peut supposer Y,Y’ € b(F)Nm(F). Soit g € G(F) tel
que g(Y + N)g~t = Y’ + N'. L’élément Y’ + N’ appartient aux deux sous-algebres de
Borel b et gbg—!. Mais Y’ + N’ est régulier donc n’appartient qu’a une seule telle sous-
algebre. Donc gbg™ = b et g appartient & B(F). En écrivant g = mu, avec m € M(F)
et u € U(F), on aalors Y = mYm™!, c’est-a-dire que Y et Y’ sont dans la méme orbite.
Cette unicité nous permet de transformer notre probleme en le suivant : prouver que la
distribution induite de
>

OM yéguliere

58

O réguliere

est égale a

Introduisons un sous-groupe de Borel B comme ci-dessus et un sous-tore maximal 7" C
BN M. Fixons un élément X € (F) N g,eo(F). En utilisant un résultat de Shelstad,
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on a prouvé en [W1] lemme 11.4 que la premiere distribution ci-dessus était la limite
simple des distributions f — JM(2X, f) sur M(F) quand z € F* tend vers 0 (dans
[W1], notre groupe était un groupe spécial orthogonal, mais la démonstration de cette
propriété n’utilisait pas cette particularité). De méme, la seconde distribution est la
limite simple des distributions f +— Jg(2X, f) sur G(F'). Mais il résulte des définitions
que la distribution f +— Jg(2X, f) est l'induite de la distribution f — J3(2X, f). La
conclusion s’ensuit. [J

2.4 Intégrales orbitales pondérées invariantes

Soient f, f" € C°(G(F')). Nous dirons que f et f’ sont équivalentes si et seulement si
D(f) = D(f') pour toute distribution D sur G(F') invariante par conjugaison. Comme
on le sait, cette condition est équivalente a I'une ou 'autre des deux conditions suivantes

(1) Ja(x, f) = Ja(z, f') pour tout x € G(F);

(2) 0.(f) = 6,(f") pour toute représentation m € Temp(G).

Soient M € L(Mpyin), © € M(F) N Gee(F) et f € CX(G(F)). Arthur a défini
l'intégrale orbitale pondérée Jy(x, f). On a rappelé la définition en [W1] 2.3. Il a aussi
défini l'intégrale pondérée invariante Ips(z, f). Rappelons la définition. Pour Z € Ag p,
notons 1p,_z la fonction caractéristique de 'ensemble des = € G(F) tels que He(z) =
Z. Notons Hu.(G(F')) I'ensemble des fonctions f : G(F') — C qui vérifient les deux
conditions suivantes

(3) f est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G(F');

(4) pour tout Z € Ag p, la fonction f1ly,_, appartient a C°(G(F)).

Remarquons que plusieurs définitions posées pour les fonctions appartenant a C°(G(F))
se généralisent aux éléments de H,.(G(F')). Par exemple les intégrales orbitales pondérées
(on pose Ju(x, f) = Ju(x, flug,=He(z))) ou la notion d’équivalence introduite ci-dessus.

Soient L € L(Myn) et f € CX(G(F)). Arthur montre qu'il existe une fonction
OL(f) € Hae(L(F)) telle que, pour toute représentation m € Temp(L) et tout Z € Ay p,
on ait ’égalité

(5) /A Jo(mas Pexp(—MZ))dA = 0x(61(f)1i,—z).

; *
VAL F

La fonction ¢ (f) est bien définie a équivalence pres. On définit Iy, (x, f) par récurrence
sur ay; — ag par la formule

Z IM x, (bL 1HL HL(3U>

Lel(M

Bien sur, Iy (z, f) ne dépend que de la classe de conjugaison par M(F') de x. La distri-
bution f +— Iy(z, f) est invariante par conjugaison par G(F) et ne dépend pas du choix
du groupe K. La propriété suivante en résulte, par simple transport de structure. Soit
g € G(F) tel que gMg" € L(M,,). Alors on a Végalité Iy, (gzg™, f) = Iu(z, f).

Pour f € C*(G(F)), on définit une fonction 16 sur G,.,(F') de la facon suivante.
Soit € Grey(F). Notons M(z) le commutant de Ag, dans G. C'est un Lévi de G et
c’est le plus petit Lévi contenant z. Choisissons g € G(F) tel que gM (x)g™ € L(M,n).
On pose

10;(x) = (—1)2@~9 DO () V2 o (gag ™, £).
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Cela ne dépend pas du choix de g. La fonction /60, est invariante par conjugaison et
localement constante sur G,,(F'). Remarquons que 16y = I8 si f et f’ sont équivalentes,
puisque les distributions f +— Iy (z, f) sont invariantes par conjugaison.

2.5 Fonctions cuspidales et quasi-caracteres invariants

Soit f € C°(G(F)). On dit que f est cuspidale si et seulement si, pour tout groupe
de Lévi M C G et pour tout & € Gy F) N M(F), on a Jg(z, f) = 0. Cette condition
est équivalente a ce que 0,(f) = 0 pour toute représentation m de G(F') qui est tempérée
et proprement induite. Une fonction tres cuspidale est cuspidale.

Lemme. Soit f € C°(G(F')), supposons f cuspidale. Alors 16 est un quasi-caractere
de G(F).

Preuve. Arthur définit un ensemble de représentations virtuelles T, (G). Tout élément
7w de Toy(G) est une combinaison linéaire a coefficients complexes de représentations
elliptiques. Par linéarité, on définit la contragrédiente 7, le caractere 6, et, pour A € iA7,,
la représentation virtuelle 7, qui appartient aussi a T,;(G). On note {T,;(G)} 'ensemble
des orbites dans T.;(G) pour 'action A — my. Si K’ est un sous-groupe ouvert compact
de G(F), il n’y a qu'un nombre fini d’orbites O € T;(G) pour lesquelles il existe 7 € O
et une fonction f € C°(G(F)), biinvariante par K’, de sorte que ,(f") # 0. Pour toute
orbite O, on fixe 7 € O et on définit un certain coefficient ¢(O) > 0. Cela étant, en [A5]
théoreme 5.1, Arthur démontre que, pour toute fonction cuspidale f € C°(G(F)), pour
tout M € L(Myn) et pour tout élément y € M(F) N G,ey(F) qui est elliptique dans
M(F), on a I'égalité

DOy )Ly, f) = Y () / O ()0 ()N

Oe(Tu(G)} “AG F

Elle équivaut a

DY) P (=)™ eIy (y, £ = Y c(O)0r(1)0x(flug=no)-
Oe{T.;(G)}

Soit z un élément semi-simple de G(F'). Pour y dans un certain voisinage de z, on a
He(y) = He(x). Nos définitions et la formule ci-dessus entrainent que, pour y € G,ey(F)
dans ce voisinage, on a ’égalité

(1) 16;() = Y, AO0)x(y)bx(fLug=row):

oe{Tu(G)}

Comme on I'a dit, la somme est en fait finie. Donc 16 coincide dans ce voisinage de x avec
une combinaison linéaire finie de caracteres de représentations admissibles irréductibles.
D’apres Harish-Chandra ([HCDeBS] théoreme 16.2), tout tel caractere est un quasi-
caractere. La notion de quasi-caractere étant de nature locale, la conclusion s’ensuit.
O

On appelle 10 le quasi-caractére invariant associé a f.

La notion de cuspidalité se généralise aux éléments de H,.(G(F)) : f € Hae(G(F))
est cuspidale si et seulement si flp,—z l'est pour tout Z € Ag p. La définition de 16,
aussi : 10 = ZZeAG’F 1041, ,, cette somme étant localement finie.
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2.6 Quasi-caractere et quasi-caractere invariant

Soit f € C°(G(F)) une fonction tres cuspidale. On vient de lui associer un quasi-
caractere [0y sur G(F'). Dans [W1] 5.6 et 5.9, on lui a aussi associé un quasi-caractere
;. En fait, cette définition dépend des choix de mesures. Nous modifions la définition
de [W1] 5.6 en utilisant nos présentes mesures plutot que celles de cette référence. Il
convient de comparer 0y et 10;.

Lemme. Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. Alors
(i) pour tout L € L(M,,:), la fonction ¢ (f) est cuspidale;
(ii) on a I'égalité
b= 3 IWHIWO (1) Ind (165, ).
LEL(Mymin)

Preuve. Pour prouver (i), on doit montrer que, pour tout Z € Ay, g et toute représentation
tempérée proprement induite 7 de L(F), on a 6,(¢r(f)1y,=z) = 0. Cela résulte de
Iégalité 2.4(5) et du lemme 2.2(ii) qui affirme que JE(my, f) = 0 pour tout \ € iAj.

Soit ¢ € CX(G(F')). On peut écrire la formule d’intégration de Weyl sous la forme

1) / RCEOEND VUGS

ME,C(MmZn)

S W) / /(1) Jc(t, ) DO (1) 2,

TeTou(M) T(F)

avec les notations d’Arthur que 'on a rappelées en [W1] 2.4. Pour tout L € L(M),
fixons @ € P(L). On a de méme

/G(F) Indg(leéL(f))@)‘P(g)dg = /

I%L(f)(WPQL(l)dl
L(F)

= D wMwEt Yo IW(MaT)I_lf 165, () JL(t, pq, ) DE (t)!/?dt.

MeLl(Myin) TeT. (M) T(F)

Le terme Ji(t, pq, ) intervenant ci-dessus est égal a Jg(t, ¢). Notons ¢} la fonction figu-
rant dans le membre de droite du (ii) de 1’énoncé. En sommant les égalités ci-dessus, on
obtient

2) /G , Frla)eto)ds
=S et Y L) / i ()Tt @)t

ME‘C(Mmin) Te?;ll(M) T(F)
ol on a posé
yr(t) = D (=1)"CT6k ) () D ().
LeL(M)

Soient M € L(Myin), T € Toy(M) et t € T(F) N Gyey(F). Pour L € L(M), appliquons

la définition de I %L(f) (t) donnée en 2.4. Puisque T est elliptique dans M, le Lévi M (t)

est égal & M (que le groupe ambiant soit G ou L). Donc
105, 5)(8) = (=1) =D (1) 2L (¢ 61(£).
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On peut aussi bien remplacer ¢ (f) par ¢r(f)1a, -, ). Alors

V() = (1) Z Iy (t, b (f) iy —m, 1)

LeL(M)

= (—1)™ 79 JO(t, f).

En se reportant i la définition de [W1] 5.3, on obtient vy r(t) = DE(¢)Y26;(t). On
conclut en comparant les égalités (1) et (2). O

2.7 Fonctions cuspidales et fonctions tres cuspidales

Lemme. Soit f € C*(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction trés
cuspidale f" € C*(G(F)) qui est équivalente a f.

Preuve. Par un procédé de partition de I'unité tel que celui de la preuve de [W1]
proposition 6.4, il suffit de prouver 1’assertion suivante

(1) soit x € G(F) un élément semi-simple ; alors il existe un G-domaine €2 dans G(F)
et une fonction tres cuspidale f' € C°(G(F)) tels que = € Q et Ja(y, f) = Ja(y, f)
pour tout y € QN G,ey(F).

Supposons Ag, # Ag. Il existe un G-domaine {2 contenant x tel que, pour y €
QN Greg(F), on ait Ag, # Ag, autrement dit y n’est pas elliptique dans G(F'). Alors
Ja(y, f) = 0 et il suffit de prendre f' = 0 pour vérifier 'assertion. Supposons maintenant
A, = Ag. Fixons un bon voisinage w de 0 dans g, (F). Le quasi-caractere 16y se descend
en un quasi-caractere I8, , sur g,(F), cf. [W1] 4.3, qui est évidemment a support
compact modulo conjugaison et invariant par 'action de Zg(x)(F'). En combinant la
proposition 6.4 et le lemme 6.2 de [W1], on voit qu'il existe une fonction tres cuspidale
€ CX(G(F)) telle que Oy, = 10, Posons Q = {g~twexp(X)g; X € w,g € G(F)}
et soit y € QNG (F). Siy n’est pas elliptique dans G(F), on a Ja(y, f') =0 = Ja(y, f).
Supposons y elliptique, écrivons y = g~ 'zexp(X)g avec g € G(F) et X € w. D’apres les
définitions, on a Ja(y, f') = 0p »0(X) et Ja(y, f) = 10f,,(X). D'oulégalité Jo(y, f') =
Ja(y, f). Cela prouve (1) et le lemme. OJ

3 Majorations pour le groupe linéaire GL;

3.1 Le groupe linéaire

Soient k£ > 1 un entier, V' un espace vectoriel sur F' de dimension k et (v;)i=1,.,
base de V. On note simplement G Ly, le groupe (algébrique) des automorphismes linéaires
de V. Pour g € GLy(F'), on note (g;;)ij=1,., sa matrice dans la base fixée. On note
By le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G Ly, U, son radical unipotent et
Ay le sous-tore diagonal. Pour a € Ai(F), on note simplement a; = a;; son coefficient
diagonal, pour i = 1, ..., k. On note K}, le sous-groupe compact spécial de G L (F') formé
des éléments a coefficients entiers.
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La théorie du R-groupe est "triviale” pour le groupe linéaire. C’est-a-dire que les
représentations tempérées irréductibles et elliptiques de G Ly (F') sont de la série discrete.

Ces notations seront utilisées pour divers espaces, parfois sans que 'on précise leur
base. Ou bien le choix de cette base sera implicite, ou bien il n’aura pas d’importance.

Dans la suite de cette section, on fixe un entier k£ > 1, on pose G = G Ly, et on utilise
les notations ci-dessus dont on supprime l'indice k.

3.2 Une majoration

Pour tout g € G(F), on note g = ap(g)up(g)kp(g) une décomposition de g telle
que ap(g) € A(F), up(g) € U(F), kg(g) € K. Pour un entier ¢ > 1, on note U(F), le
sous-groupe des éléments u € U(F) tels que valp(u;;41) > —c pour tout i =1, ...,k — 1.
Soient D € R et g € G(F'), posons

I(e, D, g) = / =6 (ug)o (ug) du.
U(F).

Proposition. Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel que
I(¢, D, g) << c®o(9)"6p(an(9))"?

pour tous ¢ > 1 et tout g € G(F).

La preuve sera donnée en 3.4

3.3 Un lemme auxiliaire

Supposons k > 2, notons P = MUp le sous-groupe parabolique des éléments de G
qui conservent la droite Fv;. Soient ¢ > 1 un entier, D un réel et m € M(F'). Posons
UP(F)C = UP(F) ﬂU(F)C et

In(c, Dm) = / =6 (um)or (um) du.
Up(F)e

Lemme. Cette intégrale est convergente. Pour tout D, il existe un réel R tel que
Ip(e, D,m) << cfa(m)"5p(m)*=" (m)

pour tout ¢ > 1 et tout m € M(F).

Preuve. Le réel D est fixé. Soit b > 0 un réel. On a introduit en 1.1 la fonction 1,>;.
Notons Uy le sous-groupe des éléments u € U, tels que u; 2 = 0. Posons

1,(b, D) = / Lo ()5 (an ()20 ()P du,
Uy (F)
Montrons que
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(1) cette intégrale est convergente et il existe € > 0 tel que
Iy(b, D) << exp(—eb)

pour tout b > 0.

Considérons le sous-espace V" de V' engendré par les éléments vy, vs, ..., vg. Soit G” =
G Ly_1 son groupe d’automorphismes, qui s’identifie a un sous-groupe de G. Le groupe
B" = G"N B est le sous-groupe de Borel standard de G”, P = G"N P est un sous-groupe
parabolique de G” et Uy n’est autre que le radical unipotent de P”. D’apres [W2] lemme
I1.4.2, il existe un entier d > 0 tel que I'intégrale

sl Qan (U 1/2<7u_du
(2) /UMF)cSBI« ()20 (u)

soit convergente. Soit u € Uy(F'). On peut supposer az(u) = ags(u). Notons ay, ..., a les
coefficients diagonaux de cet élément. On peut supposer a; = 1 et Hi:l,...,k a;=1.0na

i—(k+1)/2
oplap)” = T laile "

i=1,..k

tandis que

Spi(age () = |a " T Jaili ™2
i=3,....k

D’ou
- 1/2 _
dp(ap()’? = a5 ( IT lail¥ ) Opn(aps(u)'? = a1 |5 00 (agn (u))"/>.
i=3,...k
L’égalité u = apgn(u)ugs(u)kgs(u) et un calcul matriciel entrainent que
valp(ar) = inf{valp(u ;)5 =1,3, ..., k},

d'ott —valp(a;) >> o(u). 1l existe donc € > 0 tel que |a;|z" << exp(—2ec(u)). Si
1,54(u) = 1, on transforme cette relation en |a;|" << exp(—eb)exp(—eo(u)). On obtient

L(b, D) << eap(—eb) /U | Sovlas () Peap(—eo )

La derniere intégrale est convergente d’apres la convergence de (2). D’ou (1).
Introduisons un réel b > 0, que nous préciserons par la suite. On peut écrire

(3) IP(C>D>m) :[<b(C>D>m)+IZb(C>D>m)a

ou

Losle. D,m) = / = (m) o (um)P Ly <y (um) du,
Up(F)e

et

Isy(c,D,m) = / =% (um) o (um)P 1,y (um)du.
Up(F).
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Dans la premiere intégrale, on a o(um) < b et l'intégrale est donc majorée par
bD'/ = (um)o (um)P~" du
Up(F)

pour tout réel D' > 0. D’apres [W2] proposition I1.4.5, on peut choisir D’ tel que cette
derniere intégrale soit convergente et essentiellement bornée par dp(m)'/?ZM(m). Pour
un tel D', on a donc

(4) Iy(c, D,m) << b 6p(m)Y2=M (m).

Introduisons le sous-groupe U; o de Up formé des éléments u dont la seule coordonnée
non diagonale non nulle est uy o et posons Uy o(F). = Uy o(F) NU(F).. On a Up(F), =
Uu(F)U1,2(F)c> d’ou

Isy(c, D,m) / / “ (ugum)o (uyvm)P 1,54 (ugvm) duydv.
Ui, ( Uy(F

Fixons v € Ujo(F). et considérons l'intégrale intérieure, que 'on note Isy(c, D, m,v).
On a
(5) il existe a > 0 tel que

2% 4g9g') << E%g)exp(ac(g))

pour tous g, g € G(F).
En effet, par définition,

=6(g) = /K 55(an(kg))/2dk.

On a ap(kgg') = ap(kg)as(kp(kg)g’) et il existe a > 0 tel que dp(ap(ks(kg)g’))/? <<
exp(ac(g’)). D’ou le résultat.
Remarque. La propriété (5) est vraie pour tout groupe réductif connexe.

On a la majoration o(g¢’) < o(g) + o(g¢’) pour tous g,¢ € G(F). On a aussi une
majoration o(v) << c. Il existe donc ¢; > 0 tel que o(uy) > c10(uyvm)—c—o(m). Quand
1o>p(ugvm) =1, ona o(uy) > c;b—c—o(m). Imposons a b la condition ¢;b—c—a(m) > 0.
D’autre part, d’apres [W2] lemmes I1.1.1 et 11.3.2, il existe un réel D" tel que 'on ait

une majoration
=%(g) << d5(ag(9))?a(g)”"

Ces relations entrainent la majoration

Luy(e; Dym, v) << explac(vm))a(vm)P+2" / 55(a5(1)) 20 ()PP Ly o oimy ()
Uy(F)

<< exp(esc)exp(cao(m))L(erb — ¢ = o(m), D + D")

pour un ¢ > 0 convenable. Cette expression ne dépend plus de v. Le terme I>4(c, D, m)
est majoré par la méme expression, multipliée par mes(U; 2(F').). Cette mesure est ma-
jorée par exp(cgc) pour un ¢z > 0 convenable. D’ou

Isy(¢, D,m) << exp(csc)exp(cao(m))Iy(c1b — ¢ — o(m), D + D"),
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oll ¢4 = ¢ + c3. Il existe aussi ¢5 > 0 tel que 'on ait la minoration

1/2EM(

exp(—cso(m)) << dp(m) m).

D’ou
Isp(c, D,m) << 6p(m)2ZM (m)exp(csc)eaxp(cso(m)) (b — ¢ — a(m), D + D"),
ou ¢g = o + c¢5. Utilisons la relation (1). On voit qu'il existe ¢; > 0 tel que, pour

b = cz(c+ o(m)), le produit des trois derniers termes ci-dessus est borné. Choisissons b

ainsi. Alors

1/2EM(

Isp(c, D,m) << dp(m) m).

Cette majoration et les relations (3) et (4) entrainent celle de ’énoncé. [

3.4 Preuve de la proposition 3.2

On démontre la proposition par récurrence sur k. Le cas k = 1 est évident. Supposons
k > 2. Remarquons tout d’abord que 1’'on peut se limiter a démontrer la majoration de
I'énoncé pour ¢ = a € A(F). En effet, pour g quelconque, on écrit g = wvak, avec
v € UF), a € A(F), k € K. Effectuons le changement de variable u +— wuv™!. Le
nouveau domaine d’intégration est U(F).v. Mais il existe ¢; > 0 tel que cet ensemble
soit inclus dans U(F)ci¢,0(g)- Alors

I(c,D,q) < I(c+ ci0(g),D,a).

Si le deuxieme terme vérifie une majoration comme dans 1’énoncé, le premier terme aussi.
Supposons donc g = a € A(F'). Avec les notations du paragraphe précédent, on a

I(¢,D,a) = / / =% (uva)o (wwa)P du dv
M(F)U(F)e JUp(F)e

:/ Ip(c, D,va)dv.
M(F)NU(F).

En appliquant le lemme 3.3, on a

I(c,D,a) << CR/ 5p(va)*=M (va)o (va) Rdv.
M(F)NU(F)c

Ecrivons M = GLy x G', ou G' = GLj_; et affectons d'un ' les objets relatifs a G'. Ecri-
vons aussi a = (ay,a’), avec a; € F* et a’ € A'(F). On a dp(va)'/? = dp(a)/?dp (a') /2,
EM(va) = E% (vd') et o(va)? << o(a)fo(va’)®. On obtient

I(c,D,a) << cBo(a)fo5(a)?5p (a')"V2I (¢, R, d).

En utilisant la majoration du dernier terme fournie par I’hypothese de récurrence, on
obtient celle cherchée. []
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3.5 Modeles de Whittaker et intégrales de coefficients
On définit un caractere £ de U(F) par la formule

Eu)=v( D ui).

i=1,...k—1

Soit ;1 € Temp(G). On appelle fonctionnelle de Whittaker sur £, une application
linéaire ¢ : E, — C telle que ¢(p(u)e) = &(u)p(e) pour tous u € U(F) et e € E,.
Comme on le sait, ’espace des fonctionnelles de Whittaker sur E,, est une droite. Soit
¢ > 1 un entier. Définissons une forme sesquilinéaire £, . sur £, (ce qui est un raccourci
pour dire qu’il s’agit d’une forme sur E, x E,,) par

Ludee) = [ (@ plwe)gu)du
U(F),
Cette intégrale est absolument convergente d’apres la proposition 3.2. Notons wy x—1j(c)

le sous-groupe des a € A(F) tels que ar = 1 et valp(1 —a;) > ¢ pour tout i = 1,.., k — 1.

Lemme. Pour tous e,e’ € E,, il existe un entier ¢ > 1 tel que L, .(€,e) soit

indépendant de ¢ pour ¢ > c¢y. Plus précisément, soit ¢ > 1 un entier. Il existe c¢

. . s e s wii k—11(c
tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous e, e’ € E,"" n(),

Preuve. Soient e, e’ € B ) Choisissons co tel que ¢g > 1 et —cy+ ¢ < ¢y. Pour
¢ > ¢g, notons U(F). — U(F)¢, le complémentaire de U(F)., dans U(F).. 1l suffit de
prouver que

/‘ (¢, u(w)e)E(u)du = 0.
U(F)c—U(F)c

0
Soit a € wy k-1)(¢). Dans I'intégrale précédente, on peut remplacer e’ et e par p(a)e’ et
p(a)e. Par le changement de variables u — aua™?, I'intégrale devient

/ (¢, p(u)e)é(aua™")du.
U(F)e—U(F)e

0

Elle est donc aussi égale a
mes(w[m_l}(c'))_l/ / (¢, u(w)e)é(aua™")du da.
W[l,kfl](c/) U(F)c—U(F)co

Cette expression est absolument convergente et on peut permuter les intégrales. Mais

/ E(aua™")da =0
wi,k-17(¢’)

pour tout u € U(F). — U(F).,. Cela prouve la nullité cherchée et le lemme. [
On définit une forme sesquilinéaire £, sur £, par

L€, e) =limeoL,c(¢,e).
Cette forme vérifie les relations
L, (p(u)e, p(u)e) = E(w)E(u)Lu(€ e).
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Fixons une fonctionnelle de Whittaker ¢ sur £,, non nulle. Alors il existe C, € C tel que

Lu(€,e) = Cuo(e)o(e)

pour tous e, €. On montrera plus loin que C,, # 0.

Pour un entier ¢ € N, notons ¢~ la fonction caractéristique du sous-ensemble des
a € A(F) tels que valp(a;) > valg(a; 1) — ¢ pour tout i =1,...,k —1. On a

(1) il existe un réel R et, pour tous e, e’ € E,, il existe un entier ¢ € N tel que

[Lu(u(a)e, pla)e)| << te(a')op(a)2o(a’) e (a)dp(a)'/

pour tous a,a’ € A(F).
Si C, =0, c’est évident : £, = 0. Sinon, fixons ey € E,, tel que ¢(ep) =1. On a

L (u(a')e, pla)e) = Cup(p(a)e)p(pla)e) = Cugp(ula’)e’)d(eo)d(eo)d(p(a)e)

__1—
=Cu  Luleo, u(a)e)Ly(eo, plae).
Cela nous ramene a majorer |£,(eg, pt(a)e)|. D’apres le lemme ci-dessus, on peut rempla-
cer L, par L, . pour c assez grand. La majoration voulue résulte de la proposition 3.2

et du fait bien connu qu’il existe ¢’ tel que le support de la fonction a — ¢(u(a)e) soit
contenu dans celui de ¢

3.6 Quelques égalités d’intégrales

Soit A un entier tel que 1 < h < k. Notons P" le sous-groupe parabolique de G formé
des éléments qui conservent le drapeau

Foue..®Fv, CFuu®...0 Fopy1 C... C Fur @ ... & Fuy.

Ecrivons P" = M"U" ot M" est la composante de Lévi qui contient A. On a M" =
GLy, X GLy x ... x GLq, avec k — h termes G'L;. Identifions GL;_; au groupe des auto-
morphismes linéaires du sous-espace de V' engendré par vy, ..., v,_1. Pour un entier ¢ > 1,
notons wy, x—1)(c) le sous-groupe des v € A(F) tels que vy = ... = y1 = 1, 3, = 1
et valp(1 — ;) > cpour i = h,...,k — 1. Posons U"(F), = U(F). N U"(F). Supposons
c+cy > 1. Pour p € Temp(G) et e, €’ € E,, posons

(e e) = / / £, (1(19)¢ s (19)e) det (g) ' dg dy,
Wip,k—1)(ctcy) JUp_1 (F)\GLp_1(F)

Je e) = e, n(u)e)é(u)du.
v = [ e

Lemme. Soient h un entier tel que 1 < h < k et c un entier tel que c > 1 et c+ ¢y > 1.
Les intégrales ci-dessus sont absolument convergentes. Il existe C' > 0 tel que

Jhe e) = CIME, e)

pour tous e, e’ € E,.
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Preuve. Prouvons la convergence de I”(¢’, €). L’intégrale sur le groupe compact w, x—1j(c+

cy) est insignifiante, on peut I'oublier. On décompose g € Up_1(F)\GLy—_1(F) en g = ak,
avec a € Ap_1(F), k € K. La mesure devient dp, , (a)"'dadk. De nouveau, on peut ou-
blier I'intégrale sur K et on doit majorer

/ 1L (u(a)e, p(a)e)||det(a)| o5, | (a)da.
Ap—1(F)

Grace a 3.5(1), c’est majoré par

/ 1o (0)35(a)|det(a) 5*65) (a)da
Ap_1(F)

pour un entier ¢’ convenable. Pour a € A,_1(F), on a

Op(a)ldet(a)|5 05, , (a) = |det(a)lr

et il est immédiat que l'intégrale

/ ter(a)|det(a)|pda
Ap—1(F)

est convergente.

Prouvons la convergence de J(¢', e). 11 suffit de prouver que

/ =% (u)du
UM (F).

est convergente. Puisqu’on en aura besoin plus loin, prouvons la propriété plus forte
suivante. On s’autorise pour un instant a faire varier I'entier c¢. Alors

(1) il existe un réel R tel que

/ =% (m um)du << cfo(m)®6pn (m)
Uh(F).

pour tous ¢ > 1 et tout m € M"(F)

Notons X (m) I'intégrale ci-dessus. On peut écrire m = vak, avec v € U(F) N M"(F),

a € A(F) et k € KN M"(F). La conjugaison par v conserve U"(F)., ce qui permet de
faire disparaitre v. Le terme k disparait également. Puisque o(a) << o(m) et dpn(a) =

dpr(m), on est ramené au cas ou m = a. Effectuons le changement de variable u — aua™".

1

Cela remplace du par §pn(a)du et le domaine d’intégration U"(F), par I’ensemble des
u € UM(F) tels que

valp(u;iy1) > —c +valp(aiyr) — valp(a;)

pour tout i = h,...k — 1. Il existe ¢; > 0 tel que valp(a;y1) — valp(a;) > —cio(a).
L’ensemble ci-dessus est donc contenu dans U"(F )etero(a) O Obtient

X(a) < 5ph(a)/ =% (u)du.

Uh (F)c+clo'(a)
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Pour ' € MM(F)NU(F)NK, on a Z%(u) = Z%(uu’). On peut donc remplacer ci-dessus
u par uw', puis intégrer en u’. D’ou

X(a) << 5ph(a)/ / = (uv)du dv.
M (F)NU(F)NK JUR(F)

ctcio(a)

L’ensemble d’intégration est contenu dans U(F)c4e,0(a)- Donc

X(a) << 5Ph(a)/ =% (u)du.

U(F)chclo(a)

I1 ne reste plus qu’a faire appel a la proposition 3.2 pour obtenir (1).

Le groupe Aj,_1(F) agit a gauche sur U1 (F)\Gp—1(F'). Introduisons le sous-groupe
wiip—1](c + ¢y) de Ap_1(F). Dans la définition de I”(¢’,e), on peut remplacer g par v'g
pour 7' € wp p—1)(c + ¢y). On peut ensuite intégrer en 4/, a condition de diviser le tout
par mes(wp p-1)(c + ¢y)). Puisque wp p_1)(c + cy)wpr—1j(c + cy) = wpr-1)(c + cy), on
obtient

1" e) = mes(wyp—1)(c+ cy)) / /
wit,k—1y(etey) JUn—1(FIN\NGLp—1(F)

L (n(vg)e', u(vg)e)|det(g)| s dg dy.

Le méme calcul qu’en 3.5 montre que
/ L, (n(vg)e', p(vg)e)dy = mes(wp k-1 (c + cp)) Lo e(p(g)e, u(g)e).
w1, k—1)(ct+ecy)
D’ou

@ 1) = mestenife+e) | Luc(il9)e', plg)e) det(9)] ™ dg.
Un—1(F)\GLp_1(F)

On démontre maintenant le lemme par récurrence sur h. Pour h = 1, 'intégrale
ci-dessus disparait et I}(e/,e) = CL,.(¢',e), ou C > 0. Mais U" = U et J!(€/,e) =
L,.c(€ e) par définition. Supposons maintenant h > 2 et le lemme vrai pour h — 1.
Notons Y le sous-groupe des éléments y € GL,_;(F) qui vérifient

-pouri=1,..,h—2 y;; = 1;

-pouri,j=1,...,h—1,aveci #jett#h—1,y;; =0.

Par I'application y — (ya—11, -, Yn—1,h—1) Y s'identifie au complémentaire d'un hy-
perplan (I'hyperplan y,_; -1 = 0) dans un espace vectoriel Y de dimension h — 1 sur
F. On note dy la mesure de Haar sur Y et sa restriction & Y (ce n’est pas une mesure
de Haar sur cet ensemble). On vérifie qu’il existe Cy > 0 tel que, pour toute fonction
intégrable ¢ sur Uy_1(F)\GLp_1(F), on ait 'égalité

/ (g9)dg = Co / / o(g'y)|det(q)) " g g1 |5 dy.
Up—1(F)\GLp_1(F) Y JUp_o(F)\GLp_o(F)

On déduit de cette égalité et de (2) la relation

I'¢,e) = G / PN )€ s 1)) g s [y
Y
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pour un C; > 0 convenable. Grace a I’hypothese de récurrence, on en déduit qu’il existe
Cy > 0 tel que

I2(00) = Ca [ o) mlw)Nnorall iy

Y
_ 6, / / (1), uuy))E(u)dulynr [ dy.
Y Uh—l(p)c

Pour n € N, notons Y,, le sous-ensemble des y € Y tels que valp(ys—1,;) > —n pour tout
j=1,.,h—1.0na
(3) 1" e) = Colimy—oo X,

ou

o / Y / ((y)e’, uuy)e)&(u)dulyn—1p-l " dy.
nOY JURH(E)e

Cette derniere expression est absolument convergente. En effet, remplagons tous les
termes par leurs valeurs absolues. D’apres (1), 'intégrale intérieure est majorée par
o(y)5pr1(y) = o(y)Flyn_1.p_1|5"". L'expression totale est donc majorée par

/;U@VWy

qui est convergente. Posons Z = UM 1(F)N M"(F). Pour y € Y et z € Z, posons
x(y,z) = Zi:l,...,h—l Yn—14%2in. Pour y € Y, notons Z(y) le sous-ensemble des z € Z
tels que valp(z(y, z)) > —c et , pour z € Z, notons Y (z) le sous-ensemble des y € Y
vérifiant la méme condition. Dans X,,, effectuons le changement de variable u — yuy~!.
Cela remplace le domaine d’intégration U""1(F), par U"(F).Z(y), donc la variable u
par vz, avec v € U(F). et z € Z(y), la mesure du par |y,_1 4 1|5 "dzdv et £(u) par

¢(v)Y(z(y, z)). On obtient

Xom [ ] | € R0t iz dy

D’apres 'absolue convergence de cette expression, on peut permuter les intégrales et on
obtient
X, = X, (v)€(v)dw,
UR(F)e

ou

X = [@outve) [ el )iy

YnNY (2)NY

— [t [ ety 2)dyds
z Y,nY (2)

Fixons z € Z. L’ensemble Y, N Y (2) est un op-réseau dans Y et 'application y +—
Y(x(y, 2)) est un caractere de Y. Son intégrale sur le réseau est nulle si le caractere y est
non trivial et vaut la mesure du réseau si le caractere y est trivial. On a

(4) le caractere y — 9 (z(y, 2)) est trivial sur Y, NY(2) si et seulement si valp(z;) >
n+cy pour tout ¢ =1,....,h — 1.

En effet, ce caractere est trivial si et seulement si valp(z(y,z)) > ¢4 pour tout
y € Y,NY (z). Cette condition est satisfaite si z vérifie les conditions de (3). Inversement,
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s'il existe ¢ tel que valp(z;n) < n + ¢y, soit y € Y dont la seule coordonnée non nulle

soit yp—1, de valuation ¢y, — valp(z;p) — 1. Ce nombre est > —n, donc y € Y,,. On a

valp(x(y, z)) = ¢, — 1. On a supposé c+cy > 1, donc valp(x(y, 2)) > —c, ce qui entraine

y € Y(2). La condition valp(z(y, z)) > ¢y n’est pas vérifiée pour cet y. D’ou (4).
Notons Z" I'ensemble des z € Z vérifiant les conditions de (4). Alors

X, (v) = /n(e', p(vz)e)mes(Y, NY(2))dz.

L’inégalité ¢ + ¢, > 1 entraine que, pour z € Z”, on a Y, N Y (z) = Y,. D’autre part, si
n est assez grand, on a u(z)e = e pour tout z € Z™. Alors

X, (v) = mes(Y,)mes(Z™) (€, u(v)e).

Le produit des mesures est une constante positive, disons C5. Pour n assez grand, on a
donc

X, = Cg/ (¢!, p(v)e)é(v)dv = CsJ" (€ e).
U (F)e
En reportant cette égalité dans (3), on obtient
Ich(e/, 6) = CQCgJCh(el, 6),

ce qui acheve la preuve. [

3.7 Propriétés des fonctionnelles de Whittaker

Soient p € Temp(G). Appliquons le lemme précédent pour h = k. On obtient une
égalité

/ L,(1(g)e’s ulg)e)dg = C(€e)

Ug—1(F)N\GLg—1(F)

pour tous e, e’ € E,, ot C' est une constante positive. Il en résulte que £,, est non nulle,
autrement dit que la constante C), du paragraphe 3.5 est non nulle. On peut alors récrire
la relation 3.5(1) et le lemme 3.6 sous la forme suivante.

Lemme. Soient i € Temp(G) et ¢ une fonctionnelle de Whittaker non nulle sur E,,.
(i) 1l existe un réel R et, pour tout e € E,, il existe ¢ € N tel que

[p((ae)] << to(a)dp(a)'o(a)”

pour tout a € A(F).
(ii) Pour tout h =1, ..., k et tout entier ¢ tel que ¢ > 1 et ¢+ ¢, > 1, il existe C' > 0
tel que 'on ait I’égalité

/ / 3(a(ag) )b (ulag)e) det(q) 5 dg da
wink—1)(ctey) JUp—1(F)\GLp—1(F)

=C (¢, (u)e)€ (u)du

UM (F)c

pour tous e, e € E,.
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4 Majorations pour un groupe spécial orthogonal

4.1 Les groupes spéciaux orthogonaux

Soit (V, gy ) un espace quadratique sur F', c’est-a-dire que V' est un espace vectoriel de
dimension finie sur F et gy est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur V' (on
dira souvent que V' est un espace quadratique, la forme ¢y étant sous-entendue). On note
aussi gy la forme quadratique définie par gy (v) = gy (v,v)/2. On note dy la dimension de
V et G le groupe spécial orthogonal de V. Considérons un systeme hyperbolique maximal
(v44)i=1,..; dans V' ("systeme hyperbolique” signifie que gy (v;,v;) = 0; _; pour tous 1, j,
ou d;_; est le symbole de Kronecker). Notons Z le sous-espace de V engendré par ce
systeme et V,,, I'orthogonal de Z dans V. La restriction gqy,, de qy a V,, est anisotrope.
On note dgy, v la dimension de V,,. Fixons un réseau spécial R, C Vg, ([W1] 7.1). On
peut choisir un réseau Ry de Z ayant une base formée de vecteurs proportionnels aux v;,
de sorte que R = Rz ® R, soit spécial. On note K le stabilisateur de R dans G(F). C’est
un sous-groupe compact spécial de G(F'). Considérons une suite d’entiers (ky, ..., k) telle
que k; > 1 pour tout j et ijlws k; <. Pour tout j, notons Z;, resp. Z_;, le sous-espace
de V' engendré par les v;, resp. v_;, pour ¢ = ky + ...+ kj_1 +1,..., ki + ... + k;. Notons
V Dorthogonal dans V de la somme des Z+; et notons G le groupe spécial orthogonal
de V. Notons P le sous-groupe parabolique de G formé des éléments qui conservent le
drapeau de sous-espaces

IWCh®lyC...ChHP...P 7,

Notons M la composante de Lévi de P formée des éléments qui conservent chaque sous-
espace Z4;. On a 3
(1) M ~GLg, X ... x GLg, X G.

On sait que K est en bonne position relativement a M. Inversement, si P = MU est
un sous-groupe parabolique de G, si K est un sous-groupe compact spécial de G(F') en
bonne position relativement a M, on peut trouver un systeme hyperbolique, un réseau
spécial et une suite d’entiers de sorte que P, M et K soient déterminés comme ci-dessus
(ces données ne sont pas uniques). Si s = [ et k; = 1 pour tout j, M est un Lévi minimal
et inversement, si M est un Lévi minimal, on peut supposer ces égalités vérifiées.

Dans la situation ci-dessus, supposons M minimal et notons-le plutot M,,;,. L’appli-
cation naturelle K N Norme gy (Mmin) — WE est surjective et il est utile de remarquer
qu’elle possede une section ¢ : W& — KN N orme(ry(Mpmin) qui est un homomorphisme
de groupes. En effet, pour tout i = +1, ..., =/, fixons un élément v, € Fv; de sorte que
(v)i=x1,.. 41 soit une base sur op de Rz. Parce que R est un réseau spécial, on peut
supposer que qy (v,v" ;) = qv (v}, v ) pour tous i,i' = 1,...,1. Si V,,, # {0}, fixons un
élément g,, du groupe orthogonal de V,, tel que det(g.,) = —1 et g2, = 1. L’action de
tout élément de ce groupe orthogonal, en particulier I'action de g,,, conserve le réseau
Ran - Notons WX le sous-ensemble des éléments g € G(F') qui agissent par permutation
sur 'ensemble {vy;;i = 1,...,1} et agissent sur V,,, soit par I'identité, soit comme ggy,.
On vérifie que W* est un sous-groupe de K N Normegr)(Muym) et que application
naturelle de W% dans W¢ est un isomorphisme.

Les hypotheses de 1.5 sont vérifiées pour le groupe G. Soient M un Lévi que 'on écrit
sous la forme (1) et 7 une représentation admissible irréductible et de la série discrete
de M(F). On a

TR ... QUs @ T,
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oll i1, Tesp. 7, est une représentation de la série discrete de G Ly, (F'), resp. G(F). L’espace
A s'identifie naturellement a R®. Supposons R(7) YW (M),, # 0. Alors le groupe R(7)
s’identifie & un sous-groupe de {£1}*. Un élément € = (ey, ..., €5) de ce groupe agit sur
R® par

(X1, ey Ts) = (€121, ..., €5T5).

Le groupe R(7) contient I’élément ¢ = (—1, ..., —1) de {£1}*, qui est 'unique élément de
R(T) "W (M)yeg. On a |det(t — 1)j4,,| = 2°M.

Soit 7 une représentation tempérée irréductible et elliptique de G(F’). On peut trouver
M, 7 comme ci-dessus, et ¢ € R(7)" de sorte que 7 = Ind%(7, (), ot P est un élément de
P(M). Puisque la classe de conjugaison du couple (M, T) est bien déterminée, on peut
poser r(m) = |R(7)| et t(m) = 2.

4.2 Espaces quadratiques compatibles

Soient (V. qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques. Notons G et H leurs groupes
spéciaux orthogonaux, dy et dy les dimensions de V' et W. Supposons par exemple
dy < dy. On dit que les deux espaces quadratiques sont compatibles si dy et dy sont de
parités distinctes et si W est isomorphe (comme espace quadratique) a un sous-espace
de V' dont l'orthogonal est déployé, c’est-a-dire une somme orthogonale Dy ® Z, ou Dy
est une droite et Z est hyperbolique. On peut alors identifier W a un sous-espace de V'
et H a un sous-groupe de G. D’apres le théoreme de Witt, cette identification est unique
a conjugaison pres par un élément de G(F).

Supposons que V' soit la somme directe orthogonale de deux sous-espaces V' et 7/,
avec Z' hyperbolique. Alors V et W sont compatibles si et seulement si V' et W le sont.

Soient V et W deux espaces quadratiques compatibles, avec dy < dy. On fixe un
isomorphisme V = W & Dy & Z avec les propriétés ci-dessus, une base hyperbolique
(v4i)iz1,..» de Z et un élément non nul vy € Dy. On pose Vy = W @ Dy et on note Gy son
groupe spécial orthogonal. On note A le sous-tore maximal du groupe spécial orthogonal
de Z qui conserve chaque droite Fvy,;. Pour a € A(F) et i = £1, ..., &7, on note q; la
valeur propre de a sur le vecteur v;. On note P le sous-groupe parabolique de G formé
des éléments qui conservent le drapeau

Fv. C Fv,® Fv,_1 C..C Fu.&..® Fu

de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Lévi qui contient A.
On a I'égalité M = AGy. On définit un caractere £ de U(F') par

Ew =v( Y av(uo, o))

i=0,...,r—1

On fixe un réseau spécial Ry C Vg, cf. [W1] 7.1. On choisit, ainsi qu’il est loisible,
un réseau Ry C Z possédant une base sur op formée de vecteurs proportionnels aux v;
et tel que le réseau R = Ry @ Rz soit spécial. On note K le stabilisateur de R dans
G(F). Pour un entier N > 1, on définit une fonction xy sur G(F') de la fagon suivante.
Elle est invariante a gauche par U(F') et a droite par K. Sa restriction a M(F) est la
fonction caractéristique des éléments agy, avec a € A(F') et gy € Go(F'), qui vérifient les
conditions |valr(a;)] < N pour tout i = 1,...,7 et g5 'eg € p’ Ro.
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Remarque. Les constructions et notations ci-dessus seront utilisées sans plus de
commentaires chaque fois que I'on se donnera des espaces quadratiques compatibles V'
et W avec dy < dy.

4.3 Les résultats

On énonce ici toutes les majorations que la section est destinée a prouver. On fixe
pour toute cette section deux espaces quadratiques compatibles (V) qy) et (W, qw ) tels
que dy > dy .

(1) 1 existe un réel R tel que

/ 1,0(g)dg << exp(Rb)
G(F)

pour tout réel b > 0.
Remarque. Cette assertion vaut en fait pour tout groupe réductif connexe G.
Pour un entier N > 1 et un réel D, posons

I(N.D) = /G e OENORO

(2) Cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que
I(N,D) << N%

pour tout entier N > 1.

Pour u € U(F) et tout i = 1, ..., 7, on note u; ;_; la coordonnée u; ;1 = qy (uv;_1,v_;).
Pour tout entier ¢ > 1, on note U(F'). 'ensemble des u € U(F) tels que valp(u;;—1) > —c
pour tout i = 1,...,r. C’est un sous-groupe de U(F) conservé par conjugaison par H(F').
Pour un réel D et un élément m € M(F'), on pose

X(¢,D,m) = / =2 (um)o (um)P du.
U(F).

(3) Cette expression est convergente. Pour D fixé, il existe un réel R tel que
X (e, D,m) << "o(m)"3p(m)"*ZM (m)

pour tous ¢ > 1 et tout m € M(F).
(4) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, I'intégrale

/ =H(R)2%(hu)o (hu)Pdu dh
H(F)U(F)e

est convergente.
(5) Pour tout réel D et tout entier ¢ > 1, I'intégrale

/ / =% (hu)ZH (W'h)ZC (W' )o (hu)Po (W) P du' dh! du dh
H(F)U(F)e J H(F)U(F).
est convergente.
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Soient D et C' deux réels, ¢, ¢ et N trois entiers. On suppose C, ¢, ¢, N > 1. Pour
m e M(F), he€ H(F), u,u’ € U(F), posons

¢(m, hyu,u'; D) = Z8 ()2 (u/'m)Z% (u ™ h ™ u/'m) sy (m)o ()P o(u)Po(h)Po(m)Pop(m)~".

Posons
(¢, N, D) / / é(m, h,u,u’; D)du' du dh dm,
MF) JHFEUF). JUF)

I(c,d,N,D) / / / é(m, h,u,u'; D)du' du dh dm,
M(F) JH(F U(F)~U(F),

I(c,d,N,C,D) / / / 1ysc(hu)p(m, h,u,u's D)du' du dh dm.
M(F) JH(F)U(F),

(6) L'intégrale I(c, N, D) est convergente les termes ¢ et D étant fixés, il existe un
réel R tel que
I(c,N,D) << N*%

pour tout N > 1.
(7) L’intégrale I(c, ', N, D) est convergente; les termes ¢ et D étant fixés, pour tout
réel R, il existe a > 0 tel que

I(c,d,N,D) << N~ %

pour tout N > 2 et tout ¢ > alog(N).
(8) 'intégrale I(c,d, N,C, D) est convergente; les termes ¢ et D étant fixés, pour
tout réel R, il existe o > 0 tel que

I(c,d,N,C,D) << N F

pour tout N > 1, tout ¢ > 1 et tout C' > a(log(N) + ).

4.4 Preuve de la majoration 4.3(1)

Fixons un Lévi minimal M,,;, de G tel que K soit en bonne position relativement a
Mmin- SOlt szn Mmanmzn S 73 mzn) OII a

/ 1,<(g dg—// / 1,<p(muk)dm du dk.
G(F mzn(F mzn

D’apres [W2] lemme I1.3.1, il existe ¢; > 0 tel que la relation o(muk) < b entraine
g(m) < ¢1b, o(u) < ¢1b. Alors

(1) /G - Lo<b(g)dg << /

Montrons que la premiere intégrale vérifie la condition requise. On peut fixer des co-
ordonnées (u;);e; sur Uy, de sorte que du = HjeJ du; et que la condition 1,.,5(u)
entraine valg(u;) > —cob pour tout j, pour une constante ¢, > 0 convenable. Or il existe
c3 tel que la mesure de 'ensemble {x € F;valp > —cyb} soit bornée par exp(csb), d’ou
le résultat. On doit borner la seconde intégrale de (1), ce qui nous rameéne au cas ou

10-<Clb(u)dU// 10-<Clb(m)dm.

min
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G = M. Dans ce cas, G(F') est le produit de Ag(F') et d'un sous-ensemble compact.
Cela nous ramene au cas ou G = Ag est un tore déployé. On se ramene immédiatement
au cas ou ce tore est de dimension 1. Alors il existe une constante ¢4 > 0 telle que notre
intégrale soit la mesure de l'ensemble {x € F'*; |valp(x)| < c4b} (pour la mesure de Haar
multiplicative). Cette mesure est essentiellement bornée par b. O

4.5 Majoration d’une intégrale unipotente, cas r > 2

Supposons r > 1. Pour tout ¢ = 1,...,7, on note P; le sous-groupe parabolique des
éléments de G qui conservent le drapeau

Fv. Cc Fv, ® Fv,_1 C ... C Fu, & ... & Fu;.

On note U; le radical unipotent de P; et M; la composante de Lévi qui contient M.
Notons U, le sous-groupe des éléments u € U, tels que u,,_1 = 0. Pour un réel D,
posons

La.0) = [  Tezl)3plmp ()25 () ()

Lemme. Supposons r > 2. L’intégrale ci-dessus est convergente. Pour D fixé, il existe
e > 0 tel que
I, (b, D) << exp(—eb)

pour tout b > 0.

Preuve. Notons V, I'orthogonal dans V' de I'espace de dimension 4 engendré par v,.,
Up_1, Vi—r €t v_,. Pour x € V; et y € F, notons u(z,y) 'unique élément de Uy(F') tel
que u(z,y)v_, = v_, + x + yv,_1 — qv(x)v,. Alors (z,y) — u(z,y) est un isomorphisme
de V, x F' sur Uy(F'). On pose simplement u(x) = u(x,0) et y = u(0,y). Une description
analogue vaut sur le corps de base F'. On note U4, resp. Y, le sous-groupe de U, ;, formé
des u(z), resp. y. On a U,; = U,;Y. Notons V; I'orthogonal dans V' du plan engendré
par v,_; et v1_,. Notons Gy le groupe spécial orthogonal de V; et affectons d'un indice £
les intersections avec Gy des groupes que 1'on a introduits. En particulier P,y = Gy N P,.
On voit que U, n’est autre que le radical unipotent de P,4. Soit x € Vj, introduisons
Pélément mp, (u(z)), que I'on écrit a(z)go(w), avec a(x) € A(F), go(z) € Go(F). On a
a(z),—1 = 1 puisque a(x) € Gy(F). Pour tout v € V, notons valg(v) le plus grand entier
n € Z tel que v € pR. On a

(1) il existe ¢, c2 € Z tel que valp(a(z),) = inf(0,c1 + valg(z), c2 + valp(qv ())) ; il
existe ¢; > 0 tel que |a(x), |zt << exp(—eo(u())).

En effet, posons k = u(z)~"'mp, (u(z))up,(u(z)). On a k = kp,(u(z))~" € K. Donc
valp(kv_,) = valg(v_,). Mais kv_, = a(z)*(v_, — z — qy(x)v,), d'ol

valgr(kv_,) = —valp(a(z)) + valg(v_, — x — qv(x)v,).
D’apres la définition de R, on a

valr(v_, — x — qv(x)v,) = inf(valg(v_.), valg(x), valp(qy (z) + valg(v,)).
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En utilisant toutes ces égalités, on obtient

valp(a(z),) = inf(0, —valg(v_,) + valg(z),valg(v,) — valg(v_,) + valp(qv(x))).

D’ou la premiere assertion de (1). La seconde s’en déduit immédiatement.
On a légalité mp(u(x)) = mp,(u(x)). On calcule

dp(mp(u(x))) *=M (mp(u(e)) = Z%(go(x)) [ lataylp ™",
Op, (mp, (u(x))) 22 (mp (u(x))) = 2% (go())a(w), " [T )l ™",

(2)  dp(mp(u())?EY (mp(u(x))) = la(z),]p'p, (mp, (u(@))) /=M (mp, (u(2))).

Soient z € V, et y € F. On a

(3)  dp(mp(u(z)y))*EY (mp(u(e)y)) << dp(mp(u(z)))*EY (mp(u(x))exp(Rio(y)),

ou o(y) = sup(l, —valp(y)). Introduisons un réel g > 0 que nous fixerons plus tard et
posons

o oy= [ [ debuessme )
= mp(ula))o(ua
)

)y
z)y) — o(u(z))| << pb. Si p est assez petit, la
u(z)) = 1. Grace a (3), on obtient

y)Pdx dy.

Pour y tel que valg(y) > —ub, on a |o(u(x
condition 1,5(u(r)y) = 1 entraine 1,55/2(u

L4(b, D) << / Lozp2(u(x))dp(mp(u(@))) P=M (mp(u(2)))o (u(z)) de

Vi

/ (ub)Pexp(Rio(y))dy.
yEFwalp (y)>—pb

Il existe Ry tel la derniere intégrale soit bornée par exp(Rsopub). Dans la premiere intégrale,
on utilise (1) et (2). Pour 1,55/2(u(x)) =1, on a

dp(mp(u(2))?EM (mp(u(e)) <<

exp(—e1b/4 — ero(u(x))/2)0p(mp, (u(x)))*EM (mp, (u(x))).
Alors

L4(b, D) <€5629(R2ub—61b/4)/ exp(—e10(u(x))/2)dp(mp, (u(x)))"/?

Vb

=M (mp, (u(x)))o(u(x)) dz.
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D’apres [W2] lemme 11.4.3, cette intégrale est convergente. Choisissons u tel que €;/4 —
Ryp > 0 et notons €5 ce dernier terme. On obtient alors

]&u(b, D) << exp(—ed).

Le réel p étant maintenant fixé, posons

mooy= [ [ debuessm )

=M (mp(u(z)y))o(u(@)y)de dy.

Il nous reste a majorer cette expression. Soit y € F' tel que valp(y) < pb. Le groupe Y
est en fait le sous-groupe unipotent U, du groupe G Ly agissant dans le plan engendré
par v,_q et v_,.. Dans GLs, on a ’égalité habituelle

o (o ?)=(0,0)0 ) (5 0)

On en déduit une égalité y = a(y)n(y)k(y) ou

a(y) est 'élément de A(F) tel que a(y), = a(y)r—1 = y et a(y); = 1 pour i =
1,....,r—2;

n(y) est 'élément de Up(F) qui envoie v, sur v, — yv1_,, U1 SUr v,_1 + yv_, et fixe
les autres vecteurs vy; ainsi que Vj;

k(y) est un élément qui reste borné.

Soit x € V;,. On a u(z)a(y) = a(y)u(y 'z). Posons 2’ = y~'z. Un calcul matri-
ciel montre que u(z)n(y)u(z’)™t = n(z’',y)n(2',y), ou n(z',y) € Up(F) et n(z',y) est
I'élément de Up(F') qui envoie v,_1 sur v,_1 — yqy (2")v,, v_, sur v_, +yqy (' )v;_, et qui
fixe les autres v4; ainsi que V. D’ou

u(x)y = a(y)n(@', y)n(z', y)u(z')k(y)

= a(y)n(a’, y)n(a', y)a(x")go(«")up, (u(2))kp, (w(z'))k(y).

Posons n/(2',y) = a(z') 'n(a’,y)a(z’). Cest I'élément de Up(F') qui envoie v, ; sur
ve_1—ya(z) gy (2 )vp, v, sur v, +ya(z’) gy (2')vr ., et qui fixe les autres vy ainsi que
Vo. Cet élément n'(2', y) appartient au sous-groupe unipotent Us du groupe G Ly agissant
dans le plan engendré par v;_, et v_,.. En utilisant (4), on an’(z',y) = a(2’, y)n/ (2, y)k(2', y)
oun(x',y) € Up(F), k(a',y) reste borné et a(z’,y) est 'élément de A(F) tel que

- st valp(qy(2')) + valp(y) — valp(a(2’),) > 0, a(z’,y) =1;

- sivalp(qy (2')) +valp(y) —valp(a(z'),) < 0, a(2',y), = a(z') yqv (), a(z',y),—1 =
()74 et a(z’,y); = 1 pour tout i = 1,...,r — 2.

u(@)y = a(y)n(z’, y)a(z)a(’, y)n' (', y)k(x', y) go()up, (u(2’)) kp, (u(z') k(y).

L’élément k(z',y) appartient au méme groupe G Ly que ci-dessus. Ce groupe commute a
Gl. Il conserve le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G formé des éléments
qui conservent le drapeau

Fv_,® Fv_, CFvo_,® Fvy_,®Fvy, C...C Fvo_,®...® Fv_;.
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Ce radical unipotent est contenu dans Up et contient Up,. Donc k(z', y)up, (u(z')) k(2 y)~le
Up(F'). Finalement

u(z)y € Up(Fa(y)a(z")a(z’, y)go(x')T,

ou I' est un ensemble borné. On en déduit, grace a (2)
dp(mp(u(z)y)*=M (mp(u(z)y)) << dp(a(y)a(z’,y))!*5p(mp(u(a’)))/*=M (mp(u(a’)))

<< dpla(y)a’, y))*|a(x'), | 05, (mp, (u(a))) P2 (mp, (u(2))).
On calcule
p(a(y)? = lylm ™,

515(@(55,,9))1/2 = |a(55,,?/)r—1|F-

Dans l'intégrale ]ﬁu(b, D), effectuons le changement de variable x — yz, autrement dit
2’ + z. Cela remplace dz par |y|% ~*dz. En majorant la fonction 1,54(u(z)y) par 1, on

obtient B

5) oD << [ (i) |18, (o, (u()

yeFwalp (y)<—ub JV,

EM(

mp, (u(x)))a(z, y)r|ro(y) o (u(@))? |ylF dz dy.

Posons R, = RNV, et notons R son dual, c’est-a-dire R = {v € V;;Vv' € R,, qv(v,?') €

0p}. Décomposons le membre de droite de (5) en deux intégrales, I7, (b, D)+1,(b, D), o,

dans I}, (b, D), resp. I}, (b, D), on restreint 'intégration aux z € pp™ R,, resp. = & pp"' R,.

On doit démontrer que chacune des deux intégrales vérifie la majoration de I’énoncé.
Dans I,{J”n(b, D), u(x) reste dans un compact et tous les termes dépendant de x sont

bornés. D’ou
13,6, D) << / X(9)o(y) Iyl dy.

yEFvalp(y)<—pb
ou

X)= [ lals.y)ilede.
pF 1RI7

Il existe ¢35 > 0 tel que |valp(a(x),)| < ¢ pour tout x € p“*R,. On a alors

ja(z, y)oalr < { ' st valp(gy (7)) +valp(y) = —es,
P = ¢y (2)|2, st valp(qy () + valp(y) < —cs.

Pour tout entier k € Z, notons m(k) la mesure de 'ensemble des x € pr" R, tels que
valp(qyv(z)) = k. Certainement, cette valuation est bornée inférieurement, donc il existe
cy tel que m(k) = 0 si k < ¢q. On obtient

X(y) << > mmyle'd + Y mlk),

ksca<k<—cz—valp(y) —cz—valp(y)<k

On vérifie que 'on a une majoration m(k) << ¢~*/2. Alors

X(y) << lylz"?o(y).
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En reportant cette majoration dans ]ﬁu(b, D), on obtient

I3,(b. D) << / o () |y % dy.

yEFwalp (y)<—pb

Mais il existe €3 > 0 tel que cette intégrale soit bornée par exp(—esb). C'est ce qu'on
voulait.

Traitons maintenant l'intégrale If,"h(b, D). Choisissons un entier ¢4 tel que

(6)(1) p7 R Cpp Ry

(6)(ii) valp(qv(v)) > sup(0, —c1 + c4) pour tout v € pERY ;

(6)(iii) u(v) € K pour tout v € pE R ;

(6)(1V> s+ co —cp > 0.

Pour y € F tel que valp(y) < —pb, posons n(y) = ¢4 + [%F(y)] D’apres (6)(i),
I'ensemble V, — p-“' R, est stable par translation par p?(y) R). Dans l'intégrale intérieure

de If,"h(b, D), on peut remplacer x par = + v, avec v € p?(y)R;/, puis intégrer sur v, tout
en divisant par mes(pp”’ RY). On a u(z +v) = u(z)u(v) et u(v) € K d’apres (6)(iii).
Donc o(u(z +v)) = o(u(x)), mp,(u(z +v)) = mp,(u(z)) et a(z +v) = a(z). On obtient

1 = a(z), |75 (mp, (u(x 1/2EMﬁmpu:B a(x,
D)= [ e 0 P E et )

a(y)Po(u(x))”|ylz'dz dy,
ou
a(e.9) =mes(@i R [ Jala+ v.g)oci]
pz(y)va
Fixons z,y intervenant dans l'intégrale ci-dessus. Montrons que
(7) on a a(x,y) << |y|}1/20(y).
On a valg(z) < —¢; done, d’apres (1)

UCLZF(CL(LL’)T) = mf(valR(x) + Cl,’UCLlF(qV(fL’)) + CQ) < 0.

Pour v € p?(y)R;/, on a a(r + v) = a(x) comme on vient de le dire et la valeur de
a(x +v,y),—1 est fonction de valp(qy(z + v)) + valp(y) — valp(a(z),). Notons N(v) cet
entier. On a qy(z +v) = qv(z) + qv(z,v) + qv(v) et valp(gv(z,v)) > valg(x) + n(y).
Supposons d’abord valp(qy(z)) < valg(z) + n(y). Grace a (6)(ii), on a

—valp(y)

—valp(y)
. ety

valp(x) + n(y) < —c1 + 4+ | | <—c1+c+2 < walr(qy(v)).

Donc valp(qy (z + v)) = valp(qyv(z)). Si valp(a(z),) = valp(qy(x)) + c2, alors N(v) =
valp(y) — co < —cy. D’apres la définition de a(x +v,y),_1, on a

la(z +v),1|r < ¢V << JylF,
et a(z,y) << |y|z". Sivalp(a(x),) = valg(z) +ci, on a
N(v) < wvalg(x)+n(y)+valp(y)—valp(a(z),) = n(y)+valp(y) —c1 < ca—co+valp(y)/2,

d'ott |a(x + v),_1|r < ¢V << |y|;1/2, puis a(z,y) << |y|;1/2. Supposons maintenant
valp(qy(x)) > valg(x) + n(y). Grace a (6)(iv), valp(qv(x)) + co > valg(z) + ¢1, donc
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valp(a(x),) = valg(z) + ¢1. Choisissons une base (z;)j=1,..n de R, sur o de sorte que

I . .
T = wy (®) . Introduisons la base duale (z})j=1,..m de R). Introduisons des coor-

données sur pr¥ RY en posant v = @i ¥ ((z — wp "W gy (2))a2Y + Do m HiTS)-

Les z; parcourent op. On peut supposer dv = [[,_, , dz; et alors mes(p’}(y)va) est
indépendant de y. On a qv(z) + qv(z,v) = @@ Ona

valp(qyv () + qv(z,v)) +valp(y) — valp(a(x),) = valp(z1) — n'(y),

oun'(y) =c —valp(y) —nly) =c1 — ¢y + [I_%IF(Z’)] Remarquons que, grace a (6)(ii),

on a

—valp(y)

5 | +valp(y)+1>0.

valp(qv(v)) +valp(y) — valp(a(z),) = 2]
Si valp(z1) < n'(y), alors N(v) = valp(z1) —n'(y) et |a(x + v),_1|r = ¢V @ |2 |5 Si
valp(z1) > n'(y), alors N(v) > 0 et |a(x 4+ v),—1|r = 1. D’ou

ale.y) << [ Ol + [ a2
z1€0p;valp (z1)<n’ (y) z1€o0p;val p(z1)>n'(y)

On voit que a(z,y) << (1 + 7' (y)])g™® << o(y)|y|~*?. On a obtenu la majoration
(7) dans tous les cas.
Alors

I(b,D) << / o ()P |y |7 2dy

yEFwalp (y)<—pb

; (@), 7185, (mp, (u(@))PEYE (mp, (u(x)))o (u(x)) Pde.

b

Il existe €4 > 0 tel que la premiere intégrale soit majorée par exp(—esb). Lorsque 'on a
traité l'intégrale I}’h(b, D), on a montré que la seconde intégrale était convergente. D’ou
la majoration cherchée pour 'intégrale ]fju(b, D), ce qui achéve la preuve. [

4.6 Majoration d’une intégrale unipotente, cas r = 1

Lemme. Supposons r = 1. L’intégrale définissant I, (b, D) est convergente et, D étant
fixé, il existe € > 0 tel que
I 4(b, D) << exp(—eb)

pour tout b > 0.

Preuve. Puisque = 1, on a P, = P. Notons V} le sous-espace de V' orthogonal a la
droite Dy portée par vg. Avec les mémes notations que dans le paragraphe précédent,
on a Uy = Uy. Fixons un sous-groupe compact spécial Ky de Gy(F'), en bonne position
relativement a M;. I n’est pas forcément inclus dans K. Pour u € Uy (F), on a u =
mp,(u)up,(u)kp,(u) et on en déduit que mp(u)mp, (u)~" reste dans un compact. Ecrivons
mp,(u) = a(u)go(u), avec a(u) € A(F) et go(u) € Go(F). Comme dans le paragraphe
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précédent, on voit qu’il existe €, > 0 tel que |a(u)|z' << exp(—e1o(u)) et que I'on a
I’égalité
- ~1/2 -
Sp(mp() P2 (mp(u) << la(wh|p"*55, (mp, () /22N (mp, ().

Alors

I 4(b, D) << exp(—e1b/4) /U - dp, (mp, (u))Y/2=Ms (mp, (u))exp(—ero(u)/4)o(u)Pdu.

L’intégrale est convergente d’apres le lemme 11.4.3 de [W2]. D’ou le résultat. OJ

4.7 Preuve de 4.3(3)

Sir=0,U = {1} et I'assertion 4.3(3) est évidente. Supposons r > 1. On a introduit
le sous-groupe parabolique P, = M, U, en 4.5. Pour z € M,(F'), posons

X, (¢, D,z) = / =% (ux)o (ux)Pdu.
Ur(F)NU(F)e

On va montrer que
(1) cette intégrale est convergente; le réel D étant fixé, il existe un réel D’ tel que

X, (e, D,x) << P o(x)? op, (2)/?EM (z)

pour tous ¢, x.
Auparavant, montrons que cette assertion entraine 4.3(3). On a

=% (uvm)o (uvom)Pdu dv

X(c,D,m):/

(FYNU(F)e /UT(F)ﬁU(F)c

= / X, (¢, D,vm)dv.
M, (F)NU(F).

Grace a (1), on a

X(e,D,m) << cD'/ 5pr(vm)1/2EMT(vm)a(vm)D/dv.

r(F)NU(F)c

On a dp, (vm) = 6p,(m) pour tout v. On a M, = GL, x G, ot G est le groupe spécial
orthogonal de I'orthogonal dans V' du plan engendré par v, et v_,. Ona M,NU = GNU.
Ecrivons m = (a,m), avec a € GL(F), m € G(F). Alors ZM(vm) = Z¢(vm). D’olt

X(c,D,m) << cha(a)Dl(Spr(m)l/z/ Eé(vm)a(vm)[)'dv.
G(F)NU(F).

Mais cette intégrale est analogue a celle de départ : on a remplacé G par G, D par D’ et
m par m. En passant de G' a G, on remplace r par » — 1. En raisonnant par récurrence
sur r, on peut supposer qu’il existe R’ tel que I'intégrale soit essentiellement majorée par

o () 6 i () V/22M (). Alors

X(c,D,m) << ” () o(m)® 5p, (m)"/26 pc () /2EM (7).
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Mais 0p, (m)dpra(m) = dp(m) et E¥(m) = =M (m), d’olt la majoration cherchée.

La preuve de (1) est analogue a celle du lemme 3.3. Introduisons un réel b > 0 que
nous préciserons par la suite. On décompose X,.(¢, D, x) en X, o4(¢c, D, z)+ X, (¢, D, x),
ol

XT,<b(Cv Dv LE‘) = / 10<b(ux>EG(UI)U(U$)Ddu,
r(F)NU(F)c

X, >p(c, D, x) :/ 1oy (ux)Z% (uz)o (uz) P du.
- E)NUF)e

Dans la premiere, on a o(ux) < b, donc

Xr<ole, D, x) << bD// = (uz)o (uz) P du
U, (F)

pour tout réel D’ > 0. D’apres [W2] proposition 11.4.5, si D" est assez grand, cette
intégrale est convergente et essentiellement bornée par dp, (z)/2Zr (). Pour un tel D',

on a donc
(2) X, (e, D, x) << b”'6p, (x)2=M (1)
Introduisons le ”sous-groupe radiciel” évident U, ,_; de U,. On a la décomposition

U, = UypU,,—1, avec la notation de 4.5 et U,(F) N U(F), = U,y(F)U,,-1(F)., ou
Upp1(F)e = Ut (F)NU(F).. D’ou

X, >p(e, D, x) = / / 1oy (uv)Z% (wvz) o (uvz) P du dv.
Ur',r'fl(F)c Ur,b(F)

Il existe ¢; > 0 tel que o(v) < ¢ic pour tout v € U, ,—1(F).. Si b > 2¢ic, la condition
o(uv) > b entraine o(u) > b/2. On suppose b > 2¢ic. On a encore la majoration 3.3(5),
d’ol;, comme en 3.3,

X, 4(c, D, x) << explacic + ao(z)) / 12/ =6 (w)o (u)Pdu,
Uy (F)

pour un « > 0 convenable. D’apres [W2], lemmes I1.1.1 et 11.3.2, il existe un réel D" tel

que

1/2=M D"

E%(g) << dp(mp(9))*=M (mp(9))o(g)

pour tout g € G(F). Alors I'intégrale ci-dessus est bornée par I'intégrale I,;(b/2, D+ D")
de 4.5. En utilisant les lemmes 4.5 ou 4.6 selon la valeur de r, elle est essentiellement
bornée par exp(—eb) pour un € > 0 convenable. Enfin, on vérifie qu’il existe ¢y > 0 tel
que l'on ait la majoration

exp(—co0(x)) << p (x)/2EM ().

Alors
X, >p(e, D, x) << exp(acic+ (o + c2)o(x) — eb)dp, (x)1/2EMT (x).

On choisit maintenant b = 2cic + € 'acic+ e ' (a + ¢p)o(z). Alors
X,sp(c, D, x) << 6p,(2)Y2=Mr(2).

Cette majoration et (2) entrainent (1). O
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F)

c > 0. Remarquons que
(F). Pour m,m' € M(F),

4.8 Majoration d’intégrales doubles sur U

Soient D un réel, ¢ et ¢ deux entiers. Supposons ¢ >
I'ensemble U(F) — U(F). est invariant par translation par U
posons

X(¢, Dym,m') = / / / “(uvm)Z% (w'm’)o (vom) P o (uv'm’)Pdv’ dv du,
F)JU(F).

X(c,c',D,m,m'):/ / / “(uvm)
(U(EF)=UF) U(F). JU(F).

/

=% (uv'm )a(uvm)Da(uv m')Pdv' dv du,

X (D, m, m') = / =6 (um)ZC (um’)or (wum)Por (um’) P,
U(F)

Lemme. (i) Ces intégrales sont convergentes.
(ii) Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que

X(c, D,m,m’) << cRa(m)Rép(m)1/25M(m)a(m')R5p(m')l/QEM(m')

pour tous m,m' € M(F) et tout ¢ > 1.
(iii) Les termes ¢ et D étant fixés, il existe un réel R et un réel € > 0 tels que

X(c,d,D,m,m') << exp(—ec)a(m)Esp(m)/2=M (m)o (m!) s p(m/)V2EM (m))

pour tous m,m' € M(F) et tout ¢ > c.
(iv) Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que

X(D,m,m') << o(m)B5p(m)2ZM (m)o(m/)Eop(m')2=M (m)

pour tous m,m’ € M(F).

Preuve. L’application

UF)/U(F). — (F/pr)"

U = (ur,r—l + p;‘cu UL T pI_TC)

est un isomorphisme. Définissons une fonction val§ sur F' par valf(z) = 0 si x € pi°,
vals(x) = valp(x) + ¢ st o ¢ pp°. Elle se quotiente en une fonction sur F/pr°. Pour
uwe U(F)/U(F)., posons valG(u) = > ., val%(u;;—1). Montrons que :

.....

(1) il existe un réel D; tel que l'on ait une majoration
/ =% (wvm)o (uvm)Pdv << (¢ — val(u))P q" ™ Wa (m) P15 p(m)2EM (m)
U(F)

pour tout m € M(F), tout ¢ > 1 et tout u € U(F)/U(F)e,.
Soit a € A(F)NK. On peut remplacer ¢ (uvom)o (uvm)? par Z¢ (auvma=')o(auvma™
On peut ensuite intégrer en a. Puisque a commute a m et normalise U(F)., on obtient

1)D'

/ =% (uvm)o (uvm)Pdv << / “(aua vm)o(aua " vm)P dv da.
U(F)e A(F)NK
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Considérons 'application

AN K — U(F)/U(F),
a — aua 'U(F)..

On vérifie que son jacobien est borné par ¢"%# (. Son image est contenue dans U (F ) —vats.(w)+e/ U (F)e-

D’ou

/ = (uvm)o (vom)Pdv << ¢°4r® /
U(F)

/ =% (uvm)o (vom)Pdv du
U(F)fval%(u)+c/U(F)C U(F)C

<< ¢vlr® / =% (vm)o(vm)Pdv.
U(F)f'ual%(u)Jﬁc
Il reste a faire appel a 4.3(3) pour obtenir 1'assertion (1).
Grace a (1), on a

X (e, D,m,m') << a(m)P15p(m)?=ZM (m)o(m/) P16 p(m!) =M (m/)

/ (c— val%(u))wlqz”“l%(“)du.
U(F)/U(F)

Cette derniere intégrale est produit d’intégrales du type
(2) / (¢ — vals(x))*Pr g2 @ dy,
F/pp*

On vérifie qu’il existe un réel D, tel que cette expression soit essentiellement bornée par
P2 On en déduit une majoration similaire pour l'intégrale intervenant dans la formule
ci-dessus. Alors X (¢, D, m, m’) vérifie la majoration du (ii) de 1’énoncé.
Grace a (1), on a

X (e, D,m,m') << a(m)P15p(m)?=ZM (m)o(m/) P16 p(m!) =M (m/)

/ (c— val%(u))wlqz”“l%(“)du.
(UF)-UF) ) /U(F)c

Cette derniere intégrale est combinaison linéaire de termes qui sont des produits d’intégrales
du type (2) et d’au moins une intégrale du type

3 c — vals(z 2Dq q2val (w)d
(3) o ( F(z
(F=pp®)/pE"

On vérifie qu’il existe € > 0 tel que cette expression soit essentiellement bornée par
exp(—ec). On en déduit le (iii) de I'énoncé.

Soit v € U(F) N K. Dans l'intégrale X (D, m,m’), on peut remplacer =
=% (vum), puis intégrer sur v. Donc

@ (um) par

X(D,m,m' <</ / & (vum)ZC (um’)o (vum)Po(um’)Pdu dv.
PNk Ju(r)

Choisissons ¢ tel que U(F)N K C U(F).. On peut remplacer 'intégrale sur U(F) N K
par l'intégrale sur U(F').. Ce groupe étant distingué dans U(F'), on peut remplacer vu
par uv. On peut ensuite décomposer l'intégrale sur U(F') en la composée d’une intégrale
sur U(F'). et d'une intégrale sur U(F')/U(F').. On obtient alors

X(D,m,m’) << X(¢, D,m,m'),
et 'assertion (iv) résulte de (ii). O
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4.9 Comparaison de =¢ et =¥
Lemme. Supposons r = 0. Il existe ¢ > 0 tel que Z(h) << exp(—ea(h))="(h) pour
tout h € H(F).

Preuve. On a nécessairement dyy, v = dgpnw 1. Si dopn v = dgpnw+1, fixons un systeme
hyperbolique maximal (e;);=1,. ., de W. C’est aussi un systeme hyperbolique maximal
de V. Si dop,v = danw — 1, fixons un systeme hyperbolique maximal (ey;);j—2 ., de
W. Notons W, l'orthogonal dans W du sous-espace engendré par ces vecteurs. Fixons
un systeme hyperbolique maximal (ey1) de Wy, @ Dy. Alors (e4;)j=1,. » est un systeme
hyperbolique maximal de V. On pose ¢« = 1 dans le premier cas, ¢ = 2 dans le second.
Notons A, le sous-tore déployé maximal de GG formé des éléments qui conservent chaque
droite F'ey; pour j = 1,...,n et qui agissent trivialement sur 'orthogonal du sous-espace
engendré par ces vecteurs. Pour a € A,;,,(F), et j = 1,...,n, on note a; la valeur propre
de a sur le vecteur e;. Posons A%, = A,..,NH. C’est un sous-tore déployé maximal de H.
On sait qu'’il existe un sous-ensemble compact I' de H(F) tel que H(F) = TAH. (F)T.
Il suffit donc de démontrer le lemme pour les éléments de A, (F). On va démontrer

(1) il existe un réel D tel que

Z9(h) << EF(h)o(h)P g Lizu.m lvalr(h)]/2
pour tout h € AH. (F).

Cette relation implique la majoration de 1’énoncé. Notons & le groupe des permu-
tations s de {%1,...,£n} telles que s(—j) = —s(j) pour tout j € {%1,...,£n}. Si
dan,v = dgn,w + 1, on pose S =6 si don,v = dan,w — 1, on note & le sous-groupe des
s € 6 qui fixent 1 et —1. Pour tout s € &, notons A,,;,(F); l'ensemble des a € Apin(F)
tels que

valp(as,) > ... > valp(ag) > 0.

Le groupe A, (F) est contenu dans la réunion des A, (F); quand s décrit . On

peut fixer s et se limiter & prouver (1) pour h € AZ. (F) N Ain(F);. Fixons donc s.
Quitte a réindexer notre systeme hyperbolique, on peut supposer s = 1. On abandonne
les indices s, en conservant les exposants —. Notons P,,;, le sous-groupe parabolique de

G formé des éléments qui conservent le drapeau
Fe, C Fe,® Fe,,_1C..CFe,®..3P Fey.

Posons P2 = P, .. N H. D’apres [W2] lemme 11.1.1, pour h € A2 (F)N A, (F)~, on
a

min

E"(h) >> 6pu (h)'/2.

[T ol

=41

Ce dernier terme est égal a

D’apres la méme référence, il existe un réel D tel que

=Z¢(h) << a(h)Pépa (h)Y2.

min

Ce dernier terme s’écrit '
|h ' |J—1+dan,v/2
ilF :

j:1,...,TL
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Remarquons que dgp v /2 — 1 = 1/2 4+ dypw/2 — v et hy = 1 si ¢ = 2. Ces relations
entrainent (1). O

4.10 Preuve des relations 4.3(4) et 4.3(5)

On veut prouver la convergence de
(1) / =1 (h)ZC (hu)or (hu)Pdu dh.
H(F)U(F).

On utilise 4.3(3) pour majorer 'intégrale sur U(F).. En remarquant que ép(h) = 1
et ZM(h) = ZY(h), on obtient qu'il existe un réel D’ tel que l'intégrale ci-dessus soit
essentiellement bornée par

En appliquant le lemme 4.9 a G, il existe € > 0 tel que cette expression soit essentielle-
ment bornée par

/H(F) =8 (h)2exp(—ea(h))dh.

Or cette intégrale est convergente d’apres [W2] lemme I1.1.5. D’otu la relation 4.3(4).
On veut prouver la convergence de

(2) / / =% (hu)ZH (W'h)ZC (W' Yo (hu)P o (W) P du' dh' du dh.
H(F)U(F). JH(F)U(F).

Soit K* le sous-groupe compact spécial de H(F) sous-jacent a la définition de ZX.

On peut remplacer h par kh, avec k € K, puis intégrer sur k, tout en divisant par
mes(K®). Or 2% (khu) << Z%(hu) et o(khu) << o(hu). Le procédé ci-dessus revient
donc & remplacer le terme Z# (h'h) par

mes(KH)™! / =5 (n'kh)dk.
KH

D’apres [W2] lemme I1.1.3, ceci n'est autre que Z(h)ZH(h). Alors l'expression (2)
apparait comme le carré de I'expression (1). Elle est convergente puisque (1) l'est. Cela
prouve la relation 4.3(5).

4.11 Majoration d’une intégrale de fonctions d’Harish-Chandra,
cas =0

On suppose dans ce paragraphe r = 0. Soit D un réel. Pour h € H(F) et N > 1 un
entier, posons

(h, N, D) = /G ,, Z I @ @o ) de

Lemme. Cette intégrale est convergente. Le réel D étant fixé, il existe un réel R tel que

x(h, N, D) << Z¢(h)Nfo(h)"
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pour tout h € H(F) et tout entier N > 1.

Preuve. Si V' est anisotrope, le groupe G(F') est compact et I'assertion est évidente.
On suppose que V' n’est pas anisotrope. Comme dans la preuve de 4.9, dont on reprend
les notations, on introduit un systeme hyperbolique maximal (e ;);=1,.., de V. On note
Van l'orthogonal dans V' du sous-espace engendré par ces vecteurs. Si dgp, v = dan,w+1, o
appartient a Vg,,. Si dgp v = dan,w—1, on peut choisir e; et e_; de sorte que vy = e;+1pe_1,
oll vy = qy(vg). Il suffit de démontrer le lemme pour h € AZ (F). En effet, il existe un
sous-ensemble compact ' de H(F) tel que H(F) =THAH. (F)I'H. Ecrivons h = +'ary,
avec v,y € ' et a € AL (F). On effectue le changement de variable x +— v~ lx.

Puisque la fonction ky est invariante a gauche par H(F'), on obtient

x(h, N, D) = /G ( )EG(W’ax)EG(y_lx)f@N(:c)a(y_l:c)Dda:.
F

Mais cette expression est essentiellement majorée par x(a, N, D), d’ou l'assertion.

On suppose donc h € A2, (F). Fixons un sous-groupe d’Iwahori I de G(F') en bonne
position relativement & A,,;,. Il est loisible de supposer que Z¢ est biinvariante par I
(par contre, on ne suppose pas que I soit inclus dans le sous-groupe compact spécial K
que l'on a fixé, c’est-a-dire dans le fixateur du réseau R). D’apres Bruhat-Tits, il existe
un sous-ensemble ouvert compact I' de G(F') tel que G(F') = I Apin(F)I. On fixe I' et on
suppose I C I'. Le groupe I N A, (F) est le sous-groupe compact maximal de A,,;,, (F).
L’application

f4nnn(l?) — ZZ"
a —  (valp(ay), ...,valp(ay))

se quotiente en un isomorphisme de A, (F)/(I N Apin(F)) sur Z". Fixons un sous-
ensemble A C A, (F) qui s’envoie bijectivement sur Z". Alors

X(h,N,D) <> x(h,N,D,a),

acN

ou
x(h, N, D, a) :/ =% (ha)ZC (x)ky (z)o(z)P d.
Iall
Comme en 4.9, introduisons le groupe de permutations & et, pour tout s € &, le sous-
ensemble A, (F);. Posons Ay = AN Apin(F); . Alors A est réunion des A7 . Il nous
suffit de fixer s et de majorer x(h, N, D);, ou

X(h,N,D); = > x(h,N,D,a).

a€Ny

Fixons donc s. Quitte a réindexer notre systeme hyperbolique, on peut supposer s = 1.
On abandonne les indices s dans les notations précédentes, en conservant seulement
les exposants —. Il faut prendre garde au fait que, dans le cas olt dgy,v = dunw — 1, la
réindexation n’a pas de raison de conserver les vecteurs e; et e_;. Ceux-ci se transforment
en des vecteurs que nous notons ey, avec t € {1, ,n} On a ey = e, + vpe_; ou eg =
voer+e_;. On introduit le sous-groupe parabolique P,.;, = MinUnin de G comme en 4.9.
Soit @ € A~. On al'égalité I = (INUpnin(F))(INPpin(F)) et a= (1N Ppin(F))a C I CT.
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Donc Ial’ = (INUpin (F))al’. On vérifie que la mesure de cet ensemble est essentiellement
bornée par dp, . (a)~'. Donc

x(h,N,D,a) << ép,,, (a)”" / . / = (hyary)Z° (yary)en (yary)o (yay)Pdy dy.
INUpin (F) JT

Il existe un entier ¢; > 0 tel que 'R C p“' R. De la définition de la fonction sy résulte
que Kx(yay) < Knie (ya). Alors

X(h, N, D,a) << 5Pm(a)_15G(a)0(a)D/ =C(hya)kn e, (ya)dy.
IﬂUmin(F)

Grace au lemme I1.1.1 de [W2], il existe un réel D; tel que

D’autre part, pour le résultat que 1'on veut obtenir, le changement de N en N + ¢ est
insignifiant. Il nous suffit de majorer

1) > dpu(@)Pa(@)Y (B N,a),

acEN—

ou
Y (h N, a) = / =6 (hya) ey (ya) dy.

IﬂUmin(F)
Définissons des entiers N(h) et b(h, N,a) par N(h) = sup(N, N —valg(hy,)), b(h, N,a) =
sup(0,valg(a,) — N(h)). Montrons que
(2) il existe € > 0 tel que

Y (h, N;a) << exp(—€b(h, N, a)) / =% (hya)dy
I0Upin (F)
pour tous h € A% (F), N >1,a€e A".

Si valp(a,) < N, il suffit de majorer ky(ya) par 1. Supposons valg(a,) > N. Sup-
posons d’abord que vy est orthogonal a e, et e_,, c’est-a-dire que dg,, v = don,w + 1 ou
dany = danw — 1 et t # n. Introduisons le sous-groupe de G(F') formé des éléments
u(z), pour z € F, définis ainsi : u(z) envoie vy sur vy + ze,, e_, sur e_,, — 300 — %en,
et fixe e, ainsi que 'orthogonal du sous-espace engendré par e_,, vy et e,. Il existe un
entier ¢y tel que u(z) € I N U,yin(F) pour valp(z) > ¢ On a h='u(z)h = u(h,'z). Pour
2 € piurtezvalr(m)te) og deux dléments u(z) et h~u(z)h appartiennent & I N Uy (F).

Pour un tel z, on ne modifie pas Y'(h, N, a) en remplagant h par u(z)h. On peut ensuite

intégrer en z, tout en divisant par mes(pp” (ezvalp (hn)Fe2)) "0 effectue le changement de

variable y — h™'u(—2)hy et on obtient

@ YoNo= [  =ya (e,
INUpin (F)
ou
xalya) = mes(pier e 02y | (=t 2)ya) =
p;up(cz,valp(hn)+cg)
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Supposons ky (u(—h12)ya) = 1. Alors a= 'y~ u(h12)vy € p~V R, cest-a-dire a =y~ (vo+
h1ze,) € p~™NR. 1l existe c3 tel que valp(qy(e_,,v)) > c3 pour tout v € R. Donc

valp(qy(e_n, a 'y (vo + b *zen))) > c3 — N.

Puisque y € Upin(F), on a y~le, = e,, donc

-1

qv(e_n,a 'y Hvg+h, ' ze,)) = qulae_n, y oo+ h;,  ze,) = a; gy (e_n, vy o) +a, 'tz

En posant z(h,y) = —hnqv(e_n, y~ ') et c(h, N,a) = valp(a,) +valg(h,) +c3 — N, on
a donc z € z(h,y) + pc(hN . Alors

sup(ca,valp (hn)+c sup(ca,valp (hn)+c c(h,N,a)
Fvnlya) < mes(pp? eIt e (pirieelr (0T A (o, y) 4 pi" )

< an(]_’ mCS(p;—uup(chalF(hn)+62))_1m68(p;(h7N’a))).

On vérifie qu’il existe € > 0 tel que cette derniere expression soit essentiellement bornée
par exp(—€'b(h, N,a)). Alors (3) entraine la majoration (2). Supposons maintenant que
vp n'est pas orthogonal aux deux vecteurs e, et e_,,. C’est-a-dire que dgpy = dgpw — 1
et t = n. On peut écrire vy = v,e, + V_pe_,. Introduisons le sous-groupe de A, (F)
formé des éléments a(z), pour z € 1+ pp, définis ainsi : a(z),, = z et a(z); = 1 pour tout
j=1,...,n— 1.1l existe un entier ¢4 > 0 tel que a(z) € I N K pour tout z € 1+ p%. Un
tel a(z) normalise I N Upyn(F'), on peut donce effectuer dans Y (h, NV, a) le changement de
variable y — a(z) 'ya(z), puis intégrer en z, & condition de diviser par mes(1 + p%).
Puisque a(z) commute & a et h, on obtient

(1) Y(hN,a)= / =6 (hya)ly (ya)dy,
INUpin (F)

ol
Ky (ya) = mes(1 + ps) " kv (a(z) tya)dz.
14p
Supposons ky(a(z) tya) = 1. Alors a~ty~ta(2)vy € p;"* R et, comme ci-dessus,

valp(qy(e_p, a_ly_la(z)vo)) >3 — N.

On a
g (ecn a1y a(2)00) = v (@6, Y 10(2) (VonCn + V)

Posons z(y) = v_,v, tqv(e_n,y te_n) et ¢(N,a) = valp(a,) + cs — N — valg(v,). Alors
valp(z(y)+2%) > ¢(N,a). Notons Z(y, N, a) 'ensemble des z qui vérifient cette condition.
Alors, comme ci-dessus,

K (ya) < inf(1,mes(1+p3) " mes(2(y, N, a))).

On a mes(Z(y, N,a) << mes(pF ) Puisque t = n, on a h, = 1 par définition de
notre systeme hyperbolique. On vérifie qu’il existe €’ > 0 tel que 'expression ci-dessus
soit essentiellement bornée par exp(—e’b(h, N,a)). Alors (4) entraine (2), ce qui acheve
la preuve de cette relation.

Montrons
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(5) il existe des réels Dy et Dj tels que

/ E%(hya)dy << a(h)”Z%(h)o(a)dp,,, (a)'"?
IﬂUmin(F)

pour tout h € A, (F) et tout a € A~
On peut fixer s € & et supposer h € A, (F); . L’élément s détermine un sous-groupe
parabolique minimal P s = MpinUnin,s formé des éléments de G' qui conservent le
drapeau
Feg, C Feg, ® Fegno1) C ... C Feg @ ... ® Fyy.

On note Upyin s le radical unipotent de Prin.s- On alégalité INUpin(F) = (INUpin (F)N
Unin.s(F))(I N Upins(F) N Ui s(F)). Pour y € I N Uppin(F) N Uppin.s(F), on a hyh™" € 1.
Donc

/ =% (hya)dy << / =% (hya)dy
I (F)

IﬁUmin (F)ﬂUmin,s (F)

<< do(h) / =% (yha)dy,
h(IﬂUmin(F)ﬁUmin,s(F))h71

ot dg(h) est la valeur absolue du déterminant de ad(h™!) agissant sur w,;, (F') My s(F).

Pour v € I N Upin(F) N Upin.s(F), on a Z¢(vyha) = Z%(yha). Donc

/ =% (hya)dy << (50(h)/ / i =% (vyha)dy dv.
IﬁUmin(F) IﬁUmin(F)ﬂUmin,s(F) h(IﬂUmin(F)ﬁUmin,s(F))h71

Dans le domaine d’intégration, on a o(vy) << o(h). Pour tout réel D3 > 0, on a donc

/ =% (hya)dy << 50(h)/
IﬂUmin(F) InUmin(F)mUmin,S(F)

/ _ =6 (vyha)o ()P o (vy) P dy dv
h(IﬂUmin(F)ﬁUmin,s (F))h71

<< o(h)a(h)Ps / =% (uha)o(u)"P3du.
Umin(F)

D’apres [W2], proposition 11.4.5, il existe un réel D3 > 0 tel que la derniere intégrale soit
convergente et essentiellement bornée par o(ha)P*dp, . (ha)'/? pour tout x € A (F).
Fixons un tel D3. On obtient

(6) / =% (hya)dy << o(h)*P*c(a)P200(h)dp, . (ha)'/.
IﬂUmin(F)

On calcule §y(h)dp,. (R)/? = 6p

m min,s

(h)'/2. D’apres [W2], lemme I1.1.1, on a

Op

min,s

(h)Y? << Z%(h)

puisque h € A (F); . Alors (6) entraine (5).
Grace a (2) et (5), I'expression (1) est bornée par

o(h)P?EC(h) > o(a)” Poexp(—€b(h, N, a)).

acA—
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On peut identifier A~ a 'ensemble M des familles m = (m,,, ..., m;) d’entiers telles que
My > My > ... > my > 0. Pour une telle famille, posons b(h, N,m) = b(h, N,a) ou
a € A~ correspond a la famille m. C’est-a-dire que b(h, N, m) = sup(0,m,, — N(h)). On
vérifie que

> eap(—€b(h, N,m))

meM

est convergente et qu’il existe un réel D, tel que cette expression soit essentiellement
majorée par N(h)P*. De plus N(h)P* << NP4 (1 + |valp(h,)])P* << NPig(h)P4. Alors
I'expression (1) est bornée par

NPig(h)P2HPizC (p),

C’est ce qu’on voulait démontrer. [

4.12 Majoration d’une intégrale de fonctions d’Harish-Chandra,
casr >0

Soient D un réel, C' > 0 un réel et ¢ > 1, N > 1 deux entiers. Posons

\(e,C, N, D) = /M . /U 1 Lozo (W= (m)=E Cum) sy (m)a o) 0 w) " 0m) i

Lemme. Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R, il
existe a > 0 tel que
x(¢,C,N,D) << exp(—cR)N~*

pour tout ¢ > 1, N > 1 et tout C tel que C' > a(log(N) + ¢).

Preuve. Pour ¢ = 1, ..., r, on a introduit en 4.5 le sous-groupe parabolique P; = M;U;.
Posons U] = M;,1 N U;, avec la convention M,,; = G. Le groupe U est produit de ces
groupes U]. D’out

x(c,C, N, D):/ / / Losc(tp.u))ZM (m)ZEC (uy...u1m)
M(F) JUYF)NU(F).  JULF)NU(F)c

kn (m)op(m) Y20 (uy...uy) Po(m)Pdu,...du, dm.

Introduisons une fonction b sur {1, ...,r}, a valeurs réelles strictement positives, que nous
préciserons par la suite. Si nous supposons

M c= 3 ),

i=1,...,r

la condition 1,>¢(uy...u1) = 1 entraine qu’il existe ¢ tel que 1,>4¢)(u;) = 1. Donc
x(c,C, N, D) est majorée par la somme sur les sous-ensembles non vides J de {1,...,7}
des x(¢,C, N, D; J), ou, dans ce dernier terme, on restreint 'intégration aux wu; vérifiant
les conditions

-siie J, o(u;) > b(i);

-sii & J, o(u;) < b(i).
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On peut fixer J et majorer x(c,C, N, D; J). Notons j le plus petit élément de J. On
a

@\ CN DN < [ LS b Do L 100

¢ 4=1,...,57—1

Lozp(5) (1) EM ()2 (wjsa . cum) sy (m)dp(m) =20 (ujuy.un) Po (m) Pdug ... duy dm.

La méme preuve qu’en 4.7 permet de majorer

/ EG(ujHuj...ulm)a(uj+1...u1)Dduj+1
Uy 1 (F)NU(F)e

par
o (uj..ur)P o(m)?ép (uj..uym) 2EMI (. uym)

pour un réel Dy convenable. On dp,,, (u;...uym) = 0p,,,(m). Le groupe M, est de la

forme Aj+1G~‘, ot G est un groupe spécial orthogonal et Aj11 est le plus grand sous-tore
central et déployé de M; ;. On a M = A]H]\;[, ot M = M N G. On remarque que,
pour a € A;j1(F) et m € M(F), on a EMi1 (u,..uyaim) = Z(u;..upmm), M (am) =

M”G( ), p(aim) ™20, (uj..nm)/? = dpg(m) ™% et ky(am) = kx(a)k§(m), ol
k% est Panalogue de ky pour le groupe G. Alors x(c,C, N, D; J) est borné par le produit
de ¢, de 'intégrale

/ e (@)o (@) P+ da
Aj1(F)

et de l'intégrale

/ / - / 1 o (1)) Loz (1) M7 (7)ZC (.. c07m)
v (F) JUl(F) ) JUEnUE)e oy

7.7

K (170)6 pes (170) ™20 (w..ur ) PP o (1) PH dus.. sy di.

L’intégrale sur A,.1(F') est produit d’intégrales

/ (1 + |valp(2)])” || da
zEF;|valp(z)|<N

qui sont convergentes et bornées par une puissance de N. La deuxieme intégrale est
exactement le membre de droite de (2) quand on remplace G par G, j par le nombre 7
analogue de r pour G, et D par D + D;. Cela nous raméne au cas oil j = r, ce que nous
supposons désormais. On doit se rappeler qu’a la fin, il faudra multiplier la majoration
obtenue par ¢”* NP2, pour un certain réel Ds.

Supposons donc j = r, c’est-a~dire J = {r}. On effectue le changement de variable
Uy u,,_l...ulu,,ul_l...u,f_ll. Cela ne change pas le domaine d’intégration, mais change
Lospry (ur) €n 1osp (Up_1...uu,uyt. u ). Définissons une fonction by sur {1,...,7} par
bi(i) = b(i) — 2>, _,b(i"). Supposons by (i) > 0 pour tout i. Si o(u;) < b(i) pour tout
i=1,...,r—1et 1026(”(ur_l...ulurul_l...u;_ll) =1, ona 1,5 (u,) = 1. Dot

x(c,C,N,D;{r}) << / / / Lo cni) (i) Loz, () (Ur)
M(F) JU! | (F) JU] r‘U(Fc i= 1

Lj—1
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=M (m)ZC (uy_y .. uguem) e n (m)op(m) 2o (up_y .. ugu, ) Po(m)Pdu,...duy dm.

On a U] = U, et on peut décomposer ce groupe en U, ,_1U, . Il existe ¢; > 0 tel que,
pour v € U,,—1(F) et u € U,y (F), les conditions vu € U(F'). et 1,>p, () (vu) entrainent
o(u) > by(r) — cic. Renforgons la condition by(7) > 0 en

(3) by(2) > c1c pour tout 1,
et posons by (i) = by (i) — cic. Alors

weonpi<< [ o[ ] [ CTL tean )
M(F) JUL(F) 1 () JUrp 1 (F)NU(F)e JUrg(F) 4151

(2

Losbo () (W) EM (M) 2 (up 1. igvum) sy (m)dp(m) ™20 (u,_y..uyvu)Po(m)Pdu dv du,_; ...duy dm.

Grace a 3.3(5), il existe c3 > 0 tel que

—_

E(Up_ 1. ugvum) << exp(cao(tp_1...uyv))ZC (um).

Dans le domaine d’intégration, on a o(u,—i..uqv) << c+> ., ., b(i). Il existe donc

cz > 0 tel que

.....

ZC (Up_y...uyvum) << exp(cs(c+ Z b(i)))ZC (um).
i=1,.r—1

Alors x(c,C,N,D;{r}) est borné par le produit de exp(cs(c + > ,_,
I'intégrale

/ / / ( H 1J<b(,~)(ui))a(ur_l...ulv)dedu,,_l...dul,
Ui (F) 1 (F) SUrp 1 (F)NU(F)e 51 51

2

.....

et de l'intégrale
Z(by(r), N, D) = / / 1oty (W) EM (M) ZE (um) ki (m)dp (m) ™20 (u) P o (m)P du dm.
M(F) JU y(F)

La méme preuve qu’en 4.4 montre que la premiere intégrale est bornée par une exponen-
tielle de ¢+ >, ,_;b(7). Il existe donc ¢4 > 0 tel que

-----

(4) X(QC,N,D;{T})<<€Ip(04(0+' > (@) Z(ba(r), N, D).

i=1,...,r—1

On doit majorer Z(by(r), N, D). On commence par changer la variable u en «™!. D’apres
[W2], lemme I1.1.1 et I1.3..2, il existe un réel Dj tel que, pour tout g € G(F'), on ait

=%g) = Z(g7") << dp(mp(g™")PEM (mp(g~"))o(9)"*.

On applique cette relation 4 g = u='m. Onamp(g~t) = mtmp(u) et 6p(m=1) = dp(m),
d’ou

2000 ND) << [ [ Lot 002 m)p (1) 22 g )i o)
M(F) JU, ,(F
o(u)P P30 (m)PTP3 du dm.
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On décompose M en AGy. Comme plus haut, on peut majorer 'intégrale sur A(F') par
une puissance de N et on obtient qu’il existe D, tel que

Z(bs(r), N, D) << NP / / Lot o) (1) Z9 (2)5p(a(12)) /22 (2 go ) iy ()
Go(F) JU,4(F)

o(u)PTP3q(2)PPs du du,

ou, pour tout u € U,u(F), on a écrit mp(u) = a(u)go(u), avec a(u) € A(F) et go(u) €
Go(F'). Supposons d’abord r > 2. On remarque qu’alors U, ,(F) est invariant par conju-
gaison par Go(F'), a fortiori par K N Go(F). Soit k € K N Go(F). On peut remplacer
la variable u par kuk~!, puis intégrer en k. Changer v en kuk~! ne modifie qu'une
seule des fonctions que 'on integre, & savoir 290 (27 go(u)). On a go(kuk™t) = kgo(u)k™?
d’ol1, puisque =0 est invariante par K N Go(F), 2 (27 go(kuk™1)) = 2 (27 kgo(u)).
Or, d’apres [W2], lemme I1.1.3, I'intégrale de ce terme sur k € K N Go(F) est égale a

=G (2712 (go(u)), ou encore a Z°(1)Z(go(u)). On voit alors que

Z(by(r), N, D) << NP\ (1, N, D + D3)I,;(bs(r), D + Ds),

avec les notations introduites en 4.5 et 4.11 (I'exposant G, indiquant que le groupe
ambiant est Gy au lieu de G). D’apres les lemmes de ces paragraphes, il y a un réel Ds
et un réel € > 0 tel que

(5) Z(by(r), N, D) << NPsexp(—eby(r)).

Supposons maintenant » = 1. Dans ce cas, on introduit le sous-espace V; de V' orthogonal
a Dy et son groupe spécial orthogonal Gy. On fixe un sous-groupe compact spécial Ky
de Gy(F). Le groupe Uy 4 est contenu dans le groupe Gy. Ecrivons mp, (u) = ay(u)gos(u),
avec az(u) € A(F) et gog(u) € Go(F)NGy(F) = H(F). Comme dans la preuve du lemme
4.6, les éléments a(u)ay(u) ™! et go(u)goy(u) ! restent dans des compacts. En utilisant les
relations 20 (27 go(u)) << E (27 go4(u)) = Z°(go4(u) '), on voit que l'on a

Z(ba(r), N, D) << ND4/ Loy (1) p(a(1)) /2% (go () 1, N, D+Dy)or(w) P+ D3 du.
Urp(F)

En utilisant les lemmes 4.11 puis 4.6, on obtient encore une majoration de la forme (5).

Les formules (4) et (5) fournissent une majoration de x(c, C, N, D;{r}). Revenons au
terme plus général x(c, C, N, D; J). On doit remplacer r par j. On doit aussi multiplier
la majoration issue de (4) et (5) par ¢”* NP2. Mais le terme P! est absorbé par le facteur
exp(cyc) qui figure dans (4), quitte a augmenter ¢y On obtient qu'il existe des réels cs,
Ds, €, tous strictement positifs, tels que

(6)  x(c,C.N,D;J) << NPexp(es(c+ Y b(i)) — eba(j)).

22177.7_1

Soit R un réel. Fixons, indépendamment de ¢, C' et N, une fonction b* sur {1,...,r},
a valeurs réelles strictement positives. On en déduit comme ci-dessus une fonction bj.
Supposons que b] vérifie

bi(i) > c1,

by (i) — 5 Z b*(j) > sup(R+ c5 + €c1, R+ Ds)

i'=1,...i—1
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pour tout . Une telle fonction existe, ces conditions pouvant étre imposées par récurrence
sur 7. Prenons pour fonction b la fonction b(i) = (¢ + log(N))b*(7). Cette fonction vérifie

(3). On a
es(c+ | > b(i) — eba(j) < —(R + Ds)log(N) — Re.

Alors la majoration (6) devient
x(c,C,N,D;J) << N ®exp(—Rc),

c’est-a-dire celle que 'on voulait. La seule condition que I'on a imposée a C est la
condition (1), qui s’écrit C' > a(c+log(N)), ona=>,_,  b*(i). O

4.13 Preuve de la relation 4.3(2)
On veut majorer
IV.D) = [ =CgPnn(g)oto) s
G(F)

Par la décomposition usuelle de la mesure dg, on a

I(N, D) / / / “(umk)?kn (umk)o (umk)?6p(m) ™ du dm dk.

Le k disparait et l'intégrale sur K également. Puisque xy est invariante a gauche par
U(F), l'intégrale en u est celle notée X (D, m,m) en 4.8. D’apres le (iv) du lemme de ce
paragraphe, on obtient

I(N,D) << /M(F) =M (m)2ky (m)o(m)? dm,

pour un réel D’ convenable. On décompose M en AGy. Comme dans la preuve précédente,
on obtient

(N, D) << / o(a)? ke (@) da / o (g0)2 25 (g0) 2k (g0 dgo.
A(F) Go(F)
La premiere intégrale est convergente et bornée par une puissance de N. La seconde
intégrale n’est autre que x(1, N, D'/2), avec la notation de 4.11 appliquée au groupe Gy.
Par le lemme de ce paragraphe, elle est convergente et bornée par une puissance de N.
Dot la relation 4.3(2).

4.14 Preuve de la relation 4.3(7)

La conclusion que 'on veut obtenir nous autorise & supposer ¢ > ¢. Alors ’ensemble
U(F)—U(F). est invariant par translation par U(F). et on peut décomposer l'intégrale
en v € U(F) — U(F)» en composée d'une intégrale sur U(F). et d’'une intégrale sur

(UF)=U(F)o)/U(F).. Cest-a-dire

I(¢,d,N, D) / / / / d(m, h,u, v'vy; D)dvy du’ du dh dm.
H(F)U(F). V—U(F) ) /U(F)e JU(F).
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Posons vy = v~ tu"th™lw/v h. Le groupe H(F)U(F). normalise U(F). et agit triviale-
ment sur U(F)/U(F).. Quand u décrit U(F)., vy décrit le méme ensemble. On remplace
la variable u par v,. Le jacobien de cette transformation est 1 et on obtient

I(e,d, N, D) << / / = (h)r(h) P s () (m) P (m) ! /
M(F) JH(F) (UF)=UI) ) /UF)e

/ / =2 (u'vym)EC (W'veh ™ m) o (W1 P o (u'vy )P dvy dvy du’ dh dm
U(F)e JU(F)c

pour un réel D; convenable. La triple intégrale intérieure est essentiellement X (¢, ¢, D, m, h='m),
avec la notation de 4.8. En appliquant le (iii) du lemme de ce paragraphe, et en remar-
quant que dp(h) = 1, on obtient

I(c,d,N,D) << exp(—ec) /M(F) /H(F) = (M)EM (m)ZM (W m) sy (m)o(h)P2o(m)P>

pour des réels Dy et € > 0 convenables. Comme dans le paragraphe précédent, on
décompose l'intégrale sur M (F') en produit d’intégrales sur A(F') et Go(F'). L'intégrale

sur A(F') est bornée par une puissance de N. D’apres le lemme 4.11, I'intégrale sur Go(F')

est bornée par exp(—c'a(h))ZH(h)NP? pour des réels Ds et ¢ > 0 convenables. I reste

une intégrale
/ =H (h)20(h)P2exp(—€'o(h))dh,
H(F)
qui est convergente. Finalement, on a une majoration
I(c,d,N,D) << exp(—ed ) NP1,

pour un réel D, convenable. Soit R un réel. Il existe o > 0 tel que, si ¢ > alog(N),
'expression ci-dessus est majorée par N~F. C’est ce qu'il fallait démontrer. [J

4.15 Preuve de la relation 4.3(8)

On a
I(c,d,N,C, D) << I(sup(c,d),sup(c,),N,C, D).

Puisque c est fixé, on peut aussi bien majorer le membre de droite, autrement dit supposer
¢ = . Introduisons un réel b > 0 que nous préciserons plus tard. On a

I(¢d,d,N,C,D) =Is,(¢,d,N,C,D) + I(c, ¢, N,C, D),

ou

Ly Nep)= [ f | tessW) s ()otm, hyu,ads D) dudh dm,
m(p) JHEUF), Jur),

et

(¢, ¢, N,C, D) = / / / Lo (W) Loac ()b (m, b, w, w's D)dud du dh dm.
M(F) JH(F)U(F) JU(F) -
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Dans la premiere intégrale, on majore 1,>¢(hu) par 1. On effectue le changement de
variable u +— h~'/hu~! et on obtient

Isy(d,d,N,C, D) << / Los (W) EX (W) kn(m)a(h)P o(m)Pop(m)™
M(F) JH(F)

/ / 2 (u'm)EC (uh ™ m)o (u) o (u')P du’ dudh dm,
U(F)C/ U(F)c/

pour un réel D; convenable. Les intégrales sur U(F'). sont majorées par 4.3(3). On en
déduit une majoration

Isy(d,d,N,C, D) << c’D2/ / Los(M)EX (R)ZM (m)ZM (W m)k iy (m)
M(F) J H(F)

a(h)P2a(m)P2dh dm,

pour un réel D, convenable. Ainsi qu’on I'a déja fait plusieurs fois, on décompose
l'intégrale sur M (F') en le produit d’intégrales sur A(F') et Go(F). L’intégrale sur A(F')
est bornée par une puissance de N. L’intégrale sur Go(F) est I'expression x“°(h=%, N, Dy)
de 4.11. En utilisant le lemme de ce paragraphe, on obtient

Is(¢, ¢, N, G, D) << PN / 1o (W)EH (W)Z (h)o ()P dh,
H(F)

pour un réel D3 convenable. D’apres le lemme 4.9, il existe € > 0 tel que ceci soit borné
par

c’D3ND3/ 1,55(R)Z7 (h)*exp(—ea(h))dh.
H(F)

Pour o(h) > b, on a exp(—eo(h)) < exp(—eb/2)exp(—eo(h)/2), d’ou

Isy(d,d,N,C, D) << c’DSNDSezp(—eb/Q)/ =8 (h)2exp(—eo(h)/2)dh.

H(F)
La derniere intégrale est convergente, d’ou
(1) Isp(cd,d,N,C, D) << ¢PsNPsexp(—eb/2).

Considérons maintenant 'intégrale I_,(c¢/, ¢/, N, C, D). On effectue encore le change-
ment de variable v — h~'u’'hu~!. La condition o(hu) > C devient o(v'hu~') > C. Jointe
a la condition o(h) < b, elle entraine o(u) + o(u') > C — b, a fortiori sup(o(u),o(u')) >
(C —b)/2. Supposons C' — b > 0. Alors

I(d,d,N,C,D) << I_(¢,d,N,C,D)+I.(,¢,N,C, D),

ol, pour un réel D, convenable,

IL(¢,d,N,C, D) = / / / / Loy (B) Lo oty () EH (R)EC (u'm)
M(F) JH(F) JU(F)y JU(F)

= (uh'm)ry(m)o(u) 1o (u)Pro(h)Pio(m)P4op(m) " du’ du dh dm,
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et IZ(c',d, N, D) est I'expression analogue ol 15> (c—p)/2(u') est remplacé par Lo>(c—p)/2(u).
En fait, le changement de variables (h,m) — (h™', h='m) rend les deux expressions si-
milaires. Il suffit donc de borner I_ (¢, ¢, N,C, D). L'intégrale en u se majore grace a
4.3(3). On obtient

I_(d,d,N,C,D) << c’Ds/ / / Locp(h) 1o ((cpy/a) () ZH (R)ZC (u'm)
M(F) JaEF) JUF),

=M(hrm) ey (m)o () P5a(h) 5o (m) P55 p(m) =Y 2du’ dh dm,

pour un réel D5 convenable. D’apres 3.3(5), il existe ¢; > 0 tel que ZM(h™Im) <<

exp(cio(h))ZM(m). Puisque o(h) < b, on obtient
I_(d,d,N,C, D) << C'DszSWP(Clb)/ 1a<bdh/ / Lo>((0—)/2) (W) 2% (u'm)
H(F) M(F) JU(F)y

=M (m)ky (m)o(u) P2 o (m) P38 p(m) = 2du’ dm.

L’intégrale sur H(F') est majorée par 4.3(1). Le produit des quatre premiers termes ci-
dessus est borné par ¢'Psexp(cyb) pour un réel ¢, > 0 convenable. La seconde intégrale
est majorée par le lemme 4.12. Précisément, fixons un réel R’, soit « la constante que ce
lemme lui associe. Alors on obtient une majoration

(2) I'(d,d,N,C, D) << ¢Psexp(cob)exp(—R' )N

pourvu que (C' —b)/2 > a(log(N) + ). Soit R > 0 un réel, choisissons b = 2¢~ (R +
Ds3)log(N) + R/ (2¢2) 7!, La majoration (1) devient

Isy(d, ¢, N,C, D) << ¢ Psexp(—eRc (4cy) )N F << NH,
Choisissons R’ = R+ 2co¢”'(R + Dj3). La majoration (2) devient
IL,(c,d,N,C, D) << ¢Prexp(—R J2)NF << N7H.

Cela vaut pour (C' —b)/2 > a(log(N) + ). Mais il existe o’ > 0 tel que cette condition
soit vérifiée pour C' > o/(log(N) + ¢’). C’est ce qu’on voulait démontrer. [J

4.16 Preuve de la relation 4.3(6)

L’expression I(c, N, D) est égale a la somme de I(c,c, N, D) et de I(c,c, N,1,D). 1l
suffit de reprendre les preuves des deux paragraphes précédents pour montrer que ces
deux termes sont bornés par une puissance de N. [

5 Entrelacements tempérés

5.1 Définition des entrelacements tempérés

Soient (V, qv) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles, avec dy < dy. On
utilise les notations de la section 4. Soit 7, resp. p, une représentation tempérée de G(F'),
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resp. H(F'). On note Homp¢(m, p) I'espace des applications linéaires [ : £, — £, telles
que [(m(hu)e) = &(u)p(h)l(e) pour tous h € H(F), uw € U(F), e € E,. Dans le cas ou
7 et p sont irréductibles, on sait que Homp (7, p) est de dimension au plus 1. En tout
cas, cet espace est de dimension finie. On note m(p, ) cette dimension. Ce nombre ne
dépend pas des différents choix que l'on a effectués. Pour simplifier la rédaction, on note
aussi m(m, p) = m(p,7).On munit E, et E, de produits scalaires invariants. On définit
une forme sesquilinéaire L ,. sur £, ®c E, par

cw4a®ae®@=/‘ (p()¢, ) (¢, m(hu)e)E () dudh
H(F)U(F).

pour tous €,€ € E, et e, €’ € E,.. Cette expression est absolument convergente. En effet,
elle est majorée par

/ =7 (h)ZC (hu)dudh
H(F)U(F).

qui est convergente d’apres 4.3(4).
Pour tout entier ¢ > 1, notons w4(c’) le sous-groupe des a € A(F) tels que valg(a; —
1) > ¢ pour tout i =1, ..., 7.

Lemme . Pour tous €€, e, €, il existe un entier ¢y tel que L, ,.(¢ ® €, e ® e) soit

indépendant de ¢ pour ¢ > c¢y. Plus précisément, soit ¢ un entier > 1. Alors il existe un

/
entier ¢y tel que cette conclusion soit vérifiée pour tous €, € et tous e, e’ € E?r’“‘(c ),

La preuve est similaire a celle du lemme 3.5. [
On définit une forme sesquilinéaire L , sur F, ®c £, par

L€ @ e®e)=1limeolr,pc(c ®e exe).
Cette forme vérifie les relations

L ,(ph)e @e' e®m(hu)e) =&)Ly, (€ @€, e®e)
Lo (¢ @m(hu)e, p(h)e @e) = E(u)Lr, (€ @€ 6@ e)
pour tous h € H(F'), u € U(F). Elle est donc combinaison linéaire de fonctions
(€ @€ e@e) = (¢,1(e))(l'(e), €)

oul,l' € Hompe(m, p). En particulier, elle est nulle si Homy¢(m, p) = {0}.

Supposons 7 et p irréductibles et £, , non nulle. L’espace Homp ¢(m, p) est de dimen-
sion 1. On peut fixer un élément non nul [ de cet espace et un nombre complexe ¢ # 0
tels que

L., @ exe)=c(l(e)(l(e)e€)
pour tous €, €, e, e¢'. Il en résulte I'égalité
U on€ @€, e@ ) = [Layld B¢ @) |Lnylc®¢c® ).

En conséquence
(2) il existe € et e tels que

Lr,(e®ee®e)#0.

On a supposé dy < dy. Pour simplifier la rédaction, dans le cas dy > dy, on pose

Eﬂ'vﬁ = ‘CPJF .

60



5.2 Induction d’entrelacements tempérés

Soient (V,qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles, avec dy < dy.
Soit V = V & Y une décomposition orthogonale, avec Y hyperbolique. On fixe une
base hyperbolique (yi])] 1.k de Y, on note Y, resp. Y, le lagrangien engendré par
(Yj)j=1,...k» r€SD. (Y—;)j=1,. k- On suppose k > 1. On note @) le sous-groupe parabolique de
G formé des éléments qul conserventY ', L son sous-groupe de Lévi formé des éléments qui
conservent de plus Y7, Ug le radical unipotent de (), G Ly, le groupe des automorphismes
linéaires de Yt et G le groupe spécial orthogonal de V. On a L = GLj, x G. On fixe un
sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a L.

Soit 7, resp. u, p, une représentation admissible irréductible et tempérée de é(F ),
resp. GLg(F'), H(F). On fixe des produits scalaires invariants sur les espaces de ces
représentations. Introduisons la représentation induite 7 = I ndg(,u ® 7), que l'on réalise
dans l'espace F, = Eg,l@ﬁ. On munit £, du produit scalaire invariant

e, e)= e (g),e(qg))dg.
() /Q o, €0 0

On définit les formes sesquilinéaires L, , sur £, ®c E; et Lz , sur £, @c Ex.

Proposition. La forme L , est non nulle si et seulement si la forme L5 , est non nulle.

Preuve. Soient e, e’ € E, et ¢, € E,, choisissons un entier c¢ assez grand. On a
I’égalité

Lof(€ @ye@e) = Lo pulé @ e@e) = / (p(h)' )
H(F)U(F).

/ (€ (9), e(ghu))dg &(u) du dh,
(FI\G(F)

Montrons que
(1) cette expression est absolument convergente.

On a
/ (o). clohu))lds = / (€ (k). e(khu))|dk
QF\GF

/ (¢ @ 7)(lo(khu))e(kg(khu)))|6q (o (khw)) /2 dk.

Parce que p et 7 sont tempérées, il s’ensuit que
| 1€t elgbuidg << [ Solglhkhu)) 2= tq(ki))dk = =4 (hu),
QUING(F) K

la derniere égalité résultant de [W2] lemme I1.1.6. L’expression a étudier est donc bornée
par un multiple de

/ =8 (h)Z2%(hu)dh du
H(F)U(F).

qui est convergente d’apres 4.3(4). Cela prouve (1).
Traitons d’abord le cas ou k < r. On peut supposer y; = vg_,—; pour j = 1,..., k.
Alors P C Q. On a

/ (¢(9), elghu))dg = / (€ (@), e(@'uh))dv,
Q(F)\G(F)

Ug(F)
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d’on, par le changement de variables u — v’ ~u,

(2) L€ @ exe)= / (p(h)€,€)

H(F)

/ (€' (@), e(uh)) @) ¢ (u)du dv’ dh.

(0 w)EUG(F)xU (F);o' ~ uelU (F).

Posons Uy, = U N GLg et U = U N G. Remarquons que la restriction de & & Uy(F)
est le caractere de ce groupe défini en 3.5 tandis que la restriction de & & U(F) est le
caractere analogue a ¢ quand on remplace G par G dans les définitions. Décomposons
u en u = niv, avec n € Uy(F), i € U(F) et v € Ug(F). La condition v'~'u € U(F).
équivaut a n € Up(F),, @ € U(F), et v ~'6 € U(F). N Ug(F). Cette derniere condition
s’écrit concretement

valp(qy (00—, Vg—r—1) — qv (0 0r—k, Vg—r—1)) > —cC.

De méme, on a l'égalité

E(0'710) = (qv (0v—k, Vk—r—1) — Qv (V'V—, Vh—r1)).
Dans l'expression (2), effectuons le changement de variables v — hvh™!. cela ne modifie
pas les conditions ci-dessus et le jacobien de cette transformation vaut 1. On obtient

Lo e = | (p(h)e, ¢

(ﬁ’,ﬁ)eUQ(F)2;z7"H?eU(F)c /H(F)U(F)c /[Jk(F)c

(€ (@), u(n) 7 (hi)e(0))E(n)E(@)E(7 " 5)dn dh di do dv'.

Cette expression est encore absolument convergente. Pour un entier ¢ > 1, introduisons
le sous-groupe w(c’) C A(F) de 5.1. Choisissons ¢ tel que e et € soient invariants
par wa(c) et que le caractere central de p soit trivial sur 1 + p%. Soient a,a’ € wa(c).
Considérons 'expression

3) / / ~ / (p(h) <)
(¥ ) UG (F)2:0 " 5eU(F)e J H(F)O (F)e JUL(F)

(e @ 7)(a)e' (0), p(n)7(hit) (p ® 7)(a)e(0))€(n)E(@)E(v' ' v)dn dh didv dv'.

Introduisons le sous-groupe w’y(¢’) formé des o € wyu(c’) tels que a,—p = ,—+1.0n a
I'égalité wa(cd) = (Zk(F) Nwa(c)) x wy(). Ecrivons a = za, o' = 2'a/ conformément a
cette décomposition. On a p(z) =1 = u(z’) et on a I'égalité

((n @ 7)(a")e' (), p(n)7(hit) (e @ 7)(a)e(v)) = ('('V"), u(n)7 (hit)e(av)).

On effectue les changements de variables v — oo, ¥ — o/ ~10'a’. Cela ne modifie pas
le domaine d’intégration ni le terme &(7'~'9). Puisque e, resp. €/, est invariant par a,
resp. ', les termes «v et o disparaissent. Donc (3) est indépendant de a et a’. On peut
intégrer cette expression sur w4 (c’)?. L’expression obtenue reste absolument convergente
et on obtient

Lofdedcne = [ e [ (e oda)
(v/,0)€Ug (F)%0 ™ €U (F)e H(F)U(F)c
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/ (el (), u(n)7(hit)eq (0))E(n)dn dh dii do dv’,
Ur(F)e

ou

éwﬁzmwwawr{/(¢u®ﬂmwwmm

e (7) = mes(wa(c)) ! / e el

Introduisons une fonctionnelle de Whittaker non nulle ¢ sur l'espace E,. Notons & :
E, ® Bz — Ex l'application ¢ ® id. D’apres le lemme 3.7(ii), si ¢ est assez grand, on a
I’égalité

/U - (€ (), ()7 (hit)ew (0))€(n)dn = C(Del, (V') 7(hit) Pes (D)),

ou C' est une constante non nulle. D’apres le lemme 5.1 appliqué au groupe G, si ¢ est
assez grand, on a 1’égalité

/H A (p(h)é, )&(a) (e, ('), 7 (hit) Pey (T))dh dit = Lz (¢ @ Pl (), € @ Pey (D).

On obtient
(4) Lop(d @ e®e)=

C/ L (¢ @ el (), € ® Pes (0))E(0 ™ 0)dv dv'.
(7 ,0)€UG (F)%0' ' 0€U (F).
Cette égalité entraine que, si Lz, est nulle, £, , I'est aussi. Inversement, supposons L ,

non nulle. On peut fixer des éléments €, € E,, €,€' € Ez, n,n' € E, de sorte que
L:,(€ @€ e®e)#0,
o(n) =o(n) =1

Choisissons un sous-groupe ouvert compact £ de Ug(F) sur lequel € soit trivial. Intro-
duisons 1'unique fonction e € E; telle que, pour v € Ug(F'), on ait 1'égalité

[ n®e siveQ,
e(v) = { 0, sinon.
Si ¢ est assez grand, on a :
_ e, sivefq,
Pew (1) = { 0,  sinon.
Introduisons la fonction similaire ¢’ € E,. L’égalité (4) entraine
L€ @€, e®e)=Cmes(Q)’Lz, (€ @, e®é).

Ce terme n’est pas nul, donc £ , n’est pas nulle.

Traitons maintenant le cas ou r < k. On peut supposer v; = y_pi,_; pour ¢ = 1, ..., 7
et Vo = Yp—k + Volk—r, O 1y = qv (Vo). Alors Uy C P et QQPest un ouvert de Zariski de
G. On a I'égalité

5[ @lelghung = [
QUENG(F) (M(F)NQF))\M (F)
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/ (€/(z'm), e(x'mhu))dz’ dm.

(UENQE)\U(F)

Posons ;" = YT N1y, Qo = QN Gy. L'espace Y;" a pour base (y;)j=1. x—r et le
groupe @ est le sous-groupe parabolique des éléments de Gy qui conservent Y . Posons
Yib = YTNW, Y, =Y NnW, notons Q" le sous-groupe parabolique de H formé
des éléments qui conservent Yy, L son sous-groupe de Lévi formé des éléments qui
conservent de plus Yy, et Ugs le radical unipotent de Q™. Lespace Y;}; a pour base
(yj)j=1,. k—r—1. Notons Wy l'orthogonal de YVJ[Z ® Yy, dans W, H, son groupe spécial
orthogonal et GLi_,_; le groupe des automorphismes linéaires de Y. On a I’égalité
L" = GL_,_1 x Hy. Posons wy = —ﬁyr_k + %yk_r et D = Fuw,. Alors W, est
la somme directe orthogonale de V et de D¥. Le groupe Qo N H est le sous-groupe
des éléments de H qui conservent Y;" (disons que, pour quelques instants, on étend les
scalaires & F). Un tel élément conserve Y;" N W = Y}, donc appartient & Q. Soit
h € Q. Pour qu'il conserve Y, il doit envoyer y;_, dans Yy'. Mais il fixe vy et on a
wo = —ﬁvo + Yg_r. On a donc hwy € wgy + YE;F. Puisque hwq et wy appartiennent a W,
cela force hwy € wg + Yi;,. La réciproque est similaire. Donc Qo N H est le sous-groupe
des h € Q¥ tels que hwy € wy + Y. Autrement dit

Qo N H == GLk_T_léUQH.

On vérifie que la restriction du module g, au groupe Qo(F) N H(F) est égale au mo-
dule de ce groupe : si on écrit un élément h € Qo(F) N H(F) sous la forme dgn, avec
6 € GLy_r1(F), § € G(F), n € Ugu(F), ces modules coincident avec |det(d) (Ii;‘ﬁk_r_l.
L’application naturelle Qo(F)\Go(F) — (M(F)NQ(F))\M(F) est un isomorphisme. Le
groupe H(F') agit sur I'ensemble des sous-espaces isotropes de Vj de dimension k—r. Il y
a deux orbites : 'orbite ouverte des sous-espaces dont I'intersection avec W est de dimen-
sion k—r—1 et I'orbite fermée des sous-espaces contenus dans W. L’espace Y," appartient
a lorbite ouverte. Il en résulte que 'application naturelle (Qo(F) N H(F)\H(F) —
Qo(F)\Go(F) est injective et a pour image un ouvert de l'espace d’arrivée dont le
complémentaire est de mesure nulle. On en déduit aisément l’assertion suivante. Soit
¢ : Go(F) — C une fonction telle que ¢(qg) = dg,(q)p(g) pour tous ¢ € Qo(F),
g € Go(F). Supposons ¢ absolument intégrable sur Qo(F)\Go(F). Alors la restriction
de ¢ & H(F') est absolument intégrable sur (Qo(F) N H(F))\H(F) et on a I'égalité

/ w(g)dg = / @(h)dh.
Qo(F)\Go (F) (Qo(F)NH (F))\H(F)

Dans 'égalité (5), on peut donc remplacer 'intégration sur (M (F) N Q(F))\M(F) par
une intégration sur (Qo(F) N H(F))\H(F). On obtient

/ (€'(g), e(ghu))dg = / / (¢ ('), e(x' W hu))da’ dl/,
QUI\G(F) (Qo(F)NH(F\H(F) J (UFE)NQF))\U(F)
puis

L€ @ e®e)= / /
H(F)U(F)e v (Qo(F)NH (F))\H (F)

/ (p(h)€, e) (€' ('R, e(x'h hu))é (u)da' dh' du dh.
(UE)NQF)\U (F)
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On effectue les changements de variables u +— (h'h)~‘uh’h, puis h — h'~1h, on décompose
ensuite l'intégrale sur H(F') en une intégrale composée d'une intégrale sur Qo (F)NH (F')

et d’une intégrale sur (Qo N H(F))\H(F) (la mesure sur Qo(F) N H(F') doit étre une
mesure de Haar a gauche). On obtient

L€ @ exe)= /

(Qo(F)NH (F))\H(F))? /Qo(F)ﬂH(F) /(U(F)OQ(F))\U(F)

/U(F) (p(gh)e, p(h)e) (€ (2'R), e(x'uqh))é(u)du da’ dg dh dh,

On effectue le changement de variable u +— z’~'u puis on décompose l'intégrale en
u € U(F) en composée d'une intégrale sur u € U(F) N Q(F) et d'une intégrale sur = €
(U(F)NQ(F)\U(F). Remarquons que U(F)NQ(F) =U(F)NL(F) =U(F)NGLk(F).
La condition initiale u € U(F), est remplacée par 2’ ~'uz € U(F).. Notons ¢.(u, z,z’) la
fonction caractéristique de ’ensemble des (u, x, z) vérifiant cette condition. On obtient

L€ @ e®e)= / / /
(Qu(F)NH(F))\H(F))? J Qo(F)NH(F) J ((U(F)NQ(F))\U(F))?

/ (p(gh)e, p(h)e) (€' (2'h), e(uzqh))e(u, z, ' )é(x' ~ ux)du dx dx’ dg dh dh’.
U(F)NGLy(F)

On effectue le changement de variable x +— gxg~! : cette conjugaison préserve a la
fois U(F) et U(F) N Q(F). Les termes £(x) et ¢.(u,z,2') ne dépendent de = que par
I'intérmédiaire des coefficients gy (xv;,v_;_1)pour ¢ = 1,...,r — 1. Puisque ¢ fixe les vec-
teurs v;, la conjugaison par ¢ ne change pas ces termes. Par contre, elle introduit un
module. Pour 'exprimer commodément et pour poursuivre notre calcul, on décompose
q en 6ng, ot 6 € GLy_,_1(F), n € Ugu(F) et § € G(F). Le module est alors |det(5)| 7"
On obtient

e N S o
(Qu(F)NH(F)\H(F))? J (U(F)NQF)\U(F))? JG(F) JUquu (F) J GLg—r—1(F)

/ (p(Sngh)e', p(I)e) (€ (I, e(ubnigeh) oo (u, . )
U(F)NGLy(F)

E(z' " tux) |det(8)| 7 du ds dn dg dz dx’ dh db'

On a Pégalité U(F) = (U(F) N Q(F)) x (U(F) N Us(F) qui permet de remplacer I
intégration sur (U(F) N Q(F))\U(F) par une intégration sur U(F) N Ug(F). On va
légerement modifier cet ensemble de représentants. Soit z € U(F) N Ug(F). Pour i =
1,...,r—1,ona

qv (v, v—i—1) = Qv (TY—ktrr—is Yo—r+it1) = Qv (Y—ktr—i, Yo—rtit1) = 0

puisque z fixe y_jy,.—;. Par contre, gy (xvg,v_1) n’est en général pas nul. Exprimons
matriciellement les éléments de GLj, dans la base (y;);=1,., de Y. Remarquons que le
groupe U NGLy est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G'L;, triangulaire
supérieur par blocs, de blocs k—r, 1,...,1. Pour u € U(F)NGLg(F'), on calcule aisément

C_IV(UUz',U—z'—O = —Uk—r+ik—r+it+l
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pour i = 0,...,7 — 1. Pour v € U(F) N Ug(F), notons u(x) 'élément de U(F) N GLy(F')
dont toutes les coordonnées non diagonales sont nulles, sauf w(x)k_,k—r+1 qui vaut
qv (zvg,v_1). Posons z, = wu(z)z. Alors qy(z.v;,v_;—1) = 0 pour tout ¢ = 0,...,r —
Let {w;2 € UF)NUg(F)} est encore un ensemble de représentants de (U(F) N
QF)\U(F). Pour z,2" € U(F)NUg(F) et u € U(F)NGLy(F), on a &2 uzy) = E(u)
et wo(u, x4, 2,) = 1 si et seulement si u € Uy (F').. On obtient

/
*

o€ e, eRe) =
6 E » / /
(Qo(F)NH(F)\H (F))? J (U(F)NUg(F))?

I(z', Wz, h)dx dx' dh dh/,

I(z', 1 2, h) = / / / / (p(dngh)e’, p(h')e)
GF) JUGua (F) JGLig—p—1 (F) JU(F)NUR(F)ec
(¢'(zLh)), e(udngx.h))E(u)|det(8)| 2" du ds dn dg.

Toutes ces expressions sont absolument convergentes d’apres (1) : on n’a jusqu’ici effectué
que des changements de variables et des permutations d’intégrales.

On va calculer I(x/,1/,x,h). Fixons un sous-groupe compact spécial K7de H(F)
en bonne position relativement au sous-groupe parabolique Q. L’application naturelle
de K dans QY (F)\H(F) est surjective. D’aprés la description que I'on a donnée ci-
dessus du groupe Qo N H, tout élément de(Qo(F) N H(F))\H(F) a un représentant
qui appartient & Ho(F)K*™. On peut donc se limiter a calculer I(z',h’, 2, h) pour des
éléments z,2' € U(F) NUG(F) et h, i € Hy(F)K". Dans I'expression de I(z', 1/, z, h),
on peut remplacer e(udngz.h) par p(u)e(dngz.h). D’apres les formules écrites ci-dessus,
E(u) = P(— D imk—r... k1 Ujj+1). Fixons une fonctionnelle de Whittaker ¢ non nulle sur
E,, et notons comme plus haut ® : £, ®c £ — E; 'application ¢®id. On peut appliquer
le lemme 3.7(ii) : il existe une constante C' # 0 telle que

ou

/ (¢ (1), p(u)e (S, ) E(u)du =
U(F)NUk(F)e

C (Pp(ya)e'(xlh'), Pu(ya)e(ongx.h))|det(y)|F"da dy,

Ug—r—1 (FN\GLg—p—1(F)Xw[—y)(ctcy)

pourvu que ¢ + ¢, > 1. On peut remplacer p(ya)e(dngx.h) par

p(yda)e(ngz.h)dq(0)? = p(yda)e(ngr.h)|det(s) ng’%_lw,

womn-c| [ ]
G(F) Uga (F) JGLg—r1(F)

(p(6ngh)e’, p(l)e)(Pu(va)e (x,1), Pu(yda)e(ngz.h))

On obtient

/Ukrl(F)\GLkrl(F) Xw[g—r] (ctey)
\det(v)| 7" |det(8) [ "V da dy dS dn dg.

Montrons que
(7) pour g et n fixés, I'intégrale intérieure sur GLg_,_1(F) X (Ug—r_1(F)\GLg—_r_1(F)) X
Wik—r)(€ + ¢y) est absolument convergente.
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La variable a € wp—(c + cy) disparait tout de suite : la fonction que l'on integre
est localement constante en cette variable et le domaine d’intégration est compact. On
a une majoration

[(p(ongh)e’, p(h)e)| << ="(9).
On peut décomposer €' (z,h’) et e(ngz.h) en combinaisons linéaires de produits n® é, ou
n € E, et € € Ex. Cela nous ramene a montrer que, pour 1,7’ € E,, I'intégrale

[ = @)oo oo
GLg—r—1(F) JUp—p 1 (F)\GLg—y—1(F)

—r+(dy+k—-1)/
|det ()" |det ()]
est convergente. On effectue le changement de variable § — ~1§. On remplace ensuite la
variable v par t'k', avec t' € Ap_,_1(F) et k' € Ky_,_1 et 0 par tuk, avec t € Ax_,_1(F),
u € Ugyp_1(F), k € Ki_,_1. Cela remplace dydé par dp, ., ,(t')"*dt’ dk' dt dudk. De
nouveau, les intégrales en k et k' sont inessentielles et on est ramené a 'intégrale

dfy do

®) / / () | Syt || Syl ()
Up—r—1( Ap_p_1(F)?

\det (¢)| S92 det (1) T 2 qt gt du.,

Montrons que
(9) pour tous réels R > 0 et € avec 0 < € < 1/2, on a une majoration

=9 (g) << EM—1(g)a(g) F|det(g)[iT TR

pour tout g € GLy_,_1(F).

On peut supposer g = a € Ay_,_1(F). Notons a;, pour j = 1,....k —r — 1, les
coefficients diagonaux de a. Choisissons un sous-groupe de Lévi minimal M,,;, de H
contenant Aj_,_; et un sous-groupe parabolique minimal P,;, € P(M;) tel que a soit

"négatif 7 pour P, c’est-a-dire que |a(a)| < 1 pour toute racine a de Ay, .. dans
up, . . D’apres [W2] lemme II1.1.1, on a des inégalités

(10) 6p,. (a) << E¥(a)* << 0p,. (a)o(a)”

ou D est un certain entier. On énumere les valeurs de «a(a) pour toutes les racines
a de Ay . dans b : ce sont aja;,l pour j # j', aja; et (aja;)”t pour j < j/, qui
interviennent avec multiplicité 1, et a; et aj_l qui interviennent avec multiplicité dy, =
dy + 1 (évidemment, les j, j' parcourent {1,...,k —r — 1}). Le module 6p,,, (a) est le

produit de celles des valeurs absolues de ces termes qui sont inférieures ou égales a 1.
Donc

5Pmm(a) = 111113,

[1 = H |Cljaj_/l|p;

J#"valp (aj)>valp (aj)

L=( I lajaplp) (] lajay|5);

j<j’svalp(aja;)>0 j<j’walp(aja;)<0

ou
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L= ] el T lalz™ ™.

Jyvalp(aj)>0 Jivalp(a;)<0

On peut majorer le premier produit de I, par son inverse. On obtient

I, < [T lajay |3 = ldet(a) >+

Ji<j’
On a [3 = [4[5, ou
L= JI a0 I lalz),
jivalp(a;)>0 jalp(a;)<0
dy+1-2¢ —dy—1+42¢
Is = ( H |a ajlp )( H |a ajlp ).
jwalp(a;)>0 jwalp(a;)<0

Comme ci-dessus, le premier produit de I5 est majoré par son inverse, d’ou

—dy—1+42¢ —dg—1+2€
I5<H|a] 2= |det(a)) 2V

On a I, = ¢ % ou

b= _|valp(a;)| >> o(a),
J
donc I, << ¢~2¢(@_D’oi, en utilisant la seconde majoration de (9),

—_ eo(a r+l—dy —k+2e
=29 (0)? << o(a)Pq 2@ |det(a)| .

Un calcul similaire vaut en remplacant le groupe H par GLy_,_;. En utilisant cette fois
la premiére majoration de (10), on obtient simplement

I, << ZCt-r-1(g)?,

De ces deux majorations se déduit 'assertion (9).
De (9) et de la proposition I1.4.5 de [W2] se déduit que I'intégrale

/ =H (¢ M) du
ka'rfl(F)

est convergente et que, pour tout € tel que 0 < € < 1/2,elle est bornée par

5B (t/ 1t) 1/2|d t(t/ 1t) E+(T+1 —dy _k)/ .

k—r

Pour tout entier ¢ € N, on a introduit en 3.5 la fonction ¢ sur Ag(F'). D’apres le lemme
3.7(i), il existe un entier ¢ € N et un réel R > 0 tels que 'on ait la majoration

[pu(a)n| << to(a)ds,(a)?o(a)"

pour tout a € A(F). Pour t € Ay_,_1(F), on a dp, (t) = 0p,_,_,(t)|det(t)|", Aot

(A1) |op(t)n] << to(t)dp, ., ,(O)]det(t)| ST 2o (t)",
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La fonction g — ¢u(g)n’ vérifie une majoration analogue. L’expression (8) est donc
majorée par le produit des intégrales

[ et o ar

/ 1o ()] det (1) [ 2o (1),
Ap—r_1(F)

Considérons par exemple la premiere. On remplace les variables t], ..., ¢, _,_, par aj....ag—,_1,
a9...Qk_r_1,...,a_r_1. L’intégrale est alors essentiellement bornée par le produit sur
j=1,....k —r—1 des intégrales

j(—e+1/2
Lo B0 (e
aj€F>valp(a;)>—c

Chacune d’elles est convergente, ce qui achéve la preuve de (7).

On utilise (7) pour permuter les deux intégrales intérieures dans l’expression qui
précede cette assertion. On effectue ensuite le changement de variables § — y~1§, puis on
décompose 7y en t'k" et § en utk, avec u € Uy_,_1(F), t,t' € Ap_,_1(F) et k, k' € Kp_,_1.
Cela change dydd en dp, _, (tt')"'dudt dt’ dk dk’. On obtient

I(z' W,z h) :C/~ I(«', 1, z,h, §)dg
G

I(«',1 2, h,q) / / / / /
QH(F Wik—r] C+C1ZJ k r—1 Ak*'rfl(F)z karfl(F)

(p(utkngh)e', p(t'k'h)e)(Pu(t'K a)e' (zLh'), Pu(utka)e(ngz.h))
(det(t)|S T | der (1) [T RS () dudt dt dk dE dadn.
Fixons une suite (£2;);en de sous-groupes ouverts compacts de Ugn (F) telle que € C 44

pour tout [,
U = Ugu(F

leN

ou

et tout € soit invariant par conjugaison par Ky, 1. Notons [;(z', i/, x, h, g) 'expres-
sion obtenue en remplacant dans (2, k', z, h, §) la premiere intégrale sur Ugn (F') par
I'intégrale sur €2;. On a

I(Z' 1,2, h, g) = limg_oo (2, B 2, Ry ).

Fixons [ € N. En (7), on avait fixé n. Mais, les fonctions considérées étant locale-

ment constantes en cette variable, on aurait aussi bien pu l'autoriser a varier dans

un sous-ensemble compact de Ugu(F') et on aurait obtenu une majoration uniforme

en n de l'intégrale considérée. Donc 'expression [;(z’,h', z, h, ) est absolument conver-

gente. On peut changer 'ordre des intégrales puis effectuer le changement de variable
— (tk)~'ntk. Cela introduit le module dgu ()~ = |det(t)| 7R On obtient

L' B 2, h,g) = / / / / /
wip—r)(ctey) JKE_ 1 S Ap_p 1 (F)? Sttt JUp_r_1(F)
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(pluntkgh)e, p(t' K')e)(@u(t'K a)e (z,h'), @u(utka)e((tk) 'ntkjz,h))

\det (¢t) S~ 25, () dudn dt dt’ dk dK da.

Soit n € Ugu(F). On a nwy € wy + Y};. Introduisons I'élément u(n) € Uy(F') qui fixe
tous les vecteurs y; pour j = 1,...,k, j # k —r, et envoie y,_, Sur yg_, +nwy — wp. On a

(12) u(n)~'n € Ug, (F).

En effet, u(n)~'n fixe tout y; pour j = 1,...,k —r — 1 et envoie V dans Y, a
fortiori dans Y;". Pour qu'il appartienne a Ug, (F'), il suffit qu’il fixe de plus yx_,. On a
Yk—r = Wo + 5=vo, dONC Ny = nwo + 5=vo = Yk + nwWo — wo, puis u(n) 'nyx_, =
uw(n) yp_, + nwy — wo = yx_,. Cela prouve (12).

Puisque e est invariante a gauche par Ug(F'), a fortiori par Ug,(F'), on a

k—r—1

p(utka)e((tk)"ntkgz.h) = 6o(tk) Y uluau(n))e(u(n) *ntkjz,h)

= 60 (tk) "V u(uau(n))e(tkgr,h) = p(uau(n)tk)e(go.h).

Introduisons le sous-groupe parabolique P de H, contenu dans Q¥ , dont ’intersection
avec LT est Byr—1 X Hy. Son radical unipotent est Upn = Up_,_1 X Ugr. On définit un
caractere £8 de Upn (F) par la formule

§"(v) = Ylqw (vwo, yr—r1a) + ' Z aw (VY5 y—j+1))

pour v € Upu(F). Remarquons que les données H, PH g, €1, G sont d’exactes simi-
laires des données G, P, v, £, H. Plus généralement, pour a € Wik—r] (€ + cy), définissons
un caractere £ de Upn (F) par

&) = ot aw(vwo, o))+ D> aw vy Y1)

Si v =un, avec u € Up_,_1(F) et n € Ugu(F'), on a I'égalité

& (un) = V(g u(n)pmrorpmr + Y Uje1)-

j=1,..k—r—2
D’apres la définition de ®, on en déduit

Cp(uau(n)tk)e(ge.h) = &' (un)@p(tha)e(ge.h) = &' (un)m(g)@p(tha)e(z.h).

(13) Il(x/vh/7x7h7§):/ / / / /
wip—r)(ctey) JEKE_ 1 S Ap_p 1 (F)? Sttt JUp_r_1(F)

(p(untkgh)e', p(t'K'D)e) (Pu(t'K a)e' (1), 7(5) p(tha)e(z.h))E; (un)
\det (¢t) S 25, () dudn dt dt’ dk dK da.
Pour un entier ¢ > 1, on introduit le sous-groupe wa, , ,(¢') C Aj_,—1(F'). Montrons
que
(14) il existe un entier ¢ > 1 tel que, pour tous t,t' € Ay, 1(F), k, k' € Ky, 1,
h,hW' € Hy(F)K" et g € G(F), les éléments p(tkgh)e et p(t'k'h')e de E, soient invariants
par p(«) pour tout a € wy, ., (¢).

puis
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Ecrivons h = hor, avec hg € Ho(F) et k € KH. Soit a € Ap_,_1(F). En utilisant le
fait que Gj_,_; commute a Hy, a fortiori a G, on a

atkgh = tkghy

ol v = (kk) akk. Puisque kr reste dans un ensemble compact, il existe ¢’ tel que la
condition @ € wy, , ,(¢') entraine que p(v) fixe €, donc que p(a) fixe p(tkgh)e'. La
preuve est la méme pour 1'élément p(t'k’h')e. Cela prouve (14).

On fixe ¢ comme en (14). Les deux intégrales intérieures de la formule (13) se
regroupent en une intégrale sur le sous-ensemble Uy, 1(F) x tt~! de Upn(F). In-
troduisons le sous-groupe Upn(F'). de ce dernier groupe. Posons Ay(t) = Upu(F)y N
(Ug—r—1(F)xtt™1). La preuve du lemme 3.5 montre que 'intégrale sur le complémentaire
de Ay(t) dans Uyp_,_1(F) x t&t=! est nulle. On peut donc remplacer les deux intégrales
intérieures de (13) par l'intégrale sur A;(¢). Remarquons que ¢’ est indépendant de ¢, on
peut donc supposer que c est assez grand relativement a ¢’. Alors, pour a € wi,—(c+cy),
le caractere €7 coincide avec £# sur Upn (F)o. On obtient

wron- [ [ o fo
G(F) Jwp_p(ctey) J K2 Ap—r_1(F)2 J A1)

(p(utkgh)e', p(t'K'h)e)(Du(t' K a)e (a,h'), 7(g) Pp(tha)e(w. )M (u)
\det (t) S Ps, (1) dudt dt dk dK da dg.

Montrons que

(15) l'expression obtenue en remplagant ci-dessus 'intégrale sur A;(¢) par I'intégrale
sur Upn (F')o est absolument convergente.

Comme toujours, les intégrales sur wy,_,j(c+cy ) X KZ_,_; sont inessentielles. Oublions-
les. On peut supposer e(z,.h) =n®@eéet €(z.h) =1 @€, avec n,n € E, et €,€ € Ex.
On a les majorations

|(p(utgh)e’, p(t'h")e)| << X (¢~ tutg),

(Du(t'Ka)e (1), 7(9)Ppu(tha)e(z.h))| << Z(g)lou(t)n'||ou(t)n].
On peut encore majorer cette derniere expression grace a (11) : il existe un entier ¢’ et
un réel R > 0 tels que

|(@u(t K a)e (,1), 7(§)Pp(tha)e(w.h)] << Z(G)rer(t)een (t)

Oy, () 2] det(t) |5 2o (1) o (1)1

On effectue le changement de variable u — t'ut’~!, qui introduit le module §pnu (t'),
on est ramené a ’expression

/~ / / EH(ut/—ltg)EG(g)Lc” (t)LC// (t/)
G(F) J A1 (F)2 IV WU (F) ot/

Op ()26 pu (¢)|det(t)| ST TR 0 (1) B (¢) R dt di d.

Pour ' € Ax_,—1(F'), dont on écrit les coefficients diagonaux t},...,t,_,_;, posons
(') = sup{c,+valp(t;)—valp(ts), ..., +valp(ty_,—o)—valp(ty_,_1), +valp(ty_r—1)}.
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Alors ¢ 'Upn(F)ot' C Upn(F)u ) et on peut remplacer dans l'expression ci-dessus
Pintégrale sur ¢ 'Upn (F)qt" par Uintégrale sur Ups (F') (). D’apres 4.3(3), il existe un
réel R' > 0 tel que

/ = (ut =1 g)du << Spu (tt V2R (§)0 ()T o (tt~HE (1) F .
Upn (F)c/(t/)

On peut aussi bien remplacer o(t' =) ¢ () par o(t) o(#'). On a
Spu(tt) = 0p, ., (tt)|det(tt))| ¥,

Alors notre expression est majorée par le produit de trois intégrales. La premiere est

[ =10 (3)=% ()0/(3)" g,

G(F)

qui est convergente d’apreés 4.3(4). Les deux autres sont toutes deux égales a
/ e ()| det (D)L 2o (t)dt.
Ap—r_1(F)

On a vu dans la preuve de (7) que cette intégrale était convergente. Cela prouve (15).

Grace a (15), le théoreme de convergence dominée nous permet de calculer la limite de
I(«', bz, h) quand [ tend vers U'infini, ¢’est-a-dire I(z/, h/, x, h), comme I'intégrale obte-
nue en remplagant, dans la formule qui précede (15), I'intégrale sur A;(¢) par 'intégrale
sur la limite de cet ensemble, c’est-a-dire sur Upn (F')~ tout entier. On reconnait la double
intégrale sur G(F) x Upn (F)y : elle donne

L,z (p(tkh)e @ Qu(t'k a)e' (x,h'), p(tk'h)e @ Pu(tka)e(x.h)),

ce terme étant calculé & l'aide du caractere £7. D’apres le choix de ¢ et le lemme 5.1,
c’est aussi

L,7(p(tkh)e @ du(t'K a)e (z,h'), p(tk'h )e @ Pu(tka)e(z.h)).
D’ou
I W, h) = / / / det(#)] (P25, ()
wmn(eres) JKE S A (2
L,7(p(tkh)e @ Qu(t'k'a)e’ (x,h'), p(t' k'L )e @ Pu(tka)e(x.h))dt dt’ dk dk' da.

Remarquons que les intégrales sur Ky, 1 et Ax_,_1(F') se regroupent en intégrales sur
Uk_T_l(F)\GLk_T_l(F), d’ou

(det(yy)|5 =

(16)  I(z',W,z,h) = /

wig—r](ctey) /(Ukr-l(F)\GLkr-MF))Z

L,z (p(vh)e @ Qu(y'a)e (z,1'), p(v'h e @ Pu(vya)e(x.h))dy dy da.

Cette égalité et (6) entrainent que, si £, 7 est nulle, L, , 'est aussi. Inversement, suppo-
sons L,z non nulle. Fixons €, € Ez, €,€ € E, tels que £, 7(€ ® ¢, e®¢€) # 0. Fixons un
sous-groupe ouvert compact K’ C GLy_,_1(F) tel que € et € soient invariant par K’ et £
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soit trivial sur Uy_,_1(F)NK'. L’espace des fonctions v +— ¢u(y)n sur GLy_1(F'), quand
n parcourt E,, est le modele de Kirillov de pu. Ce modele contient toutes les fonctions
localement constantes, se transformant a gauche par Uy_;(F’) selon le caractere £ et de
support d’'image compacte dans Ug_1(F)\GLk_1(F). On peut donc choisir 7 tel que la
fonction v — ou(y)n sur GLg_,—1(F') soit a support dans Ug_,_1(F)K' et vaille 1 sur
K’. On choisit 7 = 7. Fixons une sous-variété analytique A de K| contenant 1, telle
que D'application produit (Qo(F) N H(F)) x A — H(F') soit un homéomorphisme au
voisinage des éléments neutres (c’est-a-dire un homéomorphisme d’un voisinage de (1, 1)
dans 'espace de départ sur un voisinage de 1 dans I'espace d’arrivée). Les arguments
que l'on a utilisés ci-dessus pour décomposer les intégrales montrent que I'application

UF)NUG(F)) x A — QUF\G(F)
(x,h) — z.h

est aussi un homéomorphisme au voisinage des éléments neutres. On peut donc choisir
un voisinage ouvert compact wy de 1 dans U(F)NUg(F) et un voisinage ouvert compact
wy C A de sorte qu’il existe deux fonctions e, e’ € E, vérifiant les propriétés suivantes :
I'image dans Q(F)\G(F') du support de e, resp. €/, est égale a 'image de wy X wy par
I'application précédente ; pour (x,h) € wy X wy, e(r.h) =n® é, resp. € (xh) =N X €.
Quitte a restreindre wy, on peut supposer que wy fixe € et €. Calculons L ,(€' @€', e®e).
On a

(17) I(«',h',x,h) = 0 si h ou b’ n’appartient pas a (Qo(F) N H(F))wg ; pour h,h' €
wy, I(z',h';x,h) = 0 si x ou 2’ n’appartient pas & wy.

En effet, modulo multiplication a gauche par des éléments de Qo (F) N H(F'), on peut
supposer que h,h' € Ho(F)K®. Alors I(2',h z,h) est calculé par la formule (16). II
résulte de cette formule et de la définition de e que, si I(z/, A/, z, h) # 0, il existe 2" € wy
et b € wy de sorte que xh € Q(F)x"h". Mais cette relation entraine que les images dans
(Qo(F)NH(F))\H(F) de h et h” sont égales. Donc h € (Qo(F) N H(F))wy. Supposons
maintenant A € wy. Si I(z’', b, x,h) # 0, on a encore des =" et h” comme ci-dessus, et les
images de h et h” dans (Qo(F)NH(F))\H(F) sont égales. Mais I’application naturelle de
wy dans ce quotient est injective. Donc h = h” puis x € Q(F)z". Puisque z, 2" € U(F),
cela entraine x € (U(F) N Q(F'))x". L'application naturelle de U(F) N Ug(F) dans
(U(F)NQ(F))\U(F) est injective, donc z = z” € wy. Les mémes arguments s’appliquent
ax et h

Cette propriété nous permet de remplacer dans la formule (6) les intégrales sur
(Qo(F) N H(F))\H(F) et U(F) N Ug(F) par des intégrales sur wy et wy, pour une
mesure convenable sur wy. Sur ces ensembles d’intégration, I(z', h',x,h) est constante,
égale a I(1,1,1,1). Donc L, ,(€ ® €/, e®e) est un multiple non nul de ce terme. On peut
choisir ¢ assez grand pour que wy,_,j(c + ¢y) fixe n et 1’. Alors la formule (16) devient

(1—d—k)/2

I(1,1,1,1) = mes(wy_ (¢ + cy) / ldet(y7)]r

Uk —r—1 (F\GLg—r—1(F))

L,x(p(7)e @€, p(v")e @ &) (ou(y)n)(ou(y)n )dy dy'.

D’apres les choix de 7 et 77/, cette expression est un multiple non nul de £, (€' ® €', e®€).
Donc L, (€ @ ¢/, e®¢€) # 0, ce qui acheve la démonstration. [
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5.3 Variable d’induction et entrelacements tempérés

Soient (V, qy) et (W, q) deux espaces quadratiques compatibles, avec dy < dy . Soit
Q) = LUg un sous-groupe parabolique de G. Le groupe L s’identifie a un produit

L=GLg, x..xGL, x @,

ot G est le groupe spécial orthogonal d’un sous-espace V de V. Le groupe A L(F) s’iden-
tifie a F*°. On suppose que K est en bonne position relativement a L. Soient p;, resp.
2, ..y ls, T des représentations admissibles irréductibles et tempérées de G Ly, (F'), resp.
GLiy(F),....GL (F), G(F). Posons 7 = pi1 ® ... ® pus @ 7. C’est une représentation de
L(F). Pour \ € iA} 5, on définit la représentation induite my = Ind$(7y), que I'on réalise
dans 'espace ICGJ. Fixons des produits scalaires invariants sur les espaces de pi1,...,1s,
7. On construit la forme hermitienne

(€e) = /K (¢ (k). e(k))dk

sur ICGJ. Soit p € Temp(H). Pour A\ € iA} p, €, € E, et e, e’ € ICgJ, on définit
Lo, @ e®e).

Lemme. (i) L’application \ — Ly, ,(¢ ®¢',e® e) est O sur iAj p.

(ii) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

- il existe A tel que L, , ne soit pas nul;

- pour tout A\, L, , n'est pas nul;

- L, n’est pas nul.

(iii) Si ces conditions sont vérifiées, on peut choisir des familles finies (€);—1. n,
(€:)i=1,..n d’éléments de E,, des familles finies (€]);=1,. n, (€i)i=1,.n d’éléments de ICGJ
et une famille finie (¢;)i=1,..n de fonctions C* sur iAj  de sorte que

Z QOZ'(A)EWA,P(EQ ® 6;7 € & 62-) =1
i=1,....n

pour tout \.

Preuve. Pour €,¢€, e, fixés, la preuve du lemme 3.5 montre qu’il existe ¢ tel que,
pour tout ¢ > ¢ et tout A € 1A} , on ait I'égalité

'CWA7P(€/ ® 6/7 €® 6) = EWA,P,C(E/ ® 6/7 €ER 6)’

Soit D un opérateur différentiel sur i A7 r, a coefficients C'°. Il existe un réel R > 0 tel
que 'on ait une majoration

|D(e',mA(g9)e)] << o(9)"=%(g)

pour tous g € G(F) et A € iA} . Alors DLy, , (€ ®¢€',e®e) est uniformément majorée
par l'intégrale

/ =8 (R)2%(hu)o (hu)Rdu dh
H(F)U(F).

qui est convergente d’apres 4.3(4). Le théoreme usuel de dérivation d’une intégrale
dépendant d’un parametre entraine que A — L, , (€ @€', e®e) est C*. D’ou (i).
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Introduisons le sous-groupe parabolique )’ de G contenant (), dont la composante
de Lévi est L' = GLj x G~’, ot k = ki + ... + ks Soit A € iA] p. Posons L=
I nd%:mQ(T)\). C’est une représentation de L'(F') de la forme py ® 7. La représentation jiy
est une représentation tempérée et irréductible de G Ly (F'). On sait en effet que, dans les
groupes linéaires, I'induite d'une représentation tempérée irréductible est irréductible. On
amy=1 ndg,(T)\L’). Appliquant la proposition 5.2, on voit que la non-nullité de L, ,est
équivalente a la non-nullité de Lz ,. L’assertion (ii) s’en déduit.

Supposons satisfaites les conditions de (ii). Pour tout A, on choisit des éléments €,é€},
ey et €} tels que

‘CM,P(E/A ® 63\, €x® 6>\) 7é 0.

Grace a (i), il existe un voisinage wy de A dans iAj ptel que
Lr, o(e\®@ey, ex®@ey) #0

pour tout \ € wy. Puisque iAj 1 est compact, on peut choisir une famille finie (\;)i=1,...n
de sorte que

U wn =id

i=1,...,n

On définit €;, €, e;, €, par €; = €y, etc... Notons ¢} la conjuguée complexe de la fonction
/ /
A= Lo (6 @€, 6 R e;).

et posons
M) = D ANl ® e @e).

i=1,....,n

Alors ¢ est une fonction C* a valeurs strictement positives. On satisfait la condition
(iii) en définissant ; = ¢} /p. O

5.4 Le cas des induites réductibles

On conserve les données de 5.3. Posons m = 7. Cette représentation est semi-simple
et toute sous-représentation irréductible y intervient avec multiplicité 1.

Lemme. Supposons L, , non nulle. Alors il existe une unique sous-représentation
irréductible ' de m telle que L, , soit non nulle.

Preuve. Par construction, pour toute sous-représentation irréductible 7’ de 7, la forme
Ly, est la restriction de £, , a l'espace E, ® E, ou E C /CgT est espace de .
D’autre part, soient €,€” € E, et €/, ¢" € /CgT. Pour A € iA]  en position générale, la
représentation 7, est irréductible. D’apres 5.1(1), on a 1’égalité

|£7r)\,p(€/ ® 6//, 6// ® 6/)‘2 — "ka,p(el ® 6/, 6/ ® €/>||£7r>\,p(€// ® 6//, 6// ® 6//)|.

D’apres le lemme 5.3(i), tous les termes sont continus en A. L’égalité est donc vraie pour
tout A. Pour A = 0, elle donne

(1) |£7r,p(€/ ® 6//, 6// ® 6/)|2 _ |£7r,p(€/ ® 6/, 6/ ® e/)||['7r,p(€// ® 6//, 6// ® 6//)|.
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Puisque £, , n’est pas nulle, on peut choisir €, ", €/, e” tels que L, ,(€ ®e”, " ®@e") # 0.
Par linéarité, on peut supposer qu’il existe des sous-représentations irréductibles 7’ et 7"
de 7 telles que € € Er et €” € Erv. La relation (1) entraine que L, ,(€ @€', ®¢’) # 0,
donc L/, n’est pas nulle. D’ou 'existence affirmée dans 1’énoncé. Soient maintenant
m' et 7 des sous-représentations irréductibles de 7 telles que L./, et L., ne soient
pas nulles. En appliquant 5.1(2), on peut fixer €,¢" € E,, ¢ € Ey et ¢’ € Ev de
sorte que L., (€ @€, é @®e) #0et L, (" ®e" " ®@e”) # 0. D’apres (1), on a aussi
L, @ € ®¢e) #0. Par construction de L, ,, cela entraine que le coefficient g —
(e”,m(g)e’) n’est pas nul. Les sous-espaces E,. et E.» ne sont donc pas orthogonaux, ce

qui implique 7’ = 7. [

5.5 Le cas r =0 : majoration des entrelacements

Soient (V,qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy =
dw + 1. Soit 7, resp. p, une représentation tempérée de G(F'), resp. H(F'). Soient | €
Homp¢(m, p) et K un sous-groupe ouvert compact de G(F).

Proposition. Pour tous € € E,, e € Er, il existe un réel D > 0 tels que
| Nedtatkg)e)idk << a(9)°=°(9)
K

pour tout g € G(F).

Preuve. La proposition dépend du groupe K. Soit K’ un autre sous-groupe ouvert
compact de G(F'). Montrons d’abord que la proposition relative & K est équivalente a
celle relative & K’. On peut démontrer que la proposition relative a K est équivalente a
celle relative & K N K’, puis que celle-ci est équivalente & celle relative & K'. Cela nous
raméne au cas olt K' C K. Notons Ik(e, e, g) 'intégrale de 'énoncé et Iy (e, e, g) son
analogue pour le groupe K’. On a les inégalités

IK'(Ev 679) S [_(67 679) S Z [K’(€>6a kg)a

ke K\K

dont on déduit la propriété voulue.

On a fixé un élément vy € V, non nul et orthogonal a W. On peut multiplier gy
et gw par une constante, cela ne change rien aux groupes GG et H ni aux données de
notre probleme. On peut donc supposer qy(vg) = 1, ce qui simplifiera la rédaction.
La proposition est triviale si ¢y est anisotrope : dans ce cas, G(F') est compact et la
fonction g — (e, 1(m(g)e) ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Supposons que gy n’est
pas anisotrope. Fixons un systeme hyperbolique maximal (vy;);—1__, de V. Onan > 1.
Notons V,,, 'orthogonal du sous-espace engendré par ces éléments et posons :

Ean = {U € Van;QV(U) € 0F}~

Notons R la somme de R, et du op-module engendré par les vy;, i = 1,...,n. Ce réseau
possede un élément v tel que gy (v) = 1, par exemple v = v; + v_;. Quitte & transformer
le systeme hyperbolique et le réseau R par 'action d'un élément de G(F'), on peut donc
supposer vy € R. Notons K le stabilisateur de R dans G(F'). C’est un sous-groupe
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compact maximal de G(F’), pas forcément spécial (il l'est si V,,, = {0} ou si V,,, possede
un élément v tel que gy (v) € 05). Le groupe K contient en tout cas comme sous-groupe
d’indice fini un sous-groupe parahorique de G(F’). Soit A,,;,, le sous-tore déployé maximal
de G formé des éléments qui conservent chaque droite F'vy; et agissent trivialement sur
Vin. Notons M,,;, le commutant de A,,;, dans G, qui est un Lévi minimal de G. Le
groupe K est en bonne position relativement a M,,;,. Pour obtenir la majoration de
I'"énoncé pour le groupe K, il suffit de majorer Ik (e, e,a) pour a € A, (F). En effet,
d’apres Bruhat-Tits, il existe un sous-ensemble compact I' de G(F’) tel que tout élément
g € G(F) s’écrive g = kavy, avec k € K, a € Apin(F) et v € I'. On a alors

]K(Ev €, g) = 15(67 W(7)6> a)

et la majoration de ce dernier terme implique la majoration cherchée de Ik(e,e,g).
Comme dans la preuve de 4.9, introduisons le groupe de permutations & et, pour s € &, le
sous-ensemble A, (F); de Apin(F). Le groupe A, (F') est réunion des sous-ensembles
Apin(F)5, quand s parcourt &. On peut donc fixer s et se limiter aux a € A (F); -
Quitte a réindexer notre systeme hyperbolique, on peut supposer que s est 'identité.
Notons simplement A,,;,(F)~ l'ensemble des a € A,.;in(F) tels que valg(a,) > ... >
valp(a;) > 0. On peut se limiter a majorer Ik (e, e, a) pour a € A (F)~.

Fixons un entier [ > 0 tel que

(1) 1 > valp(2);

(2) pour tout = € F, la condition valp(z) > [ + 1 entraine que 1 + x est un carré et
possede une racine /1 + z telle que valp(v/1 4+ x — 1) = valp(z/2).

Si p # 2, on peut prendre [ = 0. Pour i = 1,...,n, posons v} = wiv; et v/ ; = wp"v_;.
Notons R’ le réseau somme de R, et du 0p-module engendré par les v/,; pouri =1, ..., 1.
Notons K’ le stabilisateur de R dans G(F) (R = Ret K' = K si | = 0). S’il existe
v € Vg, tel que gy (v) = 1, on fixe un tel élément que I'on note vj et on pose F = {+v},
v = 1. Sinon, on pose vj = v1+v_1, E = {wzv|+wiv’ ;¢ =0, ..., 1}, . = 2. Remarquons
que E C R’ dans le premier cas. Fixons a € A,;,(F)~ et posons o; = valp(a;) pour tout
i =1,...,n. Notons B’ le sous-ensemble des suites b = (by, ..., b,) € Z™ telles que

by > by > ... 2 by;

Oén—bn Zan_l—bn_l Z Zal—bl 20

Notons X’ = {z € V;qy(x) = 1}. Soit = € X'. Pour i = 1,...,n, introduisons
I’ensemble

Bi(x) ={b€Z;b< oy, x € @y “aR + whR'}.

L’ensemble B;(z) n’est pas vide : il contient tout élément suffisamment négatif. Posons
bi(x) = sup(B;(x)), puis b(z) = (bi(x), ..., b,(z)}. Montrons que

(3) b(x) appartient a 5.

Pouri<n—1letbe€ Bi(z),onab<a; < et

b—a; / b b—ajr1
re€wp el +wpR C wp

aR + bR
Donc b € B;11(z). Ainsi B;(x) C Biy1(x), d'out by1(x) > b;(x). Posons
Ci(z) ={c€Z;c<0,2 € whaR +wi“R'}.

On a bj(x) — a; = sup(Ci(x)). On voit comme ci-dessus que Ciyq(x) C Cy(x), d'on
biv1(x) — ajp1 < bi(x) — ay. Enfin, oy — by(x) > 0 par définition de b;(x). Cela prouve

(3).
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Le groupe K'NaK’'a™! agit sur X’. Par construction, les ensembles B;(z) ne dépendent
que de l'orbite de x pour cette action. L’élément x ne dépend donc lui-aussi que de cette
orbite. L’application

HP)\G(F) — X'
Y = g v
est un isomorphisme. Le quotient des mesures de Haar sur H(F') et G(F') est une mesure
sur I’ensemble de départ que I'on transporte a I’ensemble d’arrivée. Posons X = RN X',
Pour b € B', notons X (b) I'ensemble des x € X tels que b(x) = b. Notons B le sous-
ensemble des b € B’ qui vérifient de plus by > —nl et, dans le cas ot ¢+ = 2, by < 0.
Montrons que
(4) pour b € B, X(b) est vide si b ¢ B; on a une majoration

mes(X (b)) << ¢~ Zi=tin b

pour tout b = (by,...,b,) € B.

Soit # € X. On a linclusion R C wp"R', donc —nl € Bi(z) et bi(z) > —nl.
Supposons by(x) > 0, donc aussi «; > 0. Ecrivons z = x4, + Zi:ﬂwinmg, avec
Tan € Van et x; € F pour tout i. Puisque = € R, on a x,, € R,, et valp(x_;) > | pour
tout ¢ = 1, ..., n. La condition

v € wp aR + wpR

entraine valg(z;) > 1 pour tout . La condition ¢y (z) = 1 entraine alors valg(qy (4n) —
1) > I+ 1. Donc gy (x4,) est un carré et élément v = x4, /\/qv(Tan) de Vg, vérifie
qv(v) = 1. Donc ¢ = 1. Cela prouve la premiere assertion de (4).

Soit b € B. Comme ci-dessus, écrivons tout élément z € V sous la forme z =
Tan+ ) ity +n Tivi- Notons R(b) 'ensemble des z € R tels que valp(z;) > b; pour tout
i=1,...,n. On vérifie que X (b) C R(b). Considérons I’application

V — F
v o— qv(v).

Soit ¥ € F*, notons V,, la fibre de cette application au-dessus de v. Au-dessus de F*,
Papplication est une fibration localement triviale. Des mesures de Haar sur V et F se
déduit donc une mesure sur V,,, notons-la d,v. Pour f € C>°(V), on a I'égalité

/Vf(v)dv:/F . f(v)d,vdv.

La mesure d, est invariante par 'action de G(F') et c’est la seule mesure vérifiant cette
condition, & une constante. Pour v = 1, on a V; = X’ et on peut supposer que d; coincide
avec la mesure que l'on a précédemment introduite sur cet ensemble. D’autre part, pour
A € F*, on vérifie que

o)y = (AR / F(0)dyen.
Vi Vyo

ott, comme d’habitude, f* est définie par f*(v) = f(\v). Supposons f* = f pour A € o}.
On déduit des relations ci-dessus 1’égalité

mes(057?) g f(v)d,,v:/ o f(v)dv.

x,2
SIS
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On applique cela & v = 1 et a la fonction caractéristique f de l’ensemble R(b). On
obtient une majoration

mes(X (b)) << mes({z € R(b);qv(z) € 05°}) << mes(R(b)) << ¢~ Zi=t.n b,

Cela prouve la seconde assertion de (4).

Soit x € R. Montrons que

(5) dans lorbite de x sous l'action de K’ N aK'a™!, il existe un élément y (non
nécessairement dans R) de la formey =e+ 3>,y ole € E.

Pour cela, on écrit x = xan"‘Zil,...,in x;v; et on montre par récurrence sur j = 1,...,n
que

(6) la conclusion de (5) est vérifiée si z_; =0 pouri =7+ 1,...,n.

Pour v/,v"” € V| on note ¢(v/,v"”) 1’élément de g(F') défini par

(v, ") (v) = qv (v, V)" — gy (v, 0" ).

Notons Vj}, resp. V;_, le sous-espace de V' engendré par V,, et les v/y; pour i =1,...,J,
resp. i = 1,..., j — 1. Pour v € V;_;, on pose k, = exp(c(v’;,v)). On a
l{:vv'_j = v'_j;
ko) = v} + v — qv(v)vl;
ko(2) = 2z — qu(z,0)v";, pour z € Vj_y;
k,z = z, pour z orthogonal a V.

En particulier, si v € R ' NV,_1, on a k, € K'. Mais a™*k,a = exp(c(v_j,a;a” v)) et
aja”* (R NV;_1) € RNV;_y. Done,siv e RNV, onak, € K'NaK'a™'. Soit x
vérifiant 'hypothese de (6). Ecrivons = u+x;vi+2+z 0’ avecu =, ., ;v et
2= Tant gy A=) z;v;. L’élément u est orthogonal a V; et appartient a R. L’élément

z appartient a RNV,_; C wg_j)lﬁ' N V,_1. On a aussi valp(z;) > —jl, valp(x_;) > jl.
Supposons d’abord valp(z;) > (1—j)l+1, donc valp(z;x_;) > [+1. L'égalité qy (z) =1

équivaut a qy(z) = 1 —z;x_;. D’apres le choix de [, on peut introduire une racine carrée

Vav(2) telle que valp(l — /qv(2)) = valp(zjz_;/2) > 1. Posons

Alors valp(\) = valp(x—;/2) > (j — 1)I. Donc Az € R'NV,_y et ky, € K'NaK'a™'. On
a
kxsw = u+ z05 4+ (1= Aj)z + (25 — 2Aqu (2) — Najqv (2))0” .

On vérifie que le coefficient de v’ ; est nul : on a choisi A pour cela. D’autre part
valp(Az;) > 1, donc (1 — Azj)z € R. Supposons j > 2. Alors ky,x vérifie les mémes
conditions que z, 'entier j étant remplacé par j — 1. L’hypothese de récurrence permet
de conclure. Si j = 1, ’'élément ky.x est de la forme ky.x = yu, + Zz’:l,...,n y;vi. On a
qv (Yan) = 1, donc ¢ = 1. Il existe un élément g,, € Gun(F) tel que gan(Yan) = £v;. Rap-
pelons que G, (F) est contenu dans K’ N aK'a™!. En posant y = gu.kx.7, cet élément
vérifie les conditions requises. Cela conclut le cas ot valp(z;) > (1 — j){ 4+ 1. Supposons
maintenant valp(z;) < (1 — j)l. Alors —z/x; € R' N V;_y. L’élément k_,/, = est égal a
u+ x5+ ;v ;. Sij > 1, considérons I'élément vj € RNV;_1. On a vp/z; € RNV,
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k:%/xjk_z/szc = u—+ xjv;» + v} et cet élément a la forme voulue. Si j = 1 < ¢, on a
—I < walp(x;) < 0. En faisant agir un élément de A,,;,,(F) N K' N aK'a™t, on peut
remplacer k_./, x par un élément u +wy,“v] +wgv’, avec 0 < ¢ <[, qui est de la forme
voulue. Cela prouve (6) et (5).

Soient b = (by, ..., b,) € B et x € X(b). Montrons que

(7) dans I'orbite de x sous I'action de K'NaK’a™!, il existe un élément y de la forme
y=-e+ Zi:Lan%v;, avec e € F, b; < 3; < b; + [ pour tout i = ¢, ...,n.

D’apres (5), on peut remplacer z par un élément de la forme z = e+, xv;
avec e € F. On va prouver que, pour tout ¢ = ¢, ..., n, il existe un élément y de l'orbite
de z sous l'action de K’ NaK'a™"! tel que y = e + whiv] + D i m i TiV, avec by <
B; < b; + 1. L’assertion (7) résultera de cette propriété appliquée successivement a tout
1 =1,...,n. Dans le cas ou ¢+ = 2, on introduit la coordonnée supplémentaire x; en posant
e =xv) + 27" ;. En tout cas v € aR' + > ie1,..n Tivj. Pour un tel élément, on calcule
aisément b(x) : pour tout i = 1,...,n, b;(x) est le plus petit des entiers

a;, valp(z;) pour j =1, ...,n, valp(z;) —a; +a; pour j =1,...,i— 1.

Fixons i € {¢,...,n}. Puisque z € X(b), on a b;(x) = b;. En particulier, valp(z;) > b;.
Si valp(z;) < b; + 1, il suffit de remplacer = par a’z, o @’ est un élément convenable de
Apin(F)NK'NaK'a™" pour obtenir I’élément y cherché. Supposons valp(z;) > b;+1. Sile
plus petit des entiers ci-dessus est valp(z;) pour un j tel que i +1 < j < n, on introduit
Pélément k = exp(c(v’;,v})). Il appartient & K'. On a a~'ka = exp(aja; 'c(v’;,v))).
Puisque j > 4, valp(aja; ') > 0, donc a *ka € K' et k € K'NaK'a™!. Posons y = kx. Les
coordonnées de y sont les mémes que celles de z, sauf y; qui vaut z; +xz;. Alors valp(y;) =
b; et on conclut en appliquant encore un élément convenable de A,;, (F) N K' NaK ‘'a= 1.
Si le plus petit des entiers ci-dessus est valp(z;) —a;+a;, pour un j tel que 1 < j <i—1,
on introduit 1’élément k = e:vp(aiaj_lc(v’_j,vg)) et on pose y = kx. On vérifie de méme
que k appartient & K’ NaK’'a™! et que les coordonnées de y sont les mémes que celles de
x, sauf y; qui vérifie valp(y;) = b;. On conclut comme précédemment. Reste le cas ou le
plus petit des entiers ci-dessus est a;. On peut méme supposer que tous les autres sont
strictement plus grands. En particulier valg(x,) > «a, > 0. D’apres la définition de E,
cela entraine ¢ = 1. On introduit alors I’élément k = exp(c(e, a;v})) et on pose y = k.
On vérifie encore que k € K' NaK'a™! et que y a les mémes coordonnées que z, sauf y;
qui vérifie valp(y;) = b; + valp(2). On conclut comme précédemment. Cela prouve (7).

Notons X” 'ensemble des z € X’ de la forme z = e + Zi:L,,,,nini sit=1 o=
rTluog Yoic1 axiv;sit =2, ot e € E dans le premier cas et oli, dans les deux cas
et pour tout 7 =1, wun, 1 = wp, avec 0 < ¢; < (n+ 1)l. C’est un ensemble fini. Pour
tout € X", fixons v, € G(F) tel que 7, 'vg = z. Posons I' = {v,;2 € X"}. Pour
b = (by,...,b,) € B, introduisons 'élément a(b) € A (F) tel que a(b); = w? pour
tout i = 1,...,n. Un élément y vérifiant la conclusion de I'assertion (7) est de la forme
a(b)z” pour un z” € X", autrement dit de la forme a(b)y~'vg pour un v € I'. On a donc

(8) pour tout x € X (b), il existe ¥’ € K'NaK'a™! et v € T tels que ¥’z = a(b)y ' vy.

Pour tout z € X”, notons H” le sous-groupe des éléments de G qui fixent x. Intro-
duisons le sous-groupe parabolique Py, = MyinUnin € P(M,pr) formé des éléments qui
conservent le drapeau de sous-espaces

Fv, C Fv,® Fv,_1 C..C Fv,®..% Fu.

Introduisons aussi le sous-groupe parabolique P’ = M'U’" € F(M,;,,) formé des éléments
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qui conservent le drapeau des n + 1 — ¢ premiers sous-espaces ci-dessus. On a P’ = P,,;,
si = 1ousiV,, ={0}. Montrons que
(9) pour tout x € X”, 'application

(P'(F)NH*(F)) X Ppin(F) —
) Y
est submersive a l'origine.
11 suffit de prouver 1’égalité

(0'(F) N5 (F)) + Prin (F) = a(F).

Notons h®+ l'orthogonal de h® dans g pour la forme (X,Y) — trace(XY)/2 et notons
Upnin le radical unipotent de P,,;,. Il suffit encore de prouver I’ égalité

(W' (F) + 5" (F)) N ki (F) = {0}

Notons W? lorthogonal de x dans V. Tout élément de h™*(F) est de la forme c(z,y),
pour un y € W On doit donc prouver que, pour y € W% N’ € w/(F), N € umm( ),
égalité N’ + c(z,y) = N entraine N = 0. Considérons de tels éléments. Soit i =
Ly Ona ez, y)v; = qv(vi, 2)y — qv(vi,y)r = —qv(vi,y)z. On a qu(N'vi,v_;) =
qv(Nv;,v_;) = 0. Donc qy(c(x, y)vi,v_;) = 0, c’est-a-dire —z;qy (v;, y) = 0. Puisque z; #
0, on a gy (v;,y) = 0, donc c(z, y)v; = 0. Alors N'v; = Nv;. Ces éléments appartiennent &
des sous-espaces de V d’intersection nulle, donc Nv; = 0. Si ¢ = 1, ou si V,,, = {0}, cela
suffit pour conclure : un élément de u(F') qui annule tous les v;, pour i = ¢, ..., n, est nul.
Supposons ¢ = 2 et V,,, # {0}. Il faut montrer de plus que N annule V,,,. Soit vy, € V.
On il“ C(x>y)van = QV('UMHZE)y - QV(Uamy)ZE = _QV('Uarwy):E' On a QV(N/UanaU—l) =
qv (Nvgn,v_1) = 0, donc gy (¢(x, y)van, v_1) = 0, c’est-a~dire —x1qy (Van,y) = 0. Puisque
1 # 0, on a qy(Van,y) = 0, donc ¢(z,y)van = 0. Alors N'v,, = Nuv,,. Ces éléments
appartiennent encore & des sous-espaces de V d’intersection nulle, donc Nv,, = 0. Cela
démontre (9).

Apres ces préparatifs, passons a la majoration de Ik (e, e, a). Pour tout k € K, on a
k™lvy € X. Pour b € B, posons K(b) = {k € K;k 'vy € X(b)}. On a I'égalité

k(€ e a) EIK (€,e,a)
beB

ou

Ik (€, e,a) = /K(b) |(e,l(m(ka)e))|dk.

Fixons b = (by,...,b,) € B. Soit k € K(b), appliquons (8) & x = k7 lvy. Il y a k' €
K' naK'a™ et v € T tels que k¥'k vy = a(b)y lvg. Fixons de tels éléments et posons
h = kk'~ta(b)y~t. Alors hvy = vy, c’est-d-dire h € H(F). On a k = hya(b)™*k’, donc
n(ka)e = w(hya(b) ta)e/, ot ¢ = w(a"'k'a)e. Notons x 1'élément de X" tel que vy = ~,.
Montrons que

(10) il existe des sous-groupes ouverts compacts K, C P'(F)NH*(F) et K, C P(F),
indépendants des variables a, b et k, tels que la fonction

(ky, ko) — (€, 1(m(hykiksa(b)ta)e))

soit constante sur K; x K,.
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Puisque a~'k’a € K’, le vecteur € appartient & un ensemble fini indépendant des
variables. D’autre part, par définition de B, on a a(b)™'a € A, (F)~. La conjugaison
par a(b)a™! contracte P. Il existe donc K, comme ci-dessus tel que 7(kya(b) la)e’ =
m(a(b)™ta)e’ pour tout ky € K,. Considérons I'application ky — hyk;y~'h™' sur P'(F)N
H*(F). Elle prend ses valeurs dans H(F) car yH*y~! = H. D’autre part, elle est
"bornée” en un sens facile & préciser. En effet, on a hy = kk'“'a(b); les racines de
a(b) dans p’ sont bornées par définition de B et k et k&’ appartiennent a des compacts. Il
existe donc K, comme dans 1’énoncé tel que p(hyk; 'y ~*h™')e = € pour tout k; € K.
D’ou (10).

Grace a (9) et (10), et a la finitude de T, il existe un sous-groupe ouvert compact K"
de G(F), indépendant des variables, tel que la fonction

K" (e, 1(m(hyk"a(b) ta)e))
soit constante sur K”. Fixons un tel K”. On a alors

(€, Um(ka)e)) = (¢, l(m(hya(b)~'a)e")) = (&, U(m(hy)e")),

¢ = mes(K")_I/ m(k"a(b)a)e’ dk”.

Fixons une base orthonormée (e;);—i._x du sous-espace EX". On a

.....

d’out

(€, (m(ka)e)) = Z (€, 1(m(hy)e;)) (€5, €).

Pour tout j, on a (e;,€”) = (e, 7(a(b)'a(a™'ka))e). Rappelons que a 'k'a € K'. D’olt
une majoration

|(ej,€")] << Z%(a(b)ta).

On a aussi

(e, Um(hy)e)] = [(p(h e, Um(v)e;))| << Z7(h).

Rappelons que h = kk'“ta(b)y™! et que l'on a noté x I'élément de X" tel que v = 7,.

Ecrivons # =y +>.._,  aw;avecy € Esit=1,y=z7'v_; + 208t = 2. On a

.....

x = exp(c(y, (y — x)/2))y. Posons vy = vyexp(c(y, (x — )/2)) Alors 7, vy = y. Notons
HY le sous-groupe des éléments de G qui fixent 3. On a v; ' H~yy = HY et une majoration

=M (h) << " (75 h0).

On a vy ' hyo = 75 kk'“ta(b)exp(c(y, (r—y)/2)). Introduisons 1'élément a(b)’ € A,,;,(F)
tel que

-sit=1, a(b); = @ht™ pouri = 1,. ;

-sit =2, a(b); =@y ™" pouri=1,.

On a

% hyo = kia(b)"w'a(b)’,

oltky = yokk' ™', a(b)” = a(b)a(b) ~!, v’ = a(b)'exp(c(y, (x—y)/2))a(b)'~!. Remarquons
que a(b)" appartient a HY(F), donc aussi kja(b)"v € HY(F'). L’élément ki reste dans
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un compact. D’apres la définition de B, 'élément a(b)” reste lui-aussi dans un compact.
Enfin ¢(y, (x—y)/2) appartient a u’(F) et la conjugaison par a(b)’ contracte cet ensemble.
Donc o reste dans un compact. On en déduit une majoration

= (15 o) << 2 (a(b)),
puis ,
|(e, l(m(ka)e))| << =H (a(b)’)EG(a(b)_la).

Les éléments a(b)™'a et a(b)’ sont "négatifs” pour P, resp. P’ N HY. D’apres [W2]
lemme I1.1.1, il existe un réel D tel que le membre de droite ci-dessus soit essentiellement

borné par
OprnHvy (a(b)’)l/zépmm (a(b)_la)1/2a(a(b)’)Da(a(b)a)D.

Les coefficients de a(b)’ sont essentiellement les mémes que ceux de a(b). En calculant
explicitement 'expression ci-dessus, on obtient la majoration

(e, U(m(ka)e))| << g==1-n"/2a(a(b)) "= (a)o ()"

L’application k +— k™1vy de (K N H(F))\K(b) dans X (b) est injective et préserve les
mesures. D’apres (4), on a donc

mes(K(b)) << q_zizl,“,,n bi7
puis
]K(b) (6, e, a) << q 2iz1,n bi/za(a(b>>DEG(a>0’(Q)D’
et enfin

beB

L’ensemble B dépend de a mais est contenu dans ’ensemble des (by, ..., b,) € Z™ tels que
b; > —nl pour tout 7. On peut remplacer B par cet ensemble, la série ci-dessus y est
convergente et on obtient la majoration

Ik (e,e,a) << Z%a)o(a)”

que 'on voulait démontrer. Cela acheve la preuve. [J

5.6 Le cas r =0 : tout entrelacement est tempéré

Soient (V, qi) et (W, g ) deux espaces quadratiques compatibles. Soient 7 € T'emp(G)
et p € Temp(H).

Proposition. Supposons dy = dw + 1. Alors m(m, p) = 1 si et seulement si L , n’est
pas nulle.

Preuve. Pour une raison qui va apparaitre, modifions la notation en notant 7’ plutot
que 7 la représentation de G(F'). Un sens de I’équivalence ("si”) est clair d’apres 5.1.
On doit prouver que, si Hompy¢(n', p) n'est pas nul, L., ne l'est pas non plus. Puisque
7’ est tempérée, on peut fixer des données comme en 5.3, avec de plus 7, p1,....,1s de la
série discrete, de sorte que 7’ soit une sous-représentation de la représentation induite
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T = 7. On peut supposer que E,» C ngvT. Soient e, e’ € ICCGN et ¢ une fonction C'* sur
iA7 p- Comme en 1.6, définissons une fonction f = f. o, sur G(F) par

f(g):/A (N (ma(g)€’, e)m(Ty)dA.

X
L.F

Elle appartient a l'espace de Schwartz-Harish-Chandra S(G(F)) et agit donc dans 7'
Par définition de cette action, on a

(€ 7(f)e) = / ) o)y

pour tous ey, e, € E. Soit | € Homp (7', p), supposons | # 0. Soient eg € E et € € E,.
Posons

Ie,e0, f) = /G  C )0 (o)

Grace a la proposition 5.5, cette intégrale est absolument convergente. On peut la calculer
de deux fagons. La premiere consiste a fixer un sous-groupe ouvert compact Ky de
G(F) tel que f soit biinvariante par Ky et une suite (£2,),>1 de sous-ensembles ouverts
compacts de G(F') biinvariants par K, telle que

Qn C Qg et | Q= G(F).
n>1
Alors
I(e, e, f) = l@'mn_m/ (6,1(7'(g)eo)) f(g)dg.

Qn
Considérons cette derniere intégrale. Puisqu’elle est limitée a un compact, on a

/Q (.1 (9)e0)) F(g)dg = (e, 1(e2)).

ou

e = / ()1 (9)dg.

Ces vecteurs restent dans le sous-espace de dimension finie E_,*. De plus, dans ce sous-
espace, lim, e, = 7' (f)eg. On en déduit

limn—oo(€,1(en)) = (&, U (f)eo)),

puis
(1) I(e e, f) = (e, 1(x"(f)eo)).

D’autre part, on a
Heeowf)= [ Teenf.o)g
H(F)\G(F)

ou

Ie,e0. f.q) = / (e, 1(x'(hg)eo)) f (hg)dh

H(F)

= / (e, l(w'(hg)eo))/ e A)(ma(hg)e', e)m(Ty)d\ dh.
H(F)

e
ZALVF
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Fixons g. La derniere intégrale est absolument convergente. En effet, quand on remplace
tous les termes par leurs valeurs absolues, il existe un entier D tel que I'intégrale intérieure
soit << Z%(h)o(h)P. Le premier terme est << Zf(h) et I'assertion résulte de 4.3(4).
On permute les deux intégrales, on utilise I'égalité (e, I(7'(hg)eo)) = (p(h) e, l(m(g)eo))
et on change h en h=!. On obtient

Heeotio) = [

;- *
Z.ALYF

p(A)m(7x) / (p(h)e, U7 (g)en)) (ma(g)€’, ma(h)e)dh dA.

H(F)

On reconnait l'intégrale intérieure : c’est L, ,(e ® m\(g)€e’, [(n"(g)eo) ® €). On obtient

@ o= [ [ mm) Ll @) (o)) @ ojinds.

«
AL p

Fixons un voisinage w de 0 dans 1A} p tel que la relation 1.6(1) soit vérifiée. Fixons
e € E, et eg € En tels que (¢,1(ep)) # 0. Appliquons les constructions ci-dessus a
e = € = ey et a une fonction ¢ a support dans w telle que p(0) # 0. La relation
1.6(1) nous dit que 7'(f)(eg) est un multiple non nul de ey. D’apres (1), on a donc
I(e, €9, f) # 0. Alors (2) implique qu’il existe A tel que L, , ne soit pas nul. D’apres
le lemme 5.3(ii), L, n’est pas nul. Si 7 est irréductible, on a 7’ = 7 et c’est terminé.
Sinon, d’apres le lemme 5.4, il y a une sous-représentation irréductible 7" de 7 telle que
L, ne soit pas nul. D’apres 5.1(2) on peut fixer ey € Eqn C /CgT et €; € E, de sorte
que L, ,(e1®eq, €1 ®@eq) # 0. Notons ¢ la valeur non nulle de ce terme. D’apres le lemme
5.3(i), quitte a restreindre w, on peut supposer que |L,, (61 ® €1, €1 ® e1)| > |c|/2 pour
A € w. Soit ¢’ la fonction a support dans w telle que, pour A € w,

P'(A) = M) Lr, p€ @ €1, 61 @ €0) Ly pler @ €1, 1@ e1) 7
C’est une fonction C*. Posons f" = f, ¢,- Montrons que 'on a I'égalité
3)  I(eeo, f) = I(er, €0, ).
D’apres (2), il suffit de prouver que, pour tous A et g, on a ’égalité
P(A)Lry o€ @ TA(g)e0, U (9)€0) ® e0) = ¢'(N)Lr, (€1 ® TA(g)e0, LT (9)€0) @ e1).

Tous les termes étant C°°, on peut supposer A en position générale, donc m, irréductible.
On peut aussi supposer A € w. Fixons un tel A et un élément non nul [ € Hompg(my, p).
D’apres 5.1, il existe ¢ € C* tel que

Lr,p(€ @€, e@e) =c(, 1(e)) (L), €)
pour tous e, e’ € ICG,T et €,€ € E,. Les deux membres de 1'égalité a prouver valent
cp(A)(€; Leo)) (Umr(g)en), 1T (9)€n))-
Cela prouve cette égalité et (3). D’apres (3), (€1, ep, f') # 0. D’apres (1), 7'(f')eq # 0.

Alors, d’apres 1.6(1), le produit scalaire (eg, e;) n’est pas nul. Puisque ey € E, et e €
En, on a donc n’' = 7" et L/, est non nul par définition de 7. O
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5.7 Tout entrelacement est tempéré

Soient (V. qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. Soit m € Temp(G)
et p € Temp(H).

Proposition. On a m(m, p) = 1 si et seulement si L , est non nul.

Preuve. On peut supposer dy > dy . Le cas dyy = dy + 1 est traité par la proposition
précédente. Supposons dy > dy +3. Comme dans la preuve précédente, on peut supposer
m(m,p) = 1 et on doit montrer que L, , n’est pas nul. Posons k = (dy — dw + 1)/2.
Soit (Z’, qz/) un espace hyperbolique de dimension 2k, notons (V’, gy) la somme directe
orthogonale de W et Z’. Alors (V' qy/) et (V, qy) sont compatibles et dy = dy + 1. Le
groupe spécial orthogonal G' de V' contient un groupe de Lévi L’ isomorphe a GL; x H.
Soient P" € P(L’) et vy une représentation admissible irréductible et cuspidale de G L (F').
Posons p = Ind$ (7 ® p). D’apres le théoreme 20.1 de [GGP), on peut choisir v de
sorte que d’'une part p’ soit irréductible, d’autre part ’hypotheése m(7, p) = 1 entraine
m(p',m) = 1. On fixe un tel . Gréace a la proposition 5.6, la forme £, . n’est pas nulle.
Grace au lemme 5.3(ii), la forme L, , est elle-aussi non nulle. C’est ce qu’il fallait prouver.
O

6 Expression spectrale de la limite d’une intégrale

6.1 Le théoréeme

Soient (V,qy) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On suppose dy >
dw. On utilise les constructions et notations de 4.2. On fixe un Lévi minimal M,,;, de
G contenu dans M. On suppose, ainsi qu’il est loisible, que le groupe K est en bonne
position relativement & M,,;,. On fixe des mesures de Haar sur G(F) et H(F'). Les autres
mesures que l'on utilisera sont normalisées comme en 1.2. On fixe une représentation
p € Temp(H) et on note 6, son caractere. Soit f € CX(G(F)). Pour g € G(F), on
définit une fonction 9 f¢ sur H(F) par

9fE(h) = / o gy

et on pose
1(0,,f,9) = / 0,(h)? f*(h)dh.
H(F)
Pour un entier NV > 1, on pose

In(0,, f) = / 109, f. 9)rx(9)dg.
U(F)H(F)\G(F)

Pour L € L(M,,;»), notons Il (L) ensemble des classes d’isomorphie de représentations
admissibles irréductibles tempérées et elliptiques de L(F). Cet ensemble se décompose
en orbites pour 'action 7 +— 7, de @A} . On note {Il.;(L)} 'ensemble des orbites. Soient
O une telle orbite et m € O. Ecrivons

L =GLg x..xGL, % C:’,
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T=&..QUus Q.

La représentation 7 ne dépend pas du choix de m dans @. D’autre part, G est le groupe
spécial orthogonal d'un sous-espace V de V qui est compatible & . On définit comme
en 4.1 et 5.1 les nombres t(7) et m(7, p). On pose t(7) = t(7) et m(O, p) = m(m, p) =
m(7, p). Notons aussi iAY, le groupe des A € @A} tels que, pour tout 7 € O, m, soit
équivalente a m. On pose

Lyl )= 3 IWHIWE T (—1) >

LEE(Mmin) OE{Heu(L)};m(O,p):l

A s i e [ B, £
iA} o
ol1, pour toute orbite O, on a fixé un élément 7 € O. La fonction X\ — J&(my, f) est
C®°. Si l'on fixe un sous-groupe ouvert compact Ky de G(F) tel que f soit biinvariante
par Ky, elle n’est non nulle que si m admet des invariants non nuls par K;. Il n’y a
qu'un nombre fini d’orbites O vérifiant cette condition. L’expression ci-dessus est donc
absolument convergente.

Théoreme. Soit f € C°(G(F)). Si f est trés cuspidale, on a I'égalité

lz’mN_m (epa f) spec(epa f)

Toute la section est consacrée a la preuve de ce théoreme. Pour toute cette section, on
fixe une fonction f € C°(G(F')), que 'on suppose tres cuspidale. On fixe un sous-groupe
ouvert compact Ky de K, distingué dans K, tel que f soit biinvariante par K.

6.2 Utilisation de la formule de Plancherel

Exprimons f a l'aide de la formule de Plancherel. Comme on I’a dit en 1.6, pour tout
L € L(Myn), on peut fixer un sous-ensemble fini IIo(L); C IIx(L) de sorte que pour

tout g € G(F),
flo)="D_ WMWY folg)

LEL(Mpmin) O€lly (L),

ou

folg) = [1AS : iszF]_l /A m(n)trace([ndg(n,g_l)Indg(T,\, 1)) dA.

; *
VAL F

On a remplacé M et P par L et () dans la formule de 1.6. Pour g € G(F') et h € H(F),
on a donc

URY WO ST folg  hug)é(u) du.

(F) Leﬁ min) O€lly(L),

On fixe un produit scalaire invariant sur £,. Soit N > 1. Le support de la fonction sy
restreinte a M (F') est d'image compacte dans H(F)\M(F). On fixe un sous-ensemble
ouvert compact 'y de M (F') tel que ce support soit contenu dans H(F)['y. On fixe un
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sous-groupe ouvert compact Ky de H(F') tel que, pour tout g € I'y, Ky soit contenu
dans gK;g~'. Pour g € T'y K, la fonction 9f¢ sur H(F) est biinvariante par K. Fixons
une base orthonormée BffN du sous-espace EfN des éléments de FE, invariants par Ky.
Alors, pour g € I'y K, on a I'égalité

1(6,.f,9) Z (€, p(R)e)? f*(h)dh
' eEB /

16,.1.9) Z/ (e, plh / S W we

LEE(M’UH’!L)

> folg ™ hug)é(u) du dh.

O€ells (L

Pour € € E,, L € L(Myn), O € Il(L);, et g € G(F), posons

1) Iuole f.g) = /H o, Aol g du

On a

(2) cette expression est absolument convergente.

D’apres Harish-Chandra ([W2] proposition VI.3.1), la fonction fo appartient a l'es-
pace de Schwartz-Harish-Chandra S(G(F')). D’apres [W2] proposition 11.4.5, pour tout
entier D, on a une majoration

/ ol hug)|du << 6p(h)~2=M (R)o ()P
U(F)

pour tout h € H(F). Sur H(F), le module 6p est trivial et =V coincide avec = .

D’autre part, on a une majoration

(e, p(h)e)] << EM(R)

pour tout h € H(F'). Enfin, 'intégrale

est convergente d’apres 4.3(4). Cela prouve (2).
Pour g € 'y K, on a donc 'égalité

B I0nfg)= >, >, WHWET > Lol f.g).

EerN Lel(Mpin) Oc€llz(L) ¢
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6.3 Apparition des entrelacements tempérés

On poursuit le calcul précédent. Fixons L € L(M;y,) et O € Ilp(L),. Pour ¢ € N,
introduisons le sous-groupe U(F'). de U(F'), cf. 4.3. On a
(1) il existe ¢y € N tel que, pour tout ¢ > co, tout g € M(F)K et tout h € H(F'), on
ait I'égalité
folg hug)é(u)du = [ foly hug)é(u) du.
U(F) U(F)e

La preuve est similaire a celle du lemme 3.5. Pour ¢ > ¢ notons U(F), — U(F),,
le complémentaire de U(F')., dans U(F').. Il existe ¢q tel que pour tout ¢ > ¢, et tout
ueU(F).—U(F)., 'intégrale

/ ¢(aua™)da
A(F)ﬂKf

soit nulle. Choisissons un tel ¢g, soit ¢ > c¢q. Parce que A commute a M et a H C M,
parce que Ky est distingué dans K et parce que fop est, comme f, biinvariante par Ky,
on a I’égalité

folg~'hug) = fo(g~'ha™'uag)
pour tous g € M(F)K, he€ H(F), a € A(F) N Ky. Alors

2) / folg™ hug)€(w) du = (mes(A(F) 1K)~
U(F)e=U(F)eq

/ / fo(g~ ha™ uag)é(u) da du.
U(F)e=U(F)eq < A(F)NK

Cette expression est absolument convergente. On peut effectuer le changement de variable
u— aua~ ' et I'expression ci-dessus devient

(mes(A(F) N Kf))_l /

U(F)e=U(F)eq

fo(g_lhug)/ ¢(aua™")da du.

A(F)ﬂKf

L’intégrale intérieure est nulle donc aussi le membre de gauche de (2). Cela suffit a
prouver (1).
Comme en 1.6, on fixe 7 € O et un élément () € P(L). Pour simplifier les notations,

on pose
T\ = Indg(Ty)

pour tout A € iA% . On réalise toutes les représentations 7y dans I’espace commun K& .

Fixons une base orthonormée ijf du sous-espace (K )*/. Pour tout g € G(F), on a
I’égalité

folo) = iAp 147" - [ (e ma(a™)m(f)e) an

e€B,

Soient ¢q vérifiant (1), ¢ > co, g € M(F)K et e € E,. D’apres (1) et la définition 6.2(1),
on a I’égalité

Toole. f.g) = [iAY - 1A / (e p(h)e)

H(F)xU(F).
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S [ )@ () gm(elew ardudn

e€B,

En changeant h et u en leurs inverses, on obtient

Tnole, fg) = [iAY - iAY 7™ / (p(h)e, o)
H(F)xU(F)e

ZK / " m(7y)(ma(g)e, ma(hug)ma(f)e)€(u) dX du dh.
eEBOf ’

Remarquons que, pour g fixé, on a une majoration

|(ma(g)e, ma(hug)ma(f)e)| << E(hu)

pour tous A, h, u. Grace a 4.3(4), on en déduit que l’expression ci-dessus est absolument
convergente. On peut donc permuter les intégrales :

ole.f.9) = iAp i) 3 [ i)
Ky L,F

e€B,

/ (p(h)e, €))(ma(g)e, mr(hug)ma(f)e)€ (u)du dh dA.
H(F)xU(F)c

On reconnait l'intégrale intérieure : c’est L, ,.(e @ mr(g)e, e @ mx(g)mr(f)e). D’apres
le lemme 5.1, quitte a accroitre ¢y (en fait, la preuve de (1) montre que ce n’est pas
nécessaire), c’est aussi L, ,(e @ mr(g)e, € @ mx(g)mr(f)e). On obtient

(3)  Inole fog) = [iAY iAY > / m(ry)
By’ i
€SP0
Lo, p(e@mr(g)e, € @ ma(g)ma(f)e)dA
pour tout g € M(F)K.
On peut écrire L et 7 comme en 5.3. C’est-a-dire que

L=GLy X ..xGL, xG

et T =1 ®...Q0 pus @ 7. Sim(w,p) =0, on a aussi Lz, = 0 d’apres la proposition 5.7 et
L, , =0 pour tout A d’apres le lemme 5.3(ii). Posons m(O, p) = m(7, p). Alors
(4) si m(O,p) =0, I o(e f,9) =0 pour tout g € M(F)K et tout € € E,.

..........

Xi(e,g) = Z Lr, p(e®@mr(g)e, e @ ma(g)ma(f)e).

K
eeB, N

Supposons A en position générale. Alors 7y est irréductible. Fixons un élément non nul
[x € Hompg(my, p). Comme on I'a dit en 5.1, il existe un nombre complexe non nul ¢y
tel que

Lo (€ @€ ee)=ci(€,\(e)(r(€),¢€)
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pour tous €,€ € E,, e, € € ICGJ. La propriété (iii) du lemme 5.3 s’écrit
(5) D e (N Ia(e)(Ua(e), ) = 1.

On a
Xale,9) = Y (e h(malg)m(f)e)(la(ma(g)e), o).

EEB,I,(N

L’élément, 1y(ma(g)ma(f)e) est invariant par Ky pour tout g € PyK et tout e € Kg ..
Supposons g € 'y K. Alors

Wm(@)m(He) = Y (e h(mlg)m(f)e)e,
eEBfN

et
Xa(e, g) = exllx(malg)e), I(ma(g)ma(f)e)).

On peut multiplier X, (e, ¢g) par le membre de gauche de (5) et on obtient

6)  Xile,g) = Z ©j(M)Xo(e 9),

ou, pour tout g € M(F)K, on a posé

Xyj(e,9) = S (In(malg)e), I(malg)ma(f)e)) (€] Ia(e;)) (Ia(€)), ).

Fixons j. Le produit de I'un des facteurs c, et des deux premiers produits scalaires est
égal a

Lo, o(€; @ ma(g)e, N(ma(g)ma(f)e) ® e)).
En choisissant un entier ¢y assez grand, on peut ici remplacer L, , par L, ,. pour tout
¢ > ¢o. Remarquons que ¢ est indépendant de de A : cela résulte de la preuve du lemme
3.5. Il est aussi indépendant de N qui n’intervient pas ici. On a donc

Xyjle,g) = /H(F)U(F) (p(h)e, Ix(ma(g)ma(f)e)) (malg)e, ma(hu)es)ea(la(e)), €;)& (u)du dh

pourvu que ¢ > ¢o. Dans l'intégrale, le produit de c) et des produits scalaires extrémes
est égal a L, ,(p(h)€; @€, €;@ma(g9)ma(f)e). On peut encore remplacer Ly, , par Lq, ,.
pourvu que ¢ > ¢g. On obtient

M Kl = [ o / o, DT ()G )

(e5, ma(h'u'g)ma(f)e)E (u)E (w)du' dh' du dh.
On a

(8) pour g fixé, cette expression est absolument convergente, uniformément en \.
En effet, elle est majorée en valeur absolue par

/ / =% (hu)ZH (W'h)ZC (W' )du' dh du dh
H(F)U(F). Y H(F)U(F).
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qui est convergente d’apres 4.3(5).

On peut maintenant lever I'hypothese que A est en position générale. Grace a (8), la
formule (7) définit une fonction C* de A et 1’égalité (6) se prolonge par continuité a tout
A. Pour deux entiers ¢, ¢ € N, et pour g € M(F)K, posons

X)\,j,c,c’(ev g) = / / (p(h)€;7 Ej)(m\(h/u'g)e, ﬂ-)\(hu)ez'>
H(F)U(F)e. YH(F)U(F).

c

(€}, ma(h'u'g)mr(f)e)E (u)du' dh' du dh.

Comme (7), cette expression est absolument convergente. On a

(9) il existe ¢y indépendant de N et A tel que, si ¢ > ¢ et ¢ > ¢, alors X, j(e,g9) =
X jec (e, g) pour tout g € M(F)K.

Pour a appartenant a un sous-groupe ouvert compact assez petit de A(F'), le chan-
gement de variables u +— aua™', v’ +— au’a™! dans la définition ci-dessus de Xy .« (e, g)
revient a y remplacer &(u) par £(aua™!). Comme dans la preuve de (1), on en déduit que,
si ¢ est assez grand, X ;. (e, g) ne dépend pas de ¢, pourvu que ¢ > ¢y. Pour ¢, ¢ > ¢,
on a donc Xy ;. (€,9) = Xy . On peut remplacer ¢ par ¢ dans la formule (7). Dans
cette formule, effectuons le changement de variables h +— h'~'h, u + h='h'w ~'h'~'hu.
Alors le membre de droite de (7) devient X, ;. Cela prouve (9).

En rassemblant ’égalité (2), la définition de X (e, g), I'égalité (6) et la propriété (9),
on obtient le résultat suivant. Rappelons que I'on a supposé m(QO, p) = 1. 1l existe ¢, tel
que, pour tout N, tout g € I'y K, tous ¢, c tels que ¢ > ¢g, ¢ > ¢y, on a 1'égalité

(10) > Inole fig) = liAS ALY S
eEBfN

eeBOf] L.n

/A m(72) @ (A) X jeer(€, g) dA.

; *
YALF

On note I, 0n(8,, f,g) le membre de droite de cette égalité, qui est défini pour tout
ge M(F)K.

6.4 Une premiere approximation

D’apres 6.2(3), 6.3(4) et 6.3(10), on a ’égalité

16, f9)= > [WHW! > Lo f.9),

LEL(Mypin) O€ly(L) ;,m(0,p)=1

pour tout g € I'yK. Comme fonctions de g, les deux membres sont définis sur M (F')K
et sont invariants a gauche par H(F'). Ils sont donc égaux pour g € H(F)['yK. L’in-
tersection de M (F')K avec le support de ky étant contenu dans cet ensemble, si 'on
multiplie les deux membres de 1'égalité par ky(g), 'égalité obtenue devient vraie pour
tout ¢ € M(F)K. Par définition, Iy(6,, f) est l'intégrale de 1(6,, f,g)kn(g) sur g €
H(F)U(F)\G(F) ou, ce qui revient au méme, l'intégrale de 1(6,, f, mk)rx(mk)dp(m)~!
sur m € H(F)\M(F) et k € K. Donc

(1) In@.f) = /H - /K Wt

LEE(M’UH’!L
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S Lon(f,mk)ky(mk)sp(m) dk dm.
O€lly (L) ;m(0,p)=1

Soient L € L(Myn) et O € Ily(L); tel que m(O,p) = 1. On reprend les notations du
paragraphe précédent. On fixe ¢y vérifiant 6.3(9) et ¢ > ¢g. Pour tout entier C' € N,

posons
Inonc(Op f) = A AL S Y / m(r)os()

e€B, K a=Ls
/ 1, <ctogny () (p(R)E, €)E(w) / (ma(g)es ma(hus)e;)
H(F)U(F)c G(F)
(€} ma(g)ma(f)e)kn(g)dg du dh dA.

Lemme. (i) Cette expression est absolument convergente.
(ii) II existe C' tel que I'on ait la majoration

In(0,, f) = > (WHWE! > Ipone(0,, f)] << N7

LEL(Mmin) O€lly(L) ;,m(0,p)=1
pour tout entier N > 2.
Preuve. Soient L et O comme avant 1'énoncé. Notons I o n(f,, f) 'expression

obtenue en supprimant la fonction 1,ccioqv) dans la définition de Iy o n,c(6,, f). Pour
me M(F), ke K,uu' €U(F), he€ H(F), A € iA} p, posons

O(m, k,u,u' b, N) = [1AS 1 i Z Z m(7x)e;(A p(h)eg,ej)E(U)

(ma(u'mk)e, mx(hu)e;) (&), T (u'mk)ma(f)e)kn (mk)dp(m) .

L’expression I, 0 n,«(0,, f) contient une intégrale sur G(F). On y décompose la variable
g € G(F)en g = u'mk, avec u' € U(F), m € M(F), k € K. On obtient formellement
I’égalité

IL,o,N,oo(Qp,f)Z/ / // / D (m, k,u,u’, h, \)du' dudh dkdm dX.
iAy o Iy Sk JHEUE). JUF)

Cette égalité est justifiée par
(2) cette expression est absolument convergente.
Les intégrales sur les ensembles compacts K et A7  sont insignifiantes. On a

(3) |D(m, k,u, v, by N)| << ZH(R)ZEC (u™ b~ u/'m)ZEC (W/'m) s n (m)dp(m) ™
L’intégrale de cette fonction en m, u, v/, h est convergente d’apres 4.3(6). Cela démontre

(2).

En appliquant la méme procédure, on obtient

Inonc(0p, f) = / / / /( - / 1o <Ciog(ny (hu)
H(F)U(F)e
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O(m, k,u,u’, h, \)du' dudh dk dm d\,

/ /IL,O,N(f,mk)/ﬁN(mk‘)ép(m)_ldk‘dm:/ / /
HP\M(F) J K S

/ / O (m, k,u,u’, h, \)du' dudh dk dm dX,
H(F)U(F)e JU(F)
pourvu que ¢ > ¢y. Ces expressions sont absolument convergentes d’apres ce que 1'on
vient de prouver. La convergence de la premiere est I'assertion (i) de ’énoncé. Pour
prouver Iassertion (ii), il suffit d’apres (1) de montrer que 'on peut choisir C' tel que
la différence entre les deux expressions ci-dessus soit essentiellement majorée par N 1.
D’apres (3), cette différence est essentiellement majorée par la somme de 'intégrale

/ / / Ly <ctogoe) () 22 (h)ZC (u= e~ "a/m)
M(F) JHFYU(F). JUFE)-UF),

=% (u'm)ky (m)op(m)~tdu’ dudh dm,

ou U(F) — U(F)u est le complémentaire de U(F')» dans U(F'), et de I'intégrale

o e ()" ()2 b )
MF) JHEUEF). JUuF),

=% (u'm)ky (m)op(m)~tdu’ du dh dm.

Dans la premiere, on peut oublier le terme 1,cjoqn)(hu). La relation 4.3(7) nous dit
qu’il existe ¢; tel que, si I'on prend ¢ = cilog(N) + co, l'intégrale est essentiellement
bornée par N~1. L’entier ¢/ étant ainsi choisi, la relation 4.3(8) nous dit qu’il existe c;
tel que la seconde intégrale soit essentiellement majorée par N~! pourvu que Clog(N) >
c2(log(N) 4 ¢’). On peut choisir C' tel qu'il en soit ainsi pour tout N > 2. Cela acheve la
preuve. []

On fixe désormais C vérifiant 1'assertion (ii) du lemme précédent. Dans les para-
graphes suivants et jusqu’en 6.9, on fixe L € L(M;y:n) et O € (L) tel que m(O, p) = 1.

6.5 Rappels sur les termes constants faibles des coefficients des
représentations tempérés

Fixons un élément P = MpinUnin € P(Mpin). On note A l'ensemble de ra-
cines simples associé. On note M,,;,(F)* le sous-ensemble des m € M,,;,(F') tels que

Hy,,. (m) € AJISmm.Soit Q1 = LU, € F(Myp) tel que P C Q1. On note Al le

ke

sous-ensemble de A associé au sous-groupe parabolique minimal P,,;, N Ly de L. Posons
W(L,|G|L) = {s € WY sLs™' C Ly, Ppin N Ly C sQs~'}.
C’est un ensemble de représentants du quotient
Win\{s e WY sLs™' C L,}.

On identifie cet ensemble a un ensemble de représentants dans K. Pour s € W(L;|G|L),
notons v(s) : K& — ICsGstl,r l'opérateur défini par (y(s)e)(k) = e(s™'k). Posons Q1 s =

,T
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(L N sQs YUy, Ql,s = (L, N sQs 1)Uy, ou U, est le radical unipotent de @Q;. Pour
A € 1A} g, on définit les opérateurs :

JQLS‘SQS—l((ST)S)\) @) ”y(S) . ]CGJ — ICCGQLS,ST

et
JQLs\st*l((ST)sA o ’7(8) . ]CGJ_ — ]Cq

Ql,svST.

Posons K7 = K N Ly(F). La restriction de K a K; définit des homomorphismes

e
’CQl,svsT
Ly
ICLlﬂstfl,ST
G
Ql,svsT
Pour ¢’ € Icglw et e € ngl epr ODL POSE

(¢, e) :/ (€' (k1), e(ky))dk,
K4
la mesure étant de masse totale 1. Pour ¢, ¢’ € /ng posons

(€ aa= Y, (Jorss (7)) 0 (5)e, Tg, paos1((57)ar) 0 7(s)e) .
seW(L1|G|L)

Lemme. Soient e, e’ € ICGJ. Il existe ¢ > 0, R > 0 et € > 0 tels que
8, (m)'2|(/, m(m)e) — (¢, ma(m)e)g, al <<

=8 (m)a(m) sup{exp(—ea(Ha, (m)));a € A — AP}

pour tout A € iAj et tout m € My, (F)" vérifiant les conditions a(Hyy,,,, (m)) > ¢
pour tout o € A — Al

Preuve. D’apres un résultat de Casselman, on peut trouver c tel que, pour A et m
comme dans 1’énoncé, dg, (m)*/?(e’, w5 (m)e) soit égal au "terme constant” de (¢, 7y (m)e)
au sens d’Harish-Chandra (cf. [W2] corollaire 1.4.4; l'uniformité en A est expliquée
en [W2] L1.5). L’expression d¢, (m)Y2(e/, mx(m)e)g,.» est le "terme constant faible” de
(e/,mr(m)e), cf. [W2] proposition V.1.1). On doit donc prouver que la différence entre le
terme constant et le terme constant faible vérifie la majoration indiquée. Cette différence
est exactement une fonction notée m — (ngw)zf21 (m) dans le lemme VI.2.3 de [W2]. Ce
lemme donne une majoration de cette fonction qui n’est pas tout-a-fait celle dont nous
avons besoin. Il suffit de modifier sa démonstration. Notons simplement m +— FE\(m)
notre fonction. D’apres [W2] VI.2(2), on peut trouver des réels ¢ > 0 et R > 0 et un

élément a € A, (F) N M (F)T de sorte que l'on ait la majoration

|Ex(a™m)| << 27"EM (m)o(m)"

95



pour A et m comme dans I’énoncé et n € N. Cela étant, pour m comme dans ’énoncé,
prenons pour n la partie entiere du plus petit des nombres

a(Hu,,,, (m)) — ¢
a(Hy,,;, () +1

pour o« € A — A¥t. Posons m’' = a~"m. Cet élément vérifie encore les conditions de
I’énoncé. En appliquant la majoration ci-dessus a n et m/, on obtient

(1) |Ex(m)| << 27" (m))o(m/)E.
Parce que a € Ay, (F), ZX(m’) = EX1(m). On a
o(m') << o(m)+o(a™) << o(m) + no(a),

d’ou
2726 (m"E << a(m)E.

D’autre part il existe € > 0 tel que
27? << sup{exp(—ea(Hy, (m)));a € A — ALY

Alors (1) entraine la majoration cherchée. [

6.6 Changement de fonction de troncature

Soit Y € A+ . Comme en [A3] paragraphe 3, on en déduit une famille } =
(Ypr) p/e'p(Mmm de pomts de Ay, qui est (G, My, )-orthogonale et positive. On note
¢ — aM (¢, Y) la fonction caractéristique de son enveloppe convexe. On note g

u(g,Y) la fonction caractéristique de 'ensemble des g € G(F) qui s’écrivent g = kmk/,
ou k, k' € K, m € Myy(F), avec 0§ = (Hy,,,,Y) = 1. Fixons €/,¢” € K§__ et une

fonction ¢ sur iAj p, que I'on suppose C™. Pour e € K _, 9,4’ € G( ) et A € 1A} p,
posons

Oleg,9',A) = (ma(g)e, ma(g)e ) (e”, malg)ma(f)e).

Posons

MUBICERTPEDY / ) /G 2009 Nn(o)dg )
eEB

0g) = i ALl Y / e [ 00,9 Xty Y)dg
eEB

Ces expressions sont absolument convergentes. Pour la seconde, c¢’est évident : les intégrales
sont & support compact. Pour la premiere, pour e et ¢’ fixés, on a une majoration

(e, g.9", M| << E%(g)

pour tous A, g. Or 'intégrale



est convergente d’apres 4.3(2).

Proposition. Soit R un réel. 1l existe des réels ¢, co > 0 tels que 'on ait la majoration
B (g") = Py (g)] << N°F

pour tout N > 2, tout ¢’ € G(F) tel que o(g') < Clog(N) et tout Y € A}, vérifiant
les inégalités c1log(N) < a(Y') < coN pour tout a € A,

Preuve. Commencgons par préciser le calcul de convergence que l'on a fait avant
I’énoncé. On a
(2) il existe Ry > 0 tel que
[@n(g)] << N

pour tout N > 2 et tout ¢’ € G(F) tel que o(g') < Clog(N).
En effet, pour e € /CGJ on a plus précisément la majoration

[®(e, 9,9, )| << E%(g''9)E(g)

pour tous A, g, ¢’. Grace a 3.3(5), il existe Ry > 0 tel que
=9(g'~"g) << eap(Ra0(9")=%(9)-
Pour ¢’ tel que o(g’) < Clog(N),on obtient
(e, 9.9, )| << NYE(g)?.

D’apres 4.3(2), il existe R3 > 0 tel que 'intégrale (1) soit essentiellement majorée par
Nfs On en déduit (2) avec Ry = CRy + Rs.
Définissons une fonction D sur M,,;,,(F)" par

D(m) = mes(KmK)mes(K N My, (F))™.

D’apres [W2], on a une majoration D(m) << 6p, . (m). Pour toute fonction f' €
CX(G(F)), on a 'égalité

/ f dg = / / / (klmkg)dm dl{ll dkg,
77L1,7L(F

cf. [A3] (1.3). Pour tout Q1 = LUy € F(Myn), la famille ) permet de définir des
fonctions ¢ — o (GY) et ¢ = 719,(C — Yg,) sur Au,,, (cf.[A3]; on a repris les
définitions en [Wl] "0, 3). On vérifie que 'égalité

aMmm(C y)TQl(g YQI) =1

entraine
(3) B(¢) > inf{a(Y); € A} > 0 pour toute racine 3 de Ay,

. dans uy.
On a 'égalité

>l (V)¢ —Ye,) =1

QIEF(Mmin)

97



pour tout (. L’inégalité précédente entraine que, pour { € A+ , seuls interviennent de
fagon non nulle les )1 contenant P,,;,. C’est-a-dire que, pour C E AL on a I'égalité

main L

) o (C V)1, (¢ —Yg,) = 1.

QlE-F(Mmin)ypminCQl
Pour toute fonction ' € C®(G(F)), on a donc I'égalité

(4) G(F)f’(g)dgz / / / My (FY+

Q E-F mzn m'Ln CQ

f'(kymka) D(m)o | (Hagy (), Y)70, (Hat,i, (M) = Yo, )dm dky dks.
Pour Q1 € F(Min) tel que P, C Q1, posons

Onyaily) = [iAp  iAL f] Z / ///

D(e, klmkm g's Nk (kimhks)
D(m)agt  (Ha,,, (m), V)1q,(Ha,,, (m) — Yo,)dm dk; dks dX.
En I'appliquant (4), on a I'égalité

Py () = > PNy (9)-

QleF(Mmin)vpminCQl

mzn

Considérons d’abord le sous-groupe parabolique Ql = (. Dans ce cas, pour g =
kimks, avec ki ko € K et m € Myu(F)T, on a ofy  (Hu,,., (m), V)1a(Hu,,, (m) —
Ye) = 1 si et seulement si u(g,Y) = 1. On a donc

Pnyaly) = [iAp AL 12/

/ (e, g,q's N (g)ulg, Y)dg .
G(F)

Montrons que

(5) il existe co > 0 tel que, si a(Y) < N pour tout @ € A, on a I'égalité
u(g,Y)rn(g) = u(g,Y) pour tout g € G(F).

Ecrivons g = muk, avec m € M(F), u € U(F) et k € K. On a ky(g9) = kn(m)
et une majoration o(m) << o(g). Par définition de la fonction sy, il existe c3 tel que
la majoration o(m) < c¢3N entraine ky(m) = 1. On a d’autre part une majoration
o(g) << sup{a(Y);a € A} pour tout g € G(F') tel que u(g,Y) = 1. La combinaison de
ces propriétés entraine (5).

On déduit de (5) que, si Y vérifie les conditions de cette assertion, on a 1'égalité
Pnya(g) = Py(¢') pour tout ¢'. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de trouver
c1 tel que, si Y vérifie les minorations de 1’énoncé, on a la majoration

6)  [Pnyai(g) << N7F

pour ¢’ comme dans ’énoncé et tout Q; # G.
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On fixe désormais Q)1 = LUy € F(Mpn) tel que Py C @ et Q1 # G. Pour
simplifier la rédaction, on va considérer un réel ¢; et supposer a(Y) > ¢1log(N) pour tout
a € A. On montrera que toutes les propriétés dont on a besoin sont vérifiées si ¢; est assez
grand. Soient ¢’ € G(F) tel que o(¢') < Clog(N), ki, ks € K et m € My, (F)™. On pose
¢ = Hu,,,(m) et on suppose o}  ((,V)7q,(¢ — Yg,) = 1. Ecrivons ¢/~ 'k = k'~ 1/,
avec v’ € Uy(F),l' € Ly(F), k' € K. On a

(7) si ¢, est assez grand, k; 'm~'u/mk, appartient & K.

Posons v’ = exp(X’), avec X' € uy(F) et fixons une norme |.| sur g(F). On a
log(|X']) << o(u') << a(¢') < Clog(N). Il existe donc ¢4, c5 > 0 tels que

log(lm™'X'm|) < cslog(N) — csinf{B3(¢); B racine de Ay, . dans u;}.

Grace a (3), m~'X'm est aussi petit que I'on veut pourvu que c¢; soit assez grand. On
peut en particulier imposer que m™*u'm = exp(m~*X’m) appartienne a K. Puisque K
est distingué dans K, (7) en résulte.

Notons M, (F)*>F I'ensemble des m' € M,,;,(F) tels que a(Hyy,,, (m')) > 0 pour
tout @ € A%, Posons K; = K N Ly(F). L’8ément I'm de L (F) s’écrit I'm = ksm/ky,
avec ks, ky € Ky et m' € My (F)*0F. Posons ¢! = Hy,,. (m'). On a

(8) pour tout ¢ > 0, m’ appartient a M,,;,(F)* et vérifie (') > clog(N) pour tout
a € A — A1 pourvu que ¢; soit assez grand.

Soit a.. Notons u, le sous-espace radiciel de u,,;, associé a «. Il existe cg, c; > 0 tels

que, pour tout élément non nul X € u,(F) et tout x € M,,;,(F), on ait les inégalités

e Xz

©)  a(Hu,., (7)) = s < log( X

) < a(Hy,,. (z))+ cr.

Supposons o € A — A1 soit X un élément non nul de uy(F). On a m'Xm'~! =

ky'U'mky ! Xkym ™'~ k3. Puisque ky appartient & Li(F), k; ' Xk, appartient a u;(F).
En utilisant (9) pour m, on voit qu'il existe des constantes cg, cg, c1p > 0 telles que 1'on
ait I'inégalité

log(|m/Xm' ™) > log(|X|) — cso(I') + coinf{B(¢); B racine de Ay, . dans u;} — cpo.
On ao(l') << o(g') < Clog(N). Grace a (3), on a donc
log(|m/Xm' ™) > log(|X|) + clog(N) + ¢;

pourvu que ¢; soit assez grand. Alors (9) entraine la minoration cherchée de a(¢’). En
particulier a(¢’) > 0. Puisque I'on a aussi a(¢’') > 0 pour a € ALt par définition de m/,
on a bien m’ € M,;,(F)*. Cela prouve (8).

Pour tout A et tout e € Bgf, on a I’égalité

O (e, kimka, g', A) = (ma(l'u'mhs)e, m(K)e") (ma (k71 )e”, ma(mba)ma(f)e).

Grace a (7), on peut supprimer u’ de cette expression pourvu que ¢; soit assez grand.
On obtient

D(e, kymka, g', N) = (ma(m'kaka)e, mx (k3 K')e') (ma(ky e, ma(mka)ma(f)e).
Posons

D, (e, kimky, g', ) = (1 (m kako)e, ma(k3 'K )e ) o, a(ma (kT )e”, ma(mk2)ma(£)e) o a-
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Le lemme 6.5 affirme 'existence de réels Ry > 0 et € > 0 tels que la valeur absolue de la
différence
@(6, klmk2a g/> )‘) - (I)w(ea klmk2> gla )‘)

soit bornée par la somme de
0o, (m) 2= (m) o (m') M sup{eap(—ea((); o € A = AP }|(my(ky!)e”, ma(mks)ma(f)e)|

et de
Oy (m') =2 (my (' kaka)e, ma (k3 k)€ gy a8, (m) ~H/PEH (m)

o(m)fsup{exp(—ea(¢);a € A — AF1},
On sait qu'il existe Rs > 0 tel que dq, (x)""/?E" (z) << Z%x)a(2)™ pour tout = €

Min (F)T. D’autre part, Z¢(m’) = Z(I'm). En utilisant (8), on voit qu’il existe Rg > 0
tel que, pour tout ¢ > 0, les expressions ci-dessus soient essentiellement majorées par

N—cEG(l/m)EG (m)a(l,)RGU(m)RG

pourvu que ¢; soit assez grand. Définissons des termes ®ny.g, (e, ¢'s A) et Py y.0, w(9)

en remplacant ®(e, kymks, g', ) par @, (e, kymks, ¢, ) dans les définitions de Oy y o, (€, ¢', A)
et Py, (¢’). Sion oublie le facteur N~ de la majoration ci-dessus, le méme calcul qu’en

(1) montre l'existence de R; > 0 tel que

1PNy (0) — Pryowl(g)| << N7

En réintroduisant le facteur N~¢, on voit que, pour tout ¢ > 0, la différence ci-dessus
est essentiellement majorée par N ¢ pourvu que c¢; soit assez grand. Pour prouver (6), il
suffit donc de prouver la majoration

1Pnyv.0uwl(g)] << N7F.

On poursuit le calcul précédent, avec les mémes notations. D’apres la définition de
6.5, on peut décomposer D, (e, kymks, g’, \) en

Z ®81782(e7 klmk%gla )‘)

s1,52€ W (L1|G|L)

ou
q>81,52 (6, klkaa g/> )‘) =

(JQle s1Qs7 " ((817—)51)‘) © 7(81) © 7r,\(m’k4k2)e, JQl,sl |s1Qsy ! ((317)51)\) © 7(31) © Wk(k??lk/)e/)h
—1 L

(S, s0s;1 ((52T)sox) 0y (s2) oma(ky e, i, | 1aqszt ((527)san) 0¥ (s2)0ma(mkz)ma(f)e) ™"
Cette définition n’a bien str de sens que "presque partout” en A, les opérateurs d’entre-
lacement pouvant avoir des poles. Au moins formellement, on peut décomposer de méme
QN y..w(g) en somme de termes @ny g, .5.5(9"). Il y a un probleme de convergence
a cause des poles des opérateurs d’entrelacement. L’assertion suivante va résoudre ce
probleme. Soient s1, 5o € W(L1|G|L). Montrons que

(10) pour e fixé, la fonction m(7y)®s, s, (e, kymks, ¢’, A) est une combinaison linéaire
de fonctions qui sont elles-mémes des produits fi(m/, A) fa(m, \) fs(k1, ks, k3, ka, K') fa(N),
ou :
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fl(m,a )‘) - 5@1( ) 1/2(lndiiﬂs Qsy ,1((817)51)\,771,)6,1, 61)

717 ! Ll .
pour des éléments e; et €] de ICL10516251 o

f2(m7 >‘) = 5@1( ) 1/2(627[ndles Qs ,1((827')52)\,77’1)62)

212 / L1 .
pour des éléments e et e de ICL N2Qs3 L sar

f3 est une fonction localement constante des variables ki, ko, k3, ks et k;
fa est une fonction C'* de A.

Fixons un sous- groupe ouvert compact Ky de K, distingué dans K, inclus dans Ky
et tel que e, ¢ et €” soient invariants par K. Fixons des bases B, resp. By, By, Ba, Bo,

G
des sous—espaces des éléments invariants par Ko dans K ., resp. ICQ1 o K, i
]CQl ;89

P QLSQ ot Considérons par exemple le terme

']Q~1,52|52Qs;1 ((827—)52)\) © 7(82> © WA(mk2)7T)\(f)€

qui intervient dans la définition de @y, 4, (e, kymks, g’, A). D’apres les propriétés d’entre-
lacement de nos opérateurs, il est égal a

Ind3, ((557)ua0:1) © T, ezt ((527)s2) 01(52) 0 ma(Ba)mal e

On peut remplacer 7y (ka)ma(f)e par son expression dans la base B. Les coefficients sont
combinaisons linéaires de produits d’une fonction localement constante en ky et d’'une
fonction C* en A. Pour tout b € B, on peut ensuite remplacer J~1S2‘52Q851((327—)32)\) o

7v(s2)b par son expression dans la base By. Les coefficients sont des fonctions de A de la
forme

(b2, g, ., sasyt ((527)520) © Y(52)D)

ot b € B, by € B,. Notons jQLSQ (M) une telle fonction. En appliquant le méme calcul aux
autres termes, I'expression m(7y)®s, s, (e, kymks, ¢’, A) apparait comme une combinaison
linéaire de fonctions qui sont produits de fonctions des deux derniers types de ’assertion
et de fonctions des types

- une fonction (Inalg1 Sl((SIT)stm,)gla b)) ot by € By, by € By ;

- une fonction (by, (Indg1 ((527)spr, m)bo) " Ot by € By, by € By ;
»82

- une fonction m(m)jg, . (Njan Mia,.., (Viar. (V)
Considérons le premier type ci-dessus. Notons €}, resp. ey, la restriction de by, resp.

b1, a K;. Ce sont des éléments de IC?ﬁ 010 En explicitant les définitions, on voit
s1 ,s 17

que, pour tout x € Ly(F), a fortiori pour € M,;,,(F), on a 1’égalité

a 7 L L
(Indg  ((517)s2; 2)b1, b1)™ = dg, ()™ VA (Indy Lt ((517)s00, @)ey, ).
La fonction du premier type ci-dessus est donc aussi du premier type de I'assertion (10).
De méme pour les fonctions du deuxieme type. Reste celles du troisieme type ci-dessus. Or
la démonstration du corollaire V.2.3 de [W2] s’applique a ces fonctions et montre qu’elles
sont des restrictions a iAj ;. de fonctions rationnelles sur (A}, ®g C)/iAf j, holomorphes
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au voisinage de A7 p. Ces fonctions sont donc du quatrieme type de I'assertion (10).
Cela démontre cette assertion.

A T'aide de (10), on voit que lexpression qui définit @y y.g, s,.5,(9") est absolument
convergente : puisqu’il n’y a pas de singularité en A, il suffit de reprendre la preuve déja
faite pour ®5(g’). On a alors

PNy.Qiwl(9) = Y Pvvaas(d)
Sl,SQGW(Ll |G‘L)

Il suffit de prouver que, pour tous s, So, on a une majoration

1PNy (9)] << N7H.

Fixons s, so. Posons s = 515, . Supposons d’abord vérifiée I’hypothese

(Hyp) il n’existe pas de sous-groupe parabolique Qo = LoUs € Fyy, . tel que Q1 C
Q2 # G et que s fixe tout point de Ap,.

Dans ce cas, introduisons une fonction

\DN7Y,Q1781,82(9/) = / f4()‘)/ / / fl(m/a)‘)f2(m> )‘)f3(klak2ak3ak4> k/)
QA% K JK J Mppin(F)*

D(m)mN(klmb)afj (¢, V)10, (¢ — Yo,)dm dky dky dA

ou fi1, fa, f3 et fy vérifient les conditions de I'assertion (10). Cette assertion nous dit
que Py y.Q.s1.5,(9) est combinaison linéaire de fonctions de ce type. On va majorer
U NYQL51.00(g)|. Pour tout z € Li(F), on choisit des éléments I, (z) € s;L(F)s;?,
ug, (v) € Li(F) N s1Uq(F)syt et kg, (z) € K, de sorte que = = Iy, (v)u,, ()ks, (). On a
I’égalité
.fl(m,7 )\) = " f{(m,,l’)el’p(—(81)\)(Hleles;1(xm,)))dl’,
1

ou

film',x) = 8q, (m") 2 ((s17) (s, (wm) (€] (kisy (xm))), €2(2))0L s, sy (L (2102)) 2.

Le produit scalaire figurant dans cette expression est celui de deux éléments de E,, = E;.
On écrit fo(m, \) de la méme fagon et on obtient

\I]N7Y7Q1751,32 (g/> = / / / / f3(k17 k27 k37 k47 k/)D(m%%N(klme)
K K Mmin(F)+ Kl Kl

0’1?/11 (Cv y>TQ1 (C - YQl)f{(mlv x)fé(m, y)f5(xm’, ym)dy dxdm dkl dk2

min

ou

s (wn, ym) = / Fi(Neap(~(sI N (Hy, ny,gars (0m')) 4 (520 (Hy 0z (ym)) A,

; *
ZAL’F

Par le changement de variable A +— s7'A, on a

foom ym) = / Fa(sT Neap(—A(C (e, ym)))dA,

> *
ZAlesl,F
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ou
C(axm’,ym) = Hlelesfl(Im/)) - S(HleSQngl(ym))-

On suppose toujours, comme il est loisible, que m vérifie la relation aﬁim(g V)10, (¢ —
Yo,) = 1. Munissons Ayy,,.. d'une norme euclidienne |.| invariante par laction de W¢.
Montrons que
(11) on a la minoration
¢am/, ym)| >> log(N)

pour tous x,y € K, pourvu que c; soit assez grand.
Posons ((zm') = Hp,_, (xm'), ((ym) = Hp,, (ym). Rappelons que, par définition de

m

W(L,|G|L), on a L1 N Py € LiNs51Qsy Y, Ly N Prin C L1 N 52Qs5 . On en déduit que

Clam' ym) = (¢(am’) — sC(ym)), oot

"
s1Ls

Il suffit de minorer |({(xm') — s((ym))r,|.- Parce que =,y € K; et ksm'ky = I'm, avec
ks, ky € Ky, on a les égalités

C(xm/)Ll = Gj,l = CLI + HLl (l/) = C(ym>L1 + HLl (l/)

Puisque o(I') << o(g’) < Clog(N), on a la majoration |Hp,(I')] << log(N). Il nous
suffit de montrer que, pour tout ¢ > 0, on a la minoration

|(C(ym) — sC(ym))r,| > clog(N)

pourvu que ¢; soit assez grand. Soit ¢ > 0. Le méme calcul qu’en (8) montre que 1'on a
une majoration

ol, comme toujours, " +— _, désigne la projection orthogonale de Ay, . sur A

lesfl‘

B(¢(ym)) > clog(N)

pour toute racine $ de Ay, . dans uy, pourvu que c¢; soit assez grand. A fortiori
B(¢(ym)) > 0. Introduisons un élément P’ . € P(M,,) tel que ((ym) € A}, . La

m

relation précédente entraine que P! . C ;. Notons A’ la base de racines simples as-
sociée a P)

o (A1 le sous-ensemble associé & Ly N P!, {&;a € A’} Pensemble de

min’
coracines associé a A, et {w,;a € A’} la base de Ay, duale de A, Ecrivons

Clym) = Y al¢(ym))@a.
acA’
Tous les coefficients sont positifs ou nuls. On a
(Clym) = sClym))r, = Y a(C(ym))(@a — 5Ta) 1L,

acA’

On sait que, pour tout a € A’, w, — sw, est combinaison linéaire a coefficients positifs ou
nuls de coracines 3 pour 3 € A’. Donc (o — S, ) 1, appartient au cone fermé engendré
par les (g, pour B € A’ — (A1, Si o € A — (A1, I'élément (w, — swa) g, nest pas
nul. En effet, s’il I’était, on aurait

(s@a)r, = (@a)L, = Wa-
Puisque sw, est de méme norme que w,, cela entrainerait

SWe = (SWa) 1, = Wa-
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Mais cette égalité est interdite par ’hypothese (Hyp), d’ou la conclusion. Des propriétés
ci-dessus résulte une minoration

(Clym) = sClym))eal >> Y alClym)).

€A — (AN

Mais on a dit ci-dessus que «(((ym)) > clog(N) pour tous les o qui interviennent ici.
La minoration cherchée en résulte, d’ou (11).

La fonction f5 est la transformée de Fourier d’une fonction C*° évaluée en ((zm/, ym).
Elle est donc a décroissance rapide en cette variable. Grace a (11), pour tout entier D > 0,
on a une majoration

| fs(zm/, ym)| << N7P

pourvu que c¢; soit assez grand. On a aussi

|\IIN,Y7Q1781,82 (g/>| << N_D/ / / / D(m)li]v(]ﬁmkg)
KJK min(F)Jf K1 J Ky

oS (CV)T0u(C = Yo )l fi(m!,x) f3(m, y)|dy da dm dk, k.
On a

F3m )| << S, (m) 265 (L, (ym)) P2 (L, (ym).

D’apres [W2] lemmes 11.1.6 et I1.1.1, on en déduit l'existence d’un réel Rg > 0 tel que
| 153t << G, (m) = m) << E m)r(m) .
K4

On a une majoration analogue pour la fonction f](m’, z) et on obtient une majoration

Unyoremn(g)] << NP / / / D) (kmks)
K JK Mmin(F)+

Z9(I'm)Z (m)o (I'm) o (m) ™ dm dk, dks.

On a déja majoré une intégrale de ce type : il existe Ry > 0 tel qu’elle soit essentiellement
majorée par N En tenant compte du facteur N~ et en se rappelant que D est
quelconque, on obtient

|\IIN,Y7Q1,81782 (g/>| << N_R

pourvu que ¢; soit assez grand. C’est ce que 1’on voulait démontrer.

Supposons maintenant que I'hypothese (Hyp) n’est pas vérifiée. Dans ce cas, on va
montrer que Py, s.5(9°) = 0 pourvu que ¢; soit assez grand. En se rappelant la
définition de ce terme, on voit qu’il suffit de prouver que, si ¢; est assez grand, I'assertion
suivante est vérifiée :

(12) soient A € 1A} 1o, m € Mypin(F)™ et ki, ko € K ; alors

Z Dy, s, (e, kimka, ', N) = 0.
Ky
e€B,

Notons X () la somme ci-dessus. C’est une fonction méromorphe en A (plus exac-
tement, c’est la restriction a iAj , d’une fonction méromorphe sur (A} ®g C)/iAj r).
Il suffit de montrer qu’elle est nulle pour presque tout A. On peut donc supposer que
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tous les opérateurs d’entrelacement qui vont intervenir n’ont pas de poles en A\ et sont
inversibles. Revenons a la définition de ®;, 4, (e, kymka, ', ). On a une égalité

q>81,52 (6, klkaa gl> )‘) =

(Ja,.0, 110571 ((517)510) 0 7(s1) © mA(m'kakz)e, e1)
(62, JQ1,52‘32Q551(<82T)S2)\> © 7(82) © ﬂ-)\(ka)ﬂ-)\(f)e)Ll

ou €1 € ]Cgl,sl,sﬂ' et ez € K81,52782T’ On 7T)\(]{32)7T)\(f)€ = 7T)\(f/)71')\(]€2)6, ou f/ = sz-

Posons BhKf ={m(ka)e;e € ijf}. Cest encore une base orthonormée de (E§ )"/ et on
a

Y

XA = Z (S0, sq@sr2 ((517)s10) © Y (s1) 0 mA(m'ka)e, e)™
eeBhKf

(2. g, ., 1sas; 2 ((527)520) 0 7(82) 0 A (m)ma(f')e) .

Il existe une fonction j;(\) qui est méromorphe, au méme sens que ci-dessus, telle que

Tons it (517)60)07(51) = 1100 et (517)0)0v(8)0 0, s (527)san)0(52).

L’ensemble X
{0, 1s00s51 ((527)s20) 0 Y(s2)ese € B}

est une base de (Icg1 T)Kf . Les propriétés d’adjonction et de composition des opérateurs
;8929

d’entrelacement entraine qu’elle est orthogonale et que tous ses éléments ont la méme
norme. Notons ja(\) cette norme et divisons tout élément de cette base par 1/j2(A). On

obtient une base orthonormée de (ICg1 )5 que I'on note BﬁK 7. On a 'égalité
,895T

X()\) - ‘71()\)‘72()\) Z (JQLSI|8Q1,525*1((317_)81>\) © 7(8) © ]ndgl)sz ((327_)82)0 m/k4)6a el)Ll

K
eGB’j f

(e2, Indgw (($27) 502, m)fndgw ((s27)sans f)e)™.

A ce point, le sous-groupe parabolique @ = LUg n’intervient plus (sauf via les fonctions
J1 et j2). Pour simplifier les notations, on peut supposer so = 1 et Q) = Q1 5,. Auquel cas
s1 = s et I'expression précedente se simplifie en

X(A) = 71(N)72(N) Z (JQ1,S|SQ371((37')5:A) 0 (s) o ma(m'ky)e, 61)L1

K
eEIS’ﬁ f

(e2, ma(m)ma(f")e) ™.

Puisque I'hypothese (Hyp) n’est pas vérifiée, on peut fixer un sous-groupe parabolique
Q' = LU € F(Mpn) tel que Q1 C Q' # G et s fixe tout élément de Ap/. Cela entraine

seWl. Ona@c Q C @, donc aussi Q1+ C Q. Introduisons les espaces ICng’T et

) . 3 7
]CL'mél,s,T‘ On dispose de 'opérateur
L/ . L/ L/
JL’OQLS\L’ﬂstfl((ST>S)‘) © 7(8) K nQr ICL’OQLS,T'
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G

Posons 7" = I ndfimQ(T,\) et réalisons cette représentation dans ’anQ,T- Pour e € K5, .,

posons

bi(e) = dqy (m'ka)~"/? /K (T fin6n e ((5T)sn) 0 7(s) 0 ' (m'ka ) (e(1))) (), ex () dr,

ba(e) :5Q’(m)_1/2/ (e2(), (x'(m)(e(1))) (x))d.

Ky
Expliquons par exemple la signification de

(T r srrsges (57)2) 01(8) 0 7' (ki) (e(1))) (2).

On évalue e au point 1. On obtient un élément e(1) de ICEOQJ. On applique successi-
vement a cet élément les opérateurs 7'(m'ky) (notons que m'ky € Li(F) C L'(F)) puis

‘]gmc}l,s\ymscgs*l((57)5/\) o ¥(s). On obtient un élément de IC%;OQL&ST, que l'on évalue au
€

point x € Ky C K N L'(F). Définissons une forme sesquilinéaire B sur ICQ, . par

B(€', ) = by(¢')bs(e).

Identifions ICG,T a Icg, _» Modulo cette identification, on a les égalités

(e2,ma(m)e) " = b(e),

<JQ1,s\st*1((ST)S>\) ° 7(8) ° 7T>\(m/]{24)6, €1>L1 =bh <6>7
pour tout e € K&, - Alors

X(\) = 71(N)ja(Ntracep(Indg, (7', ).

Comme f, la fonction f’ est tres cuspidale. Puisque b;(e) et be(e) ne dépendent que de
e(1), la forme B vérifie la condition (3) de 2.1. Le lemme de ce paragraphe entraine
X(X\) = 0. Cela prouve (12) et acheve la preuve de la proposition. [J

6.7 Utilisation des calculs spectraux d’Arthur

Les données sont les mémes que dans le paragraphe précédent. Pour tout € > 0, on
note D(e) Uensemble des éléments Y € A}, tels que

inf{a(Y);a € A} > esup{a(Y);a € A}.

Pour L' € L(L) et t € WL (L),,, notons A% () l'ensemble des \ € i.A% tels que (7)) =~
7x. Cet ensemble est stable par translation par i A} . + A7, L'ensemble des orbites est
fini. Soit A\ un élément de cet ensemble. Arthur définit en [A3] p.87 un signe, qu’il note
€5(t) et que nous notons €., (t). Sa définition ne nous importe pas. Il ne dépend que
de T'orbite de A. On dispose de l'opérateur Rq(t, 7y) de ICGJ. Soit Q" = L'U" € P(L').
Posons Q(Q') = (L'NQ)U". C’est un élément de P(L). Définissons sur iAj, une fonction
v — jor(t, \,v) et, pour ¢’ € G(F), une fonction v — dg/(t, A, ¢',v) par

JotAv) =" (e Joane(m)  Jo@e(mer) Ro(t, m)ma(fe),

K
eeBOf
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do/(t, A, 9", v) = (Jow@ie(™) ™ Jow@)e(Taw) Ro(t, m)e", mag')e).

Les opérateurs d’entrelacement peuvent avoir des poles, mais, au moins pour A dans un
ouvert dense de A5 (t), les fonctions ci-dessus sont bien définies pour v proche de 0.
Nous utiliserons une troisieme fonction v +— cq/(v) : c’est celle qui est notée c (v) en
[A3] (12.12). Il nous est inutile de rappeler sa définition. Les trois familles de fonctions
(]Ql(t )\))Qlep(y (dQl(t A , g ))Qlep(y) et (CQI)QIep(L/) sont des (G, L’)-familles. De plus
cg(0) = 1 pour tout @'. Posons (jdc)g/(t, A, g') = jor(t,N)dg (t, A, g')cgr. La famille
((jdc)qr(t, A, g"))greprry est encore une (G, L')-famille, a laquelle on associe un nombre
(jdc)p/(t, A, ¢'). Admettons un instant que ce nombre soit fonction C* de A. Rappelons
par ailleurs que, puisque t € W (L),.,, Iopérateur t — 1 sur Ay /Ay est inversible et a
donc un déterminant det(t —1)4, /4,, non nul. Posons

O(g") = [iA DYDY > en (t)]det(t — 1), 4, "

L'€L(L) teWL' (L)reg AEAE (t)/ (LAY p+iA%,)

/,4 ()it A+ 1 )0+ ).

CA*
L', F

Proposition. (i) Pour tout L' € L(L), la fonction A — (jdc)/(t, N, g') est C*.
(ii) Soit € > 0 et R > 1 un entier. On a une majoration

1Dy (g') — ®(g")| << a(g")"E ()Y |F

pour tout ¢' € G(F) et tout Y € D(e) N A0, F-

Preuve. Fixons € et R. Oublions d’abord ¢, ¢’est-a-dire supposons ¢’ = 1. Supposons
aussi que la fonction ¢ est constante de valeur 1. Dans [A3] p.69, Arthur étudie une
expression qu’il note K7 (f). C’est une somme sur M € L(M,;,), o € {Iy(M(F))}
d’expressions qui sont des intégrales sur 743, » x G(F). Dans le cas ou le T' d’Arthur est
notre Y et ou le couple (M, o) d’Arthur est égal a notre couple (L, 7), cette expression est
presque notre terme Py (1). Plus précisément, notre terme dépend d’éléments fixés €', ¢’
et le terme d’Arthur est égal a la somme de nos termes ®y (1) associés a un nombre fini
de couples (¢, e”). Dans [A3], proposition 11.3, p.88, figure une expression J(f). Clest
une somme sur les couples (M, o) comme ci-dessus d’expressions qui, pour le couple
(M,o0) = (L, T), sont presqu’égales a notre terme ®(1). Plus exactement, ce terme est la
somme de termes ®(1) associés aux mémes couples (¢/, €”) que ci-dessus. Arthur démontre
en [A3] corollaire 10.4 que les fonctions A — (jed)r/ (¢, A, 1) sont C*°. Entre les pages 69
et 88 de [A3], il démontre le résultat suivant. Il existe une fonction 7'+ J(f) qui vérifie
les trois conditions

(1) il existe un entier D > 1 et, pour tout & € (A7) / Abiyin,F» U polynome
T — q¢(T), de sorte que JT(f) = Dee(ban. o)fdu, w CEPE(TD))ge(T) pour tout T' €
-AMmm,Fj

(2) J(f) = 40(0);

(3) on a une majoration |K7(f) — JT(f)| << |T|™" pour tout T' € D(e) N Ap,... -

Cf. la preuve du lemme 11.1 de [A3]. En inspectant la preuve, on voit d’une part
que la somme sur les couples (M, o) ne sert a rien dans ce passage : la preuve se fait

terme par terme. D’autre part sommer sur un ensemble fini de couples ne sert a rien non
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plus, la méme preuve s’applique pour chaque couple. En revenant a nos notations, cette
preuve montre donc qu’il existe une fonction Y +— ®¥ sur Ay, ., de la forme

(4) @V = > exp(E(Y))qe(Y),
Ee(5AM,, ;0 F)/AM,, 50 F
telle que ®(1) = po(0) et telle que 'on ait une majoration
(5)  ley(1) - @' << [V|7"
pour tout Y € D(e) N An,,,,,r- Montrons qu’en fait

(6) po est constant et pe = 0 si £ # 0.
Remarquons que, pour Y € D(¢), on a des majorations

Y] << sup{a(Y);a € A} << |Y].

On peut donc remplacer sup{a(Y);a € A} par |Y| dans 1’énoncé de la proposition 6.6.
Fixons ¢; et ¢y vérifiant cet énoncé modifié. Soit Y € D(e)N Ay, r. Notons Ny la partie
entiere de 2¢5|Y | + 1. Si |Y] est assez grand, le couple (Ny,Y') vérifie les conditions de
la proposition 6.6. Plus généralement, il en est de méme du couple (Ny,Y”) pour tout
Y' € D(e) N Ay, tel que |[Y —Y'| <|Y]/2. Pour un tel Y, on a donc

[Py(1) = Dy (1)] << [y(1) = Dy (1)] + [Py (1) — Py (1)] << Ny << [V]7F,
En appliquant (5), on a aussi

DY — Y| << |Y|E.

Si Y +— ®Y ne vérifie pas (6), c’est-a-dire n’est pas constante, on peut fixer Yy € Axs,,,
tel que la fonction Y +— &YYo — ®Y soit non nulle. Cette fonction est encore de la forme
(4). Pour Y assez grand, le point Y’ = Y + Y} vérifie |Y — Y’| < |Y|/2. La fonction
est donc essentiellement majorée par |Y'|~f. Mais une fonction de la forme (4) ne peut
vérifier cette majoration que si elle est nulle. Cela contredit le choix de Yy, d’ou (6).

Grace & (6), on a ®(1) = &Y et la majoration (5) est celle que I'on voulait prouver.

Si ¢ n’est plus la fonction constante de valeur 1, on inspecte la preuve d’Arthur et
on voit que l'on peut glisser la fonction ¢ tout le long de cette preuve. Le résultat est
celui annoncé. Bien stur, la constante qui se trouve implicitement dans la majoration
de I’énoncé dépend de . Cela ne nous géne pas pourvu que ¢ soit fixée mais, pour
la suite du raisonnement, précisons tout-de-méme cette dépendance. Pour tout entier
k > 0, fixons une base &}, de I'espace des opérateurs différentiels sur i.Aj, a coefficients
constants et de degré < k. Posons

|ole = sup{|(X@)(\); A € iAL p, X € Xi}.

Dans la preuve d’Arthur, les approximations interviennent a deux endroits. D’abord
dans l'utilisation du théoreme 8.1. Cette approximation porte uniquement sur l'intégrale
intérieure sur G(F'). Quand on integre ensuite sur iA7 p, la constante implicite est sim-
plement multipliée par |¢|o. Il y a ensuite les approximations de la page 80 qui se réferent
elles-mémes a [A6], p. 1306,1307. D’apres cette derniere référence, la constante implicite
est de la forme

sup{(Wp)(2)| 2%, Z € Ay},
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ot ¥ est une certaine fonction C'*° sur i.A}, » indépendante de ¢ et (V) est la transformée
de Fourier de W¢. Comme on le sait bien, le terme ci-dessus est essentiellement borné
par |¢|g. Finalement, la majoration de 1’énoncé se précise en

(M) 1Py(1) — (1) < clo|r]Y]7"

ou c est indépendant de .

Passons au cas général ou ¢’ est quelconque. Fixons un sous-groupe ouvert compact
Ky de K tel que €” soit invariant par Kj. On utilise le fait que la fonction g — u(g,Y)
est invariante a gauche par K (ce que n’était pas la fonction g — kx(g) des paragraphes
précédents). Dans la définition de @y (¢’) donnée au début du paragraphe 6.6, on remplace
la variable g par kg et on integre sur k € Ky, en divisant le tout par mes(Kj). On obtient
une expression analogue a ®y(¢'), ou le terme my(g’)e’ est remplacé par

mes(Kg) ™ / ma(kg')e'.
Ko

Fixons une base orthonormée Bgo de icg(;. On peut encore remplacer le terme ci-dessus

par
> (eo,ma(g)e )en.

K,
eoEBOO

Alors @y (g’) est une somme de termes analogues ou le triplet (¢’, €', ) est remplacé par
(17 €0, QO,), ou

¢’ () = p(A)(eo, ma(g')e).
Une décomposition analogue vaut pour le terme ®(¢'). En utilisant la majoration (7), on

voit que, pour obtenir la majoration de I’énoncé, il nous reste a prouver que 1'on a une

majoration
'k << a(¢)"=(g")

pour toute fonction ¢’ comme ci-dessus. Il suffit de prouver une majoration analogue
pour la fonction ¢”(\) = (eg, ma(g')e’). On a

@"(A)=/K(ffo(k‘),T(lQ(k‘g’))e’(k‘cz(k‘g’))%(lcz(kg’))l/zezp(A(HQ(kg’)))dk‘-

Appliquer un opérateur différentiel X € Xg revient a glisser dans l'intégrale un terme
P(Hg(kg')), ou P est un polynome de degré < R. On a une majoration

|Ho(kg')| << a(kg') = a(g).

D’ou les majorations

"] << U(QI)R/K|(‘30(k)>T(ZQ(kgl))e/(kQ(kgl))|5Q(ZQ(k9,))l/2dk

<< o(g)" /K =L (g (kg'))og(lg(kg')) V2 dk
<< a(g)"=%)

d’apres [W2] lemme I1.1.6. C’est ce que 'on voulait démontrer. [
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6.8 Simplification de ®(¢')

Pour I/ € L(L) et A € i A%, on définit les groupes W (1y), (W) (13) et R (1y) :
ce sont les analogues de W (ry), W'(7y) et R(7\) quand on remplace G' par L'. Notons
AL . Vensemble des A € i A} tels que R (1) N W (L),eq # 0. Cet ensemble est stable
par translations par A} . + iA7,. Soit A un élément de cet ensemble. On a décrit le

groupe R (7)) en 4.1. Notons R¥ (7,)¥ son groupe dual. La représentation [ndng(T)\)
se décompose en somme de sous-représentations irréductibles [ ndL:nQ(T)\,C) pour ¢ €
RY(1,)Y. On a conformément la décomposition en somme orthogonale

King, = = D¢ert (ry) ICL’OQ NS
Fixons 8" = L'U" € P(L') et, comme dans le paragraphe précédent, notons Q(S’) =
(L' N Q)U" € P(L). L'opérateur Rgsno(7y) est une isométrie de KF . sur ng(S,)J.

. . . N - !
D’autre part, ce dernier espace s’identifie a un espace de fonctions de K dans le,mQ -
La décomposition ci-dessus de cet espace induit une décomposition orthogonale

G o G
(1) Kgsnr = Scerr 0)Kgsn muc:

Notons projy ¢ la projection de /Cg( 57),r SUI /Cg( )7y, REIMArquons que ces sous-espaces
et ces projections ne dépendent que de 'orbite de A. Rappelons d’autre part que l'on
note ay, la dimension de Ay, .

Lemme. Pour tout ¢’ € G(F), on a I’égalité

B(g') = liAg AL D ()™ > [RE(r20eee )

L'eL(L) )‘eAg,eu/(iAX,F"‘iAZI) CERL (13)V

/ (projac © Rowsnio(Taru)e”, projac © Rosnio(Tasu) © Indg(ﬁw g')e)
QA%

X
L F

TG (IndEmo(Tans Oy Fe(N + p)dp.

Preuve. Fixons L' € L(L), t € WY (L),ey et A € A5(t). Considérons le terme
(jde) s (t, A, g'). On commence par remplacer, dans les définitions des (G, L')-familles
(Jor(t, N)grep) et (dor(t, A, §'))grep(rry, les opérateurs d’entrelacement par des opérateurs
normalisés. Cela multiplie ces familles par des (G, L')-familles & valeurs scalaires. Quitte
a multiplier la (G, L')-famille (cg/)qrep(rry par ces familles, on retrouve une expression
similaire & celle de départ (la famille qui remplace (co/)grep(ry dépend de A). On peut
donc considérer que 'on a

jotAv) = (e.Ro@ya(m) " Ro@nia(ms) R (t, m)ma(f)e).

K
eEBof

L’ensemble {Rqs)q(T2)(€);e € By "7} est une base orthonormée de K§ (5.~ Notons-la

Bng(s,). Posons
jé)/(t, )\, I/) = Z (6 RQ QN1Q( S’)( ) RQ(Q QS (TA-H/)RQ(S’ (t T)\)IndQ(S/ (7_)\, f) )
Bl
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On a 'égalité

jég/(ta%’/): Z (evRQ(Q’NQ(TA) RQ \Q(TA+V)7T>\(JC)T()‘7V>€)7

K
eEBOf

ou

T’()\, l/) = RQ(S/)|Q()\ + I/)_lRQ(S/)‘Q()\).
Le point est que cet opérateur ne dépend pas de @ et que r(X,0) est I'identité. Une
propriété familiere des (G, L')-familles entraine que l'on a ’égalité

(GG (5, A) = 527 (t,\)

pour tout Q" € F(L'). D’apres les formules de descente, on peut donc remplacer la
famille (jor(t, A))qrerry Par (jo (t, A))qgrer(rr). De la méme fagon, on peut remplacer la
famille (dQl (t, )\, g/))Qlep(L/) par (d/Q/ (t, )\, g/))Q/E'p(L/), Ofl

ot A g v) = (Roniasn (1) ™ Ro@niaws) (Tare) R (8, ) Rogsnia(Ta)e”,

Rosnio(ma)Indg(1y, g')e).

Autrement dit, quitte & remplacer les éléments Indg(7)e’ et e” par Ro(sijq(Ta)Indg(1h)e’
et Ro(s)jo(ma)e”, on peut remplacer le parabolique @ par Q(S’). Les considérations qui

précedent 1'énoncé sont valables indépendamment de I'hypothese RY (13) N W' (L) ,oy #
(). On a la décomposition (1). On peut supposer que la base Bgfs, est réunion de bases des
différents sous-espaces. L’opérateur Rgs(t, ) agit par ((t) sur le sous-espace ng(S,)mC
(ot le caractere ¢ de R (7y) est étendu en un caractere de W' (1) trivial sur (W) (1y)).
On en déduit une égalité

j/Q’(tv )‘7 V) = Z C(t)j&)’()HCuV)a
CERL (ma)V
avec une définition plus ou moins évidente de ce dernier terme. On a alors

G () = (=1 Y™ ()7 (Indfing(a, €), )

CERY (1))

pour tout Q" = L"U" € F(L'). Le signe (—1)%' =" ainsi que le Q" en exposant viennent
de ce que c’est le parabolique Q(Q’) qui intervient dans la définition de Jor(t, A v), cf.
[A3] p.92. Supposons RY (1) MW (L),e, = 0, c’est-a-dire \ ¢ A(Lgl,e”. Dans ce cas, toutes
les représentations [ nd%:ﬂQ(T)\, () sont induites et les termes ci-dessus sont nuls (lemme
2.2(ii)). Grace a la formule de descente, on obtient

(2) (jde)(t, N, g') =0si A & Ag,eu-

Supposons maintenant R (7y) N W¥ (L), # 0, cest-a-dire \ € Ag,eu- Le lemme
2.2(i) et la formule de descente entraine 1'égalité

(7de)(t, A, g') = (7%t Ny (8, A, 9, 0)cr (A, 0)

ou ()’ est un élément quelconque de P(L’). On a ¢/ (A, 0) =1
ot A, g'.0) = (Roesn (t, ™) Roesnia(1a)e”, Rowsniq(a) Indg (73)€')

111



et
@GN = (D)™ > T (Ind ing(t, ), ).

CERL (13)V

Rappelons que 'hypothese RY (173) N\WE' (L),e, # 0 entraine que (WL')'(1,) = {1}, donc
RY (1)) = WF(ry). De plus, R (13) N W' (L),e, posséde un unique élément. Puisque
t appartient & cette intersection, cet unique élément est t. Soit x € R (1),  # t.
Considérons la représentation virtuelle

> (@) Indfag(n).
CERL (1))

D’apres [A5] proposition 2.1(b), ¢’est une somme, a coefficients dans Z, de représentations
induites. D’apres le lemme 2.2(ii), on a donc

S @IS (IndEg(1x, €), f) = 0.
CERL (13)V

I en résulte que ((t)J5 (Indf (7, ), f) est indépendant de ¢. On en déduit D'égalité

(A = (=) [R¥ (1)) TG (IndEing (. O, f)

pour tout ¢ € RY (73)Y. D’autre part, on peut décomposer les éléments Rosniq(ma)Indg(Tx)e!
et Rg(sno(a)e” selon la décomposition (1). Il en résulte 'égalité

o (A g,0)=" > ((t)(projacoRgsni(ta)e”, projxcoRosnio(ta)oIndg (1, g)e).
CERL (13)Y
Des deux égalités précédentes résulte la relation

(3) si A € Ag,elb

(jde)p(t, A, g') = (=)™ [R¥(m)]
(ERL'(1A)Y
(pT’Oj)\’C o RQ(S/)|Q(TA)€//,pTOj)\,C o RQ(S’)\Q(T)\) o [ndg(T)\, g/)e')Jg, (]ndng(T)\, C), f)

D’autre part, le signe e, (t) vaut 1 parce que (W5 (7,) = {1}, cf. [A3] p.95. Enfin,
on a décrit ¢ en 4.2 et on voit que |det(t —1)4,4,,|7" = 2%~ 11 suffit de reporter ces
égalités et celles des relations (2) et (3) dans la définition de ®(¢’) pour obtenir I’égalité
de I’énoncé. [

6.9 Evaluation d’une limite

Lemme. On a I'égalité

limy—oolronc(0,, f) = [iAS - 1A} ] Z (=1)% Z
L'eL(L) AEAé/,eu/(iAX,FHA*L/)
(RE (7)o S [, I gl O D

CERL(13)Ysm(Indy, o (1x.0).p)=1" " E/-F
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Remarque. Le nombre m(lndﬁme(T,\, (), p) a été défini en 6.1.

Preuve. Considérons la définition de I, o, Np(@,,, f) donnée avant le lemme 6.4. Il y
intervient des objets e;, e; et ¢; pour 7 = 1,...,n. Dans les paragraphes précédents, on
a introduit des fonctions ®n(g’), Py (g’) et <I>( ! ) qui dépendaient de choix d’éléments €',
e et d'une fonction ¢. On note @y ;(g’), Py;(9'), ®,(g’) ces fonctions relatives a e’ = e,
e’ = ¢}, p = ;. On a alors

Lnowelbp f)= S / 1< clog() () (p(R)e}, €)E(u) D (has)du .
— o).

J=L..,n

Fixons un réel € tel que 0 < € < 1 et considérons un entier R > 0 que nous préciserons par
la suite. Introduisons des constantes ¢q, ¢o qui vérifient les conditions de la proposition 6.6
pour chaque couple de fonctions (®y;(g’), Py,;(¢')). Il y a une constante ¢ > 0 telle que,
pour tout NV, il existe Y € Ay . r tel que esN < a(Y) < coN pour tout o € A. Fixons
un tel c3 et, pour tout N, un élément Yy vérifiant ces inégalités. Si N est assez grand, Yy
vérifie les hypotheses de la proposition 6.6 et celles de la proposition 6.7 (pour chacune

de nos fonctions @y ;(g’) etc...). Ces propositions entrainent que 'on a une majoration
Pxj(9) — @5(9")| << (L +0(g) =" (g)) N~

pour tout j, tout N assez grand et tout g’ € G(F) tel que 1,<cioqn(9") = 1. On peut
oublier le terme Z%(¢’) qui est borné. Posons

=D / Lo<clog(n) (hu)(p(h)€), €5)&(u)®; (hu)du dh.

J=1.n
Alors
Iponc(Bp, f) — Xn| << N7H Lo<crogvy (h)Z (h) o (hu)fdu dh
H(F)U(F).
<< log(N)*N~F Lo<Clog(v) (h)du dh.
H(F)U(F).

On peut choisir C’ > 0 tel que la condition o(hu) < Clog(N) entraine o(h) < C’'log(N)
et o(u) < C'log(N). L’expression ci-dessus est essentiellement majorée par

ZOQ(N)RN_R/ 10<C’log(N)dh/ 1occriog(vydu.
H(F) U(F)

D’apres 4.3(1) et sa preuve, il existe R > 0 tel que chacune de ces intégrales soit
essentiellement majorée par N'. On obtient

|[L,O,N,C(9p,f) — XN| << lOg(N)RN_R"'R/'

Le réel R’ est indépendant de R. On choisit R = R'+2 et on obtient que |1, 0 n,c(0,, f)—
Xn/| tend vers 0 quand N tend vers I'infini. Cela nous ramene a calculer limy_ .o X .

On utilise le lemme 6.8 qui calcule les fonctions ®;. On obtient une expression de Xy
que l'on peut au moins formellement écrire

= [Z.Aé : Z'AXF]_l Z (_1)%/ Z |RL’(7_>\)|2aL/—aL Z

L'eL(L) NEA ./ (GAY p+iAT,) CERL (my)V
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/A X (LA s OTEInd e (P O el
AL g

ou

Xy A mO) = > @A +p) / Lo<ciogvy (p(h)€5, €5)

j=1,...,n H(F)U(F)e

(projac © Rosnio(Tatn)ess projac © Roesnia(Tasa) © Indg(Tasu(hu))e; )é(u)du dh.

Cette expression est essentiellement majorée indépendamment de N, X\ et p par

/H(F)U(F)c

et on sait que cette intégrale est convergente d’apres 4.3(4). Cela justifie le calcul formel
que 'on a fait ci-dessus et nous permet en méme temps de calculer la limite quand N
tend vers 'infini. On obtient

(1) limyoseXy = 1A AL g7 Y (-1 >, |RY (7y) 2000

L'eL(L) XA )/ GAY, p+iAs,)

(1]

H(n)Z%(hu)du dh

S [ XA OIS o(rre O, D
cent () i
ou

X A= 3 e+ / ()¢ ¢;)

j=1,..,n H(FYU(F),

(projac © Roesni@(Tatu) €, projac © Rowsnio(Tasu) © ["dg(ﬂ\w(h“))ej)g(“)du dh.

Fixons L', A, p et (. Posons ' = Indng(T,\), () = IndfimQ(T,\, (), €; = RosniQ(Taru)e),
€j = RQ(S/”Q(T)\_,_M)Ej. On récrit

@ XTAmO= Y w00 [ (b))

j=1,...n H(F)U(F)e

(p’l“Oj)\7¢é;, [ndg’;’(ﬂ-/(C)m hu)pTOjA7Céj)g(u)du dh.

On reconnait

XL\ p, Q) = Z ©;(A+ u)ﬁlndgl(wl(o#),pﬁ(e} ® proj,\,cé;, €j @ Projxc€;).

On a fixé ¢, mais on peut le supposer assez grand. Puisque L', A\ et { ne parcourent
que des ensembles finis, la preuve du lemme 3.5 nous permet de remplacer ci-dessus
Elndg,(ﬂ/(oﬂ)7p7c par £Ind§/(7r'(<)u),p' D’apres le lemme 5.3(ii), [,Indg,(ﬂ/(oﬂ%p est non nul si
et seulement si m(7'(¢),p) = 1. Quand ¢ parcourt R (7)Y, les représentations 7'(¢)
parcourent les différentes composantes irréductibles de 7/. D’apres le lemme 5.4, il y a
un unique ¢ tel que m(7’'(¢), p) = 1. Notons ¢ , cet élément. On obtient

(3) si C % gA,pv X(Llu )\,,U/, g) = 0.

Ce résultat entraine

X(Uh )= > XA 1)

CERL (T))V
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Grace a (2), cette derniere somme est égale a

3 a0 [ ()6 6) (@ IndS (o )€ )

H(F)U(F).
Puisque les opérateurs Rg(s)o(Tr4,) sont unitaires, on a

(€, [ndg,(ﬁl'ﬁ hu)é;) = (€5, Indg(Tasp, hu)e;).
De nouveau, on reconnait

XL A 10w = D 0O+ W)L 100Gy € @ €65 @ €5).

On a Ejndg( , et on a justement choisi les données ¢, €},¢;, € et e;

e = LS,
pour que ’expression ci-dessus soit égale a 1. Donc

(4) X(L', A\, 1, G p) = 1.
Grace a (3) et (4), la formule (1) devient

limy—o Xy = [iAS AL ] D (=1) > R (7y)[20w

LeL(L) NEAE i/ (GAY, ptiAT,)

/A JE/ (I?’Ldf:mQ (7-)\+ua C)\,p)a f)d:u>

*
L' F

ce qui est I'égalité de I’énoncé. []

6.10 Preuve du théoréme 6.1

Les lemmes 6.4 et 6.9 prouvent que Iy(f,, f) a une limite quand N tend vers I'infini
et ils calculent cette limite. En intervertissant les sommations sur L et L', on a

(1) limyedn(0p, /)= > (1) [WOTX(L),
L’eE(Mmm)
ou

X(h= >, W > [iAp i AL p] ™ >

LeLY (Mypin) Oe{llz(L)}5;m(0,p)=1 XA )/ GAY, ptiAL,)

IR ()2 3 /A TGN (s O £

CERL!(13)Vsm(Indy; | o (Ta,¢),p)=1" L F

Fixons L'. Dans la formule ci-dessus, on peut remplacer la somme sur O € {Ily(L)};
tel que m(O,p) = 1 par une somme sur O € {Ily(L)} tout entier. En effet, si O €
{IIo(L)} vérifie m(O, p) = 0, la somme en ¢ est vide d’apreés les propositions 5.2 et
5.7. 51 O ¢ {Ily(L)}y, les fonctions Jg(lndfan(T,\w,C),f) sont nulles. Considérons
I'ensemble Z des quadruplets z = (L, O, \,() tels que L € LY (M), O € {IIy(L)},
A€ NG i/ (GAY p +iA}) et ¢ € RY (7). L’application

viz=(L,0,\¢) = {(Ind}ng(T, ()i p € 1AL}

115



est une surjection de Z sur {Il.;(L’)}. Notons Z, le sous-ensemble des (L, O, A, () tels
que m([ nd%inQ(T)\, ¢),p) = 1. Alors Z, est I'image réciproque par ¢ du sous-ensemble des
O e {Ily (L)} tels que m(O’, p) = 1. On a donc

@ Xw)-= ¥ A0y [ I

O'e{llen (L) };m(0",p)=1

ou, pour tout O, on a fixé un élément 7’ € O, et

(O') = > (WE|iAY : iAY o] 7L RY (13) |20 ~ar.

z=(L,0,A\,0)€Z;1(2)=0"

Fixons O'. Notons Z’ I’'ensemble des quadruplets 2’ = (L, O, X, ¢) tels que L € LY (M),
O € {IlL(L)}, A € A§,,/iA] g et ¢ € RY (7)Y, qui vérifient Pégalité 7' = Indf,,(7x, ).
Les projections de Af,,/iA} p sur A§ .,/ (iAY 4 iAj},) induisent une application de
2’ dans Z. Son image est précisément l'ensemble des z € Z tels que «(z) = O'. Deux
éléments de Z’ ont méme image par cette application si et seulement s’ils sont de la forme
(L,O,\,C), (L,O, X+ 11, (), avec u € iA},. Pour que les deux éléments appartiennent
a Z', il faut et il suffit que 7, = 7', autrement dit u € iAY,. La fibre de I'application
au-dessus de I'image de nos deux éléments a donc le méme nombre d’éléments qu’une
orbite par translation par iAY, dans iAj . Puisque iAj  NiA}, = iAjf, -, ce nombre
d’éléments est constant, égal & [1AY /iA]}, p]. On obtient

o(O') =[iAL JiAY g~ Z \WEAYG = 1A} g7 RY (13)]2% .
2'=(L,O\C)EZ

Fixons un élément 2/ = (L, O, \, () € Z’. Considérons un autre élément z = (L, O, \,{) €
Z'. Alors

/

(3)  Indj (75, ¢) = 7' = Indping(ma, €).
Donc les induites [ ndéiﬂ Q(%;\) et [ ndﬁimQ(T,\) ont une composante irréductible commune.

D’apres un résultat d’Harish-Chandra, il existe w € W2 tel que wLw ™ = L, wO = O
et w(ry) = 75. D’ou les égalités

(WEIAY A )7 = [WE[AS Ay p7,

(B (m)] = | B (7y)], 20~ = 2w,
Ces deux derniers nombres ne sont autres que r(7') et t(7')~1. Dol
(O = [iAb AL, g TIWHIAY < iAY ) r(w )t () 2.
Inversement, pour w € WX, définissons L, O par les deux premieres égalités précédentes

et notons A(w) 'ensemble des A € iA7 . tels que la troisieme soit vérifiée. Pour A e Aw),

les induites ci-dessus ont les mémes composantes irréductibles et il existe un unique 5 tel
que (3) soit vérifié. L’ensemble Z" apparait comme 'image d’une application d’ensemble
de départ . .

{(w, \);we WE X e Aw)}.
Tous les ensembles A(w) ont méme nombre d’éléments, qui est égal a [1Af : 1A7 .

D’autre part, deux éléments (wy, A;) et (wa, A2) ont méme image dans 2’ si et seulement
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si\ = 5\2, wy Lwy ' = woLwy ', w1 O = wyO et wyi (1) = wa(7y). Ces dernieres conditions
sont équivalentes & ce que I'dlémentw = wy 'w; conserve L et ait pour image dans W' (L)
un élément de WL'(y). Puisque I ndfimQ(TA) a une composante elliptique, ce dernier
groupe n’est autre que R (75). Autrement dit, les fibres de I'application précédente ont
pour nombre d’éléments

[WH|RY ()] = r(x")[WF].
Donc
2" = (WH||WHT iAg < iAY plr(x)) 7,
puis
c(O') = 1AL - Z'AV/7F]_1|WL/|15(7T,)_1.

En reportant cette valeur dans (2) puis (1), on obtient I’égalité du théoréme. [

7 Une formule intégrale calculant la multiplicité;
application

7.1 Le théoreme principal

Soient (V,qv) et (W, qw) deux espaces quadratiques compatibles. On plonge le plus
petit dans le plus grand comme en 4.2 et on utilise les notations de ce paragraphe. Soient
m € Temp(G) et p € Temp(H). On a défini le nombre m(p, 7). Supposons dy > dy. On
définit un autre nombre Myeom(p, m) comme en [W1] 13.1, c’est-a-dire par I'égalité

Moeon(p7) = S W [ cyt)ea(dD" (A

TeT T(F)

Les ingrédients de cette formule ont été définis en [W1] 7.3. Le terme v(T") de [W1] 13.1
disparait car nous utilisons ici la mesure sur 7' définie en 1.2. On a mis un p dans la
formule parce que c’est le terme qui intervient naturellement mais c’est inessentiel car

(1) on a les égalités m(p,7) = m(p,m) = m(p,7) = m(p,7) et Mgeom(p,7) =
Mgeom (P T) = Mgeom (P5 ) = Mgeom (P, 7).

En effet, choisissons un élément v du groupe orthogonal de W tel que det(y) = —1. On
définit la représentation p? par p?(h) = p(yhy~!). Il est bien connu que p? est équivalente
a p. En particulier, si dy est impair, on peut choisir pour 7 la multiplication par —1. Cet
élément commute a H et on obtient p = p. Les mémes propriétés valent pour 7. Puisque
I'un des deux nombres dy ou dy est impair, on voit qu’il suffit de prouver les deux
premieres égalités de chaque série. Soit v comme ci-dessus. On peut considérer v comme
un élément du groupe orthogonal de V' qui agit par 'identité sur ’orthogonal de W dans
V. On a aussi @ ~ 77. On vérifie que Homp¢(n7, p?) = Hompy(m, p), d’out la premiere
égalité. L’ensemble 7 est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par
H(F) dans un ensemble de tores 7. Ce dernier est stable par conjugaison par 7. Pour
démontrer la seconde égalité, il suffit de prouver que, pour T € 7 et pour un élément
t € T(F) en position générale, on a 'égalité ¢, (t) = c,(vty™!) et une égalité similaire
pour la représentation 7. Le terme c,(t) est le coefficient associé & une certaine orbite,
notons-la ici O" € Nil(h;) dans le développement du caractere 6, au voisinage de ¢. La
relation & prouver est immédiate, pourvu que l'image par la conjugaison par v de O°
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soit égale & @' On le vérifie sur la définition de ces orbites, cf. [W1] 7.3. En fait,
I’argument implicite est que ces orbites sont régulieres et que toute orbite nilpotente
réguliere de ’algebre de Lie d’un groupe spécial orthogonal est conservée par le groupe
orthogonal tout entier.

Si maintenant dy > dy, on pose Mgeom (0, ™) = Mgeom (T, p).

Théoréme. Pour tout m € Temp(G) et tout p € Temp(H), on a I'égalité m(p,m) =
mgeom(p, 7T)'

La preuve sera donnée dans les paragraphes 7.7 a 7.9.

7.2 Multiplicités géométriques pour les quasi-caracteres et in-
duction

Soient (V, qv) et (W, gw ) deux espaces quadratiques compatibles. Soient p € Temp(H)
et  un quasi-caractere de G(F'). Supposons d’abord dy > dy,. On pose

Mo (9, 0) = Mgeom (6, p) = 3 [W(H, T) / [ eawp auy

TeT

ol ¢p a été défini en [W1] 7.3. Supposons maintenant dy < dy. On inverse les roles de
Vet W en posant V' = W, W’ = V et en introduisant les objets relatifs au couple
(V!,W"), que I'on affecte d'un ’. On pose

Mageom (P, 0) = Mgeom (0, p) = > [W(G, T)|" / cp(t) () DY () A(E)" dt.

TeT’ T(F)

Remarquons que, pour m € Temp(G), on & Myeom (P, T) = Mgeom (P, O ).
Soit k > 1 un entier, posons G = G Ly et soit 6 un quasi-caractere sur G(F'). Dans
g(F), il y a une unique orbite nilpotente réguliere, notons-la Ogr,. On pose

Mgeon(8) = 0,001, (1)
Soient (V,qv) et (W, gw) comme ci-dessus et L un Lévi de G. Ecrivons
L=GLg, x..xGL, x @,

ot G est le groupe spécial orthogonal d'un sous-espace quadratique V de V. Soient
p € Temp(H), 0 un quasi-caractere sur Q(F) et, pour j =1,...; s, §; un quasi-caractere
sur G Ly, (F'). Posons 6L = 0, ® ... ® 0, ® 0. Rappelons que les espaces quadratiques V et
W sont compatibles. On peut donc poser

Mgeom (P, QL) = mgeom(el)--'mgeOM(HS)mgeom (p,0).

Remarque. La définition se généralise évidemment a tout quasi-caractere sur L(F)
qui est combinaison linéaire de quasi-caracteres comme ci-dessus. En fait, elle se généralise
a tout quasi-caractere sur L(F'), mais nous n’en aurons pas besoin.

On définit le quasi-caractere induit 6 = Ind§ (9*).

Lemme. Sous ces hypothéses, on a I'égalité myeom(p, 0) = Mgeom (p, 0F).
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Preuve. Traitons le cas ou dy > dw, le cas opposé étant similaire et en fait plus
simple. On suppose d’abord dy < dy;. On peut alors supposer W C V. Considérons les
formules qui définissent Mgeom(p, 0) €t Mgeom(p, #). En se reportant aux définitions de
[W1] 7.3, on voit que les ensembles 7" qui y interviennent sont les mémes. Fixons T € 7.
Les fonctions c¢; sont aussi les mémes, ainsi que les fonctions D et A. L’entier r qui
intervient dans la premiere formule est changé en r — k dans la seconde. Pour démontrer
I'égalité cherchée, il suffit donc de prouver que, pour t € T'(F') en position générale, on
a I'égalité

(1) oAD" =czt) ] mgeom(8y).

7j=1,...,s
Rappelons qu’a T est attaché une décomposition orthogonale W = W' @ W”. L’espace
W’ est de dimension paire et T" est un sous-tore maximal de H'(F'), ou H' est le groupe
spécial orthogonal de V’. De plus, Ar = {1}, c’est-a-dire que T" ne contient aucun sous-
tore déployé non trivial. On note V" I'orthogonal de W’ dans V' et G” son groupe spécial
orthogonal. Soit t € T'(F") tel que toutes ses valeurs propres dans V' soient distinctes (donc
aussi différentes de 1). On a alors Zg(t) = T' x G”. Par définition, on a cy(t) = cp.o(t)
pour une certaine orbite nilpotente réguliere O de g;(F'). Utilisons le lemme 2.3 pour
calculer ce terme.

Montrons que I'ensemble XL(t) qui y intervient peut étre supposé réduit a {t}, au-
trement dit que tout élément de L(F') qui est conjugué a t par un élément de G(F)
'est par un élément de L(F). Soit g € G(F) tel que gtg~' € L(F). Alors g7 Arg est
inclus dans le commutant de ¢, ¢’est-a-dire dans 7" x G”. Sa projection dans T ne peut
étre que triviale, donc ¢g~'A; g C G”. L’intersection des noyaux des opérateurs a — 1
de V, pour a € AL(F), est égale & V. L'inclusion précédente entraine W' C ¢~'V et
gW’' C V. Mais on a aussi W/ C W C V. Les sous-espaces quadratiques W' et gW’
étant isomorphes, le théoreme de Witt entraine que 'on peut choisir g € G~Y(F ) tel que
W' = ggW’. Le groupe G étant inclus dans L, cela montre que, quitte a changer g par
un élément de sa classe L(F')g, on peut supposer giWW' = W'. Alors g induit des éléments
g et g” des groupes orthogonaux de W’ et W”. Si ¢’ € H'(F'), on peut considérer ¢’
comme un élément de G(F), qui appartient en fait & L(F). Alors gtg~ = ¢'tg' ! et cet
élément est conjugué a t par un élément de L(F). Si det(¢’) = —1, on remarque que
'orthogonal de W’ dans V n’est pas nul. Fixons un élément e du groupe orthogonal de
cet espace tel que det(e) = —1. Soit g; 1’élément de G(F) qui agit par ¢’ sur W’ par
e sur 'orthogonal ci-dessus et par lidentité sur Porthogonal de V dans V. On a encore
g1 € L(F) et gtg™' = gitg;", ce qui démontre 1’assertion.

Pour 1'unique élément ¢ de X% (t), ensemble I'; /G, (F) du lemme 2.3 est réduit a {1}
puisque 'y = Z5(t)(F') et Zg(t) est connexe. Le groupe Z(t) est lui-aussi connexe et le
lemme 2.3 se réduit donc a 'égalité

(2)  co(t) = coolt) = DE)TV2DE) 2 epe o (1),

ot OF est 'unique élément de Nil(l) tel que [O : OF] = 1. Pour calculer les deux
premiers facteurs, on peut passer a la cloture algébrique et supposer T' inclus dans un
tore maximal Ay de G. Le rapport DY(t)D*(t)~! est la valeur absolue du produit des
a(t) — 1 sur les racines a de Ay dans G qui ne sont pas dans L et qui sont telles que
aft) # 1. Notons t1,...,t,,t-%, ..., t7" les valeurs propres de t dans W’. La description
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habituelle des racines montre que le produit ci-dessus est égal a

(][ G-t -0

i=1,....,n
En comparant avec la définition de la fonction A, on obtient
(3) DE()V2DL ()2 = A(t)7F.

Supposons dy impair ou dyy = 2. Alors O est 'unique orbite nilpotente réguliere. L’orbite
OF est aussi 'unique orbite nilpotente réguliere. Elle se décompose en la somme des
uniques orbites nilpotentes régulieres Og Li, des g[kj(F ) et de 'unique orbite réguliere O

de g(F'). On a 'égalité

(@) ot =) I] @00, (1)

jzl,...,S

Le terme cj5(t) n'est autre que c(t) tandis que les termes cy; 0., (1) ne sont autres

que Mgeom (0;). Alors I'égalité (2) devient I'égalité (1) cherchée. Supposons dy pair et
dy > 4. Alors O est orbite paramétrée en [W1] 7.1 par v, olt  — 1z? est le noyau
anisotrope de I'orthogonal de W dans V. Quand on remplace V par V, ce vy ne change
pas. On vérifie sur la définition des paramétrages que OF est somme des OGij et, ou

bien de l'orbite O paramétrée par vq si dy; > 4, ou bien de 'unique orbite réguliere O si
di; < 2. On conclut comme précédemment.

On suppose maintenant que dy < dy. On peut supposer V C W. La formule de
définition de Mmyeom(p, ) s’écrit encore

mgwm(pv ‘9) = Z mT(p7 9)7

TeT

ou

me(p,0) = W(HD [ oD 080

Dans celle qui définit mgeom(p, @), on se rappelle qu’il faut inverser les roles de H et G
puisque dy < dy. D’ou
mg@om(pa 9) = Z mT(pa 9))

TeT
ou
mr(p8) = [WET) ™ [ ettt DO a0
T(F)
L’ensemble 7 est un ensemble de représentants de classes de conjugaison par H(F)
dans un ensemble de tores 7. De méme, 7 est ensemble de représentants de classes de
conjugaison par G(F) dans un ensemble de tores 7. Montrons que

(5) 7 est Pensemble des T' € T qui sont inclus dans G.

Soit T" un élément de I'un ou l'autre de ces ensembles. On a une décomposition
orthogonale V = V'@&V"” ol di est paire et T est inclus dans le groupe spécial orthogonal
G’ de V'. De plus Ay = {1}. Notons W”, resp. V", Porthogonal de V' dans W, resp.
V. Supposons dy pair. Alors T appartient au deuxieme ensemble si et seulement si
don,wr = 1. Puisque dy est impair, 7" appartient au premier ensemble si et seulement si
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dan,wr = 1. Ces conditions sont les mémes. Supposons dy impair. Alors 7" appartient au
deuxieme ensemble si et seulement si d,y, y» = 1. Il appartient au premier si et seulement
si d,, y» = 1. Mais V" est la somme orthogonale de V" et de lorthogonal de V dans V.
Ce dernier espace est hyperbolique. Donc dy,v» = d,, v €t nos deux conditions sont
encore équivalentes.

Soit T' € 7. Montrons que

(6) si T n’est pas conjugué a un élément de 7 par un élément de H(F), on amq(p, ) =

Notons W = W’ @ W"” la décomposition attachée a T et soit t € T(F') en position
générale. Comme dans la premiere partie de la preuve, cg(t) se calcule grace au lemme 2.3.
Pour que ce terme soit non nul, il faut qu'il existe g € G(F) tel que gtg™' € L(F). Comme
plus haut, cette relation entraine gW' C V, donc gW' C W. Notons W} Porthogonal de
gW' dans W. Remarquons qu’il n’est pas nul puisque dy < dyy. Les deux sous-espaces
quadratiques g’ et W’ de W sont isomorphes. Donc leurs orthogonaux W7 et W” le
sont aussi. Fixons un isomorphisme v de W” sur WY'. Notons h I’automorphisme de W qui
agit par g sur W’ et par v sur W”. C’est un élément du groupe orthogonal de W. Quitte
a multiplier v & gauche par un élément du groupe orthogonal de W/ de déterminant
—1 (un tel élément existe puisque W7 n’est pas nul), on peut supposer h € H(F). La
décomposition associée & hTh™" est gW’' @& W/ Puisque W’ est inclus dans V, hTh™!
appartient & 7 contrairement & I’hypothese. Cette contradiction montre que la fonction
¢y est nulle en un point général de T'(F'). D’ou la conclusion.

Introduisons dans 7 une nouvelle relation d’équivalence : deux éléments sont H-
équivalents si et seulement s’ils sont conjugués par un élément de H(F'). Fixons un
ensemble de représentants 7* des classes de H-équivalence. On peut supposer 74 C 7.
Les relations (5) et (6) montrent que, dans la formule exprimant mgeom(p, €), on peut
remplacer la somme sur 7 € 7T par la somme sur 7' € T*. Fixons T € T*. Notons 77
Pensemble des éléments de 7 qui sont H-équivalents & T'. 11 suffit de prouver que 'on a

Pégalité
(7) mT(p> 9) = Z mT(ﬂ? 9) H mgeom(e

Tety j=1,...,s

On note V = V'@ V" la décomposition attachée & T', W” Dorthogonal de V' dans W, G/,
G" et H" les groupes spéciaux orthogonaux de V/, V" et W”. Pour tout groupe spécial
orthogonal, par exemple GG, on note G le groupe orthogonal correspondant. On sépare
trois cas. Le cas (I) est celui ott V/ = {0} ou V" # {0}. Le cas (II) est celui on V' # {0},
V" = {0} et il existe un élément »' € Normey py(T) de déterminant —1. Le cas (III)
est celui ot V/ # {0}, V" = {0} et il n’existe pas de tel élément ~'. Dans les cas (II)
t (IIT), on définit un élément ~ de la facon suivante. On fixe un élément 7' de G+ (F)
de déterminant —1. Dans le cas (II), on suppose que « appartient a N OrMme+ () (T"). On
fixe un élément 7" de déterminant —1 de H”*(F') et on note vy 'élément de H(F') qui
agit par 4/ sur V et par 4" sur W”. Montrons que

(8)(i) dans le cas (I), 7 est réduit & {T'} et on a |W(H,T)| = |W(G,T)|;

(8)(ii) dans le cas (II), 77 est réduit & {T'} et on a |W (H,T)| = 2|[W (G, T)|;
~(8)(iii) dans le cas (III), Tr est réduit a deux éléments et on peut supposer que
Tr ={T.ATy"'}ona |W(H,T)| = [W(G,T)| = [W(G, ATy ).

Notons W, l'orthogonal de V' dans W, H; son groupe spécial orthogonal et posons
I' = (G* x H{f) N H. Décrivons ensemble des éléments de 7 qui sont H-équivalents a
T. Ce sont les éléments de cet ensemble qui sont de la forme hTh™" pour un h € H(F).
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La méme preuve qu’en (6) montre que 'on peut supposer que h conserve V. Autrement
dit h € T'(F). Inversement, si h € I'(F), hTh™! appartient & notre ensemble de tores.
L’application h — hTh~! se descend donc en une bijection de

L(F)/(T(F) N Normi ) (T))

sur cet ensemble de tores. L’ensemble 77 est un ensemble de représentants des classes de
conjugaison par G(F') dans I'ensemble précédent. Il est donc en bijection avec

G(F)\T'(F)/(T(F) N Normg#(T)).

Si V/ = {0}, T = {1} et les assertions de (8)(i) sont évidentes. Supposons V' # {0}.
L’ensemble I' a deux composantes connexes. Sa composante neutre est G x Hy, qui est
inclus dans GNormy(T) car H est inclus dans Normpy (T) (et méme dans Zy(T)). L’en-
semble ci-dessus a donc un élément si Normpy ) (T') coupe les deux composantes de I',
et deux éléments sinon. On a T'(F) N Normpr)(T) = (Normg ) (T) x Hy (F)) NV H(F).
Donc Normy(r)(T') coupe les deux composantes de I' si et seulement si Norme. (1)
coupe les deux composantes de GT. Si V" # {0}, cette propriété est vérifiée puisque
G+ (F) C Norme g (T). Elle T'est aussi dans le cas (II) par définition de I'élément +/
tandis qu’elle ne l'est pas dans le cas (III) par définition de ce cas. Remarquons que,
dans ce cas (III), I’élément v que 1'on a défini appartient a I'(F') et pas a sa composante
neutre. On en déduit les premieres assertions de (8).

Soit h € Normpy ) (T). Nécessairement, h conserve V. Comme dans la preuve de
(6), on montre qu’en le multipliant & droite par un élément de H”(F') (ce groupe est
inclus dans Zy ) (T')), on peut supposer que h conserve V, donc appartient & T'(F) N
Normpp(T). Le quotient W (H,T') est donc égal a

(D(F) A Normuey (T))/(T(F) O Zir( (T)).
Posons
Il y a un homomorphisme surjectif de W(H,T') sur A, de noyau égal a

(C°(F) N Normur)(T))/(T°(F) O Zn ) (T))-

Mais H; est contenu dans Zp (1), donc ce quotient n'est autre que Norme gy (1) /Ze ) (T),
autrement dit W (G, T). On obtient que |[W (H, T)| est égal & |[W (G, T)||A] . Si V" # {0},

Zury(T) coupe les deux composantes de I' car G+ centralise T. Donc le groupe A n’a
qu'un élément. Dans le cas (II), Normgp)(T') coupe les deux composantes de I' tandis
que Zy(T) =T x H” est inclus dans la composante neutre. Alors A a deux éléments.
Dans le cas (III), Normpy ) (T') est inclus dans la composante neutre de I' et A n’a qu'un
élément. D’ou les dernieres assertions de (8).

Soit t € T(F) dont toutes les valeurs propres dans V soient distinctes. Comme dans
la premiere partie de la preuve, on a cy(t) = ¢y o(t) pour une certaine orbite nilpotente
réguliere O de g;(F'). On calcule ce terme en utilisant le lemme 2.3. Montrons que

(9) on peut choisir pour ensemble X% (t) I'ensemble {t} dans le cas (I) et 'ensemble
{t,yty~'} dans les cas (I) et (IIT).

Clest clair si T = {1}. Supposons ¢ # {1}, ce qui équivaut & V' # {0}. Soit g € G(F)
tel que gtg~—! € L(F). Comme dans la premiere partie de la preuve, cela entraine gV' C V.
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Quitte & multiplier g & droite par un élément de G (F'), on peut supposer que g conserve
V'. Notons ¢ la restriction de g & V’. Si V" # {0}, soit ¢ un élément de G"*(F) tel que
det(g')det(g") = 1. Soit g Pélément de G(F) qui agit par ¢’ sur V', par ¢” sur V" et par
I'identité sur orthogonal de V dans V. Alors gtg~! = gitg; ! et g, appartient & L(F).
D’otl le résultat. Supposons maintenant V” = {0}. Si ¢’ € G'(F), la méme construction
s’applique et gtg~! est conjugué & ¢ par un élément de L(F). Si det(g') = —1, on construit
de méme un élément g, € L(F) qui agit sur V' par 7'¢'~*. Alors g1gtg 97" = vt7~!. On
peut donc supposer que X (t) est inclus dans {t, yty~'}. D’autre part, les deux éléments
de cet ensemble ne sont pas conjugués par un élément de L(F'). Sinon, il existerait
§g e GF) = G'(F) tel que gtg—" = ~'ty'~" et 7'/ serait un élément de G'*(F) de
déterminant —1 et commutant a 7". Un tel élément n’existe pas, d’ou 'assertion et (9).

Achevons la preuve en supposant que l'on est dans le cas (II) et en laissant les
autres cas au lecteur. L’ensemble I'; /G (F') du lemme 2.3 est réduit a {1} et 'ensemble
L1 /Gi(F) est réduit a la classe de +. Les groupes Z;(t) et Zp(yty™") sont connexes.
De plus 7O = O. Le lemme 2.3 entraine

co(t) = co0(t) = DE(t) /2D (1) eqr on () + D (vt ™) Pegr,on (v771),
ot OF est 'unique orbite nilpotente de [,(F) = [,;,-1(F) telle que [O : O] = 1. D’out

mr(p,0) = |W(H,T)|7Y( /T . c5(t)cor on () DE(£)"Y2DE () V2DH (1) A(t)"dt

i /T<F> cp(t)cor,0r (vt 1) DE(8) 2 DE (vt ™) 2D (1) A1) dt).

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variables ¢ + ~~'ty. 1l laisse
invariantes les fonctions c¢;, DY D" et A. La seconde intégrale est donc égale a la
premiere. Grace a (8)(ii), on obtient

(1) mr(p.8) = [W(G, T)I_lfT(F) cp(t)cor or () DE(1) "2 DE () /2 DR () A(t)"dt.

Soit ¢ comme précédemment. On a encore 'égalité (4) et co; 04, (1) = Mgeom(0;) pour
J

tout j. On vérifie que O est précisément 'orbite qui sert & définir cg(t). Traitons seule-
ment le cas le plus subtil ou dy est pair et dy > 4. D’apres [W1] 7.3, O est l'orbite
paramétrée par 1, ol la forme x — yz? est le noyau anisotrope de l'orthogonal de
W dans V. L’orbite servant a définir ¢;(t) est paramétrée par —rg, ot x — jpz? est le
noyau anisotrope de I'orthogonal de V dans W. L’orbite O est, comme O, paramétrée
par vy. Or vy = —1y (dans F*/F*%) car l'orthogonal de V dans V est hyperbolique.
D’ou I'assertion. On obtient

corot(t) = c4(t) H Mgeom (6;)-

j:17...78

Un calcul analogue montre que c;(t) = ¢5(t). On a encore égalité (3). Comme dans la
preuve de cette égalité, on vérifie que

DE(t) = DY (t) A(t)%

et



D’ou i

DE(t)~ 2D () /2D (A1) = DE(HA()",
oua =r —k+dw — dy. Par définition, dy —dw = 2r + 1, dw —dy = 27 + 1 et
dy — dy = 2k. Alors a = 7. Mais alors, le membre de droite de I'égalité (10) n’est autre

que my(p, 0) [Ti=1.. o Mgeom(0;). Grace a (8)(ii), on obtient I'égalité (5), ce qui acheve la
démonstration. [

.....

7.3 Fonctions cuspidales sur les groupes spéciaux orthogonaux

Soit (V,qy) un espace quadratique. Rappelons qu’en 2.5, on a associé un quasi-
caractere I6; a toute fonction cuspidale f € C2(G(F)).

Lemme. Soit f € C°(G(F')) une fonction cuspidale. On a I'égalité

I0; = > (&) '0:(f)0r.

melle (G)

Preuve. Soit f € C2°(G(F)) une fonction cuspidale. Reprenons la formule 2.5(1). Elle
se simplifie puisque Ag = {1} et devient

I6; = Y c(m)0x(f)0x

7€Ten (G)

Décrivons l'ensemble T,;(G) et les constantes ¢(m). Considérons I'ensemble des couples
(L, ) tels que L € L(M,n), T est une représentation admissible irréductible de L(F") de
la série discrete et R(7) N W (L),eq # 0. On définit de fagon évidente la notion de conju-
gaison de tels couples et on fixe un ensemble de représentants T ci(G) des classes de conju-
gaison. Soit (L, 7) € T.y(G). Comme on I'a dit en 4.1, Pensemble R(7) MW (L), a un
unique élément. Notons ¢ cet élément. Pour tout ¢ € R(7)Y, on définit la représentation
elliptique 7(¢) = Ind$(r,¢) de G(F), ot Q est un élément fixé de P(L). On définit la
représentation virtuelle
) m= > <

CeR(T)V

Alors T,;(G) est 'ensemble des ces représentations virtuelles quand (L, 7) décrit To;(G).
Le nombre ¢(m) associé a la représentation 7 ci-dessus est |R(7)|"|det(t — 1)a,]|™"
Rappelons que les représentations tempérées elliptiques de G(F') sont exactement les
représentations 7 (¢) introduites ci-dessus quand (L, 7) décrit T, (G) et que on a r(m(¢)) =
r(m(¢)) = |R(7)| et t(m(C)) = t(n(C)) = |det(t — 1) 4, |. Pour prouver I’égalité de I’énoncé,
on peut donc fixer (L, 7) € T.y(G) et prouver I'égalité

(2) " n (i) = |R(7) 7 0:(f) 0,

CeER(T)V

ou 7 est définie par (1). Soit r € R(7), r # t. D’aprés [A5] proposition 2.1(b), la
représentation virtuelle
Z Cr

CER(T
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est une somme de représentations proprement induites. Puisque f est cuspidale, le ca-
ractere de cette représentation annule f. Cela étant vrai pour tout r # ¢, on en déduit que
C()0x(cy(f) est indépendant de ¢. Ce nombre est donc égal & |R(7)|'0x(f). Le membre
de gauche de la relation (2) est donc égal a

IRDIT D 0:(5)C)0x)

CER(T)Y

et ceci n’est autre que le membre de droite de (2). Cela démontre (2) et le lemme. [J

7.4 Pseudo-coefficients

Soit (V, gv) un espace quadratique. Soient L € L(M,,;,) et T une représentation ad-
missible irréductible de la série discrete de L(F). Supposons R(7) YW (L),e, # 0, notons
t 'unique élément de cet ensemble . Pour tout ¢ € R(7)Y, on introduit la représentation
elliptique 7(¢) de G(F') comme dans la preuve précédente.

Lemme. Il existe une fonction cuspidale f € C*(G(F)) telle que
(D) 105 = > ceriyv (D) ;
(i) Buier(f) = C(DH(R(C)) pour tout ¢ € R(r)’
(iii) O,(f) = 0 pour tout o € Temp(G) qui n’est pas I'une des représentations 7(().

Preuve. On définit T,.;(G) et la représentation virtuelle 7 comme dans la preuve
précédente. D’apres [A5], p.94, il existe une fonction cuspidale f € C°(G(F)) telle que
0:(f) = |R(7)||det(t — 1)j4,| et 0z (f) = O pour tout " € T.;(G), n" # m. Fixons
une telle fonction. Le théoréme 5.1 de [A5] affirme précisément que 1'égalité du (i) de
I’énoncé est vérifiée ( le terme d(7)~* d’Arthur est égal & |det(t —1)j4,| " et il y a encore
un |R(7)|7! caché dans la définition de la mesure dr, cf. [A5] p. 96). Comme dans la
preuve précédente, on montre que, pour ¢ € R(7)Y, on a

Or(y(f) = IR(T)| 7' C()0x(f).

Dot (ii) puisque t(7w(C)) = |det(t — 1)|4,|- Soit o € Temp(G) qui n'est pas 'une des
représentations 7(¢). Il existe alors (L', 7') € Ty (G) et (" € R(7") de sorte que o = 7'((’),
avec une notation évidente. Comme ci-dessus, et avec des notations analogues, on a

0 = [R(T)| ¢ (¢)0x (1),

ou 7" est un élément de Ty (G) différent de 7. Donc 05(f) = 0 et le (iii). O

7.5 Une conséquence du théoreme

Soient (V, qv) et (W, gw ) deux espaces quadratiques compatibles. Soient p € Temp(H)
et f € CX(G(F)) une fonction cuspidale. Posons

mspec(p7 f) = Z t(ﬂ-)_leﬂ(f)'

7"'el_[ell (G)vm(pﬂr):l
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Corollaire. On suppose vérifié le théoréme 7.1 pour nos deux espaces quadratiques.
Alors, pour toute fonction cuspidale f € C2°(G(F')) et toute représentation p € Temp(H ),
on a I'égalité myeom (p, 10f) = Mypec(p, f)-

Preuve. Supposons dy > dy, la preuve étant symétrique dans le cas opposé. En
changeant 7 en 7 dans la définition de mgpec(p, f) et en utilisant 7.1(1), on a

mspec(ﬂ; f) = Z m(p7 Tr)t(ﬁ-)_leﬁ(f)

m€lley(G)

Grace au théoreme, c’est aussi

mspec(p> .f) - Z mgeom(pa ﬂ-)t(ﬁ-)_leﬁ(f)

m€lle (G)

=YW [ Gonemptaer,

TeT T(F)

ou

Ieg(t) = Y t(7) 0x(f)en(?):

m€lle (G)

Il suffit de démontrer que, pour tout 7' € 7 et presque tout t € T(F'), on a 'égalité
crg,(t) = Ics(t). Ces deux fonctions se déduisent par la définition de [W1] 7.3 du quasi-
caractere 10 pour la premiere, du quasi-caractere

Y tE) T 0x(f)bx

w€lley(G)

pour la seconde. Ces deux quasi-caracteres sont égaux d’apres le lemme 7.3. [J

7.6 Le cas du groupe linéaire

Soit £ > 1 un entier et G = G L. Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale. Posons

Mapee(f) = > [1AG 1AL p) 0= (fLg=0),

Oe{llen(G)}
ol, comme toujours, on a fixé un point-base 7 dans chaque orbite.

Lemme. Pour toute fonction cuspidale f € C®(G(F)), on a I'égalité myeom(16f) =
Mispec(f)-

Preuve. On utilise encore la formule 2.5(1). Pour le groupe G Ly, les R-groupes sont
triviaux et les coefficients ¢(Q) sont égaux a [iAY : iAf |- On obtient

10, = Z [iAG - ZL"%,F]_197?(leG=0)97T‘

Oe{l (G)}
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D’ou
Mgeom(107) = > [1AS 1 1AL 5] 702 (fLg=0)C0,.00, -

Oe{Tl;(G)}

D’apres un résultat de Rodier ([R] théoreme p.161 et remarque 2, p.162), pour toute
représentation admissible irréductible 7 de G(F'), on a Co.,0¢r, = 1 si 7 admet un
modele de Whittaker, 0 sinon. Or les représentations tempérées elliptiques de G Ly (F),
qui ne sont autres que les représentations de la série discrete, possedent toutes un modele
de Whittaker. Les termes ¢y, 0, intervenant dans le membre de droite de I'égalité ci-
dessus sont tous égaux a 1. On peut changer la somme sur 7 en une somme sur 7 et ce
membre de droite devient mgpe.(f). O

7.7 Début de la preuve; le cas ou 7 est induite

On démontre le théoreme par récurrence sur sup(dy, dy ). On suppose désormais fixés
deux espaces quadratiques compatibles (V, qv) et (W, g ), avec dy > dy et on suppose le
théoreme vérifié pour tout couple d’espaces quadratiques (V’, qy+), (W', qw+) compatibles
et tels que sup(dy,dy) < dy. Le cas ou V est de dimension 2 et gy est hyperbolique
est immédiat. On exclut ce cas.

Pour p € Temp(H), on prolonge par linéarité les applications 7 — m(p, ) et 7 +—
Mgeom (P, T) & 1'espace des combinaisons linéaires finies a coefficients complexes d’éléments
de Temp(G).

Lemme. Soient m une représentation tempérée de G(F') et p € Temp(H ). Supposons 7
proprement induite. Alors on a I'égalité m(p, T) = Myeom (p, ).

Preuve. On peut trouver

-un Lévi L = GLy x G de G, ot k > 1 et G est le groupe spécial orthogonal d’un
sous-espace V de V;

- un élément Q) € P(L);

- des représentations admissibles irréductibles et tempérées p de GLi(F) et 7 de
G(F),
de sorte que ™ = Ind@(u® 7). Si m(p,7) =0, on a m(p,w’) = 0 pour toute composante
irréductible 7’ de 7 d’apres les propositions 5.3 et 5.8. Donc m(p, ) = 0. Si m(p, 7) = 1,
les mémes propositions 5.3 et 5.8 et le lemme 5.5 montrent qu’il existe une unique
composante irréductible 7’ de 7 telle que m(p, 7') = 1. Donc m(p, 7) = 1. Dans les deux
cas, m(p, ) = m(p, 7). D’autre part, d’apres le lemme 7.2 et les définitions, on a I’égalité

Mgeom (s T) = Mgeom (0 T)Mgeom (0,,)-

D’apres le méme résultat de Rodier que I'on a utilisé en 7.6, on a mgeom(6,) = 1 puisque
u est tempérée et irréductible. D’apres 'hypothese de récurrence, on a 1’égalité m(p, 7) =
Mgeom (p, 7). La conclusion s’ensuit. [

7.8 Comparaison de deux limites

On conserve la situation du paragraphe précédent et on reprend les notations du
paragraphe 7.5.
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Proposition. Pour toute fonction cuspidale f € C®(G(F)) et toute représentation
p € Temp(H), on a I'égalité Mycom (p, 10f) = Mgpec(p, f).

Preuve. Les deux membres ne dépendent de f qu’a équivalence pres. D’apres le lemme
2.7, on peut supposer f tres cuspidale. Le théoreme 6.1, appliqué a p, calcule la li-
mite quand N tend vers I'infini de Iy (65, f). On a noté cette limite Lgpec(6;, f). Mais le
théoreme 7.8 de [W1], appliqué a 6 = 6§, calcule la méme limite. On 'a noté 1(6;, f).
Avec les définitions de 7.2, c’est simplement mgeom(p, 0¢). On a donc

[spec(ef)v f) = mg@Om(ﬂ’ Hf)

Remarque. Dans [W1], on avait utilisé d’autres mesures. On utilise ici celles que
I'on a définies en 1.2. Le quasi-caractere ¢y est normalisé comme en 2.6.
Reprenons la définition de 6.1. On a

Lpec0p, ) = Y WEIWE T (= 1) Lypee,1.(05, f),

LEE(Mmin)
ou
Lspee,p(0p, ) = > [LAG : iAY g ()™ / JE (my, f)dA.
Oc{lley (L)};m(0,p)=1 iAT F

D’apres la définition de 7.5, on a Igpec. (05, f) = Mspec(p, f). Soit L € L(Min), L # G.
Introduisons la fonction fr, = ¢ (f)1p, . Alors

Lopeer(05, ) = > [LAG = iAY )7 () T 0 (fr).

Oe{lle (L) }sm(0,p)=1

Ecrivons

L=GLg, x..xGL, % G.

La fonction f;, est cuspidale d’apres le lemme 2.6(i) et I'espace des fonctions cuspidales
sur L(F') est le produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur chacun des
facteurs de L(F). Sur Despace des fonctions cuspidales sur G(F), on a défini en 7.5 une
forme linéaire f' +— mgpe.(p, f'). Sur Pespace des fonctions cuspidales sur un facteur
G Ly, (F), on a défini en 7.6 une forme linéaire f’ +— mgpe.(f'). Notons f" +— mgpec(p, f')
le produit tensoriel des ces formes linéaires. Montrons que

(1) Ispec,L(epa f) = mspeC(pv fL)

On a

{He”(L)} = {Hell(GLk1>} X ... X {Hell(GLkS)} X He”(G).
Pour O = O x ... x Oy x 7w € {Ily(L)}, on a

1A = 1AL, @ ... ®iAY,,

t(m) =t(w) et m(O, p) = m(x, p).

Si fr, est produit tensoriel de fonctions sur chaque facteur, 1’égalité (1) est donc quasiment
tautologique et le cas général s’en déduit par linéarité.
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On définit myeom(p, [0f,) comme en 7.2. Ce terme est égal a mypec(p, fr) : il suffit
d’appliquer le lemme 7.6 a chaque facteur GL et le lemme 7.5 aux espaces V et W. C’est
loisible d’apres I’hypothese de récurrence. A ce point, nous avons démontré ’égalité

(1) mspec(pa f) = mgeom(p> ef) - Z |WL||WG|_1(_1)angeom(p> IefL)'
LEL(Mpmin);L#£G

Gréace au lemme 2.6(ii), on a 1'égalité

Mgeom(p07) = > IWHIWE T (1) mgeom(p, IndE (10y,)).
LEE(Mmin)

Le terme indexé par L = G n'est autre que myeom(p, [0f). Pour L # G, le terme
Mgeom (p, INdS (164,)) est égal d’apres le lemme 7.2 au terme mgyeom(p, Iy, ) qui inter-
vient dans (1). A cause du signe négatif présent dans (1), ces termes disparaissent et (1)
devient 1'égalité de I’énoncé. [

7.9 Fin de la preuve

On veut prouver que m(p,m) = Mgeom(p, ™) pour tout p € Temp(H) et tout m €
Temp(G). Fixons p. On peut aussi bien démontrer 1'égalité précédente pour 7 parcou-
rant un ensemble de représentations virtuelles tel que tout élément de Temp(G) soit
combinaison linéaire d’éléments de cet ensemble. La réunion de T,;(G) et de I'ensemble
des représentations tempérées qui sont des induites propres convient. Le cas d'une telle
induite est réglé par le lemme 7.7. Reste le cas d'un élément 7 de Ty, (G) pour lequel on
reprend les notations de 7.4. Soit f vérifiant les conditions du lemme de ce paragraphe.
D’apres le (i) de ce lemme, on a

Mgeom (P, 107) = Mgeom (P, ).

D’apres les (ii) et (iii) du lemme, on a aussi

Mapec(p, f) = > t( (€)™ Oncr(f)

CeR(T)Vsm(p,m(())=1

= 3 mlp.w(O)C(E) = mp, 7).

CeR(T)Y

Alors I'égalité voulue résulte du lemme 7.8 [

7.10 Conséquence pour la conjecture locale de Gross-Prasad

Soient (V;, qv; et (W, qw,) deux espaces quadratiques compatibles tels que dy, > dy,.
On note G; et H; leurs groupes spéciaux orthogonaux et on suppose ces groupes quasi-
déployés sur F'. A équivalence pres, il existe au plus un espace quadratique (V' qy) tel
que dy» = dy, et que les discriminants de ¢y et ¢y, soient égaux mais leurs indices de
Witt soient distincts. Si cet espace existe (ce qui est toujours le cas si dy, > 3) on le note
(Va, qv,)- On introduit de méme un éventuel espace quadratique (W, gw, ). On note G, et
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H, leurs groupes spéciaux orthogonaux. Le groupe G, resp. H,, est une forme intérieure
de G, resp. H;. Les espaces quadratiques (V,, qy,) et (Wy, gw,) sont compatibles.

Nous admettons que les ensembles de représentations Temp(G;), Temp(G,), Temp(H;)
et Temp(H,) se décomposent en unions disjointes de L-paquets de sorte que les propriétés
(1), (2) et (3) de [W1] 13.2 soient vérifiées. Soient II; un L-paquet dans Temp(G;) et ¥;
un L-paquet dans Temp(H;). Si 'espace (V,, qy,) existe, il peut correspondre a II; un
L-paquet de Temp(G,). On le note I1,. Dans les autres cas, c’est-a-dire ou bien 1’espace
(Va, qv,) existe et aucun L-paquet de Temp(G,) ne correspond a II;, ou bien 'espace
(Vi qv,) nexiste pas, on pose I, = (). On définit de fagon similaire %,,.

Théoréme. Il existe un unique couple (p,7) € (X; x I;) U (X, xI1,) tel que m(p,w) = 1.

La preuve est la méme que celle du théoreme 13.3 de [W1]. Dans cette référence,
I’hypothese de cuspidalité des éléments de II; U II, ne servait qu’a utiliser 1'égalité
m(p, ™) = Mgeom(p, ™) qui n’était alors démontrée que pour 7 cuspidale. Maintenant
que l'on dispose de cette égalité pour toutes les représentations p, m tempérées, cette
hypothese ne sert plus et on obtient le résultat pour tous les paquets tempérés. [
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