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RESUME. La résolution des équations de I'élastodynamique par lahod des éléments de
frontiere (BEM) conduit a un systéme linéaire plein. Faisamite a des travaux sur les équa-
tions de Helmholtz et Maxwell ayant établi la capacité de Ethonde multipdle rapide (FM)
a réduire la complexité de la BEM & log, N par itération d’'un solveur de type GMRES,
cet article présente la transposition de I'approche FM-BEBEMélastodynamique 3D dans le
domaine fréquentiel. La précision et I'efficacité de la noéléa sont illustrées sur des exemples
numériques mobilisant jusqud = O(10°%) inconnues nodales.

ABSTRACT. The solution of the elastodynamic equations using boundéeynent methods
(BEMSs) gives rise to fully-populated matrix equations. [EEsinvestigations on the Helmholtz
and Maxwell equations have established that the Fast Malkig-M) method reduces the com-
plexity of a BEM solution taV log, N per GMRES iteration. The present article addresses the
extension of the FM-BEM strategy to 3D elastodynamics irfriéguency domain. Efficiency
and accuracy are demonstrated on numerical examples imglyp to N = O(10°) nodal
unknowns.

MOTS-CLES méthode des éléments de frontiere; méthode multipdleeapldstodynamique 3D.
KEYWORDSboundary element method; fast multipole method; 3D elastanhics.




2 8¢ Coll. Nat. Calcul des Structures, 21-25 Mai 2007, Giens

1. Introduction

Le principal avantage de la méthode des éléments de frer(B8%M) est de ne
nécessiter une discrétisation que pour la frontiere dgdtoBoutefois, cette formu-
lation conduit a un systéme linéaire dont la matrice eshplet non symétrique. Les
solveurs itératifs ont alors une complexité @4N?) en temps et en mémoire. La
contrainte de stockage en mémoire les rend difficiles a qpptiaux systéemes BEM
oUN > O(10%).

Dans d’autres domaines d’application de la BEM tels quetbmagnétisme ou
l'acoustique, une diminution significative des colts CPUhétnoire (O(V log, N))
a été obtenue grace a I'utilisation de la méthode multipdpéde (FMM) (Nishimura,
2002). Actuellement, il existe trés peu d’'études publiéedas FMM en élastodyna-
mique : (Fujiwara, 2000) en domaine fréquentiel et (Takahesal., 2003) en do-
maine temporel. Ce travail se propose d’étendre la FMM astldynamique tridi-
mensionnelle en prenant en compte les avancées réceméssfailr les équations de
Maxwell (Darve, 2000).

2. Méthode des équations intégrales de frontiére
Soit 2 un solide élastique isotrope, caractérisé pdmodule de cisaillement),
(coefficient de Poisson) gt(masse volumique). Considérant uniquement le probleme

dans le domaine fréquentiel (pulsatioh, le déplacement. est donné, en un point
intérieurx € Q) par la formule de représentation (Bonnet, 1999) :

uk(m):/ [ti (@)U (2, y:0) — wi ()T (2, ysw)]dS,  (x€Q), [1]
[219]

ol t est le vecteur traction sur la frontiéf€2, et Uk (z, y; w) et TF(z, y; w) repré-
sentent les solutions fondamentales de I'élastodynanfEpiregenet al.,1975) :

. 1 o 0
Uf(z,y;w) = prvE ((5qs5ik - 5qk5is)a—%a—ysGS(|y )
o 0
+ 50 Pl —2), [2]

2 0
Tik(:c, Y;w) = u[ﬁ&jéu + dindje + 6jk51’1} a—y[U}If(va y;w)n; (y),
ouG, (o = S, P) estle noyau de Green de I'espace infini de I'équation de Heltn:

j - 2 1-2
eXp(Zka|y $|) k?; _ &7 kj% — 4 k2 [3]

Ga - = 5
R T T 200"

k. est le nombre d’onde correspondant aux ondes élastiffums S et n(y) est la
normale unité dé2 dirigée vers I'extérieur d€.
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Lorsquex € 09, une singularité se produit e = x. Lutilisation d’'un pro-
cédé de passage a la limite dans la représentation int§@tatenduit & I'équation
intégrale :

c(@ui(®) =PV [ [t(y)Uf (@, y;0) — wi(y) T} (z, y;w)]dS, (z € 09), [4]
1519]
ou PV [ correspond a une intégrale au sens des valeurs principal@authy (CPV)
et leterme librec; (x) est égal .54, dans le cas usuel a¥f) est réguliére er.

3. Méthode multipéle rapide : principe

Le principe de la FMM est d’accélérer le calcul du produit neatvecteur néces-
saire a chaque itération du solveur itératif. De plus, laiitetlu systéme n’est jamais
assemblée, de sorte a diminuer le cot mémoire.

D’une maniere générale, la présence du teép¢|y — x|) dans les tenseurs de
Green [2] permet de les reformuler en termes de développsrariséries multipdles,
analogues a ceux connus en électromagnétisme (Nishiml0a, Songet al., 1997,
Darve, 2000). Le vecteur positian= y —x peut étre décomposé en= (ro — x)+
(yo — xo) — (yo — y) = &+ ro — Y, OUxo ety sont deux pdles. L'application du
théoréeme d’addition de Gegenbauer permet d’expliciteleetbppement multipdle
des fonctions de Green de I'équation de Helmholtz :

ik|ly — ik ' s s s
exp(l |y .’B|) _ i lim / ezks.sz (57 ,,,O)efzks.ydg, [5]
ly — | 4m L—+oo Jzes

ou S est la sphére unité d&? et lafonction de transfergy, (3; ro) est définie par

Gr(Biro) = Y (20 +1)ih{" (Klro|) Py (cos(3,70)) 1o}
0<I<L

en termes des polynémes de Legenflreet des fonctions de Hankel sphériques de
premiere espéoéle). Ainsi, les variablese ety de I'intégrale sont séparées. Il n'est
plus nécessaire de recalculer les solutions élémentaiaschaque couple de points
sur la frontiére de I'objet et, dans 'intégrale, il est pbsde réutiliser les intégrations
précédentes selan. Les solutions fondamentales de I'élastodynamique [2}pert
aisément se mettre sous la forme [5] en remplaganpar les fonctions de transfert
appropriéesuff‘ etTfL"‘" (=S, P).

La formule [5] n’est valable que $i — ro|/|ro| < 2/+/5 (Darve, 2000). De la
provient la nécessité d'introduire une grille 3D cubiquepdsed englobant le domaine
09). La formule [5] est alors applicable des quest y appartiennent a des cellules
non adjacentes, les pOleg ety étant choisis aux centres des cellules. La version
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mono-niveau de la FMM utilise la décomposition [5] dés quet y appartiennent a
des cellules non-adjacentes. Les contributions & cal¢{ilpou [4]) sont de la forme :

Li(e) = /6 U @eds, @)

ouC, etC, sontles cellules de centres respectifsetyo (utilisés comme poles de la
décomposition). L'utilisation de la décomposition [5] doyau de Green dans [2], a
L fixé, conduit & une procédure en trois étapes=(S, P) :

R (34;90) = / ti(yo + §)e~ oS ¥4s; (initialisation)  [7]
aanc,
L (5gsma) = ULT (34:m0)RE (841 y0) (transfery 8]
ika 1 = = - L .
I (x) ~ qul—ﬂe“‘“sqmﬁg(sq; xo) (intégration) [9]
q

ou 5, etw, sont les points et poids de quadrature de la sphére unith.dQesicellules
C, etC, sont adjacentes, la méthode traditionnelle ([1] ou [4])p@gtliquée.

La méthode multip6le mono-niveau dans le cas de I'élastanhygue a une com-
plexité optimale el (N3/2). Cette derniére est obtenue en utilis@xitv>/*) cellules.
Il s’agit déja d’un gain appréciable par rapport a la BEM sigse mais I'algorithme
multi-niveaux permet d’obtenir de meilleurs résultats.

Pour pouvoir utiliser le plus souventle calcul FMM, les cddceffectués au moyen
des méthodes de la BEM classique doivent étre confinés aiongede I'espace les
plus petites. D'un autre cété, plus les cellules sont grayalas les calculs FMM sont
rapides. Lintroduction de différents niveaux de grilleg & clé de la FMM multi-
niveaux, reposant sur une division de chaque cellule enl8leglplus petites. De
nouvelles paires de cellules non-adjacentes sont aindesraur lesquelles la FMM,
non applicable au niveau précédent, peut étre utiliséesiAies calculs non-FMM
sont limités aux cellules adjacentes au plus profond nidessubdivision.

Pour une précision donnée, le parametre de troncdiute la fonction de trans-
fert [6] et le nombre de points de quadratdrgdans [7], [8] et [9] dépendent du
niveau de subdivision, et augmentent avec le rapport eaitte tle la cellule eti lon-
gueur d’'onde. De ce fait, la complexité théorique de la mdthmultipdle rapide
multi-niveaux est de I'ordre d®(N log, N) par itération en temps CPU et en mé-
moire (quelque peu supérieure & la complegitéV) de la méthode en statique ou le
parameétre de troncature ne dépend pas du nombre de niveaux).

4. Méthode multipble rapide : précision et efficacité numérmjue

Une cavité sphérique de raydt placée dans un espace infini élastique isotrope
(v = 0.25) est soumise a une pression interne unifoffd.a solution analytique de
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ce probleme est connue (Eringenal., 1975). La qualité de la solution numérique
FMM est évaluée au moyen de I'erreur relative en moyenneratigde. La Table 1
montre la précision de la FMM pour différentes valeurs deudences normalisées
(np = kpR/m). Ces résultats montrent également que la précision seatétsi le
nombre de points du maillage par longueur d’olsdest inférieur & 8. Ainsi, les autres
résultats présentés utilisent des maillages choisis dsmfagomporter au moins 10
noeuds par longueur d’ond® Pour terminer, la complexité en temps CPU calculée
théoriquement est validée numériqguement pour la BEM dassila FMM mono-
niveau et la FMM multi-niveaux, sur la figure 1.

np 0.50 | 1.00 | 2.00

nb noeuds \g 16 8 4
cavitér = R 0.006| 0.006| 0.021
domaineR < r < 3R | 0.006 | 0.008| 0.031

Tableau 1.Erreur relative en moyenne quadratique sur la cavité et dadomaine
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Temps CPU / iter (s)
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Ll L Ll L Ll L
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L Ll
1e+02 le+06

Figure 1. Complexités des différentes méthodes

La diffraction d’'une onde P plane verticale incidente par aamyon hémi-
sphérique de rayoR dans un demi-espace élastique 0.25) est maintenant consi-
dérée. Il s’agit d’'une configuration simplifiée d’effet deesiopographique en sismo-
logie. La surface hémisphérique du canyon et la portion dacelibre attenante sont
incluses dans un disque de raybn> R et sont discrétisées par éléments de frontiére.
Ce probléme a déja été étudié par (Sanchez-Sesma, 1983hdaesemi-analytique
pour des fréquences normaliségs inférieures al.5 (L = 3R). Grace a la FMM
multi-niveaux, un calcul pour une fréquence normalisée depb étre effectué (Fi-
gure 2) (V = 287 946, 5mn par itération e86 iterations sur un PC mono-processeur
avec une fréquence CPU del0 Hz et3Go de RAM). Ce calcul met en avant le fait
que, pour la configuration classique £ 3R) donnée dans la littérature, la partie dis-
crétisée de la surface libre est trop petite, des oscillatapparaissant pouf R > 2.
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Figure 2. Solution numérique par FMM pourr = 5

5. Conclusions

Dans ce papier, la FMM a été étendue a I'élastodynamiquen domaine fré-
guentiel. Combinée a la formulation BEM, elle permet de nédies colts en termes
de temps CPU et mémoire pour I'étude de la propagation desspred permet de
traiter des problémes de taille au moiNs= O(10°). Des comparaisons avec des
solutions analytiques montrent la précision de la méthBaeplus, les temps CPU
relevés sont cohérents avec les estimations théoriquesaeriplexité.
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