N

N

Comportement asymptotique des polyndémes
orthogonaux associés a un poids ayant un zéro d’ordre
fractionnaire sur le cercle. Applications aux valeurs
propres d’une classe de matrices aléatoires unitaires.
Philippe Rambour, Abdellatif Seghier

» To cite this version:

Philippe Rambour, Abdellatif Seghier. Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux
associés a un poids ayant un zéro d’ordre fractionnaire sur le cercle. Applications aux valeurs propres
d’une classe de matrices aléatoires unitaires.. 2009. hal-00371376v2

HAL Id: hal-00371376
https://hal.science/hal-00371376v2

Preprint submitted on 27 Apr 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche frangais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00371376v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Comportement asymptotique des polynomes orthogonaux
associés a un poids ayant un zéro d’ordre fractionnaire sur le
cercle. Applications aux valeurs propres d'une classe de
matrices aléatoires unitaires.

Philippe Rambour* Abdellatif Seghierf

27 avril 2009

Résumé

Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux associés a un
poids ayant un zéro fractionnaire sur le cercle. Applications aux valeurs
propres de certaines matrices aléatoires unitaires
Cet article s’intéresse aux polynomes orthogonaux ® 5 correspondant aux poids de type
(1 — cos)®c oli ¢ est une fonction suffisamment réguliere et a €] — 1, 1[. On décrit le
comportement asymptotique des coefficients et de la valeur en 1 de ces polynomes et de
leur dérivées lorsque N tend vers I'infini. Ceci nous permet d’obtenir une asymptotique
du noyau de Christofel-Darboux associé & un tel poids et de calculer la loi conjointe
des valeurs propres d’une famille de matrices aléatoires unitaires. Les démonstrations
des résultats relatifs aux polynomes orthogonaux sont essentiellement basées sur les

propriétés de I'inverse de la matrice de Toeplitz de symbole f.

Abstract

Asymptotic behavior of orthogonal polynomials on the circle, with res-
pect to a weight having a fractional zero on the torus. Applications to the
eigenvalues of certain unitary random matrices.
This paper is devoted to the orthogonal polynomial on the circle, with respect to a
weight of type f = (1—cos)*c where ¢ is a sufficiently smooth function and o €]— %, %[
We obtain an asymptotic expansion of the coefficients of this polynomial and of @5\?) (1)
for all integer p. These results allow us to obtain an asymptotic expansion of the as-
sociated Christofel-Darboux kernel, and to compute the distribution of the eigenvalues
of a family of random unitary matrices. The proof of the resuts related with the ortho-
gonal polynomials are essentialy based on the inversion of Toeplitz matrice associated

to the symbol f.
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1 Introduction.

Il est bien connu qu’une matrice aléatoire est caractérisée par la loi de probabilité
de la distribution de ses valeurs propres. Lorsqu’il s’agit d’étudier des matrices aléatoires
unitaires, le cas le plus étudié est celui de ’ensemble circulaire de Dyson ou cette densité
est de la forme, pour une matrice unitaire N x N (voir [{], H]. B, B3

Py(0r,On)=cn ] 1% — e

1<j<k<N

Il faut remarquer que dans le cas des matrices aléatoires unitaires c’est bien sir la distibu-
tion des arguments des valeurs propres qu’on étudie.

Cet ensemble est considéré comme une bonne représentation des phénomenes physiques qui
ont motivé initialement 1’étude des matrices aléatoires. Il est naturel de chercher a I’étendre
a un ensemble plus vaste ol la loi des valeurs propres est de la forme ( voir [[[4] et J))

Py(0y,---0n)= [ r6) J[ 169 —eP, (1)

1<j<N 1<j<k<N

(ensemble circulaire de Dyson généralisé) ou f est une fonction positive, intégrable sur le
tore. Alors que, dans le cas de I’ensemble circulaire de Dyson, la fonction de corrélation des
arguments des valeurs propres se calcule en fonction des polynomes orthogonaux associés
a la mesure de Haar du tore ([2(]), dans le cas de I'ensemble circulaire de Dyson généralisé
cette fonction de corrélation se calcule au moyen des noyaux de Christoffel-Darboux K
associés aux polynomes orthogonaux unitaires (®,) ou 1 < n < N )associés au poids f.
On définit généralement Ky par (voir [[[9)) :

N-1
(e, e”) = \[1(e) f<ew'>zhi<1>m<ei9><1>m<e“”>

avec

T B (@)D, (¢)d0 = i

—T

On sait que, pour z # 0, on peut écrire aussi, si 6 # ¢, et avec P} (2) = Non (%) ,

0 ; eze )_ <I>N(e"9)<I>N(e"9')
Ky (e", f(e@)y/ f(e?") — ) .

Dans le cas unitaire, le lien entre ce noyau et la fonction de corrélation est rappelé dans
le cours de la démonstration. La fonction de corrélation étant définie, un des problemes
relatifs aux matrices aléatoires est de déterminer la distribution des valeurs propres lorsque
I’entier N tend vers 'infini. Ce probléme se subdivise en fait en deux. D’une part il s’agit de
déterminer la distribution des arguments de ces valeurs propres sur un intervalle |e, 27 — €[
avec € > 0 pour les matrices aléatoires unitaires ou la distribution des valeurs propres elles-
mémes dans l'intervalle ]0,+oo[ pour les matrices aléatoires hermitiennes (voir [1]], B3],
[B3)). D’autre part on recherche cette distribution au voisinage de zéro pour les matrices
aléatoires unitaires, ou au voisinage de zéro ou de plus l'infini pour les matrices aléatoires
hermitiennes.




Dans le cas de matrices aléatoires Hermitiennes Gaussiennes et grace a des résultats qui
ont été obtenus sur les polynémes orthogonaux qui leur sont associés (on peut consulter,
par exemple, [[l], [B], [T, [IT ...), on dispose de nombreux renseignements sur la loi des
valeurs propres “ au bord” du spectre (c’est a dire les valeurs propres proches de zéro ou
tendant vers U'infini).

Dans ce cadre Kuijlaars et Vanlessen [L1] étudient des matrices aléatoires Gaussiennes

(hermitiennes) dont la loi des valeurs propres est donnée par

13

N
PO (g2, -aw) = o L ww(e) [ s — sl
" =1 i<y
ot wy un poids de la forme wy,(z) = |z[**e=NV®),  pourz € R et V une fonction poten-
tielle qui peut par exemple étre une fonction polynoéme. Les auteurs de I'article montrent
que la fonction de corrélation des valeurs propres autour de l'origine est donnée par un
noyau de la forme

Jy Jo_ —J, Jy
1% (u, v) NG +1/2(7TU) 1/2(77211(2_1)) 1/2(7TU) +1/2(7TU),

ot les fonctions J, /9 et Jo_1/o sont les fonctions de Bessel usuelles.

Dans le présent article, nous obtenons un résultat du méme type relativement a une classe
de matrices aléatoires unitaires. En fait nous étudions les coefficients des polynomes ortho-
gonaux Py de degré N associés au symbole

Fe) = 1 = P e(e®) )
avec ¢ une fonction réguliere sur le tore et a €] — %, %[ En effet nous obtenons dans un

premier temps une expression asymptotique quand N tens vers I'infini des coefficients des
polynoémes orthogonaux puis nous en déduisons la loi des arguments des valeurs propres au
voisinage de l'origine quand N tend vers I'infini.

Nous donnons d’abord (théoremes [] et f) I'asymptotique quand N tend vers linfini des
coefficients des polynomes ®%; et ®x. Pour ce faire nous utilisons des méthodes basées

N
sur des résultats antérieurs (se rapporter a [[] ou [[q]). Si I'on pose ®y(e?) = Z B
u=0

notre énoncé se subdivise en trois parties qui correspondent a trois zones distinctes de
I’ensemble des indices. Nous donnons d’abord les indices qui correspondent ”aux bords” de

I’ensemble des indices, c’est a dire des entiers u tels que lim — =0ou lim — =1
N—+oco N N—+oco N

et les indices qui se trouvent ”au coeur” de ’ensemble des indices, ce qui correspond aux

entiers u tels que lim N =z avec 0 < z < 1. Ces expressions nous permettent ensuite de
— 400

calculer I'asymptotique de @5\?)(1) et @}k\gp )(1) (voir les théoreémes [i] et []), pour un entier p
fixé. Nous pouvons alors calculer une représentation asymptotique du noyau de Christoffel-
Darboux d’ordre N associé au symbole § — |1 —e?|2%¢(e?). Si —7 < u,v < 7 et u # v, on
a

N (o) pler, ~u)pav) — plav, w)p(or, ~v)e' =)

eiu/N eiv/N _
En (e e ) = Simyam i —0)

+ o(N) (3)



oll p est une fonction qui sera précisée plus loin (voir les théorémes [ et [f), et dont l'ex-
pression est différente selon que a €] — %, 0[ ou que « €]0, %[
Notons maintenant 61", --- 6% les arguments contenus dans lintervalle | — 7, 7] d’une ma-
trice aléatoire Uy de taille N x N suivant la loi donnée dans ’égalité ([ll) avec un poids
N
W comme précisé en (E) Si 'on pose Fy = Z(SGN les résultats précédents permettent
i=1
d’établir, si —7 < u < v < 7 (voir les théoreémes [ et i)
i)
U
Nv
ol Fy, est une fonction définie au moyen du déterminant d’un opérateur de Fredholm
de noyau K = limy_ 400 %
ii) Si g est un entier supérieur ou égal a 2

lim P<FN[

v
i N] = m) = F(a,b,m)

U
Na’ Na
Heuristiquement, cela signifie que lorsque N tend vers I'infini il existe des valeurs propres de
la forme e~ avec 6y = O(+), mais qu'il n’en existe pas de la forme N avec 0 = O(x7)
pour q > 1.

La premiere partie de nos résultats se rapproche en le complétant dutravail de Martinez-
Finkelstein, Mac-Laughin et Saff qui dans 3] étudient une famille de polynomes orthogo-
naux @ orthogonaux pour le poids

lim P<FN[

N—+o0

W(z) =w(z) H |z — a2z €T, (4)
k=1

ou la fonction w est suffisamment réguliere et oun W vérifie les conditions de Szegd

/ W(z)dz>0 et / (W (2))dz > —o0. (5)
T T

D ans 'article ([[[3]) ces auteurs donnent notamment le comportement asymptotique de
Oy (z) pour z # ap 1 < k < m, et étudient également les zéros des polyndémes ®y, leur
principal outil de démonstration étant la méthode de Riemann-Hilbert.

A la fin de cet article, nous proposons un appendice dans lequel nous donnons des tableaux
de valeurs numériques permettant de comparer ®n(1) et les quantités données dans les
théoremes [J et [] pour des valeurs de « égales & —0,275, —0, 150, 0,025, 0,1, 0,225.

2 Notations et définitions. Enoncé des résultats

Avant d’énoncer nos principaux résultats, nous introduisons des notations et définitions.

2.1 Notations. Définitions

Etant donnée f € L'(T) une fonction définie sur le cercle unité, on appelle matrice de
Toeplitz de taille (N 4+ 1) x (N + 1) associée au symbole f la matrice

T (f) = (Fli (6)

>0§m§N



ou

~

f = [ e

désigne la suite des coefficients de Fourier de f.
Le lien entre les matrices de Toeplitz et les polynomes orthogonaux est bien connu (voir,
par exemple, [[J]). Ainsi nous avons

N T -1
¥y = %’f z)=1. (®)

k=0 )1,1

ik 40

keZ
5 B € (7)

Les polynémes @}/ (T, (f ))1_% sont souvent appelés polynomes prédicteurs. Comme le
montre la relation ci dessus, leurs coeflicients sont, & normalisation pres, ceux de la premiere
colonne de la matrice T (f )_1. Ce sont d’abord ces coeflicients que nous donnons dans les
théoremes [] et B

D’autre part la relation
1

@4(2) = VB (), )
implique que les coefficients des polynémes orthogonaux correspondent, & une normalisation
pres, aux termes de la derniére colonne de la matrice T ]Ql( f)- Nous utiliserons la notation,
pour tout k dans Z ‘ '

Xk . 629 — Xk(e) — ezke.
On notera Hy (resp.H_) le sous-espace fermé de L?(T) constitué des fonctions u dont les
coefficients de Fourier f(k) = 0 quand k < 0 (resp. k > 0). On notera par 7+ : L?(T) — Hy
les projecteurs orthogonaux respectifs.
Nous rappelons la définition de I'espace de Beurling. On commence par introduire la notion
de poids de Beurling : une suite (11;) ez est dite poids de Beurling si elle satisfait aux trois
propriétés suivantes
(i) pj=p-j,  JEL (10)
(@49) Witk < pipe, J,k € Z.
La classe de Beurling W, associée au poids u = (i) est alors définie comme suit
1 —~ .
W= {we LNT) : 3y | @(j) < oo). (11)
JEZ
Soit f un symbole tel que ' ' '
f(ew) :’ 1— 619 ‘204 6(619)
ou c est une fonction supposée étre strictement positive sur cercle unité et appartenant a

un espace de Beurling. Nous noterons g, € H, la fonction analytique dans le disque unité
ouvert, dite fonction extérieure, vérifiant

2
f :‘ Ja ‘ s
et ¢ la fonction de HT vérifiant
c=c1C
nous noterons par (ﬁ,ga)) la suite des coefficients de Fourier de 1/g,, et enfin pour alléger

les notations nous supposerons (ﬂlio)) =1.



2.2 Enoncé des résultats.
2.2.1 Polynémes orthogonaux

Nous nous intéressons, en premier lieu, au comportement asymptotique de la premiere
colonne de l'inverse d’une matrice de Toeplitz T (f). Nous donnons d’ abord un énoncé
qui porte sur les coefficients situés sur les ” bords ” de la premiere colonne de l'inverse (voir

).

Théoréme 1 Soit Tn(f) une matrice de Toeplitz dont le symbole f s’écrit
f=l1=xP"ec

oo €R, | al< % et ot la fonction ¢ > 0 est supposée appartenir ¢ une classe de Beurling
Wy avec pj > % pour tout entier j. Pour tout entier naturel k, tel que % — 0 lorsque

N — oo on a alors

_ a a? (o
TN(f)k—ll—l,l = (5;& ) - N zi +1)> + Ry, N — o0 (12)

avec Ry = O( N2)32’0<a<%, etavecRN:O(%) si—% <a<0.

c1 o
(TN () N1t = <EE(B 5](€a+1)> L 0(%), N = oo (13)

La convergence est uniforme sur tout intervalle [0, [Ne]] et sur (N, N — [Ne]) pour € assez
petit.

On a d’autre part I'’énoncé suivant qui porte sur les éléments du ”coeur” de la premiere
colonne de l'inverse ([[Ld] et [[LT])

Théoréeme 2 Si 0 < z < 1 est un réel donné, on a, avec les mémes hypothéses que pour
le théoreme [}

1 () (T3 () yagars = Ko@) N1 +0(N*1), N = o0 (14)

Le théoréme 3 la convergence est uniforme sur tout intervalle [§1, d] pour 0 < §; < da < 1.

Avec les hypotheses que nous nous sommes données, les termes calculés ci-dessus corres-
pondent aux coefficients de ®%;. Ceux de ®y en sont alors déduits a partir de la relation
E. Ce sont ces coeflicients que nous donnons maintenant.

N+1
Corollaire 1 Posons ®n(z) = Z Buzt le polynome orthogonal associé au symbole f =
u=0

|1 — x|**c. Avec les mémes hypothéses que pour les théorémes [] et B on a, si k/N — 0
quand N — +oo



~ N 27
BN-k = < ;ga)—(]lvﬁ(a—i_l)) + Ry, N —

a-+1 . .
avecRN:O(kN;)SZO<a<%, etavecRN:O(%) si—3 <a<0.

By = < Ei a+1>%+0(%),N—>00.

De plus, st 0 < x < 1 est un réel donné, on a alors
Biwa) = Kall = 2) N1 4 o(N°1), N = oo (15)

Comme nous 'avons rappelé dans l'introduction, le calcul du noyau de Christoffel-Darboux
que nous nous proposons d’effectuer pour obtenir les noyaux annoncés nous oblige & déterminer
avec précision les quantités @%)(1) et (q)}kv)(p ) (1) pour tout entier naturel p. C’est ce que
nous faisons dans les théorémes [J et [|. Il est & noter que ces résultats, bien que donnés
seulement dans le cas d’une seule singularité, prolongent les résultats de [, puisque dans
cet article les valeurs prises en les singularités par les polynémes orthogonaux sont inacces-
sibles.

Théoréme 3 Avec les hypotheses des théorémes ([]) et (B) on obtient
- Sizt<a<0ona

« 1
o (1) = %Wﬂ) </0 2271 (1 —2)® — 1) dz + é) + o(N9). (16)

— D’autre part, pour un entier j strictement posztzf fixé, dans le cas = Loa<Oet pour
un entier j positif fixré dans le cas 0 < a < 2 on a

. a+j 1
@507 () = Frr oy | oA de 0N,

Remarque 1 On peut remarquer que pour un entier j strictement positif et suffisamment
petit devant N toujours avec I’hypothése —% <a< % on a en fait

)y yors D@t DT @+1) 1
(@3)Y (1) = Nt F2a+j5+1) T'(a)e(l)

o( N+,

On obtient le méme genre d’énoncé pour les polyndmes orthogonaux.

Théoréme 4 Avec les hypothéses des théorémes [] et [4 on obtient
- Si —% < a <0 etsijun entier positif on a

Net L 1xo¢—1 — a+j _ T l o( N&
) </0 (1-=2) 1)d +a>+ (N%).  (18)

W= Ty

— D’autre part, pour un entier j positif fixé dans le cas 0 < a < % Nnous Pouvons ecrire

Net+ioo1 1 . .
T / 2911 — 2)*H dg 4 o NOH). (19)
0

@MW) = Ty 5



Remarque 2 On peut la aussi remarquer que pour un entier j strictement positif suffi-
samment petit devant N et toujours avec % >a>0o0na

M@)T(a+j+1) 1
T2a+j+1) D(a)a(l)

(@n)V) (1) = N+ + o(N*t7),

2.2.2 Matrices aléatoires unitaires.

Soit maintenant Uy une matrice aléatoire unitaire de taille V. Notons HZN 1 <i< N les
arguments des valeurs propres de Uy que 'on suppose classés dans ’ordre croissant dans
| = m,4x]. On suppose que ces arguments ont pour densité de probabilité

N

N
PN(91,02,... ,HN) — Hf(eiej)H |ez’9j _ ei9i|2

j=1 7<i

avec f(e) = |1 — e?|??¢(e) et ol ¢; est dans une classe de Beurling d’indice supérieur
N

ou égal a % Nous posons ensuite Fy = Z(SQZN ou 5912\’ désigne la mesure de Dirac de
i=1

support HZN . Dans la suite nous supposerons enfin que u et v sont deux réels tels que

—rm <u < v <<7 On a alors les énoncés suivants qui précisent la loi au voisinage de 1

des valeurs propres des matrices aléatoires unitaires étudiées dans cet article.

Théoréme 5 Soit 0 < a < % Posons, pour tout u € R

! 1
w(QJ u) = / xa_l(l - x)aeiuxdx, T(Oé7 'I,L) = / xa(l _ x)aeiuxd[['
0 0

Nous pouvons alors écrire, avec les hypothéses ci-dessus, et pour tout entier positif m

u v

Jim_P(Exlgg ) =m) = C0 () detia -] @)

ou I = [u,v]et ot K est Uopérateur de Fredhom de noyau K avec

—s10#£6

6,6 —

69" (6%(@, —0)h(r,0") — (ar, O)ip(cr, —0")e? >
2(a)c(1)e® i(0"—0) '

—etsif =0,

92a

0 = (~2R ({0 Ol —0) + [ OF) gy

Remarque 3 On a en particulier le résultat

NETMP(FN[%, %] - o) — det[(Id — K)| 12 ()] (21)

Le théoreme suivant permet d’envisager le cas ou « est négatif.



Théoréme 6 Soit —% < a < 0. Posons, pour tout u,v € R

1
Do, u) = /0 29 (1 — 2)%e= T _ 1)dg + é

Nous pouvons alors écrire, avec les hypothéses du théoréme [,

Jdim P(Exl o) = m) = C08 (D) derftra )l (22)

ot I = [u,v] ot K est lopérateur de Fredhom de noyau K avec

—s10#£6

09" (ew@(a, —0)ip(r,0") — (o, 0)p(cr, —0") e’ )) '

0.0~ Faymem )

— Ou encore si 0 = ¢,

9211

0 — (—2% (¥, 0)7(0,~0)) + (0, 0)2) P

Remarque 4 On a en toujours le cas particulier intéressant suivant

Jim P(Filg, ) = 0) = detl(Id = K121 (23)

Théoréme 7 Pour tous entiers naturels q et m vérifiant ¢ > 1 et N > m > 1 et pour tout
réel o tel que _71 <a< % on a, toujours avec les mémes hypothéses qu’au théoréme [j

(Bt )= m) =0 (). o

3 Preuves des résultats

3.1 Preuve des théorémes [I] et

Les points ) et 4i) du théoreme [I] ont été démontrés dans [[0]. La preuve est basée sur
une formule explicite de P'inverse que nous avons obtenue dans un précédent travail ([[Lq]
ou [[[7]). Nous pouvons en effet écrire pour tout entier k£, 0 < k < N + 1, I'expression

k
(T (it = Bé“’(ff”—%(Zﬁ5“>FN,a<<k—u>/N>)><1+o<1>> (25)
u=0

avec

sin (o) ) am+2

™

Fno(u/N) = ZFsz /N)<

ou on a posé, pour z € [0, 1]
o

1 1
i (2 %): Jo+ Na g::o J1+Jjo + Na 2 Jem—1+ Jam—2+ Na  (26)

Jam—1=0

oo oo 1

o] 1 1
+ Zj2m=0 Jem+jzm-1+Na (jom+a+1)/N—z

9



ot Ny, = N + 1+ a. Dans ([fl]), Inoue montre que NF2(m) ~(0) est approximé par une
intégrale dont la valeur est a®>. En combinant ce résultat & un théoréme d’approximation
de Bleher ([B]) permettant d’estimer 1’écart entre I'intégrale et la somme, on obtient le

développement
. 2m—+2 2
(@) sin (ma) o« 1
ZFsz <7ﬂ > = F+O(W)' (27)

Ces résultats permettent alors d’obtenir le point i) du théoréme. Le point ii) est une
conséquence de la relation de récurrence de Szegd (voir [[f]) : pour | z |=1

{(Eral) = sowio) —wa( o8)
O i1(2) = Ph(2) —wwza(z),
ou yy = —P,,11(0) est appelé coefficient de Verblunsky. L’uniformité est une conséquence

de l'uniformité de la formule P3|
Pour le théoréme [, le lecteur se reportera a [[Ld] ou & [[7].

Dans le calcul précédent nous avons déterminé le comportement asymptotique du polynome
Y (T ()it
N
prédicteur % (x) = Z 7’%111
k=0 \/IN(f)1i1

, on déduit alors celui de @y via 'opération

Dy (z) = ().

3.2 Preuve du théoréme J

Au lieu de considérer ®y(e®) nous considérons ®%(e?) le polynéme prédicteur as-

socié. La relation [fJ montre que @y (1) = ®%:(1). Posons ®%( Z Bn.i(e ¢)!. Ecrivons
[Ne] N—[N¢] N
PN (1) = S1 + Sz + S3 avec 51 = ZﬁN,z, Sy = Z BN, S3 = Z BN, avec €

I=[Ne]+1 [=N—[Ne]+1
un réel positif tendant vers zéro.. En utilisant le theoreme [l nous obtenons

[Ne]
«) Oé (o
S = }:@ ~ 5t L O(—

a o N l
- (ﬁwzl - Lo - Bdoh).

Comme on a d’autre part

(a+1) 1 @ o
S S Taram! PO
(a42) 1 a+1 a
U T fardam O
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nous pouvons conclure

1 €
=_— = INd*[|14+ —— 4+ 201
1= e am ( i LR )>
ou encore 1
Sy = [N + o(N%).

Mo+ 1)er(1)
Considérons maintenant la somme Sy. Cette fois ci d’apres le théoreme ] on a

1 N—[N¢]

la—l l N
F(a)cl(l)l Z N (1_N) '

=[Ne]+1

So ~

Nous allons maintenant distinguer pour notre démonstration les cas @ > 0 et a < 0.
Le cas _71 < a<0.
Nous pouvons écrire

1 1
Sy = ————N© / (1 -1 = 1) dt
? [(a)er (1) ( (INeJ+1)/N

1
t*tdt | 4+ o( N
i /([Ne1+1>/N ) o)
1
_ mm </0 (1= 1) — 1) dt + é)
~ [Ne* o N©
al'(a)er (1) +o(N%)

(a+1)
Compte tenu de B = O | 2= ) pour k € [N — [N¢]] on obtient évidemment comme plus
N

haut S3 = O(N®**!) = o(N®). D’ou

- 1
B%(1) = St + So + S5 53‘”%(1)1\[@ (/0 L (1= )% — 1) dt + é) +o(N%).

(@)er

Lecas 0 < a< %
Puisque a > 0 on a tout de suite S; = O(N?) et d’autre part

1 1
SR — N /to‘_ll—tadt>+oNa,
™ ([ -] o
Puisque l'on a toujours S3 = o(N%) on peut écrire
1 1
PH(1) = =————N* / ¢! 1—t°‘dt> +o(N®).
W) = e ([ - o) o)

Calcul des dérivées
Démontrons maintenant la formule dans le cas ou p est un entier strictement positif. Avec

Sa

les mémes notations que précédemment nous avons

N
(@%)P) () = Z I(I—=1)(I—p+1)Bny(e).
l=p

11



[Ne]
Nous sommes ramenés a calculer (@}k\,)(p)(l) =51+ 5 + S3 avec 51 = leﬁN,l, Sy =

1=0
N—[N¢] N
Z BN, S3 = Z I’ BN, avec € un réel positif tendant vers zéro.. En utilisant
I=[Ne]+1 [=N—[Ne]+1

le théoreme ([l) nous obtenons

l

pra@) O (at)
S = Zl (B, _Nﬁl )+O(m)
=0

= O(NTPTP) = o( NOHP),

On obtient de méme S3 = o(N®*?), et en utilisant le théoreme (f) il est facile de vérifier
que
1

1
_ a+p a+p—1 aYe' o a+p
SQ_ir(a)clu)N + (/0 t* P11 —¢) dt> + o( N*TP),

ce qui acheve la démonstration de ce cas.

3.3 Démonstration du théoreme

Remarquons tout d’abord que bien stir ®y(1) = ®%(1). Pour le calcul des dérivées
d’ordre supérieur ou égal & un nous allons la aussi deV01r distinguer le cas « positif du cas

« négatif. La aussi trois cas sont a distinguer.
N

Supposons d’abord « positif. Considérons les sommes Z On—wu(u—1)(u—2)---(u—p+1)

u=p
N

dont la partie principale est en fait E BN _yuP. La aussi nous pouvons utiliser une décomposition
uU=p

N—[N¢]

ZﬁN uup_25N uup+ Z BN uup+ Z 5N uu

olt € est un réel strictement positif qui tend vers zéro. En utilisant le théoréme [[] nous

pouvons écrire
[Ne] [Ne]

Z—ﬁN—uup 1 Zﬂ(aﬂ P,
u=0

et I'on vérifie facilement que ce dernier terme est d’ordre O(N“tPe+1+P) = o( N**P). Nous

avons de méme
[Ne]

(@) a? (a+1)
Z Bn— uuPNZup<ﬁ - >

N—[N¢]

12



Il est 1a encore clair que ce terme est d’ordre O(N*tP)e*tP) = o( N**P). Reste a calculer

N—[N¢] N—[N¢]

Z ON_uUP ce qui peut aussi s’écrire Z Bu(N — u)P, ou encore avec le théoreme [l
u=[N¢] u=[N¢]
N—[N¢| N—[N¢|

2 Pl —“V’:m >0 N (w0 (1= )T oV ).
=[N¢] =[N¢]

La formule d’Euler et Mac-Laurin et 'hypothese € tend vers zéro permettent de conclure

S 3 p et ' +pra=1g +p
VN —u)P = ———— [ (1 —t)*Pee7dt + o( NOTP),
:§[de BN =) = s [ =) o(N#7)

et finalement

a+p 1
ol (1) = N 1)/0(1—t)°‘+pto‘_1dt+o(N°‘+p).

I(e)en(

Ce qui est I’énoncé attendu.
Nous allons maintenant traiter le cas a négatif.
En introduisant la méme décomposition que dans le cas précédent, considérons tout d’abord

N
la somme S = Z On_ut?. On a

N—Ne
N OZ2 T [Ne] CJZ2—1
= > (AL -G ) w3 (A - A ) v -y
u=N—[N¢] u=0
p [Ne] ag T
= Stk (30 (- AT ot
k=0 u=0
p e o nrpk (Ne)a-l-k o2 (Ne)a-l-k-l-l 1
~ D (DGN (a+ k() (a+k+DD(a+1)) &)
k=0 1
Np+a6a Np+a6a

= —————— + O(NPT%") =

Mo+ Do (1) + o( NPT,

I'(a+1)éi(1)
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N—[N¢]
On a d’autre part , si I'on pose Sy = Z BN _yuP

u=[Ne¢]
N—[N¢] N—[N¢]
Sy = Y Bvat? = Y Bu(N—u)
u=[N¢] =[N¢]
Npta—1 N—[N¢| . T
— a— _ P atp
T(a)a (1) —Z[J:v | (” -7 ) (14 o(1)
Np—i—a—l 1—e¢ .
= —— t* (1 — ) tPat
ram ), 0
Np+ta—1 1—e ) Npta—l 1—e
S > 1—t°‘+p—1dt+7_/ t*Lat
ram ), 0T D s |
NPta— 1 1—e ) NPtaco NPt
N — (1 = )P — 1)dt —
I'(a)é (1) /6 (( ) ) L(a+ 1) (1) - L(a+1)e(1)

La troisieme somme intervenant dans la décomposition étant clairement négligeable, on a
finalement

Np+a—1

(p) _ e a—1 _ s\o+p l o( NP a—1
DY (1) = N ) (/ (1 — )t 1)dt+a> + o(NPTOhy,

ce qui donne immédiatement le résultat.

3.4 Preuve du théoreme f.
3.4.1 Déterminant des opérateurs de Fredholm dans L?(T)

Pour (6,0") dans | — 7, w|x] — 7, | nous posons

N
k(0,0 = 6m(0)fm(0)
m=1

otl pour tout entier m tles fonctions ¢,, et f,, sont dans L?(T). Si X est un intervalle | -, ]
on peut alors définir un opérateur K sur L?(X) en posant, pour tout = dans L?(X),

K. (0) = /X k(0,0))2(6)de .

11 est alors connu (voir, par exemple, [§] ou [[§] ) que det( + K) est la quantité définie par

m

N
det(I+K) =1+ / et (k(05, 0,)s 31 .. By - - by
_1 *

ou encore en posant que l'intégrale sur X vaut 1 on peut écrire, de maniére plus synthétique

N

det(I + K) =) 1

) m! xm det(k(6i, ej)i,jzl,-..,mdﬁl oo db,,

14



De méme on peut définir la trace de K par
TrK:/ k(0,0)do.
X
D’autre part si (K,)neny est une suite d’opérateurs ainsi définis qui converge vers un

opérateur A au sens des opérateurs sur L(X), on peut poser

det(Id+ A) = lim det(J + K,,) et TrA = lim Tr(K,).

n—oo

On sait que A est alors un opérateur fixé (voir [f]) la fonction A — det(I 4+ AA) est une
fonction entiere sur C dont le développement en série entiere est donné par

det(Id+ AA) =1+ > %fl)v.
n:

n=1

Les coefficients ¢, étant définis par

Tr(A) n—1 0 e 0 0

Tr(A?) Tr(A) n—2 - 0 0

cn(A) = det
Tr(A™1) Tr(A"2) Tr(A"3) ... Tr(4) 1

Tr(A")  Tr(A™') Tr(A"2) ... Tr(A?) Tr(A)

Ce qui peut s’écrire aussi
- (_1)m+1 my\m
det(Id + A\A) = exp Zl T (AT )

On peut alors énoncer le résultat :

Propriété 1 L’opérateur Id + A est inversible si et seulement si det(Id 4+ A) # 0.

3.4.2 Polynoémes orthogonaux et fonction de corrélation

Considérons ’égalité

* (i N L V. 4)
Py (e ):ZT(‘I)N)] (1).

J=0

Nous pouvons écrire, pour un entier kg fixé

ko ¢ i6 j
x (1 (6 - 1)J

(@}\,)U)(l) + NYO <’9k07+1’> ]
=0

(ko +1)!

En effet la démonstration du théoréeme B permet d’obtenir , si j > ko, et en remarquant
quel(l—1)1—=2)---(I—p+1)<iP:

(eiG/N _ 1)j N Na‘z‘g)j‘ 1 xa—l—j—l(l —x)“ N
T VTS TR </0 g oW )>
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uniformément par rapport & j. Ce qui donne, toujours en utilisant le théoréme f

o [ @iy 6+
D(a)c(1)®% (V) = N© /x%l—$adw+0<7>+ol
@) =8 | 3 [ ) doy) e
Ceci peut encore s’écrire
1
D(a)er (1)®% (V) = N </ 0Tzl — z)dx + R(ko)> : (29)
0
avec .
0 CH—] 1 ko+1
Z/ 6y 1—x)adx+0<l’f 1’)
ko+1 (ko + 1)t

Si maintenant nous nous fixons un réel e positif, il est clair que 'on peut choisir le réel kg
tel que |R(ko)| < €. Nous pouvons donc finalement écrire

1
L(a)er (1) @4 (V) = N@ </0 0Tzl — g)dz + 0(1)) . (30)

On obtient de méme que

L(a)er (1) @y (e?N) = N ( /0 1 W= pe=l(1 — g)%dx + 0(1)> : (31)

Introduisons maintenant le noyau de Christofel-Darboux d’ordre NV, & savoir la quantité

N-1
") = \JHEN ) Y T (e ()
m=0 T

ou les h,, sont des constantes de normalisations définies par

" B (@)D, ()8 = ny

—T

On sait que I'on peut écrire alors, si 6 # 6’ (voir [L9))

/—<I>* % (e0)D% (7)) — D () Dy (e?)
29 29’
R (e (e 1—62(9/ 9) '

En posant dans la formule ci-dessus 6 = £, = £ on obtient, en utilisant les formules

(B9 et BI)

F2(Oé)61(1)KN(€iu/N, eiv/N) — %N&x\/f(eiu/N)\/f(eiv/N)

K (u,v) + o(N?%)

1 — et(u/N-v/N) (32)

avec si u # v
K(u,v) = / e-tuTga=lq — :E)ad$/ e (1 — 1)%x —
0 0

1 1
B / e_iu(l_x)l‘a_l(l o l‘)adl‘/ eiv(l—x)$a—l(1 _ l‘)adl‘
0 0
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Ou en posant

1
a.u) = 20711 — )%t gy
vlow) = [ am (1 —a)endn
K(u,v) = ¢¥(a, —u)(a,v) — (e, u)(a, _v)ei(v—U)

et en remplagant \/f et (1 — eiw/N—v/N )) par un équivalent, il vient, toujours si u # v,
. . 1 K
I*(a)er (1)K ("N, e/N) = mN(uw“ﬁ +o(N).

Pour connaitre la valeur u = v considérons la dérivée au point v = u de la fonction G,
définie par

Gu(v) = eiu (Oé, —u)¢(o¢, U) - eiv¢(a’ u)¢(o¢, _U)'
(e/N /N est alors ﬁN(u)za (%) G, (u). Ce qui donne,

en posant 7(«,u) fo (1 — )%™ dg,

La limite quand v — v de Ky (e

I2(a)ey (D) Ky (N, /Ny = %Num (—2R (¥ (o, w)T (e, —w)) + |9 (e, u)|?) + o(N).

On sait d’autre part (voir [[J]) qu’avec les notations du corollaire
™
hin= | f(e”)|Pn(e”)*db,
—
c’est a dire
o = (T (F)11 -
Nous avons d’autre part obtenu dans un précédent travail ( [[L6],[[L7]) que

Of2 1

G820 = 52) ~ (Tul(N)T -

Finalement 'hypothese 3 = 1 nous donne, avec u # v,

2(a)er (1) Ky (€N N = N (uw)®-

etsiu=v
(@) (1) Ky (N, eN) = Nu?® (2R ((a, w)T (v, w)) + [h(a,w)[*) + o(N).
N)

Si maintenant on désigne par R,(c la fonction de corrélation définie par

1

R (01,03, ,60;) = N )

/ [ka PN(Gl’ 79N)d0k+1d0N

avec

N
Py(0h,---,0n) = H 11— ei|%¢y (6;) H |et0s — 102
j=1

Jj<i

On sait qu’on a alors la relation fondamentale

17



Propriété 2 pour tout intervalle I contenu dans | — 7, | et tout entier m € {0,--- ,N}
on a

_1\m N _1\k
P(l<w Hiel}‘:m>:(;l) 3 (15;_17)7@)! RCTSORCD

k=m

Des calculs classiques sur les polynémes orthogonaux donnent la relation
R](CN) (91 oo Qk) = det[KN(Hi, Qj)i’jzl,,,k].

C’est a dire que

N

_1\m _1\k
Pl<n Hiel}‘:m>:(;) 3 (2_13”)! [ Qe[ Bn (01.0,)51.100).

k=m
(34)
On obtient donc finalement, en posant maintenant I = [u,v], -7 < u < v < wet Iy =
(% &), la formule

P

_1\m N _1\k
[N ely)=m)= ( ;3 3 (; —17)7@)!/1k det K (65, 0,155 1..1)d* (0).

k=m
(35)
En posant le changement de variables u; = N6; on obtient
P(‘{igN, HZ-EIN}‘:m> - (36)
—_1)m N -1 k
_ m> 3 (kg—jn)' [N et (/N N a0,
k=m ’
ou encore
—1" o~ (=D
P (({z <N, 0 ¢ IN}‘ - m) -— ] /Ik det[Hy (ui, ujli jor.x)d* (u), (37)
k=m
avec,si u # v ()
1 o K(u,v
HN(’LL,’U) = F2(Oé)61(1) (’LL’U) ’L(’LL _ ’U) + 0(1)7
etsiu=v
1
Hy(u,u) = Wu%‘ (—2R (Y(a, u)T (e, —u)) + [¥ (e, w)?) + o(1).

En revenant a la définition des déterminants des opérateurs de Fredholm nous pouvons
écrire

= (-1
> i det[Hn (ui, u5)i j=1.k)d* (u), = det[(I — Hy )|z2(p)] (38)
k=0 ’

Ce qui donne, au moyen d’'un changement de variables,

-~ ()"
Z i /Ik det[Hn (ui, )i j=1.k)d" (), = det[(I — YHN) |2 (1)] (39)
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ou encore

N
(_1)k,yk—m
Z (k —m)! /[k

k=m

dm
det[HN(uz'aUj)i,j=1---k]‘dk(U) = am det[(I —vHN)[z2(n].  (40)

soit

i\f: T (=D* /zk det[‘HN(ui,uj)i,j=1mk]‘dk(u) = <j—m det[( — vHN)lr2(r) ]> ‘ - (41)

k=m

Et par passage a la limite on obtient finalement

Jdim P ([ < 50 1) = mp = S () qet(a - 0l]] - (a2

Ceci termine la démonstration du théoreme [ Le deuxieme point du théoréme est alors la
traduction du cas m = 0.
La démonstration du théoréme [ repose bien siir sur les mémes idées que celle ci.

3.5 Démonstration du théoreme |6

Nous pouvons de nouveau écrire
N .
oy (e”) = Z q’zv)(“(l)-
j=0 :

Comme dans le cas « positif le théoreme (B) permet donne alors pour j > 1 :

ZG/N -1 N(i9)I 1 2oti=1(1 — p)e N
P w0 = e e R L)

Ce qui donne finalement, en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration
précédente,

a)e , Nl gati=1(;9)d
P( ]3[;(1) @*N(eze/N) _ Z:/O le( H)J (1 _x)adx

ot — )% — T 1 0
—|—/Ox (1= 2)" = 1)z + = +o(1)

Tout ceci permet de conclure que
1
[(a)cr (1) @4 (V) = N ( / 2N — 1) (1 — z)%da+ (43)
0
! 1
+ / 7N = 2)* = 1)dz + — + 0(1))
0 o

L(a)er (1)®4 (V) = N (/01 ol (ewx(l — ) — 1) dx + é + 0(1)> . (44)
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On obtient de méme, en utilisant la relation®}(z) = 2N ®x (1) que

1
D(a)er (1)@ n(eN) = N ( /0 (e77(1 — 2)® — 1) Ldx + é + 0(1)> . (45)

C’est a dire que

F(a)cl(lj)\i]v(ew/]v) _ eier(a)q(lﬁz\r(e_w/N) +o(1).

Désignons maintenant par Ky le noyau de Christoffel-Darboux d’ordre N. On pose de
nouveau § = %, etd’ = %, et en on utilise les formules (i) et ([i§). On obtient alors,par les
mémes méthodes que précédemment, et pour u # v

o . , — K N2«
P2 (@) e (1) R/, /) = L2 [r(eini) (e 00T qag)

avec

K(u’ U) = ?;(04, —’LL)TZ)(O[, U) - 72)(04’ U)?z(% _,U)ei(v—u)’

et
1

o .

1
b, u) = /0 27 H((1 = )%™ — 1)da +

En remplagant /f et (1 — i/ N—v/N )) par un équivalent, il vient si u # v

P2 (a)en (DR (Y, /) = L (e £

e i —v) +o(N).

La valeur pour u = v s’obtient par un simple passage a la limite. Le reste de la démonstration
est alors identique & celle du théoréme [

3.6 Démonstration du théoréme [7]

Nous pouvons de nouveau écrire pour p > 1

La aussi le théoreme [] permet d’obtenir :
(e0/N? _ 1)i

@)

a(:0\J 1, .at+j—1(1 _ .\«
1 N (i0) / x (1—x) dz + o(N®).
0

~ NID ¢ (1)l (o) !

Ce qui donne finalement

N i1 (rn NP1\
P(Oé)61(1) q>*N(€i6/Np) _ Z/l rOtI I(ZH/N 1)] (1 _ $)ad$ +0(1)

N« = Jo 4!
Ce qui peut aussi s’écrire
1
L(a)er (1) @4 (ePN") = N ( / e R L s 0(1)> . (47)
0
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On obtient de méme que

D(a)er (1)@ (e9N) = N® < /0 1 00=)/NP" o=l _ g)edy 4 0(1)> : (48)

C’est a dire que

D2 (a)en (DK (e V) = oo [ (i) [ (e (49)

K (u/NP~1,0/NP=1) 4 o(N2)
x 1 — ci(w/NP—u/NP) :

{i<N, 6;¢ INp}D = m} pour tous les

entiers m,p > 1. En posant I = [u,v], —7m<u<wv<m7etlIne =[x5, 5], 0na

Ce qui permet de calculer les probabilités P (

_1ym N C1\k
B m> - ;l) 2 (/5 —17)n)! /k det[Ky (0:,0]; j=1.-+1d" (0).

P(({igN, 0; € Ino) i
(50)

k=m N
En posant le changement de variables u; = NP0; on obtient
P (({z <N, 6¢ [N}( :m> -

_1\k
= — (k(: _17)71)! /Ik NPk det[Kn(u; /NP, uj/Np]i,j:L..k]dk(u),
k=m

ou encore

P

{i <N, OieIN}‘:m):

—_1m N (_1)k
= T >, Nk(l_p)m /Ik det[Hn (u; /NP~ uj [NP7Y); o g]d (w),
k=m '

Puisque pour tout entier naturel k € [1, N] la quantité det[Hy (u; /NP~ u;/NP7Y); iy
tend vers zéro quand N tend vers l'infini par continuité de la fonction Hy il est clair que
le résultat annoncé dans 1’énoncé est acquis.

4 Appendice, résultats numériques

Dans chaque tableau la premiere colonne donne ® y(1) la deuxieme colonne donne AN ¢
olt A est une constante induite par les résultats des théoremes f et [ Les valeurs de N
étudiés sont entre 400 et 640. Rappelons que par rapport au corps de 'article d = —a.
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4.0.1 d=-

on(1)

11.7692
11.7746
11.7800
11.7854
11.7907
11.7961
11.8015
11.8068
11.8122
11.8175
1.8228

4.0.2 d=

P (1)
5.4235
5.4249
5.4262
5.4276
5.4289
5.4303
5.4316
5.4329
5.4343
5.4356
5.4370
5.4383
5.4396
5.4410
5.4423
5.4436

0.2750

AN~
11.7688
11.7742
11.7796
11.7850
11.7904
11.7958
11.8011
11.8065
11.8118
11.8172
11.8225

-0.1500

AN
5.4234
5.4247
0.4261
5.4274
5.4288
5.4301
5.4315
5.4328
0.4342
5.4355
5.4368
5.4382
5.4395
5.4408
5.4422
5.4435

on(1)
1 11.8282
11.8335
11.8388
11.8441
11.8494
11.8547
11.8600
11.8653
11.8705
11.8758

AN~
11.8279
11.8332
11.8385
11.8438
11.8491
11.8544
11.8597
11.8650
11.8703
11.8756

(I)N(l) AN (I)N(l)
5.4449 5.4448  5.4542
5.4463 5.4462  5.4528
5.4476  5.4475  5.4555
5.4489 5.4475  5.4568
5.4383 5.4382  5.4581
5.4396 5.4395  5.4594
5.4410 5.4408  5.4607
5.4423 5.4422  5.4620
5.4436 5.4435  5.4633
5.4449 5.4448  5.4646
5.4463 5.4462  5.4659
5.4476 5.4475  5.4672
5.4489 5.4475  5.4685
5.4502 5.4475  5.4698
5.4515 5.4501

5.4528 5.4515
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on(1)

11.8811
11.8863
11.8916
11.8968
11.9021
11.9073
11.9125
11.9177
11.9229
11.9282

AN~
11.8809
11.8861
11.8914
11.8967
11.9019
11.9071
11.9124
11.9176
11.9228
11.9281

on(1)
5.4711
5.4723
5.4736
5.4749
5.4633
5.4646
5.4659
5.4672
5.4685
5.4698
5.4711
5.4723
5.4736
5.4749

on(1)

11.9334
11.9386
11.9437
11.9489
11.9541
11.9593
11.9644
11.9696
11.9748
11.9799

AN~
11.9333
11.9385
11.9437
11.9489
11.9541
11.9592
11.9644
11.9696
11.9747
11.9799



4.0.3 d=

on(1)
2.3768
2.3769
2.3770
2.3771
2.3772
2.3773
2.3774
2.3775
2.3776
2.3777
2.3778

4.04 d=

P (1)
0.9706
0.9704
0.9702
0.9701
0.9699
0.9698
0.9696
0.9695
0.9693
0.9691
0.9690

4.0.5 d=

on(1)
0.3566
0.3565
0.3563
0.3562
0.3561
0.3559
0.3558
0.3557
0.3556
0.3554
0.3553

on(1)
2.3779
2.3780
2.3781
2.3782
2.3783
2.3784
2.3785
2.3786
2.3787
2.3788

on(1)
0.9688
0.9687
0.9685
0.9684
0.9682
0.9680
0.9679
0.9677
0.9676
0.9674
0.9673

on(1)
0.3552
0.3551
0.3549
0.3548
0.3547
0.3546
0.3544
0.3543
0.3542
0.3541
0.3539

Py (1)
2.3789
2.3789
2.3790
2.3791
2.3792
2.3793
2.3794
2.3795
2.3796
2.3797

PN (1)
0.9671
0.9670
0.9668
0.9667
0.9665
0.9664
0.9662
0.9661
0.9659
0.9658
0.9656

PN (1)
0.3538
0.3537
0.3536
0.3535
0.3533
0.3532
0.3531
0.3530
0.3528
0.3527
0.3526

23

N (1)
2.3798
2.3799
2.3800
2.3801
2.3802
2.3803
2.3804
2.3805
2.3805
2.3806

on(1)
0.9654
0.9653
0.9651
0.9650
0.9648
0.9647
0.9646
0.9644

on(1)
0.3525
0.3524
0.3522
0.3521
0.3520
0.3519
0.3518
0.3517
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