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Abstract :
For an abelian number field K containing a primitive p* root of unity
(p an odd prime) and satisfying certain technical conditions, we parametrize
the Z,[G(K/Q)]-annihilators of the "minus” part Ay of the p-class group
by means of modules of Jacobi sums. Using a reflection theorem and Bloch-
Kato’s reciprocity law, we then determine the Fitting ideal of the ”plus”
part A;r{ in terms of "twisted” Gauss sums.
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1 Introduction

Pour une extension galoisienne de corps de nombres K/k, de groupe de
Galois H, I’étude de la structure de H-module du groupe de classes Clx com-
mence naturellement par la détermination de son idéal annulateur. Si k = Q
et K est un corps abélien CM, un annulateur classique est I'idéal de Stickel-
berger, mais qui ne voit que ”la moitié du monde”, en ce sens que sa partie
”plus” est triviale, et donc n’apporte que des renseignements... triviaux. Les
mémes problemes se posent dans le cadre p-adique pour la Z,[H]-structure
du p-groupe de classes A : la partie "moins” s’étudie a partir de la Conjec-
ture Principale de la théorie d’Twasawa (théoréme de Mazur-Wiles), mais la
partie "plus” demeure mystérieuse (conjecture de Vandiver, conjecture de
Greenberg).

Dans le présent travail, on fixe un corps abélien K contenant une racine
primitive p**™¢ de I'unité ¢p (p # 2) et 'on adopte les notations habituelles
K, = K(Gnt1), Koo = Un>0Kn, H, = Gal(K,/Q), Hy = Gal(K«/Q),
Ap=le p-groupe de classes de K, X = @1 A,,. On se propose dans un pre-

mier temps de ”paramétriser” les Z,[H,,| (resp. Zy[[Ho]]) annulateurs de A;;
(resp. X5 ) par des modules de sommes de Jacobi : c’est une idée ancienne
d’A. Weil ([We]), appliquée par Iwasawa a Q((,) ([Iwl]), puis par Angles
et Beliaeva aux corps Q((pn) et Q((peo) ([AB]), et généralisée aux corps
abéliens par le second auteur dans son mémoire de Master. Dans un second
temps, on utilise le "miroir” (Spiegelung) pour en déduire une description
de I'idéal de Fitting initial de A" (resp. X1) sur Z,[H,] (resp. Z,[[Hwo]) en
termes de sommes de Gauss "tordues” (théoreme 5). Ces sommes de Gauss
sont explicitées dans une troisieme étape en utilisant la loi de réciprocité de
Bloch-Kato (théoréeme 10; le principe du calcul est expliqué a la fin du §3).
Dans un dernier paragraphe, on fait le lien avec des résultats d’annulation
récemment annoncés par D.Solomon ([Soll]) au colloque ”Iwasawa 2008” a
Irsee. Un appendice rappelle les relations du "miroir” (dont certaines sont
peut-étre mal connues) qui sont utilisées dans le texte.

Dans la majeure partie de 'article, les calculs sont faits caractere par ca-
ractere, et I’on se place pour simplifier dans le cas ol p ne divise pas [K : Q).
Ce n’est pas une contrainte essentielle, le cas général pouvant se traiter par
exemple par les méthodes de [T1] et [B], la plupart des résultats demeu-
rant valables au prix de certaines complications techniques. Par ailleurs,
puisque p # 2, on pourrait aussi se concentrer sur le caractere quadratique
de Gal(K/K™) (sans hypotheése de semi-simplicité) pour obtenir, avec les
méthodes du précédent travail, des résultats ”globaux” sur les parties ”+ et



-7 des modules et idéaux concernés. Mais qu’on se place dans la situation
semi-simple ou pas, les caracteéres impairs v t.q. ¥(p) = 1 posent probleme :
c’est le cas dit "totalement p-décomposé”, notoirement réfractaire aux tech-
niques de descente de la théorie d’Iwasawa, et ou les complications ne sont
plus seulement techniques. Un exemple typique est le théoreme 3 ci-apres,
ou le résultat est général au niveau infini, mais ne ”descend bien” au ni-
veau fini que sous une hypotheése de non-décomposition. On a écarté le cas
p-décomposé de la descente pour ne pas surcharger cet article (voir les com-
mentaires du §3.4).

Notations générales

Soit p un nombre premier impair. Soit K/Q une extension abélienne de
Q contenant ;. Soit I’ un sous-corps totalement réel de K.

Notons, pour n > 1 K,, = K(uyn+1), G, = Gal(K,,/F), I';, = Gal(K,,/K),
A = Gal(K/F).

Notons px, le groupe des racines de l'unité de K, et ¢, le conducteur de
K,.

Soit I, le Z[G,]-module des idéaux fractionnaires de K,, premiers a ¢y, P,
le Z|Gyp]-module des o € K, tels que («) € I, Ok, lanneau des entiers
de K, et Clg, le groupe des classes de K,,. Notons U,, le module des unités

semi-locales de K, i.e.
Un = [[Usn;

alp

ou U, in est le module des unités principales du g-complété de K.

2 Nombres de Weil et sommes de Gauss

Dans ce paragraphe, nous généralisons les définitions des modules et des
nombres de Weil de la premiére partie de [AB] au cas abélien sur Q et nous
relions ces modules & 'annulateur du groupe de classes de K,,, aux sommes
de Gauss, de Jacobi et a idéal de Stickelberger. Par rapport & [AB], on ne
donnera les démonstrations que la ou le cas abélien se distingue vraiment
du cas cyclotomique.

2.1 Modules et nombres de Weil

Définition 1. On appelle module de Weil de K, et l’on note W,, ’ensemble
des f appartenant a Homg g, (In, KS) tels que

1. 38(f) € Z|G,] tel que Yo € P, f(aO,) = oY) mod ug,
2. f([n) C /LKnUn.



Définition 2. On appelle module des nombres de Weil de K, et l’'on note
Weil,,
Weil,, := {f(a); f € Wy,a € I,}.

Notons que Weil,, est un sous-module de p g, U,. Ce module ne servira
qu’a partir de la deuxieme partie.

Le résultat suivant généralise [Iwl], pp 102-103, [AB] Proposition 1, et
sa démonstration est exactement celle de [AB] Proposition 1 :

Théoréme 1. On a une suite exacte de Z[G,]-modules

0 — Homgg,)(In, fic,) — Wy~ (Anngig, CU(K,))™ — By — 0

ot By, est un 2-groupe fini abélien, et B : f — B(f).

2.2 Sommes de Gauss, modules de Jacobi

Posons E,, = Q(ti,) le corps conducteur de K,,. Soit O, 'anneau des
entiers de F,, et G, le groupe de Galois de E, /Q. Soit £ un idéal premier
de E,, ne divisant pas ¢, et (I) = £NZ. Notons O, /£ =TF,.

On définit le caractere

XS : OEn/S - lucn

pour y # 0 par la relation de congruence
_g=1
Xe(y mod £) =y~ "en mod £

et 'on étend xg¢ a F,; en posant x¢(0) = 0.
Soit Tr la trace de Fy/ F;. On a un caractere
Tr
g1 On/€ =, Yylz) =
ou (; est une racine primitive [-ieme de I'unité.
On pose alors

75, (£) == xe(a)vq(a)

aclFy

et Pon dit que 7, (£) est la somme de Gauss associée a £.

Comme tous les idéaux au-dessus de [ ont le méme corps résiduel associé a
isomorphisme pres, comme G, agit par permutation sur ceux-ci et comme
X(f: = Xgs pour tout 6 € Gf,, on a, pour tout £ idéal premier de E, ne
divisant pas cg,

V6 € Gg,, 75, (2)" = 75,(£%).

Donc 7, s’étend multiplicativement en un morphisme de Z[Gg, ]-modules



ou  est le compositum de tous les Q(p,), m premier a ¢, et en notant I,
I’ensemble de tous £ idéaux premiers de E, ne divisant pas c,.

Par construction de Q, G, est canoniquement isomorphe a Gal(Q2K, /)
donc 7, induit un morphisme de Z[Gy,]-modules

Tn o In — Qpe,)”.

Soit t 'ordre du groupe multiplicatif du corps résiduel d’un idéal premier
de K au-dessus de p. Notons que t ne dépend pas du choix d’un tel idéal,
puisque Gy agit transitivement sur ceux-ci. Alors, pour tout € K tel que
(z,p) =1, on a z! € U,, via le plongement diagonal. Posons

T 1= TL.

2.3 Sommes de Jacobi et théoréme de Stickelberger

Définition 3. On appelle module de Jacobi de K, et l’on note J, ’ensemble
défini par
jn = Z[Gn]?n N HomZ[Gn] ([n, K:L)

On appelle module des sommes de Jacobi de K,, et ’'on note Jac,, I’ensemble
défini par
Jacy, == {f(a); f € T, ael,}.

Soit a un entier premier a c,. Soit o, € G, 'image de a mod ¢,Z via
I’isomorphisme

(Z)enZ)* = Gpg,.
L’élément de Stickelberger de E,, est alors

a

Of, = Z P O';1 € Q[Gg,].
a=1..cn,(a,cn)=1 n

Et celui de K, est la restriction de ©f, a K, au sens des morphismes
galoisiens, noté ©,,.

Définition 4. L’idéal de Stickelberger de K, est
Sy = Z[G,] N OLZ[G,).

Posons S, = {g € Z[G,]; gtO,, € Z|G,]} ou t a été défini au paragraphe
précédent.

Théoréme 2 (Théoreme de Stickelberger). Soit p un idéal premier de I,.
Supposons que O, € Z[G,]. Alors 1,(p)® € K, et

Ta(p)?On = p7m.
Donc, si B € S!, T,(p)? € U,, BtO, € Z[G,] et
%’n(p)ﬁon — pﬁtgn.



Remarques.

— Notons que ce théoréeme est un résultat d’annulation du groupe de
classes d’idéaux de K,,.

— La premiére partie de la preuve de ce théoréeme (voir [Wa, p.98]) nous
donne le résultat :
Soit [ = 1 mod ¢, un nombre premier, £ au-dessus de [ dans E,, et £
I'unique idéal au-dessus de £ dans F),(y;). Alors

T(8)Z[C,,, G = 2118,

Ce résultat implique sans difficulté le lemme suivant (voir [AB] Lemme?2) :

Lemme 1.

87,7, = {u € Z|G,]|T; € Tn}

Proposition 1. Le morphisme 3 induit par restriction le diagramme com-
mutatif :

W, — Anngc, | (CI(Ky))

S

In———1t5,

Preuve. 1. Notons N,, I’élément norme de G,,.
Soit f € Jp. Par le lemme 1, 30 € S/, tq f = 70.
Soit O, € I,. Par le théoreme de Stickelberger, on a

f(aOk,) = 7(aOk, ) = ea®®"
avec € € O . Mais [Wa, lemma 6.1],

72 (a0k, )77 a0k, ) = oM

Donc, comme G, est commutatif,

atéNn _ 660710}5(@”—1—071@”).

Notons {z} la partie fractionnaire du réel z. Comme {z} + {—z} =1
pour tout z € Q\Z, N, = 0,,+0_10,,, donc € ! =1. D’oti € € pg,.
Finalement,

f(@Ok,) = a®©" mod p,,. (1)

Mais le point 2 de la définition 1 est vérifié par définition de 7,,, donc

feWw,.



2. On a un diagramme commutatif.

HOIHZ[Gn] (In, ,uqn)c—> W, — ADHZ[Gn] (Cl(Kn))

La ligne du dessus est donnée par la preuve du théoreme 1. Les in-
clusions de 7, et S,, proviennent de 1. et du théoreme de Stickelberger
respectivement. De plus par (1), Vf € Jp, f=70,0 € S,

B(f) = B(7) = 6tO.

Donc 3 induit par restriction & 7, une application [, surjective par
le lemme 1 et la définition de SJ,.
Soit § € S, tel que §tO,, = 0.
Ker(8') C Homgq, (In, itg,) C W,, donc Fo-10 79,
En outre, la partie "plus” de I’élément de Stickelberger est triviale
[Wa, Theorem 4.9] donc 8t € Z[G,]*.
Donc 72° = 1. Mais 7° € Uy, c-a-d 70 = 1.
O

Ce diagramme commutatif peut suggérer une extension de la définition
de J, au cas relativement abélien, c.a.d ou le corps de base n’est pas Q
(celles de W,, et Weil,, s’étendant sans difficulté). Plus précisément, prenons
(juste pour cette fin de paragraphe) les notations suivantes :
F est un corps de nombres totalement réel. Soit K/ F une extension abélienne
de F'. Supposons que p, C K.
Notons, pour n > 1 K;, = K(pyn+1), Gn = Gal[K,,/F].

L’élément de Stickelberger de K, est défini par

O, = Z CrR, (0,0)07 1,

O'EGn

ou Cr R, (0,s) est la fonction zeta partielle, définie pour Re(s) > 1 par

CrR,(0,8) = Z Na~%.

(aan)zlv(avKn/F):U

et admettant un prolongement méromorphe a C.
On sait que I’ensemble

Sn = Anngq,| (1K, )On

est un idéal de 'anneau Z[Gy,]. La conjecture de Brumer s’énonce alors



Conjecture 1. S, C (Anngq, Clk, )™ -

Par analogie avec le cas cyclotomique, on appelle module de Jacobi et
I’on note 7, I'image réciproque de tS,, par 5. On appelle module des sommes
de Jacobi et ’on note Jac,, le module défini par

Jacy, == {f(p); f € Tn, p € Inn}.

Avec ces définitions et la conjecture de Brumer, on pourrait généraliser une
partie des résultats de cet article.

2.4 -parties, quelques propriétés fonctorielles

Pour tout Z-module M, notons M le pro-p-complété de M. On a M =
M ® Z, si M est de type fini. Comme Z, est plat et p # 2, la suite exacte
du théoréme 1 donne

0 — Homzg, ) (Ins i) @2 Zy — W, 5 (Annz g1 4n) — 0,
ott A, est le p-Sylow de Clk, et 3 est naturellement induit par 3.

A partir d’ici et sauf mention expresse du contraire, tous les calculs ca-
ractere par caractére se feront sous I’hypothése de semi-simplicité, i.e. p ne
divise pas [K :Q).
Soit ¥ un @p caractere impair irréductible de A, différent du caractere de
Teichmiiller w. Notons 9* := w.ih~! son caractere "miroir”, Z,[¢] le sous
anneau de @p engendré par I'image de 9. L'idempotent e, associé a 1 est
défini par .

ey = sz(é)é_1 € Zyly] = eyZylA.

dEA

Soit M un Z,[A]-module. Dans toute la suite, on notera M¥ = e, M. Soit
Ay = lim €y, [G,] = lim e, Z,[A][T] = Z,[][[T]].
Soit v9 un générateur topologique de A. On a l'isomorphisme bien connu
Ay 2 Zp[][[T7]], en envoyant v — 1 sur 7.
Comme 9 # w et t (défini au §2.2) est premier a p, le diagramme du para-
graphe précédent induit le diagramme commutatif de Z,[¢][I';,]-modules :

W Anng, (yr, | An

I

72;» 32-
Nous allons maintenant montrer que les objets de ce diagramme ”montent”.

Comme ¥ # w, gf est principal, engendré par Oy la psi-partie de I’élément
de Stickelberger de K, qui est alors un élément de Z,[¢][Gy].



De plus, (@%)nzo forme un systéme projectif pour la restriction des auto-
morphismes (voir e.g. [Wa, Proposition 7.6]) . Notons

0y = lim OF.

et Xoo = lim A, la limite étant prise pour les applications de norme. Il est

clair que
l{iﬂl Anng, [y [pn}AZ = AnnAng’o.

Les objets de gauche du diagramme montent alors via l'isomorphisme f.
Notons leur limites respectives

To W
Comme (Up,)n>0 et (In)n>0 sont évidemment des systémes projectifs pour la

norme, (Weﬂ:f)nzo et (Ez)nzo en sont aussi. Notons leur limites respectives

Uso, Weil', Jacr..

3 Montée et annulateurs

En profitant des propriétés fonctorielles précédentes, on va maintenant
passer a la limite projective le long de la tour cyclotomique pour paramétrer,
au niveau infini, les annulateurs du A,-module X%,

3.1 Idéaux annulateurs

Comme depuis le début, ¢ est impair, ¢ # w. Le lemme suivant ([H, p.31,
remarque 2]-[Wa, proposition 13.28]) permet de définir la ”série minimale”
d’un certain type de module de torsion :

Lemme 2. Si M est de A-torsion, sans sous-module fini non nul, alors M
est de dimension projective inférieure ou égale & un sur A. Soit alors P une
matrice de présentation de M. Soit Ay = det(P) et Ay le pged des sous-
déterminants stricts de rang mazimal de P. L’idéal de Fitting et l’annulateur
de M sont principaux sur A, engendrés respectivement par Ag et Ag/A;.

Sous les hypothéses du lemme 2, on appelle série minimale de M un

générateur de lannulateur de M. C’est un annulateur dont le degré de
Weierstrass est minimal. Bien entendu, la série minimale de M divise sa
série caractéristique.
Si E est le module élémentaire associé a M comme dans le lemme 2, M et
FE ont méme annulateur. La matrice de présentation de E étant diagonale,
un générateur de l'annulateur est le ppcm des termes diagonaux (i.e. des
termes qui apparaissent dans le théoreme de structure) alors que la série
caractéristique en est le produit.

Fait : Xffo vérifie ces hypothéses pour ¢ impair.



3.2 Quelques représentations galoisiennes

Dans cette section, et sauf mention expresse du contraire, ¢ est un ca-
ractere impair, distinct du caractéere de Teichmiiller w.
On se propose de construire certaines représentations galoisiennes de %f
(resp. X%) dans Zp[][I'n] (resp. Ay) qui joueront un réle important dans
I’étude des annulateurs galoisiens du groupe de classes.
Notre premier résultat va décrire les modules EZ et Ei comme des
modules de sommes de Gauss au sens d’Ichimura-Hachimori-Beliaeva ([HI],
§3.2; [B], §6).
On va utiliser les notations suivantes :
L,, la pro-p-extension abélienne non ramifiée maximale de K.
L, la pro-p-extension abélienne non ramifiée p décomposée maximale de K.
M, la pro-p-extension abélienne non ramifiée hors de p maximale de K,,.
X, = Gal(L,/K,), X, = Gal(L,/K,) et enfin X,, = Gal(M, /K,). Nous
noterons par un indice infini les limites projectives des groupes de Galois
pour les applications de norme.

Lemme 3. Tout z, € WZ (resp. 200 € Wfo) induit un morphisme de
Zp[Y][T'n]-modules zy, : XY — UL (resp. un morphisme de Ay-modules zs :
.’ffo — u;%) Si lon identifie par le corps de classes Z/{;f (resp. u;"o) a un sous-
module de X% (resp. de %fo), zn (Tesp. zso) s’identifie a la multiplication par
B(zn) (resp. B(2x0)) dans x¥ (resp. %&)

Preuve. Comme U, est un Z,-module, le morphisme z, induit par la théorie
du corps de classes un morphisme, encore noté z,, de Zy[¢][I';]-modules

Zn ¢ %Z—»Uﬁf’.

Siun systeme (zy, )n>0 est cohérent pour la norme, il définit un A,-homomorphisme
Zoo XL S UYL,
L’identification de z, (resp. zs) résulte de la preuve du Théoréme 1 et des
suites exactes du corps de classes (¢ # w, 1) impair) :
0—UY — XY — AY —0.
O

A partir de maintenant, on notera Fy, "la” série caractéristique de Xffo,
My, "sa” série minimale au sens du lemme 2. D’apres la Conjecture Princi-
pale (ou théoreme de Mazur-Wiles), les séries O, et F, different par multi-
plication par un inversible de Ay, ce qu’on écrira ©y" =" Fy,.

Lemme 4. EZ —0VxY e Efe = @d}%’l’ - fw%g}o

10



C’est la caractérisation des modules de sommes de Gauss p-adiques au
niveau infini par Hachimori-Ichimura-Beliaeva ([HI], [B]).

Remarquons au passage que comme Wi 2 MyAy, Weili = Mw.’ffo.

Preuve. D’aprés le lemme 1, tout élément de 7, est de la forme ?g, donc
Eﬁ C Im7,, et d’apres le lemme 1, Im7,, = ﬂ(?n)%ﬁ. Or B(7,) = 1O, et t
est premier a p. O

Dans la suite, on verra que la Ay-liberté éventuelle de Z/{é% est fondamen-

tale. Si ¥*(p) # 1, c’est un module libre, mais dans le cas ¢¥*(p) = 1, on va
devoir modifier les modules u;"o, 3{1{’0 et J ac’f’.o comme suit :
Notons T, := Torg U, et T = 1{&1 T., et remarquons que que 3% = {1} si
¥*(p) # 1. Notons uv = ff’/‘f% (resp. Uy = Z/{g’o/‘fd’) et XV = %%/Qx
(resp. .'%Zo = .'ffo /%Y%) en voyant Zx[ﬁf’ comme un sous-module de %f (resp.
u;"o comme un sous-module de .’{fo) via le corps de classes. Le module 561{’0
est la ¢-partie du module de Bertrandias-Payan dont les propriétés sont
rappelées dans ’appendice.

Les applications z, (resp. zo) se factorisent alors en des morphismes de
Zpl][I'y]-modules (resp. de Ay-modules)

2 XL UY, 2 X — UL

On sait (voir e.g. [G], propositions 1 et 2) que UL - Ay et que si Y(p) # 1,
Uy = Ay Jwny 2 Zy[)[Tr] (wy, = ((14T)P" —1)), donc les morphismes 2
et z, si ¥(p) # 1 peuvent étre considérés, ce qu’on fera désormais, comme
des représentations galoisiennes

Zn ! %f = Zp[Yl[Tnl;, 200 : :%Zo — Ay,

3.3 Une suite exacte fondamentale

On va maintenant, & partir de Xg}o, fabriquer une suite exacte qui donnera
des renseignements sur le "miroir” de X (défini au § 3.2).
Soit Z € Ay tel que
My|Z|Fy.

Soit (Zy)nen I'image de Z par la surjection canonique Ay — Ay /wy. On a
Zyn = Z mod wy, Z =1lim Z,.
Lemme 5. Pour ng0, Z, € Anng, [y [FH}A%

Preuve. Par définition, Z annule Xg}o, donc Z,, annule Xffo /wnXg}o. Or ce
dernier quotient se surjecte naturellement sur AY pour n; /0. U

11



Construisons z,, zs par la méthode du §3.2 a partir des images des Z,
par les isomorphismes Wi = Anng, [y [FR]A%.
Zn o XY = Zo)[Th), 200 0 XL — Ay (2)

Dans la suite, les applications correspondant a My et F, joueront un
role particulier, on les notera m,, mq resp. fn, foo. Notons que si cette
construction est licite pour n; ;0 par le lemme 5, elle ’est en général dés que
Zy € Anng, [y [pn]Aﬁ. En particulier, f, est définie pout tout n.

Théoréme 3. Soit iy impair, 1 # w.
L’application z définie en (2) donne une suite exacte de Ay-modules :

0— tor/w%fo — XY — Ay/(Z) — Aw/zoo(%fo) — 0.

Au niveau fini, elle donne, si ¥(p) # 1, une suite exacte de Zp[v][T'y]-
modules :

0 — torz, X — AL — Zy[Y][Tnl/(Z0) = Zp[W][Tnl /20 (X)) — 0.

Preuve. Donnons la preuve au niveau fini. La preuve au niveau infini est
exactement la méme, en plus facile.

Par définition des modules ﬁﬁf et .’%ﬁ, la suite exacte d’inertie du corps de
classes induit la suite exacte

0—>H$—>§%—>A%—>O.

On en déduit le diagramme commutatif :

0 uy 34 AY 0
l X Zn lzn lan
0 uy Xy AY 0.

L’application ay, est déduite du diagramme, et z, est ici considérée a valeurs
dans ﬁﬁf , puis envoyée dans .’%ﬁ par le corps de classes.

Comme (p) # 1, U = UL Jwy, = Ay JwnAy 2 Zy[][I'y] et (voir e.g. [HI])
Xg’o “ ng . De plus, Z, est le co-descendu de Z et 'on sait (Gross) que
(Z,wn) = 1. Donc Ker(xZ,) est un sous-module fini de Z,[¢][I',], donc
nul. On en déduit que Ker(Z,,) — Ker «,, = AY . en particulier Ker(z,) C
torngf. Mais, comme L?;f est sans Z,-torsion, la suite exacte du corps de
classes nous donne, en regardant les Z,-torsions : torzpif s’injecte dans A%,
donc est tué par z, et finalement Ker(z,) = torngf.

Enfin, Ker(ay,) = AY et Coker(ay,) = AY puisque z, est a valeurs dans uy.
On a ainsi, par le lemme du serpent, la suite exacte :

0 — torg, XY — AY — UY | Z,UY — X8 )2 (XY) — X2 UL — 0.
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Mais zn(iﬁ) C Uy, donc en choisissant un isomorphisme Ul = Zp|Ty],
0 — torz, X, — A} — Zy[Y][Tnl/(Za) — Zp[][Lnl/2a (X)) — 0.

O

Remarque :
Si ¢(p) = 1, non seulement U% /w, n'est plus isomorphe a Uy (voir e.g. [G]),
mais (Z,wy) # 1 et Ker(xZ,) n’est plus fini. On reviendra la-dessus dans
la démonstration du thm. 5 ci-apres.

Notons jz;?fo = @d,%ffo = ,ﬂ,%ffo (resp. jz\igf = @f%ﬁ) et ngi =
./\/ld,%ffo (et remarquons que ces notations sont cohérentes par le lemme 4).
De la démonstration du théoréme on extrait le

Corollaire 1. Awvec les hypothéses et notations du théoréme 3, on a des
suites exactes compatibles par co-descente :
Xv 3¢ Ov ol Y
0 — torp, Xo, — X&, — Jacy, = fra X5 — 0
et .
0— torzpiﬁ — .'%f O, Jaci “ ferfﬁ —0

ou fr(.) désigne le quotient sans torsion.

Le théoreme 3 donne aussi immédiatement ”1’écart” entre le Fitting et
l'annulateur de XéﬂO :

Corollaire 2. Soient Z, Z' € Ay, tels que My|Z|Z'|Fy. Alors

Zm(%qé}o) - ZATZ’
2 (X&) ZAy

En particulier, Fy /My = charAwWEli/jz;Ei.

Comme dans [AB], on peut en tirer diverses formulations de versions
plus ou moins affaiblies de la conjecture de Greenberg.

3.4 Idéaux de Fitting

Dans cette sous-section, on va déterminer les idéaux de Fitting initiaux
des modules X% et A%*, pour 1) impair, distinct de w , ¥* = wy~! (on
sait, par le théoréme de Stickelberger que A% = {0}). Pour ne pas se perdre
dans les détails techniques, on sera amené parfois a supposer que ¥(p) # 1.
En effet, le cas ou ¢(p) = 1 (i.e. p est totalement décomposé dans la sous-
extension fixée par Kery) est le cas notoirement le plus compliqué de la
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descente d’Iwasawa, celui ou la nullité de certains homomorphismes naturels
de descente empéche d’obtenir des renseignements au niveau fini (voir e.g. les
commentaires dans I'introduction de [BelN]). Il faut alors modifier certains
modules de p-unités circulaires, comme c’est fait par exemple dans [BelN],
mais les complications techniques sont assez considérables pour qu’on ait
préféré ici écarter le cas 1(p) = 1 - quitte a y revenir ultérieurement en cas
de besoin.

Lemme 6. Choisissons des isomorphismes cohérents UL = Ay et Uy -
Zp|Y)[Ty] (si(p) # 1), et notons GY et G resp. les images par ces iso-

morphismes de Jaci et j%fo Alors GY (resp. G;/g) est lidéal de Fitting

initial du Zy[][I'y]-module Zjﬁp/ﬁf (resp. du Ay-module ﬁgﬂ/ﬁf@) En
particulier, ces idéauxr sont indépendants du choix des isomorphismes de
départ.

Preuve. C’est évident, puisque
UL /Tack, = Ay GY, et U [Tacy, = Ty 0][Ta) /Y
O

Alors, par le théoreme 3, Papplication f, définie en (2) induit une suite
exacte de Ay-modules :

0 — tora, X%, — XL — Ay/(Fy) = Ay/GL — 0.

De plus, (voir appendice sur le ”miroir”) la torsion du module de Bertrandias-
Payan peut étre vue comme un adjoint :

torAw.’%& w (X! (—1))Y.

ou «af.) est le foncteur "adjoint” d’Iwasawa. D’apres les propriétés foncto-
rielles de I’adjoint, on a un pseudo-isomorphisme :

(XL (1) ~ (X27)F

ot (.)* désigne I'involution d’Iwasawa définie par o +— k(o)o~ ! et ~ signifie
” pseudo-isomorphisme”.
Donc le théoreme 3 peut se réénoncer ainsi :

Théoréme 4. Pour tout v impair, distinct de w, on a une suite exacte de
Ay-modules :

0 — a(X(—1)Y = XL — Ay/(Fy) — Ay/GY — 0.

En particulier, charAwa(Xéo(—l))w = charAwAw/,C’jgo.
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Pour passer des idéaux caractéristiques aux idéaux de Fitting, on utili-
sera le lemme suivant ([Cor|, thm. 1 ou plus généralement, [H], chap.3) :

Lemme 7. Pour tout A-module de torsion M dont invariant pu est nul, on
a : FittpA(M) = (charp(M)).Fitto(M®), ou M° désigne le sous-module fini
mazximal de M.

Théoréme 5. Pour tout caractére impair ¢ de Gal(K/Q) t.q. 1 # w, (G%)!
est lidéal de Fitting de XX sur lalgébre Ay=. SiY*(p) # 1, (GL) est le
Fitting de Xg}o*.

Preuve. On sait déja par le théoreme 4 que (Xclfé}*)ﬁ et A¢/(C7go) ont méme
idéal caractéristique. Pour appliquer le lemme 7, il faut montrer que leurs
sous-modules finis maximaux ont méme idéal de Fitting sur A,. Pour sim-
plifier I’écriture, posons Yo, = ﬁé@/,]ﬁaci = A¢/§épo. Comme Y, et (ng*)ﬁ
ont méme série caractéristique, la conjecture de Gross (qui est vraie pour
les corps abéliens) entraine que le sous-module fini maximal Y2 est égal a
YOI;pn pour nj ;0.

Faisons la descente en supposant d’abord ¥ (p) # 1. La suite exacte tauto-
logique

0—>jz\1€fo—>b~{fo—>Yoo—>0

donne par co-descente un diagramme commutatif :

0—yI" (Jack, ) — U)pom —
0 Jac, uy

ou lisomorphisme vertical provient de I’hypotheése ¥ (p) # 1. Donc, pour
10, Y2 s’identifie au noyau du morphisme naturel (jz;gi)m,n — jz;gf,
c.a.d. , d’aprés le corollaire 1, au noyau du morphisme naturel fry w.’{fo —

fer%%. Or la détermination de ce noyau résulte d’un calcul classique de
la théorie d’Iwasawa, que nous rappelons pour la commodité du lecteur :
d’apres le théoreme de structure, on a une suite exacte

0—>frAw3€7§o—>L—>H—>0,

ou L est Ay-libre et H est fini; par co-descente, on obtient une suite exacte

0— H™ = (fra, X4

OO)FPn — Ll—\pn — ...

qui montre, pour 70, que H s’identifie a la Z,-torsion de (frA¢ .’{’f’.o)rpn. Or,
dans le diagramme commutatif naturel
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0 —— torz, %f %% fer %f

| |

(:{go)r‘p” - (frAw :{20)1"?"
la fleche verticale de gauche est un isomorphisme pour tout caractére ) non
trivial, ce qui montre que H est le noyau de la fleche verticale de droite,
ie. Y2 v H. Mais il est bien connu que H est canoniquement isomorphe

0

au dual de Kummer du sous-module fini maximal (X[fé’*)o (une référence
implicite est [Iw2], une référence explicite [J], coroll 6.5) :

H = Hom((X;é}*)oaﬂp“) = Hom((Xéf*)o(_l)an/Zp)'

I1 est aussi connu (et cela se démontre facilement & partir de [MW], App. 4,
propos. 1), que pour tout groupe fini G dont le p-Sylow est cyclique, pour
tout Zy,[G]-module fini M, le Z,|G]-Fitting de Hom(M,Q,/Z,) s’obtient
exactement a partir de celui de M en inversant I'action de G. Comme les
idéaux de Fitting sont compatibles avec la limite projective (voir e.g. [GK],
thm. 2.1), on obtient le résultat cherché, a savoir que (X:;g,b*)ti et AW(@Q@) ont
méme Fitting sur Ay. La premiere partie du théoréme 5 est ainsi démontrée.
Examinons maintenant le cas o ¥(p) = 1. Comme on l'a déja signalé (voir

la remarque apres le théo. 3), (Xgé,)rﬂ n’est plus fini et j%f n’est plus
isomorphe a frz, X,,. Cependant, le diagramme de co-descente

0= VI —= (Jack )y — U —
0 Jac, uy

reste valable, et dans ce diagramme, I’homorphisme surjectif ¢ : (j&i)rpn )
(frp w%%’.o)rpn — j&f (sous-section 2.4) se factorise a travers fer.'{%. Comme
précédemment, on a H = torg, (jz;?fo)rpn et la factorisation de ¢ a travers
fer%f montre que H = torz, (Kery). Or une chasse dans le diagramme de
co-descente montre immédiatement que YOI;pn (qui est fini par Leopoldt) s’in-

jecte dans H et que le quotient H/ YOE,”n s’injecte dans Ker((Z/N{OO)Fpn — Up,).
Reste seulement a déterminer ce dernier noyau. La suite exacte tautologique

0—>L~{éﬁo—>f£fo—>Xépo—>0

donne par co-descente un diagramme commutatif :

00— (XL — UL) o — (X% ) — (X&) gy — 0

! L]

0 uy x5 AL 0
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qui montre que le noyau cherché coincide avec (Xffo)F " Comme 1 est im-
pair, on sait que Xffo n’a pas de sous-module fini non nul et en définitive,
H=Y"".

Dans le cas ou ¥*(p) # 1, on a par définiton G = GY et il est connu (voir
par ex. [HI|, pp. 380-381) que la surjection naturelle Xg}o* — Xéff " est alors
un isomorphisme, d’ou la seconde assertion du théoreéme. O

(Nous remercions Anthony Martin de nous avoir signalé une erreur dans
une premiere version et nous a suggéré la présente preuve.)

Corollaire 3. ng;* =(0) Gy = Ay & X% = Ay /(Fy)

Remarque : C’est I'analogue exact de la conjecture de Vandiver - sous
différentes formulations - au-dessus de Q((p~) ; rappelons que la conjecture

de Greenberg prévoit seulement la finitude de ng "

Preuve. La premiere équivalence résulte immédiatement du théoreme 5. La
seconde équivalence résulte de la premiere et de la suite exacte du théoreme
4. O

Corollaire 4. Soit ¢ impair, ¥ # w.
1. Si ¥(p) # 1, (G est lidéal de Fitting de X;Tf*/wn sur lalgébre
Zp[p*][T'n)-
2. Si en outre ¥*(p) # 1, (GY)! est le Fitting de AV n > 0.

Preuve. 1. Le Fitting de X.¥~ Jwn sur Ay« fwy, 2 Zp[p*][Iy,] est I'image
dans cette algebre de (5;%)11 Il reste & montrer la surjectivité de I’appli-
cation naturelle N : (G4)! — (Q~;f )¥ i.e., par le lemme de Nakayama,
la surjectivité de N : (G%)!/p — (G¥)?/p. Comme k(o) = 1 mod (p)
pour tout o € I'P", Mﬁ/p « M /p pour tout I'P"-module M, et la
surjectivité cherchée équivaut a celle de N : Gl /p — Gy /p i.e., par
Nakayama, a la surjectivité de IV : Gl — §n, qui est claire par le pa-
ragraphe 2.4. La premiere assertion du corollaire est ainsi démontrée.

2. Par 'hypothese de semi-simplicité, toutes les p-places sont totalement
ramifiées dans K, /K, donc les applications naturelles X;f* Jwn —
A;Zz}* sont surjectives. L’hypothese ¢*(p) # 1 entraine qu’elles sont
injectives d’aprés [LMN], proposition 4.1. Elle entraine aussi, comme
on l'a déja vu dans le théoreme 4, que XY « X;f*.

O

Bien entendu, I'intérét du theoreme 5 dépend de notre capacité a décrire
plus ou moins explicitement ’idéal Qoo Le module des sommes de Jacobi

J—fo étant isomorphe a ,ﬂ,.%fe (lemme 1), on est ramené a la détermination
des éléments Fy,.p pour p € %fo, ce qui constitue en quelque sorte une loi de
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réciprocité explicite au niveau infini. Le principe du calcul sera le suivant :
puisque ¥ # w, la Y-partie de u;"o s’injecte dans .’{fo (par le corps de classes,
on peut l'identifier au sous-groupe d’inertie de X% en toutes les p-places).
Comme F, annule X;é, Fy.p € Uz, pour tout p € 36?.0, et 'on peut chercher
a déterminer Fy,.p par la théorie de Coleman, ce qui revient in fine a calculer
certains caracteres de Coates-Wiles. Le probléme consiste en fait & établir
pour les sommes de Gauss, dans la partie "moins” des unités semi-locales, un
analogue du théoréme classique d’Iwasawa (généralisé par Tsuji, voir [T2])
qui relie des unités cyclotomiques spéciales, dans la partie ”plus” des unités
semi-locales, aux éléments de Stickelberger. Par une approche ”motivique”
et en utilisant la loi de réciprocité de Bloch-Kato, on peut se ramener aux
caracteres de Soulé, c.a.d. & des caractéres kummeriens construits a partir
d’un systéme cohérent particulier de p-unités cyclotomiques. On obtient ainsi
une description remarquablement simple et explicite des idéaux de Fitting
de X;é* et des Af*.

4 Calculs explicites sur Q

Pour des raisons heuristiques, on étudiera d’abord le cas particulier
F = Q, qui présente le double avantage, d’une part de ne pas obscurcir les
arguments principaux par exces de détails techniques, d’autre part ”d’expli-
quer” l'intervention des sommes de Gauss et de Jacobi. Le lecteur intéressé
seulement au cas général pourra se reporter directement au §5.
Dans toute la suite, on désignera par w le caractere de Teichmiiller de
G = Gy = Gal(Q(¢p)/Q). Tout caractere impair ¢ de G s’écrira sous la
forme ¢ = w’, 1 < i < p — 2, i impair. Si M est un module sur lequel G
opére, on notera M@ le sous-espace propre correspondant au caractére w'.
Suivant la démarche générale exposée a la fin du §3.4, il nous faut choisir
un homomorphisme ”explicite”

UD — A, = Z,[[T)]e:,

o0

ol e; est 'idempotent associé & w’.
Partons de I’homorphisme de Coleman U, — Z,[[Goo]].(1 + T') défini par

€ € Ux — Col(e) = (1 — p/p)log fe(T),

ou fe(T') € Zp((T))* est la série de Coleman associée a € et (¢g)(T) = g((1+
T)P —1). Rappelons que Goo = Gal(Q({p=)/Q) opére sur Us, naturellement,
et sur Z,[[T]] par (7f)(T) = f((1 + T)*(") —1), ot x désigne le caractere
cyclotomique. Pour € € U, il existe alors un unique élément Mel(e) €
Zp|[G)] t.q. Col(e) = Mel(e).(1+T), ce qui permet de définir un Z,[[G]]-

homomorphisme

Mel : Use — Z,[|Goo]] 2 Z,|G][[T]].
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D’apres les considérations du §3.4, il est clair que I'idéal de Fitting géi’ C A,

est formé des éléments Mel(F;.p), ou F; est la série caractéristique de XC(Q

et p parcourt 36&2 . Il est connu que Xg,) = (0), i.e. F; est inversible.
Remarque : Les notations de la théorie de Coleman ne sont pas tres bien
fixées. On a adopté ici la terminologie de [PR], qui se justifie par le fait que
Mel provient essentiellement d’une transformée de Mellin ([PR], p.91).
Pour calculer Mel(F;p), on va utiliser des résultats de la théorie d’Thara sur
les pro-p-revétements étales de la droite projective privée de trois points.

Rappels sur la théorie d’Thara :([Col3], [Ih], etc...)

Le pro-p-revétement abélien étale maximal de IP’}@ —{0,1,00} est donné par
la tour des courbes de Fermat d’équations homogenes XP" 4+ YP" + ZP" = 0,
n > 1, et le groupe de Galois absolu Gg opeére naturellement sur le module

de Tate T := lim T,,(J,(Q)) associé aux jacobiennes J,, de ces courbes. La

théorie d’Thara permet d’en déduire des représentations galoisiennes décrites
en termes de séries formelles. Citons trois résultats principaux :

Théoreme 6. T est un module monogene sur l'anneau
A 2 Zp[u, v]] 2 Zp[[u, v, w] /(1 +u)(1 +v)(1 +w) —1).

Un générateur privilégié n de T sur A provient du commutateur xyz "y~
dans le pro-p-groupe libre & deux générateurs z et y, qui est le groupe fonda-
mental du pro-p-revétement étale maximal de IP’}@ —{0,1,00} (ce commuta-

1

teur correspond au contour de Pochhammer dans P{ — {0, 1, 00}). En fixant
une fois pour toutes un générateur de 7,,(G,,) = Zy(1), l'action de Gg sur
T se traduit par un 1-cocycle continu

Ih: Gg — A",
o +— Ihy(u,v,w) t.q. o.n = Ihy(u,v, w).n. Par restriction, on obtient une
représentation continue de X,, dans A* :

Théoréme 7. On a une représentation continue Ih : Xoo — A*, p —
Th,(u,v,w) t.q.

Th,(u, v, w) = exp Z 57;;('/7) Um+vm+wm),
m>3, m impair. ’

14+ u=-explU, 1+v=-expV, 1+w=expW. En particulier, Ih,(u,v,w) =
G,(u)G)(v)Gp(w), (1+u)(1+v)(1+w) =1, avec

Gp(u) — exp Z ﬁm(p) Um

m!

m>3, m impair.

et des expressions analogues pour G,(v), G,(w). Pour tout m > 3, impair,
Bm € Homg, (X0, Zp(m)).
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La série Th, (resp. G,) est universelle pour les sommes de Jacobi (resp
pour les sommes de Gauss) en un sens bien précis, voir [Ih], thm.7 (resp.
[Col2], thm. 5.3). La factorisation de Ih, dans le théoréme précédent est
I’analogue de la factorisation d’une somme de Jacobi a deux parametres en
un produit de trois sommes de Gauss. De plus, alors que les valeurs spéciales
de G, sont reliées aux sommes de Gauss, les coefficients de G, sont reliés
aux unités cyclotomiques.

4.1

Rappels sur quelques caracteres p-adiques.

Rappelons d’abord la définition de quelques caracteres qui interviennent
classiquement en théorie d’Iwasawa cyclotomique (voir e.g. [IS]). Fixons une
fois pour toutes un générateur v = ((pn)p>1 de Zp(1).

~ les caractéres de Coates-Wiles ¢&"V € Homg__ (Uso, Z,p(m)) appa-

raissent comme coefficients dans le développement en série de log fe :

Ve € Uso, log fe(u) = Z ¢mT('€)Um , 1+u=-expU,

m2>1, m impair.

et o5V (€) = dm(e) @ vE™.

— les caractéres de Soulé x,, € Homg  (X,Zp(m)), sont des ca-

racteres kummeriens sur des systemes projectifs de p-unités cycloto-
miques :
Vn > 1, Ym > 1, impair, posons

Eglm) — H (1 _ an)am+1

1<a<p®, (a,p)=1

et définissons x,, par C;,T(p) = {(eslm))}p_l, Vn >1Vp € Xs. Alors :

Théoréeme 8. Pour tout m > 3, m impair, on a :

1.
2.

3.

Ve € Uno, Bm(€) = Lp(m,w ™) (e).
Ve € Uso, Xm(€) = (1= p™ 1) Lp(m, ! =) (e)

Vi impair, 3 <i<p-—2, Vp € .’f&), Ym =1 mod (p— 1), xm(p) =
(1= p™ Mo (Fip)

. Vi impair, 3 <i<p—2, Vp e 3{5}2, Vm =i mod (p — 1), Bn(p) =

oSV (Fip) = (L= p™ ) xm(p)

Principe de la preuve. 1. provient de [Th], thm. 10. La relation 2. a été
montrée par Coleman en utilisant sa loi de réciprocité explicite ([Coll]).
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Donnons une idée de la preuve de 3. suivant la méthode simplifiée de [Ich2] :

Comme F; est ”1a” série caractéristique de Xé?, on a déja vu que F;.p € Z/{é?.

Puisque Homg__ (%Q,Zp(m)) = 0 pour m # i mod (p—1), on peut se limiter
au cas ot m =i mod (p — 1) ; alors, pour p =€ € Z/{éé), les relations 2. et 3.
coincident par Mazur-Wiles, donc 3. découle de 2. si la restriction

Homg, (XY, Z,(m)) — Home (U, Zy(m))
est injective. Or, toujours d’apres Mazur-Wiles, cette injectivité a lieu si et
seulement si L,(m,w'™") # 0. Mais il n'y a qu'un nombre fini d’entiers m
pour lesquels Ly, (m, w!=%) =0, et donc la continuité en m des caracteres X,
et (1 —p™ gtV entraine la validité de la relation 3.
La relation 4., quant a elle, repose sur 'injectivité (inconditionnelle) d’un
autre homomorphisme de restriction, a savoir

Homg,_ (X9, B) — Homg,_ (U, B),

[ ol o0 !

ou B={ge€ A*; ¢(0,0) = Imod p} (voir e.g. [Ich2]). O

4.2 Sommes de Gauss

Le théoréeme précédent détermine clairement I'image Col(F;.p) en termes
kummeriens. Plus précisément :
Lemme 8. Vi > 3, impair, Vp € %g@, Col(F;.p) est la "série universelle
de Gauss”

H;(T) = Z XT;L(!/))me

m>3,m=i (p—1)

avecexp X =1+1T.

Preuve. A partir de la formule évidente D(pg) = pp(Dg), ou D est opérateur

différentiel (1+ 7T )%, on obtient immédiatement le développement en série

_ (1 =p™ " (©) m
Col(e) = > — X,
m>1, m impair
exp X = 14T, Ve € Uy. Pour € = F;.p, on en déduit, d’apres 3. du théoreme
précédent, que Col(F;.p) = H;(T). O

Il reste a déterminer Mel(F;.p), ce qu’on va faire en introduisant, pour
tout p € Xoo, une mesure d, € Zy[[Go]| définie par Ihara-Kaneko-Yukinari
(IKY], prop.2) :
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Définition-Lemme 1. Pour tout p € Xo, pour tout n > 1 et tout a €

(Z/p"Z)*, fixons byg € Zyp t.q. {(1 — (gn)l/pn ol = C;)Z’a et posons

pt—1
511 = Z bn’ﬁ (1_10'[1 S Zp[Goo]a
= (ap =

ou o, est U'unique élément de G t.q. K(0q) = a. Alors 6, = lim 6, €

Zp([Goo] existe, et

(1+T)= Xm

X" exp X=1+4+T.
m>1
Principe de la preuve : On remarque qu’en fait 6, = lim 7,(d,), ou m,

est la projection de Z,[[Go]] dans Z/p"Z[Gy). De plus, par définition,

pr—1

Xm(p) = Z bn.a-a™ " mod p".
a=1 (a,p)=1

Or il est immédiat que :

p"—l

on-(14+T) = (Z bpa a (1 +T)° Z{ > bnﬁ.am_l}%.

m=0 a= 1,((1,])):1
Le reste du calcul est purement algébrique. O

II en résul‘ge immédiatement que pour tout ¢ impair, 3 < 7 < p — 2,
Mel(F;.p) = 5,@, ol 5,(,” € Zp[[T] est la w'-partie de §,. D’ou :

Proposition 2. Pour tout i impair, 3 < i <p— 2, géi’ = {5,@, pE %g}

Ce résultat sera généralisé au théoreme 10.

5 Calculs explicites sur un corps totalement réel

On se propose dans cette section de déterminer explicitement les idéaux
de Fitting GY en se placant dans la situation suivante :
F est un corps abélien totalement réel, A = Gal(F'/Q), p premier avec |A|
et p ne se ramifie pas dans F.
K = Ko = F(), Kn = F(Gnn), Koo = | JKn, A = Gal(F/Q), G =

n>0

Gal(K/F), G, = Gal(K,,/F), Goo = Gal(Kw/F), 'y, = Gal(K,,/K), I' =
Gal(K»/K).
) impair s’écrit yw?, ot ¥ est un caractére (forcément pair) de A et i € Z
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est impair.

Notons que 'hypothése de non ramification de p dans F' n’est pas vraiment
restrictive puisque tout corps abélien totalement réel peut étre plongé dans
un corps de la forme K, . Quant & I’hypothese de semi-simplicité, on a déja
signalé dans l'introduction qu’elle n’est pas vraiment nécessaire. D’ailleurs
elle n’intervient pratiquement pas dans les calculs qui suivent.

L’extension des méthodes du §4 au cas général n’est pas immédiate. La
théorie d’Thara étant spécifique & Q((,), on perd 'interprétation des sommes
de Gauss ou de Jacobi en termes de séries universelles. Mais ’étape essen-
tielle, & savoir la relation de Coleman (thm. 8), peut étre généralisée en
adoptant une approche ”"motivique”.

5.1 Généralités

Rappelons d’abord les préliminaires de la théorie de Coleman sur F'
(voir e.g. [T1]). Soit A, le groupe de décomposition de p dans A et o, € A
I’automorphisme de Frobenius en p. Posons

Op = Op @2, = [ [0,
vlp

ou O, est 'anneau des entiers dAu complété F,,. Comme F/Q est non ramifiée
en p, le Zy[A]-module additif O est isomorphe & Z,[A].

L’anneau des séries formelles Or[[T]] admet une action de A via les coeffi-
cients, ainsi qu’une action de G, définie par :

(rg)(T) = g((L+ )" — 1),

ou k est le caractere cyclotomique.
Soit ¢ 'endomorphisme continu de Op[[T]] tel que

(¢g)(T) = g™ ((1+T)? = 1).

L’homomorphisme de Coleman est le Z,[A][[G]]-homomorphisme Col :
Uso — Op|[T)] défini par Col(e) = (1 — ¢/p)logfc(T), ot fo(T) € Op((T))*
est la série de Coleman associée a € = (€, )n>0, vérifiant fc((ni1—1) = (€n)7
Vn > 0.

L’image de Col est contenue dans un module libre Or[[Goo]].(1+T), de sorte
qu’on peut définir Mel(e) € Op[[Gwo]] par la relation Mel(e).(14+7) = Col(e).
Le résultat fondamental de Coleman est l'existence d’une suite exacte de
Zp|A][[Goo]]-modules :

0= 2y A1) e 2 GG~ (1)

qui provient par induction (i.e. en tensorisant au-dessus de Z,[A,]|[[G]] par
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Zp|A][[Goo]]) d’une suite exacte de Z,[Ap][[Goo]]-modules :
0 Zp(1) Up,oo —= Oy [Goo]] = Zp(1) —0

(ot Uy o désigne la limite projective des unités locales principales).

On notera que pour ¥ # w, Zy[A/A,)(1)¥ n’est autre que le module Ty
introduit a la fin du § 3.2. Pour un caractere 1 impair comme au début
du 85, Ay = Or[[Ga]¥ = Zp[X][[T))ei, €i étant Pidempotent associé & w.
D’apres la suite exacte de Coleman et la Strategle exposée a la | ﬁn du §3, il est
clair que I'image par Mel de F. X% c L{oo n’est autre que Gl c Ay. Pour

calculer les éléments Mel(Fy.p), p € %oo, on dispose encore des caracteres
de Coates-Wiles et de Soulé dans le cas général, méme s’ils sont plus com-
pliqués & définir que dans le cas particulier du paragraphe précédent :

-pour un corps F' totalement réel, non ramifié en p, les caractéres de
Coates-Wiles locaux

¢$;V5 : Umoo — Fy(m) == F, ® Qy(m)

relatifs & F, (v|p) sont donnés a partir du développement en série

IOg fs Z (bm v Um

m>1

ou € € Uy o, fe est la série de Coleman associée, 14+« = expU. En choisissant
un générateur v de Z,(1), on pose, pour tout m € 7Z : ¢gVK(e) = Pm () ®
v Alors ¢GW (¢) € Homg,, Uy, Fu(m)) = HY(F,, Fy(m)) ([BK], §2).
En induisant de A, a A, on peut définir un caractére de Coates-Wiles
semi-local relatif a F,

¢S~LW Uso — Fp(m),
avec I, = F ® Qp 2 @,Fy, qui appartient a Homg  (Uso, Fp(m)) =
@v\le(Fw Fv(m))

(e)

-les caractéres de Soulé y,,’ relatifs & un corps de nombres quelconque

F sont des caracteres kummeriens attachés a un systeéme projectif e de p-
oy . — . .

unités : si e = (en)n>0 € Uy = lim(U,, @ Z,), ot U}, est le groupe des

p-unités de K, = F((pn), on pose

_ He‘r.<n('r)m71>n
= i ,
7

ou 7 parcourt Gal(K,/F) et < a >, désigne I'unique entier de l'intervalle
[0,p"] qui est congru & o mod p™. On définit alors le caractere X,(fb) X0 —

Zp(m) par ([Soul, [IS]) :

(G )X ) = (™) ()P 171 Vp € Koo, Vi > 1.
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Une interprétation peut-étre plus fonctorielle consiste a utiliser 1’isomor-
phisme ([KNF], lemma 2.2)

Homg_ (Xoo, Zp(m)) « HL(OF[1/p], Z,(m)) mod torsion
et pour m # 0,1, la suite exacte ([KNF] thm 3.2)
0= Tie(m = Ve — H(Or[1/p), Zp(m)) — Xig(m — 1)~ =0

(toutes les constructions sont canoniques). On peut alors définir le caractere

Y comme l'image de (en®CI§zm_l)n € (U, (m—1))g.. dans HL.(OF[1/p], Zy(m))
mod torsion.

Si F est abélien, le caractere de Soulé proprement dit, noté x,, = xm(F),
correspond a un choix particulier de e = (e,)p>1 : on prend pour e, la
p-unité cyclotomique N, )/ i, (1 = (gpn), ot f est le conducteur de K.
Dans la suite, il sera méme commode de considérer plutét 'image x5, (S
pour Soulé) de X, dans @,,H*(F,,Z,(m)) mod torsion, via le morphisme

de localisation

vlp

loc, = Hey(OF([1/p], Zy(m)) — @y, H (Fy, Zy(m)).

Remarques :

1. Pour m > 1, la Z,-torsion de H. (Op[1/p],Z,(m)) n'est autre que
H2,(Or(1/p], Qp/Zy(m)) ([KNF], lemma 2.2)

2. Si F est abélien totalement réel, pour tout caractére y de A = Gal(F/Q),
la y-composante locY, de loc,, est injective si et seulement si la valeur
spéciale Ly, (F, xw'™™) est non nulle ([KN] thm. 3.1), ce qui se produit
pour presque tout m.

3. Certains énoncés de [KN] et [KNF| (mais qui ne sont pas utilisés
ici) comportent des facteurs euleriens erronés, qui sont corrigés dans

[BenN]

Dans le cas particulier d'un corps cyclotomique F' = Q((n), le ca-
ractere de Soulé y,, coincide mod torsion avec I’élément cyclotomique
de Deligne-Soulé c,,(Cy) € HL(Z[CN][1/p], Zp(m))

cm(Cn) := lim Coresg ¢y, /ey (1 = Cnpr) © (CNpn)®m !

(voir e.g [HK], def 3.1.2, ot notre m est noté r), qui intervient dans la théorie
des valeurs spéciales des fonctions L.

Notre objectif va maintenant étre de trouver une relation entre ¢C" et x>
généralisant la formule de Coleman dans le thm. 8. Le calcul reposera sur la
loi de réciprocité de Bloch-Kato et la compatibilité entre régulateurs étale
et syntomique.
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La loi de réciprocité de Bloch-Kato ([BK], [PR], etc...) pour le mo-
tif Z(m) peut étre considérée comme une version ”"supérieure” des lois de
réciprocité classiques pour le motif Z(1) ou le groupe multiplicatif G,,. Soit
F totalement réel, non ramifié en p. Pour toute place v|p, pour tout m > 1,
le cobord 97" : F, = HY(F,, B} ,,) — H(F,,Q,(m)) associé a la suite exacte
canonique

1-p~ Moy

B+

cris

0—>Qp(m) —= 17"

(pour les définitions manquantes, voir [BK, p.339]) vérifie :

1
O (@) = ——=T(a. %),

(m—1)
on T : HYF,, F,(m)) — H(F,,Qy(m)) se déduit de la trace de F,/Q,
([BK], thm. 2-1).

5.2 Calculs cyclotomiques.

La tactique, qui figure déja dans I'appendice de Kurihara & [Gr], sous un
langage un peu différent, va consister a appliquer Bloch-Kato a un élément
spécial convenablement choisi. Dans cette sous-section, on travaillera dans
des corps cyclotomiques pour lesquels il convient de donner quelques no-
tations supplémentaires. Fixons un caractere y (forcément pair) de A =
Gal(F/Q), de conducteur N = N,. Les caractéres de Coates-Wiles et de
Soulé seront relatifs & Q((n)* et notés ¢SV (N), xm(N), x5 (N). Dans
'algebre du groupe Gal(Q(¢{n)/Q) = (Z/NZ)*, on désignera par eXN 'idem-

potent associé & y et eiv = Z x(7)~ 17 son numérateur (pour appli-
T€(Z/NZ)*
quer efcv ou eiv il faut évidemment élargir les scalaires, mais pour alléger

le texte, on évitera autant que possible de faire figurer les scalaires dans
les notations). Les éléments 'Y = ¢,,(C) sont compatibles pour la norme
et définissent des systémes d’Euler, et sont donc reliés aux fonctions L,,.
En les modifiant par des facteurs euleriens, Kato a construit des éléments
Em(Cw) tels que ¢ (Cv) = (1 —p™ o, 1 )em(Cn), et ces & ((y) proviennent
d’éléments spéciaux de la K-théorie. Plus précisément, pour m > 3, il existe
des éléments spéciaux by, ((n) € Kom—1(Q((n)) ® Q (appelés éléments de
Beilinson) t.q. le régulateur étale de Soulé

e Kome1(Q(CN)) ® Q — HE(Z[CN][L/p), Qp(m)) — Vit

(ol la premiere fleche est une classe de Chern p-adique, la deuxieme est loc,,
et V&= @, HE (Q(¢N ), Qp(m))) envoie by, (Cn) sur &, ((n)/N™ " (m—1)!
(Deligne-Beilinson-Huber-Wildeshaus, voir e.g. [HK], thm. 5-2-2).

Les valeurs spéciales des fonctions L, quant a elles, interviennent via les
régulateurs syntomiques de Gros-Somekawa (voir [Gr], ou encore [KN],
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§1). Pour toute place v|p, on a un homomorphisme composé

rg?/n,v : Kom-1(Q(¢N)) — H! (ZplCN], Soo (m)Qp) s Q(¢N)v
ou la premiere fleche est une classe de Chern syntomique a valeurs dans un
groupe de cohomologie syntomique; si p [N, ce groupe est égal & Q(¢n ), et
ay, = (1—p o).
Alors by, (Cn) s’envoie via rf),  sur (1 — p~"0op)Lim(Cn) (voir e.g. [KN],
thm. 1.5), ou Li,, est le polylogarithme p-adique de Coleman, dont le lien
avec les fonctions L, est donné, pour tout caractere de Dirichlet pair 6 # 1,

de conducteur Ny, par la formule ([Col3], p.172) :

Ny
(1= 0(p)p™) Ly~ m) = T(O)N; "> 0(b) Lim (CR,)

b=1
Ny
ouT(f) = ZQ(b)CJbVe est la somme de Gauss pour 6. Si p ne divise pas Ny,
b=1

7(6) est une unité p-adique, et 'on posera ug = 7(6) "' N, (indépendant de
m). Pour § = 1, la formule précédente doit étre remplacée par une formule a
la limite au voisinage de 1 ([Col3], p.173). Dans la suite, pour alléger le texte,
on ne fera pas les calculs pour § = 1 (qui sont paralleles & ceux du cas § # 1).

La compatibilité entre les régulateurs syntomique et étale (théoréeme de
Gros-Niziol, voir e.g. [KN], thm. 3.7) se résume en un triangle commuta-
tif :

Vs?]n = @v|pav(H1(Zp[CN]7 SOO(m)Qp))

m
syn

Kom-—1(Q(¢N)) ®Q om

m
x

Vne;t = @v\pHét(Q(CN)anp(m))
les fleches gy, et 9™ étant définies & partir de rgy, , et d;" par induction
de H, & H, ou H désigne momentanément Gal(Q({n)/Q) et H, son sous-
groupe de décomposition en une place v|p. Notons que Vil = @,,Q((n)w-
La tactique va consister a calculer les images de eiv,l(bm(g ~)) dans le tri-

angle précédent :

T

1. Par le régulateur étale :
D’apres les rappels,

1

ré(eX-1bm(Cn)) = N1 (m = 1) X1 (Em(Cn))
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ie.

1-p""x(p
Nm=1(m —

. Par le régulateur syntomique :

Fixons une place v|p et notons X, la restriction de x & H, de conducteur

)~
)!

(N ab(cn)) = S XD v s ),

Np, ivfl le numérateur de 'idempotent relatif a x, ' et H,,. D’apres les
rappels, le régulateur rgy,, , envoie by, (Cy) sur (1 — p~ ™oy ) Lim(CN),

N
donc il envoie exfl b (Cv) sur
v

(L—=p "0 e Lim(Cv) = (1= p~"x(p)) D X(O)H(Lim ().
teH,

Comme eXN,l = Z Z x(t)t), ou s parcourt un systéme com-
H/H,
plet de représentants de H/Hp, le régulateur 7, va envoyer e’ L-1bm ()
N

sur (1 —p~™x(p))> _x(st)st(Lim(¢n)) = D> _x(b)Lim(CR) puisque le
s,t b=1
polylogarithme est Galois-équivariant. En appliquant la formule de

Coleman, on obtient finalement :
P (€x-1(bm ((n))) = wy Ly(xw' ™™, m).

NB : cette formule doit étre lue dans la y~!-partie de BoypQ(CN v,
identifiée & Q(¢n)p(X)-

. Par Bloch-Kato :
Comme précédemment, fixons une place v|p et posons

aU:r?gjnv( 2y (b (Cn)))-

Pour u, € Uy o(N), la formule de Bloch-Kato s’écrit :

(m = 110y (@) (uy) = Y t(an)t(dm,o(un)),

teH,

ou 'on a noté ¢, , pour QS%VL/(N) Or1 t(Ppm.v(y)) = thmw(t Huy)) =
(tédmw)(tu,) en tenant compte de I'action galoisienne habituelle sur

les homomorphismes. Prenons maintenant u, dans la y,-partie de
Up,oo(N) :

( - 1)'6 Z Xv av¢m U)(uv) = Eiijpl(aUQSm,v)(uv)-

teH,

Examinons d’un peu plus pres a, = (1—p‘mx(p))eivfle’m(CN). Comme
Q¢w)w = QP(CN,,), on peut choisir sg € H t.q. so(¢{n) = (n,, d’ot
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soLim({n) = Linm((n,) dans Q((n)w, avec w = sgu, et la formule
de Coleman donne : soa, = Uy, Lp(Xww!™™,m), soit, comme dans le
théoreme 8, en notant F,, la série d’Iwasawa associée a la fonction

uXwLP(wal_mv ) :
X NP _ NP
Vu, € uv,oo(N) Y, SOEX—l(avqu,v)(uv) = Ex—l¢m,w(fwuw)-
Par induction, c.a.d. en appliquant Z x(s)s, on obtient facilement :
H/Hp
Vi € Uno(N)Y, (m — 1)!(500m(0)) () = (X165 (N))(F ),

ou a = r;zn(eiv,lbm(CN)) et Fy est la série d’Iwasawa associée a la

fonction u, L,(xw!™™,.), ¥ = xw™. D’apres 1. et la commutativité
du triangle des régulateurs, on en déduit, pour tout u appartenant a
Uso(N)X (on rappelle que x5 désigne le caractére de Soulé semi-local
défini au §5.1) :

(s0€f 1 xim (N))(u) = N™H(1 = p™ ' x(p)) (165" (N))(Fyp-w)

ou encore, en changeant légerement les notations et en écrivant F
pour x(so)Fy :

(ex-ixXm(N)) () = N™ (L = p™Ix(p) (-1 63" (V) (Fyw).

Prenons maintenant u € Uso(N)¥ = (Use(N)X)*™. Si f est dans une
(x')~!-partie, alors

(0f)(w) = (X)) f(u) = a(f(o™ u) = w(o)™ ™ (o) f(u) = x ™ (0) f(u),
donc ¥’ = x et la relation précédente devient :

Vu € Uno(N)Y, X (N)(w) = NP1 = p™ x(p)) 85, (V) (Fy ).

5.3 Retour a F

On revient aux hypotheses et notations générales de début de la partie
5, ot x est un caractere (forcément pair) de A, de conducteur N = N,. La
relation de Coleman (théoréme 8 (3)) se généralise comme suit :

Théoréme 9. Soit ¥ = yw', 1 < i < p— 2, impair. On peut choisir une
série caractéristique Fy, de Xffo telle que pour tout m =i mod (p — 1), pour
tout € € u;"o, on a :

X (€) = NI7H1 = p™ x(p) oS (Fypee)

(ici, les notations ng ¢%W, UL sont relatives au corps de base F).
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Preuve. Notons F, le corps fixé par Kerx et prenons la corestriction de
Q(¢n) a Fy. D’apres les propriétés fonctorielles normiques rappelées au
début du paragraphe 4, la derniere formule du paragraphe précédent donne :

Vo' e UL, (x5) (W) = N"H1 = p () (oS ) (Fypad),

ou les notations (.)" se réferent (provisoirement) au corps de base F.
Or il est bien connu que U, est de Ay-rang 1 et Homg, (u;"o, Zp(m)) est de
Zp|x]-rang 1, et par suite

Ve e UL, x5, (€) = A5 (Fye)

ou X € Qp(x) et les notations se réferent (définitivement) au corps de base
F. En prenant la corestriction de F' & F, la formule précédemment obtenue
montre que A = N™ (1 —p™~Lx(p)). On a ainsi montré la formule cherchée
pour tout ¢ impair, > 3. Pour x fixé, la continuité en m des deux membres
de ’équation permet de conclure aussi pour ¢ = 1. O

Il reste maintenant a généraliser la mesure de Ihara-Kaneko-Yukinari
(définition-lemme 1).

Définition-Lemme 2. Soit ¢ = xw' comme précédemment, et N = Ny.

Pour tout p € f{’f}.o, pour tout n > 1, et tout a € (Z/p"Z)*, fizons bya €
bn.a 1/pny ) i

Zp[] t.q. (' = (Jaen/p )P~L ou e, est la p-unité NQ(Cfpn)/Ki(l — (pm)

qui intervient dans la définition des caractéres de Soulé (voir les rappels ).

Posons ¢ = aN ! et

p"—1

n(p) = Z bn.ac” ' 0c € Zp[Y][Gool-

CL:1, (a,p):l

Alors 0y (p) = lim 6,(p) € Zp[Y][[Goo]] existe et

n—oo
N™ xm(p)
Sp(p).1+T) = Z T!me’ expX = (14 17).
m>1,m=i(p—1)
Preuve. Ce sont les mémes calculs que dans la définition-lemme 1. O

Dans ce qui suit, on considérera d,(p), pour p € %fo, comme un élément

de Ay = Op|[Goo])”

Théoréme 10. Pour tout caractére impair ¢ de Gal(K/Q), pour tout p €
X%, ona: Mel(Fy.p) = 6y (p) dans Ay. En particulier, GL est composé des
dy(p), p parcourant x%.

30



Preuve. Par définition de I’homomorphisme de Coleman et des caracteres
de Coates-Wiles,

Xm
m!

Col(e) = Z (1= x()p™ oSN (e)

m>1

pour tout € € u;"o, et donc, d’apres le Théoreme 9 et la remarque 2 du § 5.1,
Mel(Fy.€) = dy(€) pour tout € € UL Cette identité se prolonge a %Zo, le
passage de € € u;"o ape XY, se faisant par le méme argument de densité
que dans la preuve du Théoreme 8. O

Sous les hypotheses ot le théoreme 5 s’applique, les (6, (p))? constituent

donc l'idéal de Fitting sur Ay« du module Xéf*. Pour avoir un résultat
d’annulation galoisienne au niveau fini, introduisons quelques notations :
Vn > 1, Vp € X, V7 € Gy, soit by » € Z/p L[] t.q. (™ = (7(en) /P )P,
ou e, est la p-unité spéciale qui intervient dans la définition des caracteres
de Soulé. Posons

5n(ﬂ) = Z Bn,TT_l € Zp[l/’*]/pn[Gn]-

TEG'rL

Corollaire 5. Si ¢(p) # 1 et ¥*(p) # 1, alors les on0,(p), p parcourant
XY, composent Uidéal de Fitting de AY [p" sur Zp[y*]/p"[Gr].

Preuve. Dans les calculs justifiant I'existence de d,(p), on a en fait montré
que 6y (p) = limm, (8,(p)), ot m, est la projection de Op[[G]] dans Op/p"[G,,].
Or

m(0n(p)) = D bnade1n = oNu(p)
a€(Z/p"ZL)*

(rappelons que N = N, est premier a p). On applique alors le corollaire 3
du théoreme 5 de la partie 3.4. O

5.4 Calculs globaux

Dans cette sous-section, on cherche a faire une étude "globale” (par
opposition & I’étude ”caractere par caractére” des sections précédentes) des
parties "+ et -” de certains modules galoisiens (p # 2). L’hypothése de semi-
simplicité n’est plus nécessaire. Toutes les notations antérieures ne faisant
pas intervenir de caractere seront conservées ; les autres seront modifiées de
facon naturelle. En particulier (cf. § 3.2) toralse 2 Zp[A/Ap](1) (cf. §5.1),
Uy = oo /tOr A U0, Woo = toraldoe/Zp(1), Xy = Xoo/Weo (c’est le module
de Bertrandias-Payan, voir §6). Tous ces modules, ainsi que leurs parties
plus et moins, sont des modules sur l'algebre complete A = Z,[A][[G]],
qui contient la sous-algebre d’Iwasawa A = Z,[[I']] et qui peut étre identifiée
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a A[Gal(K/Q)] (les groupes de Galois sont définis au début du §5). On

notera Mel : U, — A 'homomorphisme injectif déduit de la suite exacte
de Coleman (§5.1).

Théoréme 11. Soit F la série caractéristique de X3 et notons [F] : %;o —

A~ le morphisme composé Mel o (multiplication par F). On a une suite
exacte de A-modules :

0= a(Xo(-1))" — Xy — A7 /[FlUy, — A7 /[FIXS, — 0,

o0

Preuve. La méme démonstration que dans le théo. 4 (mais sans passer par
les caracteres) donne une suite exacte de A-modules :
0— a(X,(~1)" = XL = UL/FUy — U, /FXs — 0.

Dans nos hypotheses abéliennes, la multiplication par F est A-équivariante,
donc le morphisme Mel donne par passage au quotient un diagramme com-
mutatif uo_o/fuo_o s o_o/f:{;o
Mel Mel
A7 /[FlU, — A7 /[FIXS
Les deux fleches verticales sont évidemment injectives et ont pour conoyau

A=/ l\f/[\e/lljo_o. Le lemme du serpent donne alors un isomorphisme entre les
noyaux des deux fleches horizontales, d’ou la suite exacte du théoreme. [

Corollaire 6. Notons My, et Lo les extensions de Ko, telles que Xoo =
Gal(Mwo/Kx) et Xoo = Gal(Loo/Koo). Soit T, le sous-corps de My, finé
par toryXoo (voir §6 ci-dessous). Alors Gal(Loo NTso/Koso) 2 [FIX /[ FIUSL
en tant que A-modules.

NB : d’apres la conjecture de Greenberg, Gal(Loo NTso/Koo) devrait étre
pseudo-isomorphe a X (voir §6).

Preuve. D’apres appendice (§6 ci-dessous), Gal(Loo N Teo/Koo) est natu-
rellement isomorphe & X /a(X__(—1))~. La suite exacte du théo. 5 permet
de conclure. O

Théoreme 12. Avec les hypothéses et notations du théoréeme 11, on a une
relation entre A-idéauz :

([F]X5,)F = Fitty (A ®p XJ).(Melldy)* C Fitta (A @y X))
Il en résulte en particulier que ([F]X2)! € Anna(X.F).

Preuve. Nous allons faire la démonstration en plusieurs étapes :
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1. La suite exacte de A-modules au début de la démonstration du théo.
11 donne une égalité de séries caractéristiques :

Fse(Uy/FXL) = se(a(Xo (1)) ).scU /FUL).

Or, d’apres le théoreme de structure, Z/~{O_O s'injecte dans un A-module
libre A" (ou r est le A-rang de U ), avec un conoyau fini. Comme p ne
divise pas F (nullité de I'invariant p de X)), on en déduit facilement
un pseudo-isomorphisme injectif U /]-"Z/I — A"/FA", qui entraine
en particulier que le premier quotient n’a pas de sous-module fini non
nul. On montre aussi, exactement comme dans le théo. 5, que les sous-
modules finis maximaux de U o/ F .'f et X J '+ sont entre eux en dualité
de Kummer. En appliquant le lemme 7, on obtient alors une égalité de
A-idéaux :

(FPA).Fittp (U JFXL)E = Fitta (X.F).Fitta (U /FUL)E.

On a montré en fait que le dernier Fitting & droite est (F*)"A, mais
on n’utilisera pas cette propriété. Il est préférable d’appliquer Mel et
d’utiliser la fonctorialité des idéaux de Fitting par rapport a ’extension
des scalaires pour obtenir une égalité de A-idéaux :

(F*A).Fitty (Melld /[ F)XL )¢ = Fitta (Ao X1 Fitt (Meltdy /[FIUL ).

2. Revenons a la suite exacte de Coleman (voir le début du §5.1) :

0=z YA~ =V i= (Op/(0,— 1)Op(1)" — 0
d’ou nous déduisons une suite exacte :

0 — Uz /FUz Y A~ J[Flz — V — 0.
En tant que A-modules, on sait que A~ = A" et V' (qui est un produit
d’un certain nombre de copies de Z,(1)) est sans Zy-torsion, donc de
A-dimension projective inférieure ou égale & un. Une propriété bien
connue des Fitting (voir e.g. [H|, chap.3) donne alors une égalité de
A-idéaux :

Fitty (A" /FUL) = Fitta UL /FUL ) Fitt V.
En appliquant Mel et par extension des scalaires, on obtient :
[FlUZ = Fitta (A~ /[FIUL) = Fitta (Meltd /[FIU ) .Fitta (A @4 V).

Or 1\7[\{1@;) = Fitt,V d’apres la suite de Coleman, d’ou [Fluy =
Fitty (Meld /[ FIU. )MelZ/{_ B B
Le méme raisonnement exactement, en remplacant FU par FX_,

donne : [F]X5, = Fitty (Meld /[F]X3).Fitta (A ®4 V).
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3. En multipliant la relation de 1. par Fitty (A®, V') et en tenant compte
des deux dernieres relations de 2., on obtient une égalité de A-idéaux :

(FA).([FIXS)F = Fitta (A @4 X.30).(FUL )"
Or [Flz, = Mel(FUZ) = (FA).Meliz, d'ou
(FEA).([FIXL)! = (FHA).Fitta (A @x X.5).(Meltd )E.

F* est un élément de A, donc n’est pas un diviseur de zéro dans
A; on en déduit immédiatement la premiere relation énoncée dans
le théoreme. Il en résulte en particulier que pour tout § € ([F]X3)F,

onad(1oy X.5) =@ X+ = (0). La propriété universelle du produit
tensoriel entraine que 6X. = (0), i.e. § € Anngy X1

O

Pour compléter le théo. 12, il faudrait donner une description expli-
cite de l'idéal [f]%go dans le style des sous-sections précédentes du §5.
Une telle description ”globale” (par opposition a ”caracteére par caractere”)
nécéssiterait probablement d’introduire des techniques de la théorie d’Iwa-
sawa équivariante. Nous espérons y revenir dans un travail ultérieur.

5.5 Comparaison avec des résultats de Solomon

Dans son exposé [Soll] et sa prépublication ultérieure [Sol2], D.Solomon
a construit certains éléments annulateurs de la partie "plus” du groupe de
classes en procédant par montée (alors que nous avons procédé par descente).
Résumons sa démarche :

1. Sous les hypotheses du §5.4, Solomon construit pour tout n > 1 un
homomorphisme

0t (X /P — Z/p" |Gt

qui (apres traduction) est 'analogue (sans les caractéres) du 9, du
corollaire 5.

2. Par la méthode de Thaine, il montre que 9, (p) annule A} /p™, puis,
par passage a la limite projective le long de la tour cyclotomique, il
obtient un homomorphisme 94, : (X3)* — A1 dont l'image annule
X1, ainsi quune suite exacte analogue (apres traduction) a celle du
théoreme 11.

3. Dans le cas particulier de Q((,), en redescendant Imd, au niveau n, il
détermine le Fitting du dual de Pontryagin du quotient des unités par
les unités cyclotomiques. Modulo un résultat de [CG], c’est équivalent

a notre proposition 2.
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6 Appendice sur le "miroir” (Spiegelung)

Dans cet appendice, on ne fait aucune hypothése sur K autre que ji,, C K.
Les relations du ”miroir” étant une combinaison d’isomorphisme (corps de
classes) et de dualité (Kummer), c’est au-dessus de K, dans le cadre de
la théorie d’Iwasawa, qu’elles s’expriment le mieux. Voici le shéma galoisien
qui contient tous les résultats de Spiegelung ([Iw2], [N2], [LMN]) :

********* BN
tora Xeo N a(Xto (1)) — KZF ==~
\ / ]torA(%oo)

_________ Tommm —— — = — — —

L/
fraXoo /
Too N L

X1

_________ K.

Les notations pour la plupart des extensions sont celles de [Iw 2] : M est la
pro-p-extension p-ramifiée abélienne maximale de K, N est l'extension de
K obtenue en ajoutant toutes les racines pF-iemes de toutes les p-unités de
K, L est la pro-p-extension abélienne non ramifiée p-décomposée maxi-
male de Ko ; Xoo = Gal(My/Kx), X = Gal(Ll,/K); T est le corps
fixe de torp X oo, donc Gal(Too /Koo) 2 fraX oo := X /torp Xoo. Notons que la
conjecture faible de Leopoldt (valable pour K,) entraine X}, = (toryXs)™
et fraXo = (fraXoo) ™. En utilisant la théorie de Kummer, Iwasawa montre
dans [Iw2] que :
1. Gal(My/NL) =~ a(X. (1)), ot «a(.) désigne 'adjoint et = signifie
”pseudo-isomorphisme”.
2. Gal(N/Tw) = Wy = @U‘p(IndﬁUZp(l))/Zp(l), ou v parcourt les
p-places de Ko, et A, est Palgebre d’Iwasawa locale en v
3. Gal(Two/To N NL) est fini, i.e. fraXo ~ fraGal(N. /Ko).
Ces résultats peuvent étre affinés en introduisant, comme dans [N1], [N2], le
corps de Bertrandias-Payan K gp , dont on ne rappellera pas la définition
mais qui peut étre caractérisé comme étant le corps fixe de W,. Alors, avec

les notations du §3.3 , Gal(KZ"/K.,) = X, et I'on a (voir [LMN]) :

L. Gal(My/NL,) = Gal(KEF /KBPNNL ) et Gal(KEY /To) = al( X[ (1))

torp X oo
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2. Gal(N’_/N! N KBP) « Gal(My, /KEP) = W,
3. Gal(N!, N KBP/T..) est fini.
Autrement dit, tory X, contient un sous-module d’indice fini isomorphe a

Weo @ (XL (—1)). Ces résultats proviennent essentiellement d’une suite
exacte de Poitou-Tate

0 — Wao — toraXaee — toraXes = a(X. (—1)) — 0

qui exprime le fait que la surjection canonique X, — X/ induit un homo-
morphisme tory X, — X/, qui se factorise a travers 7 : Gal(KBP /T.) =
torpaXoo — X.. Alors (voir [N2]) :

1. Gal(Muo/N! ) v Gal(KBP /KBP A N )

2. Gal(KBP /Ty) = a(X. (—1)) = tory X oo

Supposons en outre que K est CM :

3. Kerng = (0) et (toraXe)™ = (X (—1))"

4. Tmns = Gal(LL /L', NTs) = X.T @ a(X! (—1))~
(certains résultats de [N2| sont exprimés a pseudo-isomorphisme pres, mais
ils sont en fait valables & isomorphisme pres, avec exactement les mémes
démonstrations). D’apres les propriétés fonctorielles de I’adjoint, en notant
(.)f Pinvolution d’Twasawa, a (X’ (—1))~ ~ (X.F)*. La conjecture de Green-
berg prédit la finitude de X;j , donc, puisqu’un adjoint n’a pas de sous-
module fini non nul, la nullité de a(X._ (—1))~. Par conséquent, elle équivaut
a la finitude de Imn,, = Gal(L. /L. N T) et 'on peut la généraliser au
cas non CM :

Conjecture 2. Pour un corps de base K quelconque, [L : L' NTy] < 00

Cas particulier du corps de base Q((,) : Dans ce cas, il n’y a qu’une
seule p-place au-dessus de p et elle est totalement ramifiée dans Q((p)/Q.
On voit alors facilement que :

My = KBP et torpXo = (X! (—1)); T = N, = Ny = l'extension de
Q(¢pe) obtenue en ajoutant toutes les racines pF-itmes de toutes les unités
de Q(¢pee) ; L., = Lo = la pro-p-extension abélienne non ramifiée maximale
de Q((pe). La conjecture de Greenberg équivaut & [Loo : Loo N Tho] < 00 €t
la conjecture de Vandiver & [Loo : Loo N Too) = 1.

Pour tout n > 0, soit Cy, le groupe des unités cyclotomiques de Q((yn+1), et
soit Cop = li_II)lCn. On sait que (U, : C;F) est égal au nombre de classes de

Q(¢pn+1)7, et la finitude de ces indices entraine immédiatement que To, =
N coincide avec I'extension C'yclo obtenue en ajoutant & Q((p~) toutes les
racines pF-iemes de tous les éléments de Cg. Or, compte tenu de la définition
des caracteres de Soulé et du théoreme 7 de la partie 4, il n’est pas difficile
de montrer que C'yclo coincide avec le sous-corps de M, fixé par le noyau de
la représentation d’Thara Th : X, — A* (pour les détails, voir [IS], prop.5).
Notant M7 le sous-corps fixé par X1, on a :
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Proposition 3. Cyclo C M, et Cyclo = MZ si et seulement si la conjec-
ture de Greenberg est vraie pour Q((pee).

Preuve. Il est évident que Cyclo C ML puisque (torpaXe)t = X1 . De
plus, la conjecture de Greenberg équivaut a la nullité de (toryXoo )t d’apres
ce qui précede. O

Remarque : Comparer au corollaire de la prop. 5 de [IS], qui utilise la
conjecture de Vandiver.
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