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Abstract :
For an abelian number field K containing a primitive p** root of unity
(p an odd prime) and satisfying certain technical conditions, we parametrize
the Z,[G(K/Q)]-annihilators of the "minus” part Ay of the p-class group
by means of modules of Jacobi sums. Using a reflection theorem and Bloch-
Kato’s reciprocity law, we then determine the Fitting ideal of the ”plus”
part A}F( in terms of ”twisted” Gauss sums.
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1 Introduction

Pour une extension galoisienne de corps de nombres K/k, de groupe de
Galois H, I’étude de la structure de H-module du groupe de classes Clx com-
mence naturellement par la détermination de son idéal annulateur. Si k = Q
et K est un corps abélien CM, un annulateur classique est 1'idéal de Stickel-
berger, mais qui ne voit que ”la moitié du monde”, en ce sens que sa partie
”plus” est triviale, et donc n’apporte que des renseignements... triviaux. Les
mémes problemes se posent dans le cadre p-adique pour la Z,[H]-structure
du p-groupe de classes A : la partie "moins” s’étudie a partir de la Conjec-
ture Principale de la théorie d’Twasawa (théoréme de Mazur-Wiles), mais la
partie "plus” demeure mystérieuse (conjecture de Vandiver, conjecture de
Greenberg).

Dans le présent travail, on fixe un corps abélien K contenant une racine
primitive p*™¢ de I'unité ¢, (p # 2) et 'on adopte les notations habituelles
K, = K(Gn+1), Koo = Up>oKy, H, = Gal(K,/Q), Hy = Gal(K,/Q),
A, =le p-groupe de classes de K,, Xy = 1(21 A,. On se propose dans un

premier temps de ”paramétriser” les Z,[H,| (resp. Zy[[Hs]]) annulateurs
de A, (resp. X)) par des modules de sommes de Jacobi : c’est une idée
ancienne d’A. Weil ([We]), appliquée par Iwasawa a Q((,) ([Iwl]), puis par
Angles et Beliaeva aux corps Q((n) et Q(¢p) ([AB]), et généralisée aux
corps abéliens par le second auteur dans son mémoire de Master. Dans un
second temps, on utilise le "miroir” (Spiegelung) pour en déduire une des-
cription de l'idéal de Fitting initial de A} (resp. XL) sur Z,[H,] (resp.
Zp|[Hso)]) en termes de sommes de Gauss "tordues”. Ces sommes de Gauss
sont explicitées dans une troisieme étape en utilisant la loi de réciprocité
de Bloch-Kato (le principe du calcul est expliqué a la fin du §3). Dans un
dernier paragraphe, on fait le lien avec des résultats d’annulation récemment
annoncés par D.Solomon ([Sol]) au colloque ”Iwasawa 2008” & Irsee. Un ap-
pendice rappelle les relations du ”miroir” (dont certaines sont peut-étre peu
connues) qui sont utilisées dans le texte.

NB : le tableau précédemment décrit est un petit peu optimiste. En réalité,
les calculs sont faits caractere par caractere, et 'on se place pour simplifier
dans le cas ou p ne divise pas [K : Q]. Ce n’est pas une contrainte essen-
tielle, le cas général pouvant se traiter par exemple par les méthodes de
[T] et [B], la plupart des résultats demeurant valables au prix de certaines
complications techniques. Mais qu’on se place dans la situation semi-simple
ou pas, les caractéres impairs ¢ t.q. ¥(p) = 1 posent probléme : c’est le
cas dit "totalement p-décomposé”, notoirement réfractaire aux techniques
de descente de la théorie d’Iwasawa, et ou les complications ne sont plus
seulement techniques. On ’a écarté pour ne pas surcharger cet article (voir
les commentaires du §3.4).



Notations générales

Soit p un nombre premier impair. Soit K/Q une extension abélienne de
Q contenant p,. Soit F' un sous-corps totalement réel de K. Supposons que

p K : Q]

Notons, pour n > 1 K, = K(piyn+1), G = Gal(K,/F), I';, = Gal(K,, /K),
A = Gal(K/F). Comme p [[K : Q],

G, =T, x A.

Notons px, le groupe des racines de l'unité de K, et ¢, le conducteur de
K,.

Soit I, le Z|Gy]-module des idéaux fractionnaires de K, premiers a ¢y, P,
le Z|Gy)-module des a € K, tels que (a) € I, Ok, l'anneau des entiers
de K, et Clg, le groupe des classes de K,,. Notons U,, le module des unités

semi-locales de K,, i.e.
Un = [[Usn;

alp

ou U, in est le module des unités principales du g-complété de K,.

2 Nombres de Weil et sommes de Gauss

Dans ce paragraphe, nous généralisons les définitions des modules et des
nombres de Weil de la premiere partie de [AB] au cas abélien sur Q et nous
relions ces modules & 'annulateur du groupes de classes de K, aux sommes
de Gauss, de Jacobi et a 'idéal de Stickelberger. Par rapport & [AB], on ne
donnera les démonstrations que la ou le cas abélien se distingue vraiment
du cas cyclotomique.

2.1 Modules (et nombres) de Weil

Définition 1. On appelle module de Weil de K,, et on note W, ’ensemble
des f appartenant a Homg g, (In, K) tels que

1. 38(f) € Z[G,] tel que Ya € P,, f(aO,) = oY) mod u,

2. f(I,) C pg,Up.
Définition 2. On appelle module des nombres de Weil de K, et on note

Weil,,
Weil,, .= {f(a); f € Wy,a € I,}.



Notons que Weil,, est un sous-module de pg, U,. Ce module ne servira
qu’a partir de la deuxieme partie.

Le résultat suivant généralise [Iwl], pp 102-103, [AB] Proposition 1, et
sa démonstration est exactement celle de [AB] Proposition 1 :

Théoréme 1. On a une suite exacte de Z[G,]-modules

0 — Homgyq,|(In, pk,) — W, 2, (Anngg,|Cl(Ky))” — By — 0

ot By, est un 2-groupe fini abélien, et B : f — B(f).

2.2 Sommes de Gauss, modules de Jacobi

Posons E, = Q(p.,,) le corps conducteur de K,,. Soit Op, 'anneau des
entiers de F,, et G, le groupe de Galois de E, /Q. Soit £ un idéal premier
de E,, ne divisant pas ¢, et (I) = £NZ. Notons O, /£ =TF,.

On définit le caractere

XS : OEn/S - lucn

pour y # 0 par la relation de congruence
_g-1
Xe(y mod £) =y e mod £

et on étend ¢ & F; en posant x¢(0) = 0.
Soit Tr la trace de F,;/ F;. On a un caractere
Tr
Vgt Onf€ = i, () = ¢
ou (; est une racine primitive [-ieme de I'unité.
On pose alors

75,(£) == xe(a)vy(a)

a€lfy

et on dit que 7, (£) est la somme de Gauss associée a L.
Comme tous les idéaux au-dessus de [ ont le méme corps résiduel associé a
isomorphisme pres, comme G, agit par permutation sur ceux-ci et comme
X‘f: = Xgs pour tout 6 € Gf,, on a, pour tout £ idéal premier de E, ne
divisant pas cg,

Vo e Gg,, 15,(L)° =15, (£°).

Donc 7g, s’étend multiplicativement en un morphisme de Z[G g, ]-modules

ou  est le compositum de tous les Q (), m premier a ¢, et en notant I,
I’ensemble de tous £ idéaux premiers de E, ne divisant pas c,.



Comme p /[K : Q], G), est canoniquement isomorphe & Gal(QK,, /) donc
Tg, induit un morphisme de Z[G,]-modules

Tn o In — Que, )"

Soit ¢ 'ordre du groupe multiplicatif du corps résiduel d’un idéal premier
de K au dessus de p. Notons que t ne dépend pas du choix d’un tel idéal,
puisque Gy agit transitivement sur ceux-ci. Alors, pour tout z € K tel que
(x,p) =1, on a a! € U, via le plongement diagonal. Posons

T 1= TL.

2.3 Sommes de Jacobi et théoréme de Stickelberger

Définition 3. On appelle module de Jacobi de K,, et on note J, l’ensemble
défini par
Tn = Z[Gy|T N Homg g, (In, Kp).

On appelle module des sommes de Jacobi de K, et on note Jac, l’ensemble
défini par
Jac, == {f(a); f € Tn,ael,}

Soit a un entier premier & ¢,. Soit g, € G, I'image de a mod ¢,Z via
I’isomorphisme
(Z)chZ)* = G,

L’élément de Stickelberger de F,, est alors

a
Op, = Z P O';1 € Q[Gg,].
a=1..cn,(a,cn)=1 n

Et celui de K, est la restriction de ©f, a K, au sens des morphismes
galoisiens, noté ©,,.

Définition 4. L’idéal de Stickelberger de K, est
Sy = Z[G,] N OLZ[G,).

Posons S}, = {g € Z|G,] ; gtO,, € Z[G,,]} ou t a été défini au paragraphe
précédent.

Théoréme 2 (Théoreme de Stickelberger). Soit p un idéal premier de I,.
Supposons que (0,, € Z[G,]. Alors 1,(p)? € K, et

Tn(p)ﬁon = pBQn'
Donc, si B €S, To(p)? € U,, ftO, € Z[G,] et

7~—TL(F’)6(/)7L = pﬁtGH-



Remarques.

— Notons que ce théoréeme est un résultat d’annulation du groupe de
classes d’idéaux de K,,.

— La premiére partie de la preuve de ce théoréeme (voir [Wa, p.98]) nous
donne le résultat :
Soit [ = 1 mod ¢, un nombre premier, £ au-dessus de [ dans E,, et £
I'unique idéal au-dessus de £ dans F),(y;). Alors

T(8)Z[C,,, G = 2118,

Ce résultat implique sans difficulté le lemme suivant (voir [AB] Lemme?2) :

Lemme 1.

87,7, = {u € Z|G,]|T; € Tn}

Proposition 1. Le morphisme 3 induit par restriction le diagramme com-
mutatif :

W, — Anngc, | (CI(Ky))

S

In———1t5,

Preuve. 1. Notons N,, I’élément norme de G,,.
Soit f € Jp. Par le lemme 1, 30 € S/, tq f = 70.
Soit O, € I,. Par le théoreme de Stickelberger, on a

f(aOk,) = 7(aOk, ) = ea®®"
avec € € O . Mais [Wa, lemma 6.1],

72 (a0k, )77 a0k, ) = oM

Donc, comme G, est commutatif,

atéNn _ 660710}5(@”—1—071@”).

Notons {z} la partie fractionnaire du réel z. Comme {z} + {—z} =1
pour tout z € Q\Z, N, = 0,,+0_10,,, donc € ! =1. D’oti € € pg,.
Finalement,

f(@Ok,) = a®©" mod p,,. (1)

Mais le point 2 de la définition 1 est vérifié par définition de 7,,, donc

feWw,.



2. On a un diagramme commutatif.

HOIHZ[Gn] (In, ,uqn)c—> W, — ADHZ[Gn] (Cl(Kn))

La ligne du dessus est donnée par la preuve du théoreme 1. Les in-
clusions de 7, et S,, proviennent de 1. et du théoreme de Stickelberger
respectivement. De plus par (1), Vf € Jp, f=70,0 € S,

B(f) = B(7y) = 6tO.

Donc 3 induit par restriction & J, une application [, surjective par
le lemme 1 et la définition de S},.
Soit § € S, tel que §tO,, = 0.
Ker(8') C Homgq, (In, itg,) C W,, donc Fo-10 79,
En outre, la partie "plus” de I’élément de Stickelberger est triviale
[Wa, Theorem 4.9] donc 8t € Z[G,,]*.
Donc 729 = 1. Mais 70 € U, donc 70 = 1.
O

Ce diagramme commutatif peut suggérer une extension de la définition
de J, au cas relativement abélien, c.a.d ou le corps de base n’est pas Q
(celles de W, et Weil,, s’étendant sans difficulté). Plus précisément, prenons
(juste pour cette fin de paragraphe) les notations suivantes :
F est un corps de nombres totalement réel. Soit K /F une extension abélienne
de F'. Supposons que p, C K et

p AIK : F].

Notons, pour n > 1 K,, = K(pyn+1), Gn = Gal[K,,/F].
L’élément de Stickelberger de K, est défini par

@n = Z CF,Rn(U7O)U_17
ceGn
ot (r R, (0,s) est la fonction zeta partielle, définie pour Re(s) > 1 par
CrR,(0,8) = > Na~*.
(a,Rn)=1,(a,Kn/F)=0c

et admettant un prolongement méromorphe a C.
On sait que ’ensemble

Sp = AnnZ[Gn} (/LKn)@n

est un idéal de 'anneau Z[Gy,]. La conjecture de Brumer s’énonce alors



Conjecture 1. S, C (Anngq, Clk, )™ -

Par analogie avec le cas cyclotomique, on appelle module de Jacobi et
I’on note 7, I'image réciproque de tS,, par 3. On appelle module des sommes
de Jacobi et ’on note Jac,, le module défini par

Jacy, == {f(p); f € Tn, p € In}.

Avec ces définitions et la conjecture de Brumer, on pourrait généraliser une
partie des résultats de cet article.

2.4 -parties, quelques propriétés fonctorielles

Pour tout Z-module M, notons M le pro-p-complété de M. On a M =
M ® Z, si M est de type fini. Comme Z, est plat et p # 2, la suite exacte
du théoréme 1 donne

0 — Homgg,)(In, 11K,) €2 Zp — W, 5 (Anng, 6, An)~ — 0,
ot A, est le p-Sylow de Clk, et [ est naturellement induit par 3.

Soit ¥ un @p caractere impair irréductible de A, différent du caractere de
Teichmiiller w. Notons ¢* := w.p~1 son caracteére "miroir”, Z,[] le sous
anneau de Q, engendré par l'image de 1. L’idempotent ey, associé a v est
défini par
1 _
ey = szp(a)a Ve Z,[0] = ey Zy Al
dEA
Soit M un Z,[A]-module. Dans toute la suite, on notera M¥ = e, M. Soit
Ay = lim ¢y Z,[Go] = lim ¢, Z,[A[T,] = Z,[][[T)]
Soit 79 un générateur topologique de A. On a lisomorphisme bien connu
Ay 2 Z,[Y][[T]], en envoyant yg — 1 sur 7.
Comme v # w et ¢ (défini au §2.2) est premier & p, le diagramme du para-
graphe précédent induit le diagramme commutatif de Z,[¢][I',]-modules :

WY Anng, ), An

I

GY—>3".
Nous allons maintenant montrer que les objets de ce diagramme ”montent” .
Comme ¢ # w, gi est principal, engendré par O! la psi-partie de I’élément
de Stickelberger de K, qui est alors un élément de Z,[¢][G,,].

De plus, (@f)nzo forme un systéme projectif pour la restriction des auto-
morphismes (voir e.g. [Wa, Proposition 7.6]) . Notons

Oy = lim OF.



Notons X, = lim A,, la limite étant prise pour les applications de norme.

Il est clair que
l{iﬂl Anng, [y [pn}AZ = AnnAng’o.

Les objets de gauche du diagramme montent alors via l'isomorphisme J.
Notons leur limites respectives

SLOWE

Comme on s’est placé dans la situation semi-simple, toute place ramifiée
dans ko /K, est totalement ramifiée. Pour tout idéal q|p de K, notons g,
I'unique idéal de K, au-dessus de q. Alors, pour n > 0, on peut écrire

U, = HUq{n.

alp

et (Up)n>0 forme un systéme projectif. Notons

Us := lim U,,.

Enfin, comme (I,,),>0 est un systéme projectif pour la norme, (Weilf)nzo

et (Eﬁ)nzo en sont aussi. Notons leur limites respectives

P

[oon

Weil., Jac

3 Montée et annulateurs

En profitant des propriétés fonctorielles précédentes, on va maintenant
passer a la limite projective le long de la tour cyclotomique pour paramétrer,
au niveau infini, les annulateurs du Ay-module XY,

3.1 Idéaux annulateurs

Comme depuis le début, ¢ est impair, ¥ # w. Le lemme suivant ([H, p.31,
remarque 2]-[Wa, proposition 13.28]) permet de définir la ”série minimale”
d’un certain type de module de torsion :

Lemme 2. Si M est de A-torsion, sans sous-module fini non nul, alors
M est de dimension projective inférieure ou égale a un sur A. Soit alors P
une matrice de présentation de M. L’annulateur de M est principal sur A,
engendré par le quotient Ag/Ay, ot Ag est l'idéal de Fitting, engendré par
det(P), et Ay est le pged des sous déterminants stricts de rang mazimal de
P.



Sous les hypotheses de lemme 2, on appelle série minimale de M un

générateur de lannulateur de M. C’est un annulateur dont le degré de
Weierstrass est minimal. Bien entendu, la série minimale de M divise sa
série caractéristique.
Si E est le module élémentaire associé a M comme dans le lemme 2, M et
FE ont méme annulateur. La matrice de présentation de E étant diagonale,
un générateur de l'annulateur est le ppcm des termes diagonaux (i.e. des
termes qui apparaissent dans le théoreme de structure) alors que la série
caractéristique en est le produit.

Fait : Xffo vérifie ces hypothéses pour ¢ impair.

3.2 Quelques représentations galoisiennes

Dans cette section, et sauf mention expresse du contraire, ¢ est un ca-
ractere impair, distinct du caractére de Teichmiiller w.
On se propose de construire certaines représentations galoisiennes de x¥
(resp. X%) dans Zpl][I'y] (resp. Ay) qui joueront un réle important dans
I’étude des annulateurs galoisiens du groupe de classes.
Notre premier résultat va décrire les modules Ei et Ei comme des
modules de sommes de Gauss au sens d’Ichimura-Hachimori-Beliaeva ([HI],
§3.2; [B], §6).
On va utiliser les notations suivantes :
L, la pro-p-extension abélienne non ramifiée maximale de K.
L/, la pro-p-extension abélienne non ramifiée p décomposée maximale de K.
M, la pro-p-extension abélienne non ramifiée hors de p maximale de K.
D,, la pro-p-extension non ramifiée hors de p maximale de K,.
X, = Gal(L,/K,), X, = Gal(L,,/K,), X, = Gal(M,,/K,,), et enfin Q, =
Gal(D,,/Ky). Nous noterons par un indice infini les limites projectives des
groupes de Galois pour les applications de norme.

Lemme 3. Tout z, € Wi (resp. zoo € Wfo) induit un morphisme de
Zp|9Y][I'y]-modules zy, : XY = UY (resp. un morphisme de Ay -modules 2 :
%& — u;/’o) St 'on identifie par le corps de classes L{;’f) (resp. uéfg) 4 un Sous-
module de X% (resp. de :{g;o)’ zn (Tesp. zoo) s’identifie a la multiplication par
B(zn) (resp. B(ze0)) dans XY (resp. X%).

Preuve. L’application d’Artin nous donne les isomorphismes
A, = X, .0 = Q,

ot I,,” est le p-complété de I,,.
Comme U,, est un Zy,-module, le morphisme z, induit un morphisme, encore
noté z,, de Zy[¢|[I'y]-modules

Zn QY = UY.

n
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d’ou, par restriction :
Znt XU —UY.

Notons Npy1.5 : L{;’f) 41 ;f} I’application de norme.

Il est clair, par la définition de 'application d’Artin, que le diagramme sui-

vant est commutatif :

Y Entl o9
%n-‘rl - un-l—l

lR55n+1,n anﬁ»l,n

Zn

P Y
xn Un
Donc les applications (zy)n>0 induisent un Ay-homomorphisme

Zoo 1 XL UL,

L’identification de z, (resp. zoo) résulte de la preuve du Théoreme 1 et de
la suite exacte du corps de classes (¢ # w, ¥ impair) :

0—UY — XV — AY —0.
O

A partir de maintenant, on notera Fy, "la” série caractéristique de X;@,
My, 7sa” série minimale au sens du lemme 2. D’apres la Conjecture Princi-
pale (ou théoreme de Mazur-Wiles), les séries O, et Fy, different par multi-
plication par un inversible de Ay, ce qu’on écrira ©,”7 =" Fy,.

Lemme 4. Ez —0YxY e Efo = @d}%’l’ - fw%g}o

C’est la caractérisation des modules de sommes de Gauss p-adiques au
niveau infini par Hachimori-Ichimura-Beliaeva ([HI] [B]).

Remarquons au passage que comme Wi 2 My Ay, Weili = Md,%&.

Preuve. D’aprés le lemme 1, tout élément de 7, est de la forme ?g, donc
EZ) C Im7,, et d’apres le lemme 1, Im7,, = ﬁ(?n)%f Or 5(7,) = tO, et t
est premier a p. O

Dans la suite, on verra que la Ay-liberté éventuelle de Z/{é% est fondamen-
tale. Si ¥*(p) # 1, c’est un module libre, mais dans le cas ¢¥*(p) = 1, on va
devoir modifier les modules u;"o, 3{1{’0 et J ac’é’o comme suit :

Notons T, := Torg U, et T = 1{&1 T., et remarquons que que 3% = {1} si
¥*(p) # 1. Notons uv = d’/‘ff (resp. ngjo = Z/{épo/fw) et .'%% = %Z/Qx
(resp. 562{’0 = 362{’0 /%Y%) en voyant Zx[ﬁf comme un sous-module de %% (resp.

u;"o comme un sous-module de xi’o) via le corps de classes. Le module 55;”0
est la ty-partie du module de Bertrandias-Paysan dont les propriétés

11



sont rappelées dans ’appendice.
Les applications z, (resp. zs) se factorisent alors en des morphismes de
Zp[][I'n]-modules (resp. de Ay-modules)

ot XG0, s B O

On sait (voir e.g. [G], propositions 1 et 2) que UL = Ay et que si Y(p) # 1,
4y Ay /wn Ny 2 Zp[W][Th] (wy = ((14+T)P" —1)), donc les morphismes 2
et z, si ¥(p) # 1 peuvent étre considérés, ce qu’on fera désormais, comme
des représentations galoisiennes

Zp : §Z — Zp[Y][Tn], 200 : :%Zo — Ay.

3.3 Une suite exacte fondamentale

On va maintenant, & partir de X;é, fabriquer une suite exacte qui donnera
des renseignements sur le "miroir” de Xéfﬁ (défini au § 3.2).
Soit Z € Ay tel que
My | Z|Fy.

Soit (Zy,)nen I'image de Z par la surjection canonique Ay — Ay /wy. On a

Zyn = Z mod wy, Z =1lim Z,.

Lemme 5. Pour n;;0, Z, € Anng,_ [y [FH}A%
Preuve. Soit E le Ay-module élémentaire tel que
0— Xg’o —F—-B—0

ol B est un Ay-module fini [W, proposition 13.28]. Pour n;;0, w,B = 0
donc par le lemme du serpent,

0—B— AY - E/w,E — B — 0.
Mais Annzpw”pn]E/wnE = My Zp[][T'y], donc pour nj;0,
My Zp[Y)[Tn] = Anng, ), AL
O

Construisons z,, zs par la méthode du §3.2 & partir des images des Z,
par les isomorphismes Wﬁ = Anng, [y [FR]A%

2t XY = ZW0n], 200 T — Ay (2)

Dans la suite, les applications correspondant a M,y et F, joueront un
role particulier, on les notera m,, M resp. fn, foo- Notons que si cette
construction est licite pour nj ;0 par le lemme 5, elle ’est en général des que
Zn € Anng [y [pn]Aﬁ. En particulier, f,, est définie pout tout n.
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Théoréme 3. Soit iy impair, 1 # w.
L’application z définie en (2) donne une suite exacte de Ay-modules :
0— torAw.’%& — X;@ —ANy/(Z) — Aw/zoo(.’%&) — 0.

Au niveau fini, elle donne, si Y(p) # 1, une suite exacte de Zy[][I'y]-
modules :

0— torngg - Aﬁ — ZpW][Lnl/(Zn) — Zp[Y)] [Fn]/zn(%% — 0.

Preuve. Donnons la preuve au niveau fini. La preuve au niveau infini est
exactement la méme, en plus facile.

Par définition des modules ijf’ et %f, la suite exacte d’inertie du corps de
classes induit la suite exacte

0—>H$—>§%—>A%—>O.

On en déduit le diagramme commutatif :

0 uy XY AY 0
l X Zn l Zn l Qin
0 uy xy AY 0.

L’application ay, est déduite du diagramme, et z, est ici considérée a valeurs
dans ﬁﬁf , puis envoyée dans .’%ﬁ par le corps de classes.
Comme 1(p) # 1, UL = UL Jwy, = Ay Jwn Ay 2 Zy[Y][T'y]. De plus, Z, est le
co-descendu de Z et I’on sait (Gross) que (Z,w,) = 1. Donc Ker(x Z,,) est un
sous-module fini de Z[¢][I',,] d’ol, comme Z,[9)][I';,] n’a pas de sous-module
fini non nul,

Ker(xZ,) = {0}.

D’autre part, Ker(z,) C torngfo. Mais, comme Zj{;f est sans Z,-torsion, la
suite exacte du corps de classes nous donne, en regardant les Z,-torsions :
torzp%fo — A%. Donc, comme Z,, annule A%,

Ker(z,) = toer.'%fo.
Enfin, Ker(ay,) = AY et Coker(ay,) = AY puisque z, est a valeurs dans uv.
On a ainsi, par le lemme du serpent, la suite exacte :

0 — torg, XY — AY — UV Z,UY — X8 )2(XY) — X2 UL — 0.

Mais zn(.’%ﬁ) C Uy, donc en choisissant un isomorphisme up = Zp|Ty],

0 — torz, X — A% — Zy[Y][Tnl/(Z0) = ZplW][Tnl /20 (X)) — 0.
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Notons jz;?fo = @1/1:%& = ,ﬂ,%& (resp. jz\igf = @%%Z) et ngi =
./\/ld,%ffo (et remarquons que ces notations sont cohérentes par le lemme 4).
De ce théoréme, on déduit immédiatement ”1’écart” entre le Fitting et ’an-
nulateur de Xffo :

Corollaire 1. Soient Z, Z' € Ay, tels que My|Z|Z'|Fy. Alors

zw(%lf’.o) - ZAd}
(X)) Z'Ay

En particulier, Fy /My = CharAwW\e/ili/j%i.

Comme dans [AB], on peut en tirer diverses formulations de versions
plus ou moins affaiblies de la conjecture de Greenberg.

3.4 1Idéaux de Fitting

Dans cette sous-section, on va déterminer les idéaux de Fitting initiaux
des modules Xg}o* et Aﬁ*, pour 1 impair, distinct de w , ¥* = wy~! (on
sait, par le théoreme de Stickelberger que AY = {0}). Pour ne pas se perdre
dans les détails techniques, on sera amené parfois a supposer que ¥(p) # 1.
En effet, le cas ou ¢(p) = 1 (i.e. p est totalement décomposé dans la sous-
extension fixée par Kerty) est le cas notoirement le plus compliqué de la
descente d’Iwasawa, celui ou la nullité de certains homomorphismes naturels
de descente empéche d’obtenir des renseignements au niveau fini (voir e.g. les
commentaires dans l'introduction de [BelN]). Il faut alors modifier certains
modules de p-unités circulaires, comme c’est fait par exemple dans [BelN],
mais les complications techniques sont assez considérables pour qu’on ait
préféré ici écarter le cas 1(p) = 1 - quitte a y revenir ultérieurement en cas
de besoin.

Lemme 6. Choisissons des isomorphismes cohérents Zj{g)o = Ay et ﬁff’ “
Zp[¥)[Ty] (si(p) # 1), et notons GY et GY resp. les images par ces iso-

morphismes de Jacf et jégfo Alors Gy (resp. GY) est Uidéal de Fitting

initial du Zy[Y)[I'y,]-module L?;f/jégf (resp. du Ay-module Zj{fo/jz;gi) En
particulier, ces idéaux sont indépendants du choix des isomorphismes de
départ.

Preuve. C’est évident, puisque

UL [Jacs, = Ny /G et UY [Jacy = Zy[][T] /GY.
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Alors, par le théoreme 3, Papplication fo, définie en (2) induit une suite
exacte de Ay-modules :

0 — tora, X%, — X& — Ay/(Fy) = Ay/GL — 0.

De plus, (voir appendice sur le "miroir”) la torsion du module de Bertrandias-
Paysan peut étre vue comme un adjoint :

torp, XL = a( Xl (~1))".

ou «f.) est le foncteur "adjoint” d’Iwasawa. D’apres les propriétés foncto-
rielles de I’adjoint, on a un pseudo-isomorphisme :

(XL (1) ~ (X2

ot (.)* désigne Iinvolution d’Iwasawa définie par o +— k(o)o~ ! et ~ signifie
” pseudo-isomorphisme”.
Donc le théoreme 3 peut se réénoncer ainsi :

Théoréme 4. Pour tout 1 impair, distinct de w, On a une suite exacte de
Ay-modules :

0 — a(X (1) = XL — Ay/(Fy) — Ay/GY — 0.

En particulier, charAwa(Xéo(—l))w = charAqup/ggo-

Pour passer des idéaux caractéristiques aux idéaux de Fitting, on utili-
sera le lemme suivant ([Cor|, thm. 1) :

Lemme 7. Pour tout A-module de torsion M dont linvariant p est nul,
on a : Fitta(M) = (chary(M)).Fitty(M°) = (chary(M)).|M°|A, ou M°
désigne le sous-module fini maximal de M.

Théoréme 5. Pour tout caractére impair 1 de Gal(K/Q) t.q. ¥ # w et
B(p) # 1, (GL)! est lidéal de Fitting de X sur algébre Ays. Siv*(p) # 1,
(gff’o)ﬁ est le Fitting de Xy,

Preuve. On sait déja par le théoreme 4 que (Xclfé}*)ﬁ et Aw/(g@é) ont méme
idéal caractéristique. Pour appliquer le lemme 7, il faut montrer que les sous-
modules finis maximaux de (Xo0 ) et Ay / (G) ont méme ordre.

Pour simplifier 'écriture, posons Yo = UL/ j&/ci “ Ay/ GY et faisons la
descente sur ce module. A partir de la suite exacte tautologique

0—>ja/ci—>aépo—>Yoo—>0,
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on obtient, en prenant les invariants-co-invariants par I'”" (I'isomorphisme
du milieu provient de ’hypothese ¥ (p) # 1) :

— ~ —
.. = (Jacyy ) ppor — (Ugo)rpn - Uy — (Yoo )ppn — 0

La norme étant surjective sur la partie "moins” des modules de sommes de
Gauss (sous-section 2.5), on en déduit que (Yao)ppm = Uy / E&EZ Or l'ordre
de ce dernier quotient est égal a celui de (X;f *)Fpn pour 10 :

— siY*(p) # 1, c’est le thm. 2 de [B]

— si¢*(p) = 1, il suffit de reprendre la démonstration du thm. 2 de [B] :
dans I'étape-clé de la p.150, on remplace XY et UY par XY et UY , et
le reste de la preuve est inchangé.

L’égalité des séries caractéristiques de (Xgé}*)ﬁ et Yoo, et donc I'égalité des
quotients de Herbrand, montre alors que ((X;f *)ﬁ)Fpn et YOE”" ont méme
ordre pour n;,;,0, donc que les sous-modules finis maximaux de Y et (Xgé’ ) )
ont méme ordre. La premiere partie du théoreme 5 est ainsi démontrée.

Dans le cas ot ¥*(p) # 1, on a par définition G5, = GL et il est connu (voir

par ex. [HI|, pp. 380-381) que la surjection naturelle X;%* — X;{) " est alors
un isomorphisme, d’ou la seconde assertion du théoreme. O

Corollaire 2. Xo¥" = (0) & G4 = Ay & XL < Ay/(Fy)

Remarque : C’est 'analogue exact de la conjecture de Vandiver - sous
différentes formulations - au-dessus de Q((pe ) ; rappelons que la conjecture

de Greenberg prévoit seulement la finitude de Xgé’ .

Preuve. La premiere équivalence résulte immédiatement du théoreme 5. La
seconde équivalence résulte de la premiere et de la suite exacte du théoréme
4. O

Corollaire 3. Soit ¢ impair, ¥ # w.

1. Si ¥(p) # 1, (G est lidéal de Fitting de X;Tf*/wn sur lalgébre
Zpl*][Tn]-
2. Si en outre ¥*(p) # 1, (gi{’)ﬁ est le Fitting de AZ*, Vn > 0.

Preuve. 1. Le Fitting de X.¥~ Jwn sur Ay« fwy, 2 Zp[p*][Iy,] est I'image
dans cette algebre de (,C’jffo)jj Il reste & montrer la surjectivité de I’appli-
cation naturelle N : (G4)! — (Q~;f )¥ i.e., par le lemme de Nakayama,
la surjectivité de N : (G%)!/p — (G¥)?/p. Comme r(c) = 1 mod (p)
pour tout o € I'P", Mﬁ/p « M /p pour tout I'?"-module M, et la
surjectivité cherchée équivaut a celle de N : GL /p — Gl /p i.e., par
Nakayama, a la surjectivité de N : gL — GY , qui est clair par le pa-
ragraphe 2.5. La premiere assertion du corollaire est ainsi démontrée.
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2. Par 'hypothese de semi-simplicité, toutes les p-places sont totalement
ramifiées dans K, /K, donc les applications naturelles X;f* Jwn —
A;Zz}* sont surjectives. L’hypothese ¢*(p) # 1 entraine qu’elles sont
injectives d’apres [LMN], proposition 4.1. Elle entraine aussi, comme
on l'a déja vu dans le théoreme 4, que XY « X;f*.

O

Bien entendu, l'intérét du théoreme 5 dépend de notre capacité a décrire

plus ou moins explicitement 1’idéal G%. Le module des sommes de Jacobi
(

o
des éléments Fy.p pour p € %fo, ce qui constitue en quelque sorte une
loi de réciprocité explicite au niveau infini. Le principe du calcul sera le
suivant : puisque ¥ # w, la 1-partie de u;f’o s’injecte dans %fo (par le corps

Jac._ étant isomorphe & fw..'{fo (lemme 1), on est ramené & la détermination

de classes, on peut l'identifier au sous-groupe d’inertie de XY en toutes les
p-places). Comme Fy, annule Xg}o, Fy.p € Z/{é% pour tout p € .’{fo, et 'on peut
chercher a déterminer F,.p par la théorie de Coleman, ce qui revient in fine a
calculer certains caracteres de Coates-Wiles. Par une approche ”motivique”
et en utilisant la loi de réciprocité de Bloch-Kato, on peut se ramener aux
caracteres de Soulé, c.a.d. & des caractéres kummeriens construits a partir
d’un systeme cohérent particulier de p-unités cyclotomiques. On obtient ainsi
une description remarquablement simple et explicite des idéaux de Fitting
de X;@ et des Af*.

4 Calculs explicites sur Q

Pour des raisons heuristiques, on étudiera d’abord le cas particulier
F = Q, qui présente le double avantage, d’une part de ne pas obscurcir les
arguments principaux par exces de détails techniques, d’autre part ”d’expli-
quer” l'intervention des sommes de Gauss et de Jacobi. Le lecteur intéressé
seulement au cas général pourra se reporter directement au §5.
Dans toute la suite, on désignera par w le caractere de Teichmiiller de
G = Go = Gal(Q((p)/Q). Tout caractere impair ¢ de G s'écrira sous la
forme ¢ = w', 1 < i < p— 2, i impair. Si M est un module sur lequel G
opére, on notera M@ le sous-espace propre correspondant au caractére w'.
Suivant la démarche générale exposée a la fin du §3.4, il nous faut choisir
un homomorphisme ”explicite”

UL — Au, = Zy[[T]e;,

ol e; est I'idempotent associé & w'.
Partons de I’homorphisme de Coleman U, — Z,[[Goo]].(1 + T') défini par

€ € Uss — Col(e) = (1 — ¢/p)log fe(T),
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ou fe(T') € Zp((T))™ est la série de Coleman associée a € et (¢g)(T) = g((1+
T)P? —1). Rappelons que Goo = Gal(Q({p~)/Q) opere sur Us, naturellement,
et sur Z,[[T]] par (7f)(T) = f((1 + T)*(7) —1), ot x désigne le caractere
cyclotomique. Pour € € Uy, il existe alors un unique élément Mel(e) €
Zp|[Go]] t.q. Col(€) = Mel(e).(141T"), ce qui permet de définir un Z,[[G]]-
homomorphisme

Mel : Us — Zp[[Go]] 2 Zp|G][[T1].

D’apres les considérations du §3.4, il est clair que ’idéal de Fitting Qé? C A

est formé des éléments Mel(F;.p), ou F; est la série caractéristique de XC(Q

et p parcourt 36&2 . Il est connu que Xg,) = (0), i.e. F; est inversible.

Remarque : Les notations de la théorie de Coleman ne sont pas tres bien
fixées. On a adopté ici la terminologie de [PR], qui se justifie par le fait que
Mel provient essentiellement d’une transformée de Mellin ([PR], p.91).
Pour calculer Mel(F;p), on va utiliser des résultats de la théorie d’Thara sur
les pro-p-revétements étales de la droite projective privée de trois points.

Rappels sur la théorie d’Ihara :([Col3], [Ih], etc...)
Le pro-p-revétement abélien étale maximal de IP’}@ —{0,1,00} est donné par

la tour des courbes de Fermat d’équations homogenes XP" +YP" + ZP" =0,
n > 1, et le groupe de Galois absolu Gg opere naturellement sur le module
de Tate T := l(in T,(J.(Q)) associé aux jacobiennes .J,, de ces courbes. La
théorie d’Thara permet d’en déduire des représentations galoisiennes décrites
en termes de séries formelles. Citons trois résultats principaux :

Théoreme 6. T est un module monogene sur l'anneau
A 2 Zp[u, v]] 2 Zp[[u, v, w] /(1 +u)(1 +v)(1 +w) —1).

Un générateur privilégié n de T sur A provient du commutateur xyz "y~
dans le pro-p-groupe libre a deux générateurs x et y, qui est le groupe fonda-
mental du pro-p-revétement étale maximal de IE% —{0,1,00} (ce commuta-

1

teur correspond au contour de Pochhammer dans P{ — {0, 1, 00}). En fixant
une fois pour toutes un générateur de 7),(G,,) = Zy(1), l'action de Gg sur
T se traduit par un 1-cocycle continu

Ih: Gg — A”,
o +— Thy(u,v,w) t.q. o.n = Ihy(u,v, w).n. Par restriction, on obtient une
représentation continue de X,, dans A* :

Théoréeme 7. On a une représentation continue Ih : Xoo — A*, p —
TIh,(u,v,w) t.q.

Ih,(u,v,w) = exp Z ﬁr;;l('ﬂ) am+vm+wm),
m>3, m impair. )
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14+ u=-explU, 1+v=-expV, 1+w=expW. En particulier, Ih,(u,v,w) =
G,(u)G)(v)Gp(w), (14+u)(1+v)(1+w) =1, avec

G,(u) = exp Z ﬁmT(;@Um
m2>3, m impair. '

et des expressions analogues pour G,(v), Gy(w). Pour tout m > 3, impair,
Bm € Homg,__ (X0, Zp(m)).

La série Th, (resp. G,) est universelle pour les sommes de Jacobi (resp
pour les sommes de Gauss) en un sens bien précis, voir [Ih], thm.7 (resp.
[Col2], thm. 5.3). La factorisation de Ih, dans le théoreme précédent est
I’analogue de la factorisation d’une somme de Jacobi & deux parametres en
un produit de trois sommes de Gauss. De plus, alors que les valeurs spéciales
de G, sont reliées aux sommes de Gauss, les coefficients de G, sont reliés
aux unités cyclotomiques.

4.1 Rappels sur quelques caracteres p-adiques.

Rappelons d’abord la définition de quelques caractéres qui interviennent
classiquement en théorie d’Iwasawa cyclotomique (voir e.g. [IS]). Fixons une
fois pour toutes un générateur v = ({pn)n>1 de Zpy(1).

~ les caractéres de Coates-Wiles ¢&"V € Homg__ (Uso, Z,p(m)) appa-
raissent comme coefficients dans le développement en série de log fe :

Ve € Uy, log fe(u) = Z QS:;('Q U™, 1+u=expU,

m2>1, m impair.

et o5V (€) = dm(e) @ vE™.

— les caractéres de Soulé x,, € Homg_(Xoo,Zy(m)), qui sont des
caractéres kummeriens sur des systemes projectifs de p-unités cyclo-
tomiques :

Vn > 1, Ym > 1, impair, posons

6glm) — H (1 . an)aerl

1<a<p®, (a,p)=1

et définissons x,, par C;T(p) = {(e,(qm))}”_l, Vn >1Vp € Xx. Alors :
Théoréeme 8. Pour tout m > 3, m impair, on a :

1. Ve e U, Bu(e) = Ly(m,wi=m)¢CW (e).
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2. Ve € UL xom(€) = (1= p" 1) Ly(m, w6 (e)

3. Vi impair, 3 <i<p-—2, Vp € .’fé@, Ym =i mod (p— 1), xm(p) =
(1= o5 (Fo)

4. Vi impair, 3 <1< p-—2, Vp € 36532, Vm =i mod (p — 1), Bm(p) =
oV (Fip) = (L= p™ 1) xim(p)

Principe de la preuve. 1. provient de [Ih], thm. 10. La relation 2. a été
montrée par Coleman en utilisant sa loi de réciprocité explicite ([Coll]).
Donnons une idée de la preuve de 3. suivant la méthode simplifiée de [Ich] :
Comme F; est ”1a” série caractéristique de Xéé), on a déja vu que F;.p € L{o(é).
Puisque Homg__ (%Q,Zp(m)) = 0 pour m # i mod (p—1), on peut se limiter
au cas ou m =i mod (p — 1) ; alors, pour p =€ € Z/{o(é), les relations 2. et 3.
coincident par Mazur-Wiles, donc 3. découle de 2. si la restriction
Homg, (X, Zp(m)) — Homg,, (UL, Z,,(m))

o0 ) e}

est injective. Or, toujours d’apres Mazur-Wiles, cette injectivité a lieu si et
seulement si Ly(m,w! ™) # 0. Mais il n’y a qu'un nombre fini d’entiers m
pour lesquels Ly (m, w!~) =0, et donc la continuité en m des caracteres X,
et (1 —p™ gt entraine la validité de la relation 3.

La relation 4., quant a elle, repose sur 'injectivité (inconditionnelle) d’un
autre homomorphisme de restriction, a savoir

Homg_ (X9, B) — Homg_ (UD, B),

o0 o0 Y

ou B={ge A*; ¢(0,0) = Imod p} (voir e.g. [Ich]). O

4.2 Sommes de Gauss

Le théoreme précédent détermine clairement I'image Col(F;.p) en termes
kummeriens. Plus précisément :

Lemme 8. Vi > 3, impair, Vp € %g@, Col(F;.p) est la "série universelle

de Gauss”

iy Xm(P) om
H(T) = > X
m>3,m=i (p—1)

avecexp X =1+1T.

Preuve. A partir de la formule évidente D(pg) = pp(Dg), ou D est 'opérateur
différentiel (1 + T)%, on obtient immédiatement le développement en série

_ om—1\ .CW
9= 3 0P
m)
m>1, m impair ’

exp X = 14T, Ve € Uy. Pour € = F;.p, on en déduit, d’apres 3. du théoreme
précédent, que Col(F;.p) = H.(T). O
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Il reste a déterminer Mel(F;.p), ce qu’on va faire en introduisant, pour
tout p € Xoo, une mesure d, € Zy[[Go]| définie par Ihara-Kaneko-Yukinari
(IKY], prop.2) :

Définition-Lemme 1. Pour tout p € Xo, pour tout n > 1 et tout a €

(Z/p"L)*, fiwons bpg € Ly t.q. {(1 — (%)}t = Czﬁ'a et posons

pr—1
Sn=">_  bnga 'os € ZLy[Gxl,
= (ap =
ou o, est U'unique élément de G t.q. K(0q) = a. Alors 6, = lim 6, €

Z,[Goo)] existe, et

(1+T)= Xm moexp X =1+4+T.

m>1

Principe de la preuve : On remarque qu’en fait 6, = lim 7,(d,), ou m,
est la projection de Zy[|G]] dans Z/p"Z|G,]. De plus, par définition,

pt—1

Xm(p) = Z bp.a-a™ " mod p".
a=1 (a,p)=1

Or il est immédiat que :

p"—l

on(14+T) = (Z bpa a” (1 +T)° Z{ Z bnﬁ.am_l}%.

Le reste du calcul est purement algébrique. O

Il en résulte immédiatement que pour tout ¢ impair, 3 < i < p — 2,
Mel(F;.p) = 522), ol 522) € Z,[[T)] est la w'-partie de §,. D’ot :

Proposition 2. Pour tout i impair, 3 < i <p— 2, géi’ = {5,@, pE %g}

Ce résultat sera généralisé au théoreme 10.

5 Calculs explicites sur un corps totalement réel

On se propose dans cette section de déterminer explicitement les idéaux
de Fitting GY en se placant dans la situation suivante :
F est un corps abélien totalement réel, A = Gal(F'/Q), p premier avec |A|
et p ne se ramifie pas dans F.

K = Ko = F(), Kn = F(Gnn), Koo = | JKn, A = Gal(F/Q), G =

n>0
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Gal(K/F), G, = Gal(K,,/F), Goo = Gal(K«/F), I, = Gal(K,,/K), T =
Gal(K«/K).

@ impair s’écrit yw?, ot x est un caractere (forcément pair) de A et i € Z
est impair.

Notons que ’hypothese de non ramification de p dans F' n’est pas vraiment
restrictive puisque tout corps abélien totalement réel peut étre plongé dans
un corps de la forme K. Quand & I’hypothése de semi-simplicité, on a déja
signalé dans l'introduction qu’elle n’est pas vraiment nécessaire.

L’extension des méthodes du §4 au cas général n’est pas immédiate. La
théorie d’Thara étant spécifique & Q((,), on perd 'interprétation des sommes
de Gauss ou de Jacobi en termes de séries universelles. Mais 1’étape essen-
tielle, & savoir la relation de Coleman (thm. 8), peut étre généralisée en
adoptant une approche ”"motivique”.

5.1 Généralités

Rappelons d’abord les préliminaires de la théorie de Coleman sur F'
(voir e.g. [T]). Soit A, le groupe de décomposition de p dans A et o, € A
I'automorphisme de Frobenius en p. Posons

6}7 =0Op ®Zp Sal HOU,
vlp

ou O, est 'anneau des entiers du complété F,,. Comme F'/Q est non ramifiée
en p, le Zy[A]-module additif O est isomorphe & Zp[A.

L’anneau des séries formelles O [[T]] admet une action de A via les coeffi-
cients, ainsi qu’une action de G, définie par :

(rg)(T) = g((1 + 1) — 1),

ou k est le caractere cyclotomique.
Soit ¢ 'endomorphisme continu de Op[[T]] tel que

(¢g)(T) = g" (1 +T)? = 1).

L’homomorphisme de Coleman est le Z,[A][[Gs]]-homomorphisme Col :
Un — Op[T]] défini par Col(e) = (1 — ¢/p)logf(T), ot f(T) € Op((T))*

est la série de Coleman associée a € = (€, )n>0, vérifiant fc((ni1—1) = (€n)7
Vn > 0.

L’image de Col est contenue dans un module libre Or[[Goo]].(1+T), de sorte
qu’on peut définir Mel(e) € Op[[Gw]] par la relation Mel(e).(14+7) = Col(e).
Le résultat fondamental de Coleman est l'existence d’une suite exacte de
Zp|A][[Goo]]-modules :

0= Zy[A/A)(1) =t M Bp([Go] > 1)
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qui provient par induction (i.e. en tensorisant au-dessus de Z,[Ap][[Goo]] par
Zp[A][[Go]]) d’une suite exacte de Zy[Ap][[Goo]]-modules :

0 Zp(l) Up,co — Oy [[Goo]] —— Zp(l) —0

(ol Uy, désigne la limite projective des unités locales principales).

On notera que Z,[A/A,](1) n’est autre que le module W introduit au § 3.2.
Soit 1) un caractére impair, ¥ = yw?, 1 < i < p — 2, i impair, ol x est un
caractere de A (forcément pair). Alors Ay := Op[[Go]* = ZpX][[T))ei,
e; étant l'idempotent associé & w’. D’apres la suite exacte de Coleman
et la strategle exposee a la fin du §3 il est clair que l'image par Mel
de Fy. .'foo C Z/{oo n’est autre que goo C Ay. Pour calculer les éléments

Mel(Fy.p), p € .'{oo, on dispose encore des caracteres de Coates-Wiles et de
Soulé dans le cas général, méme s’ils sont plus compliqués a définir que dans
le cas particulier du paragraphe précédent :

-pour un corps F' totalement réel, non ramifié en p, les caractéres de
Coates-Wiles locaux

SN Upoo — Fy(m) := F, @ Qp(m)

relatifs & F, (v|p) sont donnés a partir du développement en série

log fe(u) = ) == P

m>1

ol € € Uy o, fe est la série de Coleman associée, 1+u = expU. En choisissant
un générateur v de Z,(1), on pose, pour tout m € Z : qb%vg(e) = Pmp(€) ®
v Alors ¢SW (e) € Homg,, Uy, Fu(m)) = HY(F,, F,(m)) ([BK], §2).
En induisant de A, a A, on peut définir un caractére de Coates-Wiles
semi-local relatif a F,

¢S~LW U — Fp(m)7

avec I, = F ® Qp 2 @yFy, qui appartient a Homg  (Uso, Fp(m)) =
@v\le(Fva(m))'

(¢)

-les caractéres de Soulé y,,’ relatifs & un corps de nombres quelconque

F sont des caracteres kummeriens attachés a un systeéme projectif e de p-
o . — . .

unités : si e = (en)n>0 € Uy = lim(U,, @ Z,), ot U}, est le groupe des

p-unités de K, = F((pn), on pose

_ He'r.<n('r)m*1>n
= i ,
i

ou 7 parcourt Gal(K,,/F) et < a >, désigne I'unique entier de I'intervalle
[0, p™] qui est congru & o mod p™. On définit alors le caractere XSS) X —
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Zy(m) par ([Sou, [IS]) :

(G )7 0) = {(elm) ()P 471 Vp € Xy, Wn > 1.

Une interprétation peut-étre plus fonctorielle consiste a utiliser 1’isomor-
phisme ([KNF], lemma 2.2)

Homg,, (Xeo, Zp(m)) = HE,(OF[1/p], Zy(m)) mod torsion
et pour m # 1, la suite exacte ([KNF] thm 3.2)
0= Uil = Do = Hy(Or[1/p], Zy(m)) = Xl (m = 1)% =0

(toutes les constructions sont canoniques). On peut alors définir le caractere

X1(’fb) comme 'image de (em@(ﬁm_l)n € (U..(m—1))¢.. dans HL.(OF[1/p], Zy(m))
mod torsion.

Si F est abélien, le caractere de Soulé proprement dit, noté x,, = xm(F),
correspond a un choix particulier de e = (ey)p>1 : on prend pour e, la
p-unité cyclotomique Ng¢ on)/ i, (1 = (gpn), ot f est le conducteur de K.
Dans la suite, il sera méme commode de considérer plutét I'image x5, (S
pour Soulé) de y,, dans ®v|pH1(Fv,Zp(m)) mod torsion, via le morphisme

de localisation

loc, = Hey(OF([1/p], Zy(m)) — @y H (Fy, Zy(m)).

Remarques :

1. Pour m > 1, la Zy-torsion de H}Et(OF[l/p],Zp(m)) n’est autre que
HY, (Or[1/p],Zy(m)) (J[KNF], lemma 2.2)

2. Si F est abélien totalement réel, pour tout caractére y de A = Gal(F/Q),
la y-composante locY, de loc,, est injective si et seulement si la valeur
spéciale Ly, (F, xw'™™) est non nulle ([KN] thm. 3.1), ce qui se produit
pour presque tout m.

3. Certains énoncés de [KN] et [KNF| (mais qui ne sont pas utilisés
ici) comportent des facteurs euleriens erronés, qui sont corrigés dans

[BenN]

Dans le cas particulier d'un corps cyclotomique F' = Q((n), le ca-
ractere de Soulé x,, coincide mod torsion avec ’élément cyclotomique
de Deligne-Soulé ¢, (Cy) € HL(Z[¢N][1/p], Zp(m))

cm(CN) = %&n CoreSQ(Can)/Q(CN)(l — Cnp") X (C]]\\;pn)(@m—l

(voir e.g [HK], def 3.1.2, o notre m est noté r), qui intervient dans la théorie

des valeurs spéciales des fonctions L.
Notre objectif va maintenant étre de trouver une relation entre ¢C" et x>
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généralisant la formule de Coleman dans le thm. 8. Le calcul reposera sur la
loi de réciprocité de Bloch-Kato et la compatibilité entre régulateurs étale
et syntomique.

La loi de réciprocité de Bloch-Kato ([BK], [PR], etc...) pour le mo-
tif Z(m) peut étre considérée comme une version ”supérieure” des lois de
réciprocité classiques pour le motif Z(1) ou le groupe multiplicatif G,,,. Soit
F totalement réel, non ramifié en p. Pour toute place v|p, pour tout m > 1,
le cobord O™ : F,, = H)(F,, B} ..) — HY(F,,Q,(m)) associé & la suite exacte
canonique

1-p~™Moy

B+

cris

0—> Qp(m) —= 1"

(pour les définitions manquantes, voir [BK, p.339]) vérifie :

meoy_ L ow
81} (av) - (m _ 1)!T(av'¢m,v)a
on T : HYF,,F,(m)) — HY(F,,Qpy(m)) se déduit de la trace de F,/Q,
([BK], thm. 2-1).

5.2 Calculs cyclotomiques.

La tactique va consister a appliquer Bloch-Kato a un élément spécial
convenablement choisi. Dans cette sous-section, on travaillera dans des corps
cyclotomiques pour lesquels il convient de donner quelques notations supplémentaires.
Fixons un caractere x (forcément pair) de A = Gal(F/Q), de conduc-
teur N = N,. Les caracteres de Coates-Wiles et de Soulé seront relatifs
a Q(¢y)T et notés ¢SV (N), xm(N), x5 (N). Dans 'algebre du groupe
Gal(Q(¢n)/Q) = (Z/NZ)*, on désignera par eg I'idempotent associé a
X et eiv = Z X(T)_lT son numérateur (pour appliquer efcv ou eiv il

T€(Z/NTZ)*

faut évidemment élargir les scalaires, mais pour alléger le texte, on évitera
autant que possible de faire figurer les scalaires dans les notations). Les
éléments x = ¢,,({v) sont compatibles pour la norme et définissent des
systemes d’Euler, et sont donc reliés aux fonctions L,. En les modifiant
par des facteurs euleriens, Kato a construit des éléments ¢,,({y) tels que
em(Cn) = (1 —p" oy 1)em(Cn), et ces ¢m(Cy) proviennent d’éléments
spéciaux de la K-théorie. Plus précisément, pour m > 3, il existe des éléments
spéciaux by, (Cn) € Kom-1(Q(¢n)) ® Q (appelés éléments de Beilinson)
t.q. le régulateur étale de Soulé

ré s Kom—1(Q(CN)) ® Q — HE(Z[CN][L/p], Qp(m) — Vi

(ol la premiere fleche est une classe de Chern p-adique, la deuxieme est loc,,
et Vol = EBv|pHét(Q(CN)v, Qp(m))) envoie by, (¢n) sur Cm(CN) /N L(m—1)!
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(Deligne-Beilinson-Huber-Wildeshaus, voir e.g. [HK], thm. 5-2-2).

Les valeurs spéciales des fonctions L,, quant a elles, interviennent via les
régulateurs syntomiques de Gros-Somekawa (voir e.g. [KN], §1). Pour
toute place v|p, on a un homomorphisme composé

T?;/n,v : Kom-1(Q(¢N)) — H! (ZP[CNL Soo (m)Qp) s Q(¢N)v
ou la premiere fleche est une classe de Chern syntomique a valeurs dans un
groupe de cohomologie syntomique; si p JN, ce groupe est égal & Q((n), et
a, = (1—p o).
Alors by, (Cn) s’envoie via 7}, sur (1 — p~™0p)Lin(Cn) (voir e.g. [KN],
thm. 1.5), ou Li,, est le polylogarithme p-adique de Coleman, dont le lien
avec les fonctions L, est donné, pour tout caractere de Dirichlet pair 6 # 1,

de conducteur Ny, par la formule ([Col3], p.172) :

Ny
(1= 6(p)p™™) "Ly, m) = 7(O)N; "D _60(b) Lim (CR,)

b=1
Ny
ouT(f) = ZQ(b)C]bVG est la somme de Gauss pour 6. Si p ne divise pas Ny,
b=1

7(6) est une unité p-adique, et I'on posera ug = 7(6) "' Ny (indépendant de
m). Pour 6 = 1, la formule précédente doit étre remplacée par une formule a
la limite au voisinage de 1 ([Col3], p.173). Dans la suite, pour alléger le texte,
on ne fera pas les calculs pour § = 1 (qui sont paralléles & ceux du cas 6 # 1).

La compatibilité entre les régulateurs syntomique et étale (théoréeme de
Gros-Niziol, voir e.g. [KN], thm. 3.7) se résume en un triangle commuta-
tif :

Vszbn = ®v|pav(Hl(Zp[<N]’ Soo(m)(@p))

m

Kom-1(Q(¢n)) ®Q o

ét

Vrit = @U‘pHét(Q(CN)Uv Qp(m))
les fleches (), et 0™ étant définies a partir de rg,, , et J;" par induction
de H, a H, ou H désigne momentanément Gal(Q(({n)/Q) et H, son sous-
groupe de décomposition en une place v|p. Notons que V!, = @,,Q((n)w-
La tactique va consister a calculer les images de eXN,l(bm(C ~)) dans le tri-

angle précédent :

1. Par le régulateur étale :

26



D’apres les rappels,

i (e ibm((n)) = m N 1 (@ (Cn))
i.e. I .
e sbmlon)) = S M ),

. Par le régulateur syntomique :
Fixons une place v|p et notons y,, la restriction de x & H, de conducteur

Ny, eivf . le numérateur de I'idempotent relatif & x; ! et H,,. D’apres les
rappels, le régulateur 73, , envoie b, (Cy) sur (1 — p~™o, ) Lim((N),

donc il envoie eivflbm(C N) sur
v

(1= p "0, e 2 Lim(Cn) = (L= p"™x(p) D X(O)H(Lim(Cn)).

teH,
Comme eiv,l = Z Z x(t)t), out s parcourt un systéme com-
H/H,
plet de représentants de H/Hp, le régulateur rg,,, va envoyer eizll b (C)
N
sur (1 —p~"x(p ZX (st)st(Lin(CN)) = Zx(b)Lz’m(G’V) puisque le

s,t b=1
polylogarithme est Galois-équivariant. En appliquant la formule de

Coleman, on obtient finalement :

o (€31 (0m(CN))) = wy Ly(xw' ™™, m).
NB : cette formule doit étre lue dans le x~'-partie de BoypQ(CN v,
identifiée & Qp(x).

. Par Bloch-Kato :
Comme précédemment, fixons une place v|p et posons

avzrs’?jm( 2y (b (Cn)))-

Pour u, € Uy (N), la formule de Bloch-Kato s’écrit :

(m - 1)'817)71((11))('“1)) = Z t(av)t(qu,v(uv))y

teH,

olt 'on a noté ¢, pour ¢S4 (V). Or t(m0(uy)) = (Pt Huy)) =
(tédmw)(tuy) en tenant compte de l'action galoisienne habituelle sur
les homomorphismes. Prenons maintenant u, dans la y,-partie de
Uy,oo(N) :

(m = D1 (@) () = D X (Ot (abmo) () = €71 (a06m) ().

teH,
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Examinons d’un peu plus pres a,, = (1—p‘mx(p))e>]j§1Lz’m(CN). Comme

Q(¢N)w = Qp(¢n,), on peut choisir s € H t.q. so(Cy) = (n,, d’ou
soLim((n) = Lim((n,) dans Q(Cn)w, avec w = sgv, et la formule
de Coleman donne : spa, = uXwLp(xwwl_m,m), soit, comme dans le
théoréme 8, en notant F,, la série d’Iwasawa associée a la fonction

uXwLP(wal_mv ) :
Xv NP _ NP
Yu, € uv,oo(N) ) SOEXfl(avgbm,v)(uv) = €X71¢m,w(fwuw)'
Par induction, c.a.d. en appliquant Z X(s)s, on obtient facilement :
H/H,
V€ Us(N)X, (m = 1)1(s00m()) () = (V-1 6SW (N)) (Fy-0),

ou a = rg’;n(eiv,l bm(Cn)) et Fy est la série d’Iwasawa associée a la
fonction uXLp(le_m,.), 1 = xw™. D’apres 1. et la commutativité

du triangle des régulateurs, on en déduit, pour tout u appartenant a
Uso (N)X

(s0e xS (N)) () = N™1(1 = p™x(p) (1 S (W) (Fpe)

ou encore, en changeant légerement les notations et en écrivant F
pour x(so)Fy :

(ex-xXm(N)) () = N™ (L = p™ Ix(p) (-1 65" (V) (Fyw).

m

Prenons maintenant u € Uso(N)¥ = (Uso(N)X)“™. Si f est dans une
(x')~!-partie, alors

(0f)(w) = (X)) f(u) = o(flo™ ) = w(o)™p~ (o) f(u) = x ™' (0) f(u),
donc ¥’ = x et la relation précédente devient :

Vu € Uso(N)Y, X (V) (1) = NP H(L =™ (p) 83" (N) (Fy ).

5.3 Retour a F

On revient aux hypotheses et notations générales de début de la partie
5, ot x est un caractere (forcément pair) de A, de conducteur N = N, .. La
relation de Coleman (théoreme 8 (3)) se généralise comme suit :

Théoréme 9. Soit ) = yw', 1 < i < p — 2, impair. Pour tout m =
i mod (p — 1), pour tout € € u;"o, on a:

X (€) = NI7H1 = p™ X (p) 65" (Fope)

(ici, les notations ng ¢%W, UL sont relatives au corps de base F).
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Preuve. Notons F, le corps fixé par Kerx et prenons la corestriction de
Q(¢n) a Fy. D’apres les propriétés fonctorielles normiques rappelées au
début du paragraphe 4, la derniere formule du paragraphe précédent donne :

Vo' e UL, (x5) (W) = N"H1 = p () (oS ) (Fypad),

ou les notations (.)" se réferent (provisoirement) au corps de base F.
Or il est bien connu que U, est de Ay-rang 1 et Homg, (u;"o, Zp(m)) est de
Zp|x]-rang 1, et par suite

Ve e UL, x5, (€) = A5 (Fye)

ou X € Qp(x) et les notations se réferent (définitivement) au corps de base
F. En prenant la corestriction de F' & F, la formule précédemment obtenue
montre que A = N™ (1 —p™~Lx(p)). On a ainsi montré la formule cherchée
pour tout ¢ impair, > 3. Pour x fixé, la continuité en m des deux membres
de ’équation permet de conclure aussi pour ¢ = 1. O

Il reste maintenant a généraliser la mesure de Ihara-Kaneko-Yukinari
(définition-lemme 1).

Définition-Lemme 2. Soit ¢ = xw' comme précédemment, et N = Ny.

Pour tout p € f{’f}.o, pour tout n > 1, et tout a € (Z/p"Z)*, fizons bya €
bna 1/p"\ p—1 N "y

Zp t.q. (" = (oae” )P, ou e, est la p-unité NQ(Cfpn)/Ki(l — Cppn)

qui intervient dans la définition des caractéres de Soulé (voir les rappels ).
Posons ¢ =aN~! et

p"—l

n(p) = Z bn@c_lac € Zp|Go).

CL:1, (a,p):l

Alors 0y(p) = lim 6,(p) € Zp[[Go]] existe et

n—oo
N™ xm(p)
dp(p).1+T) = Z T!me’ expX = (14 17).
m>1,m=i(p—1)
Preuve. Ce sont les mémes calculs que dans la définition-lemme 1. O

Dans ce qui suit, on considérera d,(p), pour p € %fo, comme un élément

de Ay = Op|[Goo])”

Théoréme 10. Pour tout caractére impair ¢ de Gal(K/Q), pour tout p €
X%, ona: Mel(Fy.p) = 6y (p) dans Ay. En particulier, GL est composé des
dy(p), p parcourant x%.
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Preuve. Par définition de I’homomorphisme de Coleman et des caracteres
de Coates-Wiles,

Xm
m!

Col(e) = Z (1= x()p™ oSN (e)

m>1

pour tout € € u;"o, et donc, d’apres le Théoreme 9 et la remarque 2 du § 5.1,
Mel(Fy.€) = dy(€) pour tout € € UL Cette identité se prolonge a %Zo, le
passage de € € u;"o ape XY, se faisant par le méme argument de densité
que dans la preuve du Théoreme 8. O

Sous les hypotheses ot le théoreme 5 s’applique, les (6, (p))? constituent

donc l'idéal de Fitting sur Ay« du module Xéf*. Pour avoir un résultat
d’annulation galoisienne au niveau fini, introduisons quelques notations :
Yn>1, Vpe %Zo, V1 € Gy, soit by, € Z/p"Z t.q. Cn'” = (T(e,)'/P")P=1,
ou e, est la p-unité spéciale qui intervient dans la définition des caracteres
de Soulé. Posons

5n(ﬂ) = Z BnrrT_l € ZP[X]/pn (Gl

TEG'rL

Corollaire 4. Si ¢(p) # 1 et ¥*(p) # 1, alors les onO,(p), p parcourant
X%, composent Uidéal de Fitting de AY /p™ sur Zp[x*]/p"[Gr].

Preuve. Dans les calculs justifiant I'existence de dy, A(,o), on a en faitA montré
que 6y (p) = limm, (8,(p)), ot m, est la projection de Op[[G]] dans Op/p"[G,,].
Or o
7Tn(5n(p)ﬁ) = Z l_)n,ao-zrlN = UNﬁn(p)
a€(Z/p" L)

(rappelons que N = N, est premier a p). On applique alors le corollaire 3
du théoreme 5 de la partie 3.4. O

5.4 Comparaison avec des résultats de Solomon

Dans son exposé [Sol], D.Solomon a construit certains éléments annu-
lateurs de la partie ”plus” du groupe de classes en procédant par montée
(alors que nous avons procédé par descente). Résumons sa démarche :

1. Avec les mémes hypothéses et notations que dans 4.1, Solomon construit
pour tout n > 1 un homomorphisme

0, X, /p" — Z)p"Z[G,]T

qui (apres traduction) est 'analogue (sans les caractéres) du 9, du
corollaire 5.
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2. Par la méthode de Thaine, il montre que d,,(p) annule A" /p™, puis, par
passage a la limite projective le long de la tour cyclotomique, il obtient
un homomorphisme oo : Xoo — Zp[[Goo]]t dont I'image annule X7 .

3. Dans le cas particulier de Q((,), il obtient, en utilisant la loi de réciprocité
d’Artin-Hasse, une suite exacte au niveau infini qui est duale (sans les
caracteres) de notre suite exacte fondamentale (thm 4).

6 Appendice sur le "miroir” (Spiegelung)

Les relations du "miroir” étant une combinaison d’isomorphisme (corps
de classes) et de dualité (Kummer), c’est au-dessus de K, dans le cadre de
la théorie d’Iwasawa, qu’elles s’expriment le mieux. Voici le shéma galoisien
qui contient tous les résultats de Spiegelung ([Iw2], [N2], [LMN]) :

777777777 MOO Y
torp Xoo Néo (X! (-1)) KO%P— - =
\ / ]tOrA(%oo)

_________ To——————————

L
fraXoo /
Too N L.,

X

,,,,,,,,, Ko

Les notations pour la plupart des extensions sont celles de [Iw 2] : M est la
pro-p-extension p-ramifiée abélienne maximale de K., N/ est I'extension de
K obtenue en ajoutant toutes les racines pF-iemes de toutes les p-unités de
Koo, L. est la pro-p-extension abélienne non ramifiée p-décomposée maxi-
male de Koo ; Xoo = Gal(Moo/Kwo), X = Gal(L /Kw); Too est le corps
fixe de tory X oo, donc Gal(Tw /Ko) 2 fraXs := Xoo /torpa X . Notons que la
conjecture faible de Leopoldt (valable pour K,) entraine X1, = (torpXoo)™
et fraXo = (fraXoo) ™. En utilisant la théorie de Kummer, Iwasawa montre
dans [Iw2] que :
1. Gal(My/NL) ~ a(X. (—1)), ot «(.) désigne l'adjoint et = signifie
”pseudo-isomorphisme”.
2. Gal(N /T) = Wy = (Indﬁva(l))/Zp(l), ol v est une p-place
choisie de K, et A, est I'algebre d’Iwasawa locale en v



3. Gal(Two/Too N L) est fini, ice. fraXo ~ fra(Gal(NL, /Koo).
Ces résultats peuvent étre affinés en introduisant, comme dans [N1], [N2],
le corps de Bertrandias-Paysan Kfép , dont on ne rappellera pas la
définition mais qui peut étre caractérisé comme étant le corps fixe de We.
Alors, avec les notations du §3.3 , Gal(KBF/K,)) « X et I'on a (voir
[LMN]) :

1. Gal(Muo/N.) = Gal(KBF /KBP \ N!_) v a( X! (=1)) = torp X s

2. Gal(N! /N! N KBP) <« Gal(My/KBP) = W,

3. Gal(N!, N KBP/T..) est fini.

Autrement dit, toryX., contient un sous-module d’indice fini isomorphe a
We @ a(X. (—1)). Ces résultats proviennent essentiellement d’une suite
exacte de Poitou-Tate

0 — Wao — toraXaee — toraXes = a(X. (—1)) — 0

qui exprime le fait que la surjection canonique Xo, — X/ induit un homo-
morphisme tory X — X/, qui se factorise a travers 7. : Gal(KZF /T) =
torpaXoo — X.o. Alors (voir [N2]) :

1. Kerng, = (0) et (toraXso)™ « a( X! (—=1))~

2. Imne = Gal(L /L. N Ts) = X.Z @ (X (—1))~

(certains résultats de [N2] sont exprimés & pseudo-isomorphisme pres, mais
ils sont en fait valables & isomorphisme pres, avec exactement les mémes
démonstrations). D’apres les propriétés fonctorielles de I’adjoint, en notant
(.)¥ involution d’Iwasawa, (X’ (—1))~ ~ (X. )% La conjecture de Green-
berg prédit la finitude de Xéj , donc, puisqu’un adjoint n’a pas de sous-
module fini non nul, la nullité de a( X’ (—1))~. Par conséquent, elle équivaut
a la finitude de Imn, = Gal(L., /Lo NTx) et I'on peut la généraliser au
cas non CM :

Conjecture 2. Pour un corps de base K quelconque, [L. : L\ NTy] < 00

En retournant aux hypothéses et notations du texte, on peut remarquer
que Ei ~ FrpxY et E&/ﬂuﬁo = Gal(L, NTao/Koo).

Cas particulier du corps de base Q((,) : Dans ce cas, il n’y a qu'une
seule p-place au-dessus de p et elle est totalement ramifiée dans Q((p)/Q.
On voit alors facilement que :

My = KBP et torpXo = a(X.(—1)); T = N., = Ny = l'extension de
Q(¢pe) obtenue en ajoutant toutes les racines pP-iemes de toutes les unités
de Q({p) ; L., = Loo = la pro-p-extension abélienne non ramifiée maximale
de Q(¢pe~). La conjecture de Greenberg équivaut & [Lo : Lo N Too] < 00 et
la conjecture de Vandiver & [Loo : Loo N Tso| = 1.

Pour tout n > 0, soit C,, le groupe des unités cyclotomiques de Q((yn+1), et
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soit Coe = limC),. On sait que (U,5 : C;F) est égal au nombre de classes

de Q(Cpn+1)+, et la finitude de ces indices entraline immédiatement que
Too = N coincide avec Iextension Cyclo obtenue en ajoutant a Q((pe)
toutes les racines p*-iemes de tous les éléments de Cu,. Or, compte tenu de
la définition des caracteres de Soulé et du théoreme 7 de la partie 4, il n’est
pas difficile de montrer que Cyclo coincide avec le sous-corps de M, fixé
par le noyau de la représentation d’Thara Ih : X, — A* (pour les détails,
voir [IS], prop.5). Notant M le sous-corps fixé par X1, on a :

et Cyclo = M7

e}

Proposition 3. Cyclo C M

007
ture de Greenberg est vraie pour Q((p).

si et seulement si la conjec-

Preuve. 1l est évident que Cyclo C M, puisque (toraX.)T = XI. De
plus, la conjecture de Greenberg équivaut & la nullité de (torpy X, )t d’apres
ce qui précede. O

Remarque : Comparer au corollaire de la prop. 5 de [IS], qui utilise la
conjecture de Vandiver.
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