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QUELQUES RESULTATS EFFECTIFS CONCERNANT LES
INVARIANTS DE TSFASMAN-VLADUT

PHILIPPE LEBACQUE

RESUME. On considére dans cet article les propriétés asymptotiques de corps
globaux a travers I’étude de leurs invariants de Tsfasman-Vl1adut, nombres qui
décrivent en particulier la décomposition des places dans les tours de corps
globaux. On utilise des résultats récents de Schmidt et une version faible mais
effective du théoreme de Grunwald-Wang pour construire des corps globaux
infinis ayant un ensemble fini donné d’invariants non nuls et un ensemble
prescrit d’invariants nuls, tout en estimant leur défaut.

Dans les années 1980, Ihara (voir [Iha83|) a initié la théorie asymptotique
des corps de nombres, en s’interrogeant sur le nombre de places pouvant se
décomposer dans une extension algébrique infinie non ramifiée d’'un corps de
nombres, et précisa alors tres fortement le théoreme de densité de Cebotarev, qui
prévoit que ces places ont une densité analytique nulle. Ce probleme est en outre
tres important dans le cas des corps de fonctions, puisqu’il est lié a la recherche
des courbes ayant un tres grand nombre de points rationnels, courbes utiles a la
théorie des codes ou encore dans les problemes d’empilement de spheres, ou 'on
s’intéresse a la construction de familles de corps de fonctions dont la limite du
nombre de points rationnels sur le genre (plus précisément du ratio Ny/(g — 1))
est maximale (voir [TV9I]). Drinfeld et Vladut (voir [DV83]) ont démontré que
pour toute famille de courbes sur [, la limite supérieure du ratio N,/g ne pouvait
excéder ,/q — 1, améliorant ainsi la borne obtenue directement par I'application
de l'inégalité de Hasse-Weil. Différentes approches (voir [GS96]) permettent de
construire des familles de courbes sur F . atteignant cette borne, ou d’obtenir
des familles sur IF, dont cette limite est positive.

Tsfasman et Vladut ont par la suite généralisé la borne de Drinfeld-Vladut
et les travaux d’lThara aux familles infinies de corps globaux (et donc aux corps
globaux infinis). Leur étude a conduit & des applications diverses, par exemple &
une généralisation du théoréeme de Brauer-Siegel. Ils ont ainsi défini un ensemble
d’invariants dont 'importance se voit dans la fonction zéta des corps globaux
infinis qu’ils considerent. Dans sa these, 'auteur a tenté de controler le support
de cet ensemble d’invariants. Si la théorie du corps de classes permet de s’assurer
qu’un nombre fini de ces invariants sont positifs, il est plus difficile de répondre
au probleme inverse : peut-on s’assurer que ces invariants sont nuls. Cela est
toutefois rendu possible par les travaux de Labute (voir [Lab06]) sur les mild
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2 PHILIPPE LEBACQUE

pro-p-groupes. Récemment, Schmidt ([SchO08]) a généralisé ces résultats aux ex-
tensions maximales S-ramifiées, T-décomposées, et conduit I’auteur a améliorer
ses travaux, en controlant simultanément un ensemble d’invariants nuls, et un
ensemble d’invariants non nuls. C’est ce que nous présentons dans cet article.

1. INVARIANTS DE TSFASMAN-VLADUT

On rappelle dans ces paragraphes les définitions et quelques résultats concer-
nant les invariants de Tsfasman-VI1adut. On pourra se reporter a [TV02] ou encore
a [Leb07] pour les détails de ce qui va suivre.

1.1. Notations. Dans toute la suite, on utilisera les conventions et notations
suivantes. Par corps global K on entendra une extension finie séparable de Q ou
[F,-(t), pour une puissance r d’'un nombre premier p. On supposera, sauf mention
du contraire, que le corps des constantes des corps de fonctions est [F,.. On ajoutera
(CN) (respectivement (C'F')) pour signifier qu'une assertion concerne le cas des
corps de nombres (resp. des corps de fonctions). Dans toute la suite, on désignera
par :

Q(n) = > oy sin=]]p* est la décomposition de n en facteurs premiers.

0 le corps Q (CN), Fy(t) (CF),

do =1 (CN), 0 (CF),

) =1 - dg,

nx le degré de K/Q,

dx le discriminant de K (CN),

9K le genre de K (C'F), log+/|di| (CN), appelé également genre de K,
; gk (CN), g — 1 (CF)

g
PIE(K ) I’ensemble des places de K,
Pl;(K)  celui de ses places non archimédiennes,
Pl (K)  celui de ses places réelles,
Np la norme d’une place p € Pl;(K) : le cardinal du corps résiduel en p,
degp logNp (CF),
Q,(K) le nombre de places de K de norme g,
Or(K)  le nombre de places réelles de K,
O (K) le nombre de places complexes de K,
0¢(K) = 1 si le groupe des racines £™¢ de 1 p, C K, 0 sinon,
U, le groupe des unités de Ok, , pour v € Pl(K),
avec la convention U, = R pour v réelle, C* pour v complexe,
CIT(K) le groupe des T-classes d’idéaux de K,
Sr((,K) =1si,CIT(K)#0 (CF), 0 sinon,
Ex T le groupe des T-unités de K,
VI(K,?) le groupe de Kummer :
{ae K* |ae K} pourve SetacU,KX pourvé¢ T}/ KX,
KL désigne la /-extension maximale de K non ramifiée hors de S
ou les places de T sont totalement décomposées,
CGL(K.0) = Gal(KE()|K),
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as = ngd(degpa pe S) (CF)’ 1 (CN)a

w(S) = Zpes log Np pour un ensemble de places finies de K,

7'(S) =log™ w(S).
pour ¢ un nombre premier et S, T' C PIl(K). log désigne la fonction logarithme
en base e dans le cas des corps de nombres, en base r dans le cas des corps de
fonctions, et log™ 2 = logz si # > 1 et 0 sinon. On omettra ¢ et K dans la
notation des lors qu’aucune ambiguité n’est a craindre.

Pour une extension L/K, p € PI(K) et B € PI(L) prolongeant p & L, on note :

¢, 4(L) le nombre de places B € PI(L) prolongeant p de norme g,
Sr, C PI(L) DPensemble des prolongements de places de S C PI(K) a L,
Sk C PI(K) Densemble des restrictions des places de S C PI(L) a K.

Important : Enfin, dans ce qui suit, on appellera constante effective une constante
absolue (ne dépendant d’aucun parametre) et qu’on peut calculer. On écrira
P <« @ (resp. P > (@) s'il existe une constante effective ¢ > 0 telle que
P < ¢Q (resp. P > ¢(@). Dans tout ce qui suit, nous mettrons l'accent sur
la dépendance des majorations en les différents parametres (genre, norme des
places considérées...), la question de l'optimisation de telles constantes restera
alors ouverte apres notre étude.

1.2. Définition et propriétés des invariants de corps globaux infinis.
Rappelons a présent les définitions relatives aux propriétés asymptotiques des
corps globaux. On appelle corps global infini toute extension algébrique infinie
de Q sans extension des constantes dans le cas des corps de fonctions. Par fa-
mille (K;);en de corps globaux on désignera une suite (K;);en de corps globaux,
extensions finies du méme corps de base (Q ou F,.(¢)), telle que K; n’est pas iso-
morphe & K si i # j, et telle que, dans le cas des corps de fonctions, le corps
des constantes de chaque K; est le méme corps fini F,. pour tout entier 7. Dans
une famille, la suite des genres (g, )ien tend vers l'infini, puisqu’il n’y a qu’un
nombre fini de tels corps globaux, a isomorphisme pres, de genre plus petit qu’un
genre donné gg. Une tour {K; }ien désignera une famille telle que K; C K1 pour
tout 1.
Considérons I’ensemble

s {R, C, p*, p premier, k € N*} (CN)
| {rF, ke N} (CF)

Ay désignera A — {R,C} dans le cas des corps de nombres, et A dans celui des
corps de fonctions.

Soit K = {K;}ien une famille de corps globaux. On dira que K est asymp-
totiquement exacte si, pour tout ¢ € A, la suite ®,(K;)/gx, admet une limite,
que l'on notera alors ¢4(KC). Dans ce cas, on considérera ®x = {¢4,q € A}. On
omettra /I dans la notation des que cela ne préte pas a confusion. On dira que
la famille I est asymptotiquement bonne si elle est asymptotiquement exacte et
qu’au moins 'un des ¢4, ¢ € A, est non nul. Dans le cas contraire on la dira
asymptotiquement mauvaise. La limite du ratio ng,/gx, si elle existe, sera notée



4 PHILIPPE LEBACQUE

$o(K), & ne pas confondre avec les invariants relatifs a la place co dans le cas
des corps de fonctions.

Remarquons que de toute famille on peut extraire une famille asymptotique-
ment exacte. Dans la suite, on ne considérera que des tours {K;};en de corps
globaux, qui sont toujours asymptotiquement exactes (voir [TV02]). De plus,
dans ce cas, les limites ¢, ne dépendent que de la limite K = UK;. On peut
alors définir les invariants de Tsfasman-Vladut ¢,(KC) d’un corps global infini £,
comme étant les ¢, correspondant a toute tour {K;} telle que K = UK;.

On voit facilement qu’une condition nécessaire a un corps global infini pour
étre asymptotiquement bon est ¢, > 0, cette condition étant également suffisante
dans le cas des corps de nombres. Elle est en particulier vérifiée si le corps est
non ramifié hors d’un ensemble fini de places, et modérément ramifié sur un corps
global (voir [Leb07] pour les détails).

Ces invariants vérifient une inégalité fondamentale généralisant I'inégalité de

Drinfeld-Vladut (voir [TV02]) :

Théoréme (Inégalités fondamentales de Tsfasman-V1ddut). Pour tout corps
global infini, on a :

V-1

CUIDY 20089 | (log 2y/7 + D)gn + (log 2 +7)c < 1,

I
(CN — GRH) Y % + (log VBT + T + 2)ém + (log 87 +7)dc < 1,
q

q
= m(ﬁrm
CF N <1,

ot v est la constante d’Euler, et ou lindication (GRH) signifie une fois pour
toute que l’assertion est vraie en supposant ’hypothese de Riemann généralisée.

Pour des raisons pratiques de correspondance entre corps de fonctions et corps
de nombres, définissons également, pour toute place p d’un corps global K, tout
q € A et tout corps global infini I/ K, les invariants ¢y 4(K) = lim @y, (K;)/9k;,
pour toute tour {K;} d’extensions de K de réunion K. Ces nombres existent et
ne dépendent pas de la tour choisie. Le support de K/K est alors ainsi défini :

Supp(K) = {p € PU(Q) | Fg € A dpq #0}.

On peut définir la fonction zéta d’un corps global infini K sous la forme suivante
(voir [TV02]) :

Gels) = [ —q7)

qEAf

ainsi que sa fonction zéta complétée

(CN) Gels) = 27 %=m*05/2(2m) =50 D (5/2) P D(5) (e (),

(CF) (i =1k
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Le produit eulérien définissant ces fonctions converge absolument pour Re(s) > 1
(Re(s) > 1/2 sous GRH) d’apres les inégalités fondamentales. Il définit alors une
fonction analytique sur Re(s) > 1 (> 1/2 sous GRH). De plus, (i est la limite

ponctuelle de ( IlégKi) sur le demi-plan Re(s) > 1 (voir [TV02]). L’étude de ces
fonctions zéta se trouve alors intimement liée a celle des invariants.

Plusieurs questions se posent alors naturellement les concernant. On peut par
exemple se demander si 'ensemble des invariants de corps globaux infinis a des
propriétés topologiques intéressantes pour une topologie naturelle sur les suites
réelles. Toutefois cette question, comme d’autres réputées plus faibles, & savoir si
le support des corps globaux infinis peut étre infini, sont hors de portée actuelle-
ment. En effet, si ’'on peut essayer de controler le comportement d’un nombre fini
de places, aucune technique connue de I'auteur ne permet d’en gérer un nombre
infini, tout en veillant & ce que la ramification reste finie (et modérée). On peut
également s’interroger sur l'existence de corps globaux infinis ayant un défaut
nul, c’est a dire dont la différence entre les deux membres de l'inégalité fonda-
mentale est nulle. De tels corps existent sur F,2, et peuvent méme étre obtenus de
fagon récursive (voir [GS96]). Dans le cas des corps de nombres, ou des corps de
fonctions sur [F,., on ne sait pas quelles valeurs peuvent étre prises par le défaut.
Posons alors

(CN — GRH) §=1- Z%k’gf

(log\/_+ + = )¢R—(10g87f+7)¢<c,

1 ¢qlogq
(CN) 6=1 zq:iq_l

— (log 2/ + %)@R — (log 2m + v)¢c,

(CF) 6=1- % Mo

rz —1

m=1

Dans un travail précédent (voir [Leb08]), 'auteur a démontré que, pour toute
famille finie de parametres q1,...,¢, € Ay, il existe un corps global infini ayant
ses invariants ¢g,, ..., @, strictement positifs. Il y est aussi démontré que pour
tout ensemble fini de nombres premiers I, il existe un corps de nombres infini
asymptotiquement bon K tel que I N Supp(K) = 0. Il est également possible
de donner des versions effectives de ces résultats, en terme de défaut du corps
obtenu. Toutefois, il n’avait pas pu étre démontré qu’il existait un corps global
infini ayant ses deux propriétés simultanément. Nous nous proposons alors de
démontrer :

Théoréeme A. Soient P = {p1,...,pn} C Pls(Q), et pour tout i = 1...n, n;
entiers distincts d; 1, . . ., din,. Soit un ensemble fini I C Ply(Q) tel que INP = .
On pose N = ppem(n;); ppem(d; ;)i j. Alors il existe un corps global infini IC,
totalement réel dans le cas des corps de nombres, tel que :
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(i) I N Supp(K) =10,

_ 9
s = i >0

)
(ii) Pour touti=1...n, et tout j=1...n;, ¢
(i) ¢r = do (CN)
(iv) Il eziste deux fonctions f(P,N) et g(P,I) telles que

h(P,n;,d; ;)

K)<1— )
R =1 BN+ 9P D)
Sous GRH,
_ N~ logNp; ¢ 1 T
h(P, ni, d; ;) —Z n; Z 7 + g (log87r—|—z—|-§>7
=1 7=1 sz 2 1

et si v est premier avec N on peut prendre
F(P,N) < a®™™ {(1 4 |P|)log N +7'(P) + 6z N2},
ou a > 1 est une constante effective, et
g(P, 1) < |P|(x'(P) +log™ |I| +log™t «'(I)) + =’ (1)
+ (PP 4+ 1|+ 1)(1 + dr log ap)

On verra qu’on peut prendre ce corps global infini sous la forme d’un compo-

situm QL (¢)L, ot L est une extension finie de Q. Le défaut étant d’autant plus

petit que la somme ) q Qi%‘iglq est grande, on voit que pour rendre le défaut le plus

petit possible, il faut que T soit aussi grand que possible pour ZpET \l/cﬁ—pl\ipl, et S
aussi petit que possible pour Zpe glog Np (cette somme intervenant dans le calcul
du genre). On peut alors se demander combien de places peuvent se décomposer
dans ces extensions Qg(f). Le théoreme de densité de Cebotarev implique que
I’ensemble de ces places a une densité analytique nulle. On peut toutefois étre

plus précis :

Proposition B. Soient { un nombre premier impair, S,T C Pl;(Q) deuz en-
sembles finis disjoints de places finies de Q. Dans le cas des corps de nombres, on
suppose que L ¢ S. Dans celui des corps de fonctions, on suppose que £ est pre-
mier a ar et ar. Soit D l’ensemble des places finies de Q totalement décomposées

dans QL(¢). Si QL(¢) est infinie, alors :

logNp _ 7(9) y
o ,;DNp—l <y Tles2vm—,

log Np m(S)
N — H < —
(CN — GRH) g} 1S3

log Np 7(S)
(CF) peZD\/N_p_lg 5

log V8w —

N
Do |2
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Remarquons que cette inégalité s’avere en pratique trop faible du fait de la
taille de S pour montrer qu’aucune autre place que celles de T" ne se décomposent
totalement. De plus, on se rend compte des limites de nos méthodes actuelles. En
effet, les méthodes cohomologiques ne permettent pas pour le moment d’imposer
le comportement d’une infinité de places & la fois, tandis que les méthodes ana-
lytiques ne permettent pas de détecter un ensemble infini de places décomposées
lorsque celui-ci est trés petit pour ) 10eNp O est donce impuissant devant le

v/Np—1-

probleme de savoir s’il existe ou non d’autres places décomposées dans les exten-
sions QL (¢)L.

L’article s’organise ainsi. Dans la seconde partie, nous construisons 1’extension
L, au moyen d’un résultat effectif de construction d’extension ayant un compor-
tement local donné, et du théoreme de densité de Cebotarev. La troisieme partie
est consacrée a la construction de l'extension Qg(ﬁ) en utilisant les travaux de
Schmidt pour lesquels on donne des versions effectives ; on y prouve aussi la propo-
sition [B], qui s’avere étre un corollaire direct des inégalités fondamentales. Dans la
quatriéme partie, on compose ces deux constructions pour obtenir le corps voulu
et une estimation de son défaut. Enfin on donne en cinquiéme paragraphe deux
estimations valables dans les cas particuliers les plus utiles en pratique.

L’auteur remercie Alexander Schmidt de ’avoir accueilli & Ratisbonne et d’avoir
répondu & ses nombreuses questions. Enfin, ce travail a été en partie financé par
la dotation EPSRC EP/E049109 " Two dimensional adelic analysis”.

2. CONSTRUCTION D’UN CORPS GLOBAL AYANT DES PLACES DE NORME
DONNEE

2.1. Le théoréme de densité de Cebotarev. Dans ce paragraphe, L/K désigne
une extension galoisienne de corps globaux, de groupe de Galois G. Dans le cas
des corps de fonctions, L et K ont pour corps de constantes cste(L) = F,m et
cste(K) = F, respectivement. On note ¢ la substitution de Frobenius : x — 2.
Soit m(x) la fonction de comptage des places finies de K non ramifiées dans L de
norme inférieure ou égale & x. On pose ®(d) = 7(r?) — w(r¢=') dans le cas des
corps de fonctions.

Soit S un ensemble fini d’idéaux premiers de K, au dessus d’un ensemble Sgo

de Q. Pour un idéal premier p de K, le symbole d’Artin <L/TK> désigne la classe

de conjugaison des Frobenius correspondant aux idéaux premiers au-dessus de p
dans L. Soit C une classe de conjugaison de G. PIF" désignera I'ensemble des
places finies de K non ramifiées dans L/K. Posons :

ﬂ'c(:v):#{pEPl?r | Np <z et <L/TK> :C}

do(d) = mo(r?) — ne(rtt)  (CF)

Considérons la fonction

Todt
Li(z) = / b
2 logt
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Théoréme 2.1 (Théoreme de densité de Cebotarev [LO77],[KMS94]). Avec les
notations précédentes, il existe quatre constantes effectives Ag, A1, As, Ag telles
que l’on ait :

(CN) me(z) — = Li(z) = A(z),
ou, pour tout x tel que logx > Agny, g%

c A 1
(ON) |A@) < [GLiG) + Al Clrexy (—A2 np? 1og%<x>),
ot |C’| est le nombre de classes de conjugaisons contenues dans C, et ot le terme
en Li(zP) n’est présent que si (x a un zéro exceptionnel p (c’est a dire vérifiant
1-8gr) t<p<1).

Sous GRH, on a le résultat plus fort suivant, valable pour tout x > 2 :

(CN —GRH) |A(x)] < A3%$; (291, + nplogx).

Dans le cas des corps de fonctions, supposons que C C G a pour restriction ¢
cste(L). Alors on a :

CF) |3e) - Do) < @ém(z +1)|C|é
€]

+ (1+ F)W(D),

oi D = Ram(L/K) est l’ensemble des places de K ramifiées dans L. Sinon
me(d) = 0.

Corollaire 2.2. Soit L/K une telle extension galoisienne non triviale. Soit S un
ensemble de places finies de K. Alors il existe une place finie p de K non ramifiée
dans L qui n’est pas dans S, dont le Frobenius est dans la classe C tel que, sous
Uhypotheése de Riemann généralisée, on ait :

(CN —GRH) logNp < 2A,{log(1+ |Sg|) +loggr},
(CF)  degp < 2max(Aq {log(1 + [S]) +log([L : K] +g1)},m)
pour une constante effective Ay.

Notons que le terme en [L : K| peut étre borné par un terme en g, des lors
que gx > 1 ou que gxg = 1 et L/K ramifiée. Remarquons également que le m
dans 'inégalité provient de I'extension des constantes, qui n’altere pas le genre,
mais ou peu de places occupent une classe donnée.

Preuve: 11 s’agit de trouver z tel que mo(x) < |S| 4 1. Traitons le cas des corps
de fonctions, celui des corps de nombres se déduisant encore plus directement
de [LOTT] ou [Ser81]. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz pour 'extension
galoisienne L/K, on a
Gl LG
g

i+ Gln) < g1+ 101,
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De plus, d’apres I'inégalité de Weil et la formule d’inversion de Moebius, on a

d
o(d) = = — 2020k + 1.

[NJISH

Alors, pour que ®¢(d) > |S], il suffit de trouver d tel que :

d
2

rd >2(29x + 1)7“% + 2gL7“g +2|G|(2gx + )7

d G|
4 1

et tel que m¢(d) # 0. En jouant sur la constante A4 on obtient le résultat sous la
forme voulue. O

Sans GRH, on utilisera un résultat de Lagarias, Montgomery et Odlyzko
(ILMO7T9]), qui borne le plus petit premier p tel que son Frobenius est dans
C par log Np < Asgr. On peut de méme exclure un ensemble fini de places S.

2.2. Un calcul de genre. Dans ce paragraphe, nous allons rappeler une majo-
ration du genre d’'une extension galoisienne K/k de corps globaux, non ramifiée
hors d’un ensemble de places S, lemme tres classique (voir [Ser81] pour Iessentiel)
qui nous sera utile & de nombreuses reprises.

Lemme 2.3. Soit K/k une extension de corps globauzx, non ramifiée hors d’un
ensemble fini de places S. Soit £ un nombre premier. Dans le cas des corps de fonc-
tions, on suppose K/k modérément ramifiée. Dans celui des corps de nombres,
on suppose que seules les places au-dessus de ¢ dans k peuvent étre sauvagement
ramifiées. Alors

1 5@
* <K g log N —nglog[K : .
Igx < k]<gk+2vezsog v—|—2nkog[ k])

Si de plus, K/k est galoisienne,

1 )
g < [K k]| g5 + = Zlong + ;anVg([K : k])log ¢
2 veS 2

Preuve: On applique la formule de Riemann-Hurwitz. O

2.3. Une version faible mais effective du théoréme de Grunwald-Wang.

Le théoreme de Grunwald-Wang prédit 'existence d’extensions abéliennes réalisant
un nombre fini de conditions locales. Nous nous proposons modestement de

démontrer une version faible effective qui nous suffira. Pourtant il parait rai-

sonnable qu’une version plus générale puisse étre obtenue en construisant un bon

corps gouverneur pour le probleme général. Dans ce paragraphe, nous allons donc

démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.4. Soit k un corps global, T (non vide dans le cas des corps de
fonctions) et I deux ensembles disjoints de places finies de k et { un nombre
premier. Alors il existe une extension abélienne (comprenant éventuellement une
extension du corps des constantes) modérément ramifiée K/k d’exposant ¢, telle
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que les places de T'U Pl.(k) sont totalement décomposées et celles de I ont pour
degré d’inertie £. De plus g peut étre borné explicitement par une fonction de £,

#I7 #T7 2 et k-

Remarquons que la décomposition des places réelles n’est pas obligatoire : en
modifiant la preuve de la proposition, on peut également jouer sur leur ramifica-
tion. Concernant notre résultat, si k est totalement réel, alors K 'est aussi. On
verra qu’on construit K comme le compositum d’une extension non ramifiée T-
décomposée et d'une extension {s}-modérément ramifiée, T-décomposée. Comme
on s’intéresse a l'estimation de gx /ng, qui est constant dans les extensions non
ramifiées, on ne détériore pas le corps en prenant le compositum par une telle
extension non ramifiée.

a. Premier cas : la caractéristique car(k) de k est différente de £. Rappelons tout
d’abord un résultat de réflexion que Georges Gras a établi dans le cas des corps de
nombres mais dont la preuve dans le cas des corps de fonctions de caractéristique
différente de £ reste tout a fait valable. Nous ne ’écrirons pas ici, puisque cela
se résumerait a copier celle de [Gra05, V.2.4.4]. Cependant, rappelons quelques
unes de ses notations. Pour k un corps global, et T" un ensemble fini de places
de k, on considere le groupe V1 = VQT(k,E). Posons alors Ky = k(v/1,VVT).
On dira qu’une place v est modérée si elle est finie et que car(k) est premier a
Nuv. Pour deux ensembles de places S et T de k, on dira qu'une extension K /k
est T-décomposée, S-totalement ramifiée, si K/k est non ramifié hors de S, et
si toutes les places de S (respectivement de T') sont totalement ramifiées (resp.
totalement décomposées) dans K /k. Nous pouvons & présent énoncer le résultat
de Gras :

Proposition 2.5 (Gras). Soit £ un nombre premier et soit k un corps global de
caractéristique p # £. Soit s une place modérée de k. Soit T un ensemble fini de
places de k contenant toutes les places réelles de k. Alors il existe une extension
cyclique de degré £ de k, T-décomposée et {s}-totalement ramifiée si et seulement
si s est totalement décomposée dans l'extension Kr/k.

Nous pouvons a présent démontrer la proposition 2.41
Preuve : En plus des notations de 2.4 posons Ty = T U Pl,.(k). Nous allons
considérer 'extension /-élémentaire non ramifiée K7 de k ou toutes les places de
Ty sont totalement décomposées. Considérons ’ensemble I; C I des places de I
totalement décomposées dans K /k.

Lemme 2.6. Pour tout v € I, on a VT0U{} # V710 et ainsi K, C Kroufe

=

Preuve du lemme: En effet, si v € I;, v est totalement décomposée dans K.
D’apres la théorie du corps de classes, 'image de I'idéle v de k correspondant a
v appartient alors a
X /1.%4 X /1.%4 4
T ket T Ue/US

p€To pé¢To
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et s’écrit au, avec a € kX /k*f et u € [lper, ke [kt [Lpen, Up/U. Alors o =
v/u € vTouivl _ yTo, Le fait que les corps soient différents est alors clair d’aprés
la théorie de Kummer. |

Il nous faut a présent trouver une place s ¢ I; de k ne divisant pas ¢ telle
qu’il existe une extension cyclique de degré ¢, Ty-décomposée et {s}-totalement
ramifiée, telle qu’il n’existe pas une telle extension Ty U {v}-décomposée, {s}-
totalement ramifiée, pour tout v € I, et de savoir estimer Ns. Cela est rendu
possible par les résultats de Gras et le théoreme de densité de Cebotarev effectif.
En effet, d’apres la proposition une telle place s doit vérifier les conditions
suivantes :

(i) Frobs € Gal(Krg,/k) est trivial.
(ii) Pour tout v € I, Frobs € Gal(Kg,uy)/k) n’est pas trivial.

Considérons le compositum L/k de toutes les extensions Kryufey, v € 1. L /k est
une extension galoisienne. Dans Gal(L/k), il existe un élément o trivial sur Kr,
et non trivial sur chacun des Kz, (), puisque chacun de ces corps est différent de
K, d’apres le lemme. En prenant une place s telle que F'robs = o on obtient alors,
d’apres la proposition 23] l'existence d’une extension Ks/k cyclique de degré ¢,
ou toutes les places de I; sont inertes, et toutes les places de Ty sont totalement
décomposées. Prenons alors comme extension K le compositum KjKs. Cette
extension est abélienne, de groupe de Galois d’exposant £. Le degré d’inertie des
places de I étant 'ordre du Frobenius correspondant, celui-ci est au plus ¢, et
vaut donc £, puisque chaque place a pour degré d’inertie £ dans I'une ou l'autre
des deux extensions. Enfin K est non ramifiée hors de s. Reste alors a estimer Ns.
Il faut pour cela commencer par estimer le degré et le genre de L, puis on pourra
invoquer le théoreme de densité de Cebotarev pour obtenir une majoration de la
norme de la plus petite place s vérifiant les conditions précédentes.

Estimation du degré et du genre de L. L est le compositum des Kgyuqey /Ky,
pour tous les v € I;. Chacune de ces extensions a pour degré £ : en effet, elles ne
sont pas triviales, et Papplication V70U {v} — Z /7, qui a un élément = associe sa
valuation en v est surjective (sinon yTouivh — V7o) et a pour noyau V70,

De plus, le degré de K, /k est borné par

Ko, : K] < [h(ag) = k),
qui, d’apres les résultats de Shafarevich [Saf63], est calculé par :
(V™) = dy(CI™) + (k) + Dc(k) — 1+ #T + de(k).

Posons ar = pged(degt, t € T') dans le cas des corps de fonctions, apr = 1 dans
celui des corps de nombres. Dans ce premier cas, #CIt = hj, deg t pour tout t € T
(voir [NX98|, 1.2.5]), on a alors :

[L . k] S a/Thk(g _ 1)175@(]?)6‘1’]]@(]{))4»@@(k)+5z(k)*1+#T+#[1.
La théorie de Kummer affirme de plus que les K7y /k, sont non ramifiées

hors de Top U{v} U Py, ou Py sont les places de k divisant ¢, seules places pouvant
étre sauvagement ramifiées. On peut ainsi appliquer le lemme 2.3] et obtenir :
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* * 1
S HE L S toge)
veTUILL

5
+ éQ[L L Kl (#1 + #T + log, hy, + ®r(k) + ®c(k)) log £,

On a alors :

05 < i i= aph (R H#TH#

1 log ¢
X <gk + §7T(T ul)+ 5QTgnk(#Il + #T + logy hi, + Pr(k) + (I)C(k))> .

Majoration de hy. Avant de poursuivre, il nous faut voir que hy, qui intervient
dans la majoration du genre de L, peut également étre borné par une fonction
de ny et g.

Lemme 2.7. Soit k un corps global. Il existe une constante effective Ag telle que
log hi, < Aggr. Plus précisément, on a :

- _ elog|dy| "< ! .
hy < = 25 exp (—0,46 ny) (4(,%_1)) V0di| si k #Q (CN)
1sik=Q

hi < (1+/r)*  (CF)

Preuve du lemme: Cas des corps de nombres. On utilise pour cela les majorations
de Louboutin (voir [Lou01]) concernant le résidu de la fonction zeta en 1 d’un
corps de nombres k différent de Q. On se place dans le cas k # Q. On a alors

R 1 /2\%® 7 clog|dp| N}
v <3 (2) () vl

wy 2 \7 4(nk

Utilisant la minoration de Ry, /wy > 0,02 exp (0,46 Pr(k) + 0,1 D¢ (k)) due & Zim-
mert (voir [Zim81), §3]), on obtient pour hj la majoration :

_ elog |di| \™ !
hi < R := 25exp (—0, 46 ny,) (#’_%) Vdrl.

Pour k = Q on prend B@ := 1. Lorsque le degré est tres petit devant le discrimi-
nant, on peut utiliser une autre minoration pour le régulateur due a Silverman
(voir [Sil84]) et gagner un facteur log |dg| (& ny fixé). Si on souhaitait produire une
construction asymptotique a base de ce résultat, il serait peut-étre intéressant de
I'introduire. On se contentera ici de la minoration de Zimmert.

Cas des corps de fonctions. Dans ce cas, on peut majorer hy au moyen de
I’hypothése de Riemann pour les corps de fonctions. En effet, si Py(z) est le
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numérateur de la fonction zéta de k,
g
2
he = Po(1) = [T 11 = pil,
i=1

pil = v/r. On obtient alors en majorant tres brutalement

hy, < (14 V/r)%.

ou

Evaluation de gr. Remarquons d’abord que les corps construits sont des exten-
sions d’exposant £ de k(v/1), ainsi 'extension du corps des constantes est au pire
de degré ¢(¢ —1). Ici, nous allons avoir besoin du théoreme de Cebotarev effectif,
pour estimer la norme de la plus petite place s ne divisant pas £ et se trouvant
dans la classe de conjugaison souhaitée. K est le compositum de K; et Ks. Ces
deux extensions sont linéairement indépendantes, puisque Ky est totalement ra-
mifiée en s, et K7 est non ramifiée ( de sorte que K /K est non ramifiée). Puisque
K/k est modérément ramifiée, on en déduit, dans le cas des corps de nombres,
que :

9x = K1 < K]y,
< Ky : MK : Kg, + %[Kl : K][Ks : k(L — 1/6)log Ns

< arhipl(g; + agr).
< arhilgr,,

ol a est une constante effective.
Ainsi, gx peut étre borné par une fonction explicite de £, #1, #T, n; et g,
par la formule :

g < aZR2(PRE)F k) H1H# T+

1 log ¢ -
X (g;; + §7T(T Ul)+ 5(@%%(#[1 + #T + log, hy, + Pr(k) + <I><c(l<:)>

ceci terminant la preuve du résultat pour les corps de nombres. Toutefois ces
majorations sont tres mauvaises lorsqu’il s’agit de répéter cette construction et
de déterminer le genre du corps ainsi obtenu. Pour ne pas écoeurer le lecteur, nous
donnerons plutot des résultats supposant ’hypotheése de Riemann généralisée. Si
Pon y croit (elle est vraie pour les corps de fonctions), on obtient alors les résultats
suivant (pour le genre normalisé) :
* .
(Gray T - KU
ng nK

(g;; + %(1 —1/0)log Ns>

ng

nik (g} + maz(Ax(log(#11 + 1)+ log ([L : K +31)), £(¢ — 1)}

IN
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De plus on a log hy < g et logar < 7'(T). En remplagant de méme g7, par un
majorant, on obtient alors :

+5]F_7
ng

(1)

ou A7 et Ag sont des constantes effectives. Notons que cette expression est obtenue

en prenant la somme plutét que le maximum dans ’estimation du genre. O
Remarquons que la faiblesse de la majoration (II) provient de l’estimation du

degré de L qui introduit de nouveaux termes en gi/ny par le biais de log hy.

log ¢
(GRH) X < A7z—k + Ag {%(#h + #T + dgng) +
k k

logm(T U I) 72
ng

ng

b. Cas £ = p. Nous allons utiliser un argument présent en [NSWO08), 9.2.5]. Dans le
cas d’un corps de fonctions en caractéristique p = £, le théoreme d’approximation
forte prouve que I'application Oy ruruqqy — ©perurky /oky est surjective, pour
toute place q non contenue dans 7'U I, avec p(x) = P — x. En effet, rappelons
que, si on se donne, pour chaque p d’un ensemble fini S de places d'un corps de
fonctions K, des éléments ap, € Kp, ainsi que des entiers n, > 0 et une autre place
arbitraire q ¢ .S, il existe un élément a de K tel que ordy(a — ap) > ny pour tout
p € S, ordy(a) > 0 pour p ¢ SU{q}, et ordgq(a) > 29 + > ,cgnp (voir [Ros02,
6.13] pour ce résultat). Il n’est pas difficile de voir que I'uniformisante m, € p(ky),
ce qui prouve la surjectivité (prendre n, = 1).

Soit alors u € O rurugqy telle que u € p(ky) pour tout p € T, et u une
constante non contenue dans p(k,) pour p € I. Le théoreme d’approximation
forte nous assure qu’on peut prendre vg(u) > —(2g; + |T'| + |1]).

Alors, si on considere I'extension d’Artin-Schreier k(y) engendrée par une ra-
cine de y de X? — X — u, on obtient une extension cyclique de degré p, ou les
places de T' sont totalement décomposées, et les places de I sont inertes. De plus
elle est non ramifiée hors de TU T U {q}, c’est & dire qu’elle est non ramifiée hors
de g.

D’apres un calcul classique de genre dans les extensions d’Artin-Schreier (voir
[Sti93] II1.7.8], on a :

Ir(y) < Pk + p%l (=24 (2 gk +[T'UI|)degq)
Enfin, puisque le nombre ®(d) de places de degré d de k est minoré par ®(d) >
rd/d —2(2gx + 1)7"%, on peut prendre
deg(q) < 4log(8 + 8¢g; + [T U I|).
On en déduit donc, en posant K = k(y), que :
9k < pge + (p— 1)(2 gr + [T U I|)(log,. (3 + 6gy + [T U I1)).

On voit alors que le genre normalisé obtenu est en gy log(gx|T'U I|), le résultat
est alors plus mauvais que dans le cas modéré. On supposera par la suite qu’il
n’y a pas de ramification sauvage dans ces extensions.
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2.4. Construction d’un corps ayant des places de normes données. Ce
paragraphe reprend une construction antérieure de auteur (voir [Leb08]). Nous
allons construire un corps global ayant certains ®,, > 0. Nous estimerons alors
son genre. Cette construction pourrait étre effectuée a partir de n’importe quel
corps global k, toutefois nous nous contenterons du cas ou l'on construit une
extension de Q, puisque c’est cela qui nous intéresse en pratique.

Proposition 2.8. Soient p1,...,pr des places finies de Q et P leur ensemble.
Soient d;1,...,d;n, des entiers positifs pour tout 1 < i < k. Alors il existe une
extension L/Q telle que

We, Np; (L) = 5d5-

)

(ii) Pour tout p € P, au dessus d'un des p;, il existe j tel que Np = Np?”.
(ili) 1l eziste une fonction f de P et N = ppcm(n;);ppem(d; ;)i ; telle que
QL/TLL S f(PaN)a

pouvant étre choisie, sous l’hypothése de Riemann généralisée, lorsque
N est premier avec r, telle que :

(GRH) f(P,N) < A" {(1 4 |P|)log N + '(P) + 6g N?} .

Nous allons faire la preuve de ce résultat sous GRH, la majoration sans GRH

qu’on obtiendrait étant bien plus faible.
Preuve: Dans le cas des corps de fonctions, on suppose ici que r est premier a
N. De plus, on va ajouter de méme que dans la proposition une place dont le
degré est premier a N pour s’assurer qu’il n’y a pas d’extension des constantes.
Pour cela, il suffit de prendre une place q de degré premier s ne divisant pas V.
D’apres le théoréeme des nombres premiers, on peut prendre s < log N (d’apres
[HWT79],0n a w(N) < 2228 ot w(N) est le nombre de facteurs premiers de la
décomposition de N comptés sans multiplicité). Dans le cas des corps de nombres,
tout cela n’est pas nécessaire. On notera P’ = P U {q} dans le cas des corps de
fonctions, P’ = P pour les corps de nombres.

Soient p; < -+ < py les nombres premiers divisant I'un des d; ;. Soit N1 =
ppem(d; ;)i ;-

On commence alors par considérer une extension Ly de degré Ny = ppcm(n;)
telle que toutes les places de P’ sont totalement décomposées. Pour cela, on
applique Q(N7) fois la proposition. Dans Lo, on a ainsi Ny places au-dessus
de chaque p; € P. Pour chacune des places p; de P, on forme n; ensembles
Py, 1,..., Py, n, de Nao/n; places chacun. Ils sont destinés & fournir de places de
norme Npii’j respectivement. Puis on construit par récurrence une tour de corps
telle que, dans le cas des corps de fonctions, q est totalement décomposée (on ne
le rappellera pas) :

Pour tout s = 1...n, on construit a partir de Ls_ la tour suivante :

(i) Lo—l =Ls

S
(ii) Pourt = 1...v,,(Ny), L!_,/L'"] est une extension abélienne d’exposant
ps telle que :
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pour tout 4,7, si p’;\divj alors les places au-dessus de Py, ; sont inertes.
Sinon elles sont totalement décomposées.
(iii) On pose Ly = LZ’fl(Nl).

Considérons alors L = L,, et estimons son genre au moyen de (IJ). Renommons
en {K;} la suite des corps qu’on a construits, T; ensemble des places dont on
impose la décomposition, I; celui des places inertes. T;UI; est I’ensemble des places
au-dessus de P’ dans K;. Ainsi on a #I1; + #71; < ng,|P + 1| & chaque corps
intermédiaire K; construit. De méme on a log® n(T; U I;) = logng, + 7' (P) +
dplnln N. On a alors d’apres ()

; ; log ¢; logt 7(T; U I
(GRH) T o g 95 +A8{ o8 Z(#I¢+#Tz‘+&@nm)+m}
nKiH ng; ng; ng;
b
ng;

i '(P) + Inln N
ff(t +A8{(1+\P\)1ogei+1+m}

+ F

< Az

K3

ng;
0?

+ 6F . )
ng;

ou ¢; est le nombre premier correspondant a l’extension K;;1/K; et dépend donc
de i. On obtient alors par récurrence immédiate la majoration, si N =[[,_; . ¥,
ou ¢; sont les nombres premiers divisant NV :

gr Q(N) / & f?

H L <A 1+ |P|)log N P L
(GRH) oy A7 {( + |P|)log N + 7'( )+5F;Hk<ifk}
(GRH) Z—L < AZM L1 4 |P|)log N +7'(P) + 65 N2},

L

cette derniere inégalité étant réalisée dans le cas le plus mauvais ou N est un
nombre premier. Comme Q(N) < N/log2, cette inégalité peut encore s’écrire :

gr

A
IL < Nwdz {(1+|P|)log N +='(P) + 6z N?}
nr,

(GRH)
O
On a ainsi achevé la premiere partie de la construction, c’est a dire qu’on ob-
tient un corps global L dont on sait estimer le genre ayant des ®, npa > 0 donnés.
Remarquons toutefois que nous avons invoqué un théoreme de Gras valable dans
le cas d’extensions de degré ¢. Celui-ci admet une généralisation au degré £
que nous n’avons pas utilisé, présumant que cela n’apporterait pas de nette
amélioration. Cependant, vu que les majorations les plus coliteuses concernent le
nombre de classes, et qu’on se sert de majorations grossieres du type deCL" < hg,
ils pourraient peut-étre améliorer significativement 1’estimation du genre (en ob-
tenant une puissance de N inférieure a celle obtenue ici).
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3. CONSTRUCTION D’UN CORPS GLOBAL INFINI DONT LE SUPPORT EST
CONTROLE

3.1. Résultats quantitatifs relatifs & la propriété K(m,1) (voir [Sch08]).
Le but de cette section est de donner une version quantitative de résultats de ce

type :

Théoréme 3.1 (Schmidt, voir [Sch08]). Soient T' et S deux ensembles finis dis-
joints de places finies d’un corps global k, tel que T soit non vide dans le cas des
corps de fonctions. Soit £ un nombre premier impair différent de car(k). Alors il
existe un ensemble fini de places finies Sy ne contenant pas de places divisant £,
tel que cd G(kguso |k)(£) = 2 et que pour toute place p € SU Sy, kg:uso (0)p = kp(0),
c’est a dire que extension kL s, (£) réalise la £-extension mazimale ky(£) de ky.

Nous allons reprendre les grandes lignes de la preuve afin d’obtenir une précision
sur la taille des places de Sy, et ainsi nous pourrons obtenir des informations sur
les invariants de ce corps. A présent ¢ désignera un entier impair premier a la
caractéristique de k.

3.1.1. Quelques définitions. Rappelons tout d’abord la notion de courbe marquée
et de son site étale comme on peut les trouver dans [Sch08]. Pour un schéma
noethérien régulier Y de dimension 1 et T" un ensemble fini de points fermés de
Y, Et(Y) désigne a l'accoutumée la catégorie des morphismes étales de type fini
Y’ — Y, et Et(Y, T) la sous-catégorie pleine dont les objets sont les morphismes f :
Y’ — Y tels que, pour tout point fermé y' € Y’ tel que f(y') =y € T, 'extension
résiduelle k(y')|k(y) est triviale. Le site étale (Y, T').; consiste alors en la catégorie
Et(Y,T) munie des familles surjectives comme recouvrements. De méme que pour
le site étale, on construit le groupe fondamental, que I'on notera 7§ (Y, T, ) (ou Z
est le point géométrique de Y —T choisi pour la construction), ou plus simplement
7Y, T) lorsque Y est connexe. Ce groupe classifie les recouvrements étales ot
les points gq\l; sont totalement décomposés. Si on considere le pro-¢-recouvrement

universel (Y,7T)(¢) de (Y,T), on a alors la suite spectrale

e~ —

EY = H' (5! (v, T)(0), HL((Y.T)(0), o)) = H (Y, T, Fy),
et en particulier les edge morphismes
¢i - H' (n' (Y, T)(0),Fy) — H,(Y, T, Fy), i>0.

Pour ¢ = 0,1 ce sont alors des isomorphismes, et pour ¢ = 2 le morphisme
est injectif. S’ils sont des isomorphismes pour tout ¢ (ou de fagon équivalente,
H,((Y,T)(¢),F;) = 0 pour tout j > 1) on dira que (Y, T') jouit de la propriété
K(m,1) pour £.

Dans le cas qui nous intéresse, k est un corps global, Y est X — 5, ou X =
Spec Oy, et S est un ensemble fini de places finies de k. Alors on a 7w¢¢(Y, T)(¢) =
Gal(krguplr (0)|k) = Gal(kL (¢)|k) car ¢ est impair. Si K|k est une sous-extension
de kL (¢)|k, on note (X — S,T)k la normalisation de la courbe X — S dans K
marquée aux points de Tk.
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Si S # 0, les assertions suivantes sont alors équivalentes (voir [Sch08]) :
(i) (X = S,T)k a la propriété K (m, 1) pour /.
(ii) Le morphisme ¢ : H*(GL(K)(£)) — HZ((X — S,T)k) est surjectif et
cd GL(K)(0) < 2.
Cette propriété est tres forte, comme en témoigne les travaux de Schmidt a son

propos, et elle permet de déduire certaines vertus pour les extensions maximales
S-ramifiées, T-décomposées.

3.1.2. Préparatifs. La premiere chose a faire est d’annuler le ¢-groupe des T-
classes d’idéaux de k.

Lemme 3.2. Soit k un corps global et T un ensemble non vide de places finies,
telles que pged(f,degt, t € T) = 1 dans le cas des corps de fonctions. Il existe
Ty tel que (C1TVT0 = 0. De plus, on peut prendre |Tp| = dim,CIT < Ag gi et

m(Tp) < Aggp,
ou Ag est une constante effective.

Preuve: Supposons que g > 1, le cas gr = 0 étant clair. On procede par

récurrence. On prend d’abord une place t de k telle que t n’est pas totalement

décomposée dans K = kT’el(ﬁ). D’apres le théoreme de densité de Cebotarev,

on peut prendre une telle place t telle que log Nt < clog gr. On recommence en

remplagant T par T'U{t} et le lemme s’ensuit, en utilisant la majoration (utilisée

précédemment) dim,CIT < Aggr puisque £ > 3 (induisant log g < gs). O
Nous aurons également besoin d’annuler les groupes de Kummer Véj :

Lemme 3.3. Soit k un corps global. Soit P un ensemble fini de places finies de
k. Alors il existe un ensemble fini de places finies Q disjoint de P, dont les places
vérifient Nq = 1 mod £ pour tout q € Q, et
Vo (k) =0 VqeQ.

De plus on peut prendre Q tel que : |Q| < 2(Aggr + Pr(k) + Pc(k) + |P| — 1+ &)
et

m(Q) < A1o|Q| (log™ |P| + log £ + log{gy. + dgni log £ + (P)} +dp L),
ou Aqg est effective.

Preuve: Puisque

VS =ker q Vi — [ ks /k5" 7
geq
il s’agit de trouver deux places q telles que a ¢ kqxf pour tout « dans une base de
VE,)P . D’apres la théorie de Kummer, les restrictions des places de k(fy) qui ne sont
pas totalement décomposées dans k, = k(pg, Va)|k(ue) conviennent. Comme il
faut que deux telles places ne définissent pas la méme place dans k par restriction,
on prend la seconde non conjuguée a la premiere par Gal(k(ug)|k). I faut enfin
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les prendre hors de P ce qui aura pour effet d’augmenter considérablement la
borne.
Pour tout a € VE,)P , ka|k est par la théorie de Kummer non ramifiée hors de

PU{t}, et de degré divisant £(£ —1)'~%. Le genre de k, est alors majoré par (de
méme que précédemment) :

g(ka) < (¢ —1)18) (g + gny log £ + 7(P)).

Appliquant deux fois le théoreme de densité de Cebotarev en excluant les places
de P d’abord, puis P et les conjugués de la place produite ensuite, on obtient deux
places non conjuguées Q7,09 telles que a ¢ kqxf pour i = 1,2, ou q; = Q; Nk.
De plus

Z log NQ; < log |P| + log ¢ + log{gk, + dgny log £ + m(P)} + dp L.

i=1,2

Notons qu’ici 'extension des constantes est au plus de degré £, et, lorsque ,C1F
est trivial, il n’y en a pas, puisque kq|k(¢) est totalement ramifiée en une place de
P au moins. On ajoute ainsi au plus 2 dim, pr(k) places. Comme dimy V@P(kz) <
do(CIP) + ®r(k) + ®c(k) + |P| — 1 + §; d’apres les formules de Schafarevich, on
obtient bien

m(Q) < |Q| (log™ |P| 4 log £ + log{gi + dgnylog { + w(P)} + ép {) .

O

3.1.3. A travers la preuve de[3 1. Ajoutons & présent une estimation quantitative
au théoréeme suivant de Schmidt :

Théoréme 3.4 (Schmidt). Soit T' un ensemble fini de places de k un corps global,
non vide dans le cas des corps de fonctions. Soit £ # 2, £ # car(k). Alors il existe
un ensemble fini Ty de places de k ainsi qu’un ensemble S non vide dont les places
p vérifient Np =1 mod /£ telles que

(i) SN(TUTy) = 0.
(il) (X — S, T UTy) vérifie la propriété K(m, 1) pour L.
(iii) Toute p € S se ramifie dans kg:UTO 0).
(iv) Vg =o0.
Proposition 3.5. On peut prendre dans le théoréme lorsque 6 = 0, et
pged(C,degt, te T) =1,
(i) |To| < Aog et m(To) < Aggy
(ii) [So| < 2(hi + Pr(k) + Dc(k) + |T7| — 1+ &) et
m(S0) < Aro(Asgr + Pr(k) + (k) + |17 — 1+ %)
x (log™ [T U Tp| + log £ + log{gy + dgni log £ + w(T")})
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(iii) |S] < 2[So| et
7(S) < 7(So) + |So|* log £
+ |So| ((hk +|T'| + ®gr(k) + ¢ (k) — 1)log £ 4+ 7'(T" U Sp) + log™ gk)

ouT' =T UTy et Sy est un sous-ensemble de S construit de sorte que

Ve lly(k) =0 Vg€ S,

Dans I'application que nous avons en téte, k sera égal a Q, c’est pourquoi nous
écrivons ce corollaire pour Q.

Corollaire 3.6. Si k= Q, § =0, et pged({,degt, t € T') = 1, on peut prendre Ty
et S de sorte que :

(Q) [Tl =0
S| < 4|T|
m(S) < An (|T|7'(T) +|T|*log ) ,
pour une certaine constante effective Aqq.

On peut obtenir par les mémes estimations des résultats effectifs pour le cas
0 =1, en regardant avec attention la preuve du théoréeme de Schmidt dans ce cas.
Toutefois, on prend alors des places correspondant a chaque élément du groupe
de Galois de k:%l, c’est a dire que |S| devient trés grand, et il vaudra mieux jouer
sur le nombre premier £.
Preuve: Tous les arguments algébriques de cette preuve sont dus & Schmidt, nous
n’y ajoutons que les estimations des normes des places des ensembles intervenant.
On fait la preuve de la proposition puis de son corollaire immédiat dans le méme
temps.

Suivant Schmidt [Sch08], on choisit d’abord Tj tel que TUTy tel que ,C17V7T0 =
0. C’est possible d’apres le lemme Prenons alors Sy comme au lemme B3], de
sorte que

VSTOE?;}(k) =0 Vqe S
Posons T" =T UTp. On a alors : |T"| < |T| + Aggr,
m(T') < w(T) + Aggp,
|So| < 2(hy + ®r(k) + ®c(k) + [T] — 1 + &), et
7(So) <A1o(Asgr + Pr(k) + Oc(k) +|T'| — 1+ dk)
x (log™ [T U Tp| + log ¢ + log{gy + dgni log ¢ + m(T")})

Dans le cas ott k = Q, on a déja (CIT = 0, ainsi on prendra Ty = @) dans ce cas.
Alors (Q) |So| < 2|7, et

(Q) 7(S0) < 2A10[T| (log™ |T| + log ¢ + log{log ¢ + n(T)})

et donc
(Q) =(So) < |T)| (log+ m(T) + logﬁ)
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On écrit Sg = {p1,...,pm}. Du fait de ,CIT" = 0, I'application (Vp)p : B —
®Q¢T’ Z induit alors la suite exacte

0= Epp/l — K/ — D Z/Z — 0.
qgT"
Pour une place p ¢ T”, on peut alors considérer un élément s, € k*/ kXt défini
par vp(sy) =1 mod £ et vq(sp) =0 mod ¢ pour tout q ¢ T/ U {p}. Il est défini &
Ej, 11 /¢ pres. Pour tout @ = 1...m, on considere s,, correspondant a p; et on le
notera plus simplement s;.
Rappelons de plus deux lemmes dus & Schmidt [SchO8§] :

Lemme 3.7 (Schmidt). Soit T' un ensemble fini de places de k, non vide dans
le cas des corps de fonctions, tel que ,CIT(k) = 0. Soit q ¢ T U P, une place
totalement décomposée dans k({/Ejr)|k. Alors 'extension k‘?q’f}ﬂk: est cyclique

d’ordre ¢ et q se ramifie dans cette extension. Enfin un idéal premierp ¢ TU{q} de

norme Np =1 mod ¢ se décompose dans kel

totalement dans k(\/Ex1, {/5q)|k(/ ExT)-

Lemme 3.8 (Schmidt). Si 6 = 0 et S = {p1,....,pn} est un ensemble fini
de places finies avec N(p;) = 1 mod . Posons s; = sp,. Alors les extensions

k(pe, /51, -y YSn) et k‘g:’el(,ug) sont linéairement disjointes sur k(fip).

si et seulement si q se décompose

Remarquons également qu’aucune des extensions qu’on considére ici n’admet
d’extension des constantes au dessus de k(fy), d’apres les conditions sur les places
de T, 'hypothese 6y = 0 et les propriétés des extensions de Kummer (chacune
sera ramifiée ou T' décomposée).

On va maintenant ajouter des places a Sy, choisies de la maniére suivante.
Soient P, ..., PP, des prolongements de pi,...,p, a k(ue). On considere, pour
une place Q de k(uy), et a € {1,...,m} la propriété (B,) :

() Q ¢ T'(k(u).
. T el
(i) Froba ¢ Ty, C G(kg,“ (o) |k (1ae)),
(iii) Pour tout b # a, Q se décompose dans k(fi¢, /5p)|k(11e),
(iv) Q est inerte dans k(ue, /sq)|k(1e),
(v) Q est totalement décomposée dans k(/Ex 77)|k(fte)-

Cette propriété est ainsi indépendante du choix des s;. On construit Qy, ..., Qm
de la fagon suivante : on prend Q; € P(k(ue)) vérifiant B;. On pose q; = Q1 Nk.
On voit alors que k{l L ost cyclique d’ordre £ et ramifiée en q;. On choisit alors
par récurrence les places Qa, ..., Q,, (et on pose q, = Q, N k) de sorte que

(i) Q, vérifie la propriété (B,)
(il) Qg est, pour b < a, décomposée dans kg;/’d(/u)’k(,u,g) et k(ue, ¢/5q,)-

Un tel choix est possible du fait du lemme 3.8 Estimons alors la taille des Q.
Choisir une telle place revient a imposer des condition sur son Frobenius dans le
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compositum des extensions linéairement indépendantes (d’apres les lemmes B.7]
T’ el T el
BE) k{1t §/5T - /s &/ /) B B ) Wy () et los KT
T’ el
k{qa—l}
sions (& partir de k(uy)) sont des f-extensions, on calculera plutét le logarithme

en base ¢ des degrés (nommé ¢-degré). Si K/k est une l-extension, on posera
[K : k] = log,[K : k. /
Commencgons par calculer [kgo’el(,ug) : k(1e)]e. Comme VS%/ =0,0na

. Estimons alors le genre de ce compositum L,. Comme toutes les exten-

BH(KS (D)) = 1+ |So| — ®r (k) — ®c(k) — [T
(voir [NSWO08|, 10.7.10]), et donc
kg () = k(ue)le < 2hy, + | T'] + r(k) + @ (k) — 1.
k({/Ex1)|k(pe) étant une extension de ¢-degré dim Ey, pv/¢ =1 — 1+ |T’|, on
en déduit que

(Lo : K|(€— 1)€[k§;’dikh+[k(€/Ek,T’)ik‘(w)]zHSOH?(a*l).

D’apres la théorie de Kummer, I'extension L, est non ramifiée hors de R =
SoUT ' U{q1,...,9a—1} U {¢}. De plus, seules les places au-dessus de ¢ dans k
peuvent étre sauvagement ramifiées dans L, /k, on obtient donc, d’apres le lemme

23:

. . 1 don ~
65, < [La: ] (gk +5 > logNo+ =L : k(ue))e log f) = 71,
vER

D’apres le théoreme de densité de Cebotarev, on peut trouver £, comme on
le demande, avec en plus log NQ, < log™ |T”| + log(nr, gL, ). On a alors

log N, < log™ |T'] + (k5 (11e) : k(pe))e + [K(/ B : klpe)e

1
+ S0l +2(a — 1) 4+ 1) log ¢ + log {gz + 5(7T(T/ U Sp) + log ¢ + ZlogNQa

o+ o (g ™ (1) + k(e)le + B/ Brrr) « klao)le + 1S0] + 2(a = 1) loge}

< log™ |T'| + (hg + |T'| + Pr(k) + Pc(k) — 1 +|So| + (a — 1)) log ¢
+7'(T" U Sp) + log™ gi + log Z log NQ,
i<a
Posons A = log™ |T'| + (kg + |T"|+ ®r (k) + ®c (k) — 14 ]So|) log £+ 7' (T" U Sp) +
log™ gk, et Xo =0, X = >, log NQj pour k > 1. On voit que A > 2log 3. On
a alors, pour k£ > 1, a

X, < Ak + k% log £ + klog X,_1.
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Montrons alors que X, < Ak + k?log /.

Partons de l'inégalité X < c(Ak + k?log ¢ + klog Xj—1) pour une certaine
constante effective ¢ > 2. Considérons Yy = X} /c. On a alors Yy, < (A+logc)k +
k?log ¢ 4 klogY). Posons B = A + log c.

Montrons par récurrence que

Y, < 8(Bk + Kk’ log!) .
En effet, pour k = 0 c’est clair. Supposons la vérifiée pour k£ — 1, on a alors :

Yy < Bk + klog B + k*log ¢ + 3klog k + k(loglog £ + 4log 2)
< 2Bk + 8k*log (.

On en déduit donc que :
X < (logJr IT'| + (hg + |T"] + ®r(k) + ®c(k) — 1) log £ + 7' (T" U Sp) + log™ gk) |So
+ 1S0|% log £.

On pose alors S = Sy U {q1,...,qm}. On obtient que |S| = 2|Sy| et 7(S5) <
m(So) + X On obtient alors la preuve de la proposition.
Dans le cas de Q, on a alors :

(Q) [S| <4[T],

et

(Q) w(S) < |T|(x'(T) + log ) + 2|T| (log"' IT| + |T|1log ¢ + ' (T) + 7'('/(50)))
+4|T*log ¢
< |T\7(T) + |T|*log ¢

On peut alors montrer que cet ensemble S convient (voir la preuve du théoréme
[Scho8l 6.1]). O

3.1.4. Version quantitative du théoréme [ .

Proposition 3.9. Dans le cas de Q et lorsque § = 0, on peut prendre dans le
théoréme [31]

(Q) So<4|SuUT]
m(So) < Ay (|T US| (TUS) + |TU S| log )

Preuve: En effet, d’apres [Sch08|, 7.1], il suffit de trouver Sy telle que (X —Sy, SUT)
ait la propriété K (m,1) pour £. On obtient donc toutes les informations voulues
de celles du paragraphe précédent, avec T' remplacé par T'U S. O
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3.2. Application aux corps globaux infinis. Nous allons a présent tirer de
ces résultats des informations sur les invariants de corps globaux infinis.

Théoreme 3.10. Soit £ un nombre premier impair ne divisant pas r — 1 dans
le cas des corps de fonctions. Soit T et I deux ensembles finis disjoints de places
finies de Q. Alors il existe un ensemble fini S de places de Q de morme congrue
a1 mod ¢ tel que QL(¢) a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout p € Plf(Q), ppnpm =0 sim > 2,
(ii) Pour tout p € T, ¢pNp = Poo > 0,
(ili) Pour toutp € IUS, ¢pnp = 0.
(iv) Dans le cas des corps de nombres,

i<¢ <i
m(S) = "F = 7(9)
et¢R:¢m-

(v) On peut prendre S tel que |S| <4|T + 1]+ 1 et
m(S) < |T|(x'(T) +log™" 1] + log™ #'(I)) + «'(I) + (|T|* + |I| + 1) log ¢.

Preuve: On va prendre S tel que la ¢-dimension cohomologique de Gal(Q%(¢)/Q)
soit finie. Ainsi ce groupe n’aura pas de torsion, et donc pas d’invariants non
nuls hormis ceux de degré 1 (correspondant & m = 1). De plus T sera totalement
décomposé, et on aura donc ¢y Np = Poo > 0, pour tout p € T ¢ est strictement
positif car 'extension est modérément ramifiée, non ramifiée hors d’un ensemble
fini de places. Enfin il faudra prendre .S de sorte que les places de I ne soient pas
totalement décomposées. On peut le faire et méme estimer la norme des places
ainsi ajoutées, au moyen du théoreme de Grunwald-Wang et des résultats de la
section précédente. Enfin ’estimation concernant ¢., provient de la majoration
suivante, valable pour toute extension galoisienne (voir [Leb07]). Soit {K;}ien
une tour représentant K = Qg(f), que l'on suppose construite. Toutes les places
de S sont alors ramifiées dans K puisqu’elle réalise méme 'extension maximale
locale en les places de S. On a donc, pour ¢ suffisamment grand pour que toutes
les places de S soient ramifiées dans K;/Q,

. 1
Ik, = 9onK; + B Z(ep — 1)gy fplog Np,
pesS
et donc, puisque ey > 2, e,/2 < e, — 1 < e, d’ott 'on déduit :
1 gk, 1

Z _o< < Z _
47T(S) 0 < e S 271'(5) 9,

ou 6 vaut 1 dans le cas des corps de fonctions, 0 sinon, et donc, dans le cas des
corps de nombres, on obtient :
2 4
— < 00 < —

m(S5) m(S)
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Estimons alors S. Soit s une place telle qu’il existe une extension galoisienne de
Q d’exposant ¢, non ramifiée hors de s ou toutes les places de I sont inertes, et ou
les places de T sont totalement décomposées. Une telle extension existe d’apres
le théoreme de Grunwald-Wang, et on peut prendre s telle que log Ns < log gr,
(avec les notations du 2.1) ou

gr = (0 — )T+l (%W(T Ul + 5@%(#1 + #T + 1)> .

On a alors :
logNs < (1 +|TUI|)logl + 7' (T UI).
On considere alors Sy tel que cd)C = 2 avec K = ngu{s}(g)' D’apres la proposi-
tion B.9], on peut prendre Sy tel que : |So| < 4(|T| + 1) et
7(So) < |T + 1|(7'(T) + loglog Ns) + (|T| + 1)* log £.
On en déduit que
7(Sp) < |T + 1|(7'(T) +log™ |I| + log* 7'(I)) + |T + 1|* log £.
On pose S = Sy U {s}, et on obtient le résultat escompté :
m(S) < |T + 1|(x'(T) + log™ |I| + log® 7'(I)) + #'(I) + (|T|* + |I] + 1) log .

O

3.3. Preuve de la proposition [Bl Notons K = QL (¢). Prouvons le résultat
dans le cas des corps de nombres et sous (GRH), les résultats sans cette hypothese
et pour les corps de fonctions se déduisant immédiatement en utilisant 'inégalité
correspondante. On utilisera cependant les ¢, , plutot que les ¢4, alourdissant
ainsi les notations, de sorte que la preuve pour les corps de fonctions soit exacte-
ment la méme. On a démontré précédemment que 2/7(S) < ¢ (K) < 4/m(S5). De
plus, pour les places totalement décomposées, ¢y, Np = oo- IC est totalement réel
dans le cas des corps de nombres ; on a alors, d’apres les inégalités fondamentales
de Tsfasman-Vladut,

5 LR ORI 1 (log B+ 5 + Do

peD VNp -1
et donc
10ng
< — — (log VB + 2t 1),
D +Np — 1 2
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4. PREUVE DU THEOREME [Al

On suppose encore ici GRH pour ce qui est des majorations. Soient P =
{p1,...,pn} un ensemble de n places finies de Q, d; 1, ...,d; n, n; entiers naturels
donnés pour tout ¢ = 1...n. Soit I un ensemble de places finies disjoint de P.

D’apres les résultats du second paragraphe, il existe une extension de Q telle
que :

(i) @, oyt (L) = 2o

(ii) Pour tout B € P, au-dessus d’un des p;, il existe j tel que Np = Np;ji’j.
(ili) II existe une fonction f de P et N = ppcm(n;);ppem(d; ;)i ; telle que
gL/[L: Q] < f(P,N).
De plus, sous 'hypothese de Riemann généralisée et si r est premier avec
N, f(P,N) peut étre prise ainsi :
(GRH) f(P,N) < AY™) {(1 4+ |P|)log N +'(P) + 65 N?} ,

Choisissons ¢ a présent. Dans le cas des corps de nombres, on prend ¢ = 3. Dans le
cas des corps de fonctions, le choix doit étre fait de sorte a proscrire les extensions
des constantes. Il ne doit donc pas diviser » — 1 ni ap = pged(degp, p € P). On
prend alors ¢ vérifiant r +ap < € < 2(r + ap).
Il existe S tel que K = QL (¢) vérifie :
(i) pour tout p € Pl¢(Q), ¢pNpm = 0sim > 2,

(ii) pour tout p € P, ¢ppNp = doo > 0,

(ili) pour tout p € TUS, ¢ppnp =0,

(iv) dans le cas des corps de nombres

2 4
@E@Rngwﬁﬁ-

(v) |S| < 4|P|+5 et 3m(S) < g(P,1,£), avec
g(P,1,0) < |P|(x'(P) +log™ |I| +log™ #'(I)) + 7'(I) + (|P|* + |I| + 1) log ¢.

On considere alors le compositum LK. L’extension LK /L est non ramifiée hors
de S1, modérément ramifiée. Ainsi ¢oo (LK) > 0. De plus, toutes les places de Py,
y sont totalement décomposées. Pour tout p € S U I, on a bien ¢, 4(LK) = 0,
pour tout g, puisque

D pqg(LK)lognyq <D pq(K) logny q
q q

(car £ C LK).

On a, pour les places p; € P et pour une tour K; représentant /C,

pour tout j =1...n; & 4 (LK;) = d
nidij

pi,Np, 7

)
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d’ou 'on déduit que
P (L-K)

> 0.
n; d; j

pour tout j =1...n5, & a; (LK) =

On voit alors que 6(LK) <1 —¢, ou

€ = Poo(L.K) Z 10ganl Z dl +dg (log 8 + % + %> '

]
)
=1

=1 Np,? -1

Reste donc a minorer ¢, (LK), majorons alors le quotient grx,/nrk,. LK;/L
étant modérément ramifiée, non ramifiée hors de Sy, on a donc :

* * 1
gix, < L2 Kilgy + S[LK; : L] > logN%.
PeSL

Z logNp = Zlong Z fyp < L2 Q(S),

PeSL, pes BeSt,
on obtient alors

Comme

9LK, 91, 1
K, .0 . T2

On en déduit que ¢oo > (g(P,1,€) + f(P,N))~!, ce qui termine la preuve.

5. DEUX CAS PARTICULIERS

On se propose a présent de donner les estimations dans les deux cas particuliers
les plus significatifs.

5.1. Cas particulier N = 1. Dans ce dernier paragraphe, nous allons estimer le
défaut qu’on obtient dans le cas particulier o on prend pour T'={2,3,...,p,}
les n plus petits nombres premiers. On peut alors construire S tel que Qg(?))
ait une dimension cohomologique 2 et vérifiant les conditions du théoreme [3.10
Considérons alors le défaut § de Q%(3) sous GRH. Notons D I'ensemble des places
de Q totalement décomposées dans QE(Z&). Comme seules les places totalement
décomposées p ont au moins un ¢, , > 0, on a :
On a

log N
5_1_Z¢PNP 0og p (log / + + )(boo,
vNp —1
peD
et donc

1
— Poo Z og Np —Hogv&r—i—%—i—z ;

2
peD

2 log p T,
s<1-— flogVer+ 24+
7(S) oo VP —1 0g V8T 4 2
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On a : 7(S) < |T|7'(T) + (|T|? + 1)log3. On est alors amené & estimer
log ) ,<,, logp. La somme 9(z) = > _ logp est bien connue et vaut J(z) =
x4o(x). Comme p, = nlogn(1+o(1)) on en déduit que ©’'(T") = log n+loglog n+

o(1). Ainsi 7(S) < n”. Reste a calculer S, = > \l/%g_pl. Intégrant par partie

on obtient :
Pn
gz ), [ 000k
VPn =2 20/t

Comme ¥(z) > z, on a:

Sp > \/Dn > cy/nlogn,

puisque p, > nlogn. On en déduit qu’il existe une constante effective c, telle
que 6 <1 —cn—3/2/logn.

Remarquons que ce résultat est bien plus faible que celui obtenu dans [Leb07],
utilisant des extensions de degré 2.

5.2. Cas Particulier d’une place p et de n degrés. Dans ce paragraphe on

va considérer un premier p et dy = 1,...,d, = n. Alors il existe un corps global
infini K/Q tel que, pour tout k =1...n,
Pr
¢pk == % > 0.

De plus, son défaut vérifie :

h(p,n)

(GRH) 0<1- fo.n)+9(p)’

ou

logp T
h > == 4 log8m+ — + —

f(p,n) < a®rPPmBli=in)(nlogn + loglog p), et g(p) < loglog p.

Reste alors a évaluer Q(ppcm(k)k:ln) = Zpgn My ou la somme est prise sur
les nombre premiers, et m,, est le plus grand entier tel que p™» < n. Comme

n

1
Zmp Slognz@ < logn

2 )
p<n p<n log™n

on voit que :
c
An/logn(nlog n + loglogp)’

0<1

pour ¢, A deux constantes effectives.
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