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Résumé Les problémes de sélection de modéle sont couramment traités a 1’aide de critéres
d’information. Il est cependant moins commun qu’il existe différentes fagons d’utiliser ces
critéres. Nous présentons ici deux méthodes comparatives d’utilisation des critéres d’infor-
mation et les comparons avec la méthode globale, utilisée habituellement. Cette comparaison
est effectuée de maniére théorique sur des autorégressions unidimensionnelles ainsi que de
maniére appliquée a la modélisation de textures par des autorégressions bidimensionnelles.

Mots clés Critéres d’informations, complexité d’utilisation, support d’autorégression

1 Introduction

Etant donnée une observation z1,...,x, d’'un processus stochastique (X;)1<i<p et une
famille paramétrée {f(.|0), 0 € O} de densités de probabilité, la méthode du Maximum de
Vraisemblance (MV) est un outil efficace et largement utilisé pour estimer un paramétre
f décrivant au mieux ces observations. Cependant, le probléme de la sélection du modéle
est d’un plus grand intérét. Citons comme exemple la détermination de l'ordre d’une au-
torégression [3], d'un histogramme estimant une densité de probabilité [6] ou des fonctions
nécessaires  réaliser une régression gaussienne [4]. Dans toutes ces situations, la méthode
MYV tombe en défaut et tend & surparamétrer le modéle recherché.

Une alternative est donnée par les critéres d’information (IC pour Information Criteria).
Ils sont de la forme IC = —log(MV) + p(n), o p(n) est une fonction pénalisante qui croit
a mesure que ’on autorise le paramétre a devenir complexe. Le terme — log(MV) ayant un
comportement inverse, la minimisation du critére permet de réaliser un compromis entre
I’adéquation aux données et la complexité du parameétre choisi.

En vue de résoudre un probléme de sélection de modéles & 1’aide d’un IC, un utilisateur
doit choisir une pénalité p(n) ainsi qu’'une méthode d’utilisation de I'IC.

On trouve différents types de pénalités. Se reposant sur la minimisation d’un risque de
Kullback, Akaike [1] a introduit le critére AIC; Schwarz [12] a proposé le critére BIC fondé
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sur 'estimation Bayésienne. Rissanen s’appuie sur la notion de complexité stochastique [11]
pour justifier un critére qui prend la méme forme que BIC. Poursuivant cette approche,
El-Matouat et Hallin [7] ont introduit la famille de critéres g utilisée ici.

Pour le deuxiéme choix, nous introduirons trois méthodes d’utilisation des IC : la
méthode globale et deux méthodes comparatives. Ces derniéres constituent l’originalité
de ce travail. Elles ont l’avantage de donner une description du modéle aussi fine que la
méthode globale tout en présentant une complexité de calcul beaucoup moins élevée.

2 Sélection de modéles par critéres d’information

Soit {2"; A™; f(.|f), 6 € O} une structure statistique, ou © est une partie de R™, et
xr =m1,...,T, une réalisation d’une densité inconnue f(.|#). Notons S* le support de 6 :

§*={j € [Lml | 0;#0}.

Dans ce cadre, sélectionner le modéle c’est donner, & partir de z, une estimation S de S*.

2.1 Critéres d’information

Les IC sont un outil approprié a lestimation du support S*. Pour S C [1,m] un
support quelconque, ils se présentent sous la forme générale suivante :

IC(S) = —2log f(2"Fs) + |Sla(n) (1)

ou |S| est le cardinal de S et 55 est ’estimé de 6 au sens du maximum de vraisemblance
au sein de la classe des paramétres de support S.

Ici, nous utiliserons le critére pg pour lequel a(n) est donnée, pour 3 €]0, 1] fixé, par :
a(n) = nPloglogn. (2)

A n fixé, ajustement de la valeur de (3 dans (2) permet de retrouver les critéres usuels
AIC et BIC pour lesquels «(n) doit valoir 2 et log(n) respectivement ; dans [9], les auteurs
proposent également les valeurs particuliéres Omin €t Omin pour [ :

Baic = (log2 — logloglogn)/logn

Beic = (loglogn — logloglogn)/logn. (3)

Bmin = loglogn/logn = 1 — Bmax.

2.2 Les méthodes étudiées

Meéthode globale. Le support inconnu S* est estimé par minimisation du critére sur tous
les supports envisagés. C’est le cas usuel d’utilisation :

S = Argmin (IC(S), S C [1,m]). (4)
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Méthode comparative. Proposée par Nishii [8], elle permet la sélection de n’importe
quel support de [1,m] tout en nécessitant nettement moins de calculs que (4). Fixons la
valeur du critére lorsque tous les parameétres sont libres comme référence et estimons le
support S* par S défini comme suit :

{Icref = IC([1,m])

~ 5
§={j € [Lml, ICpeg <IC([L,m]\ {})} ©

Méthode comparative descendante. Elle élimine les composantes jugées non utiles
par étape. L’étape 0 consiste a fixer S° = [1,m], ICgef =1C(8%). L’¢tape k > 0 ayant été
effectuée, on procéde a 1’étape k + 1 en posant :

Ot = {j € S5,1C (S¥\ {j}) S TChyg}, JHH = Argmin (IC (8 {j}) ,j € C*H1),

k
SFH = §E\ {JH}ICH = 1C(SHH).

Ainsi, & chaque étape, nous écartons définitivement la composante J**1 jugée la moins
utile par le critére. A une certaine étape ks + 1, on obtiendra CFs+1 = (). Dans ce cas, il
n’y a plus de composante inutile dans S*/ qui est donc choisi pour estimation de S* :

S = Sk (6)

Notons que toutes les quantités C, J, S, IC ¢, ky produites par cette méthode sont aléa-
toires. Le nombre de critéres qu’il est nécessaire de calculer pour achever cette méthode
est donc lui aussi aléatoire, mais borné par m(m + 1)/2.

Complexités des méthodes. Le tableau 1 présente le nombre de critéres & calculer
pour la sélection de S. La méthode globale, présentant une complexité exponentielle, est
beaucoup plus coiiteuse en terme de calcul que les méthodes comparatives.

TAB. 1. Les trois méthodes et leur complexité.

Globale (4)|Comparative (5)Descendante (6)
2m m+1 <m(m-+1)/2

3 Simulations sur des processus autorégressifs AR

3.1 Processus AR en dimension 1

Un processus autorégressif d’ordre P € N est de la forme X; = — Zf: 1a; X4 + Ey ol
E est un bruit blanc gaussien décorrélé de variance 0. Les P+ 1 paramétres de ce modéle
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sont le vecteur de régression a = (ay,...,ap) et la variance 0. Déterminer le support
d’un tel processus, c’est trouver les indices j pour lesquels a; # 0. Se donnant un ordre de
régression maximal m, il est classique que le critére (1) s’écrit, pour S C [1,m] :

IC(S) =nlogog + |S|a(n)

ol 6\% est la variance estimée en supposant que le support est S.

Nous synthétisons un processus autorégressif, stable au sens entrée-bornée/sortie-bornée,
d’ordre P = 15, dont les paramétres sont a = (0.5, 0.4, 0,..., 0, 0.45), 02 = 1. Nous
appliquons ensuite les méthodes (4) (5) et (6) d’utilisation du critére pg (2) avec m = 20.
On compte un succes lorsque le support S choisi est {1,2,15}. L’expérience est répétée 100
fois et les pourcentages de succés des méthodes sont représentés, en fonction de la valeur
de 3, sur la figure 3.1 pour n = 100 et 10.000. Les barres verticales correspondent, de
gauche a droite, aux valeurs de Saic, OBIC, Omin €t Omax données en (3). Pour n = 10.000,
on obtient Ba1c < 0, cette valeur n’apparait donc pas sur la figure.

Les résultats des méthodes sont satisfaisants et comparables & faible comme & grand
nombre d’échantillons. Cependant, pour obtenir ces résultats, les méthodes comparative et
descendante ont été environ 4000 fois plus rapide que la méthode globale. Le critére ¢g, ..
donne toujours des pourcentages de succeés satisfaisants.

00 : 100 —
—— comparative
j\ —8— descendante

. —<— glcbals and
\ 601

20 N 204 —+— comparative
\b\ —8— descendante
MH —&— globale
1} T T T T T T T " [1} T T T T T T T t T
oo 0.1 02 03 04 0s 0e o7 08 03 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 0a 10
n =100 n = 10.000

F1G. 1. Pourcentage de succés des méthodes comparatives et globale en fonction de f3.

3.2 Processus AR en dimension 2

Présentation. Le support d’'un modéle AR 2D est défini par un couple d’entier (P, P») €
N*2 et différents types de géométries [10] : Quart de Plan causal (QP), Demi-Plan Non
Symétrique causal (DPNS), semi-causal et non-causal. Nous utilisons ici le support DPNS
car il facilite la présentation des résultats expérimentaux. Il est classiquement défini de la
maniére suivante :

. 1<iha < Pyetig =0,
SPI,PQI{(Z1,Z2) 2= }

P <ipa<Petl<iy <P
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Un processus AR 2D DPNS d’ordre (P, P») s’écrit :

Xt17t2 = - E , ail,iQthfihtz*iz + Etl,tz' (7)

(i1,i2)€SP, P,

Sélectionner le support d'un tel processus, c’est déterminer les indices (i1,i2) € Sp,.p,
pour lesquels a;, ;, # 0.

Nous allons montrer dans la partie suivante que les méthodes présentées dans 'article
permettent un choix des paramétres pertinents & l'intérieur d’un support DPNS de taille
maximum tout en rejetant les parameétre non pertinents.

Resultats et discussion. Pour réaliser nos simulation, nous avons utilisé deux textures
de taille 256 x 256 issues de ’album de Brodatz [5]. A I’aide des méthodes comparative (5)
et descendante (6), des supports de forme non contrainte & I'intérieur d’un support DPNS
d’ordre maximal (7,7) ont été obtenus en utilisant le critére ¢g_, .

La figure 3.2 présente les textures utilisées, les supports obtenus avec les méthodes
proposées ainsi que les analyses spectrales qu’il est possible d’obtenir par le biais des
modéles estimés. Ces analyses sont présentées sous la forme des modules des Transformées
de Fourier 2D, notés |TF2D|, qui fournissent une estimation de la Densité Spectrale de
Puissance (DSP) [2].
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Texture |TF2D| réelle supports choisis |TF2D| comparative |TF2D| descendante

F1G. 2. Analyse spectrale de deux textures issues de I’album de Brodatz : d29 pour la lére ligne et d38
pour la 2éme ligne. Pour la troisiéme colonne, le site carré est le site courant et les sites décrits par des
ronds noirs sont les sites choisis. Les 4éme et 5éme colonnes présentent le module de la TF2D associée aux
modéles synthétiques choisis par les méthodes comparatives et descendantes respectivement.
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Classiquement, on s’intéresse non pas a ’estimation du support mais & celle de ’ordre
(P1, Py) d’un processus AR2D (7); I'ordre étant un support contraint & avoir une forme de
type DPNS. Nous avons effectué cette estimation de l'ordre & I’aide du critére ¢g_, . Pour
la texture d29, un ordre (4, 2), contenant 22 paramétres, a été obtenu. Pour la texture d38,
un ordre (5, 3) contenant 38 paramétres. Certains de ces paramétres estimés sont inférieurs
4 1072 et ont été rejetés par les méthodes comparatives. A l'inverse des paramétres sé-
lectionnés par les méthodes comparative et descendante ont été exclus par la sélection de
I’ordre.

Pour finir, il est possible de noter que les supports obtenus avec les deux méthodes
difféerent et que la méthode descendante a tendance & fournir plus de paramétres que la
méthode comparative. Si on se référe aux images d’analyse spectrale, le spectre obtenu avec
la méthode descendante sur la texture d38 semble améliorer celui obtenu avec la méthode
comparative. Dans la suite de cette étude, nous comptons déterminer quantitativement la
méthode qui permet de réaliser les meilleures analyses spectrales en s’appuyant sur des
expérimentations du type de celles produites dans [3].
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