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Un dioide (D, @, ®) est un ensemble muni de deux lois :
¢ : commutative, associative, idempotente et qui admet pour élément
neutre ¢,

® : associative, distributive par rapport a la somme et qui admet pour
élément neutre e.
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Un dioide (D, @, ®) est un ensemble muni de deux lois :

¢ : commutative, associative, idempotente et qui admet pour élément
neutre ¢,

® : associative, distributive par rapport a la somme et qui admet pour
élément neutre e.

Relation d'ordre

La relation d'équivalence : a = b < a = a @ b est une relation d'ordre.

Zmax = (Z U {+00, —00}, max, +)
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Théorie de la résiduation?

f est résiduable < l'inéquation f(x) =< b admet
une plus grande solution %(b)

f* est appelée résiduée de f.

2T.S. Blyth and M. F. Janowitz, Residuation theory,1972, Pergamon press
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Théorie de la résiduation?

f est résiduable < l'inéquation f(x) =< b admet
une plus grande solution %(b)

f* est appelée résiduée de f.

L, : x— a® x est résiduable,
La plus grande solution de L,(x) < b est Lg(b) = a\b.

2T.S. Blyth and M. F. Janowitz, Residuation theory,1972, Pergamon press
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Plus grands points fixes d'applications définies sur des dioides
complets 3*

3A. Tarski, 1955, A lattice theorical fixed point theorem and its applications.
“B. A. Davey and Priestley, 1990, Introduction to lattices and order-
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Théoreme : L'ensemble Pr a une structure de treillis complet.
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Plus grands points fixes d'applications définies sur des dioides

complets 3*
Fro= {x|f(x)=x} Pr = {x|f(x) = x}

Théoreme : L'ensemble Pr a une structure de treillis complet.
Théoreme :

Sup Pr = Sup Fr

et

Sup Fr € Fr

3A. Tarski, 1955, A lattice theorical fixed point theorem and its applications.
*B. A. Davey and Priestley, 1990, Introduction to lattices and order.
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Proposition ° :
Si le calcul itératif suivant

Yo = T
Yer1 = fyk)

converge en un nombre fini k. d'itérations, alors y,_ est le plus grand point
fixe de f.

5L. Houssin, S. Lahaye and J.L. Boimond, 2005, Just in Time Control of
(max, +)-Linear Systems.
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Modélisation des SED dans les dioides

» dateurs x(k) : date de la k + 1-eme occurrence de x
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x(k) = Ax(k—1)& Bu(k)

> représentation d'état :
: { y(k) = Cx(k)
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» dateurs x(k) : date de la k + 1-eme occurrence de x
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pour k < kg;, on considere x;j(k) = —oo = €.

kg, est appelé nombre caractéristique de x;, c'est I'indice de la
premiére occurrence de x; engendrée par les entrées.
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Modélisation des SED dans les dioides

» dateurs x(k) : date de la k + 1-eme occurrence de x

a : 04 k) = Ax(k—1)@ Bu(k)
> représentation d'état : A
P | { y(k) = Cx(k)
pour k < kg;, on considere x;j(k) = —oo = €.

kg, est appelé nombre caractéristique de x;, c'est I'indice de la
premiére occurrence de x; engendrée par les entrées.

On peut aussi calculer le décalage entre une variable d'état x; et une
sortie y;. Ce décalage est noté k.
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@ transformée en v, 0 d'un dateur x(k) :

0= @,yn(sx(n)

nez

M2, 9] : dioide des séries formelles non décroissantes en , §
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@ transformée en v, 0 d'un dateur x(k) :

0= @’7"5)((")

nez

M2, 9] : dioide des séries formelles non décroissantes en ~, &

= Ax® Bu
= (Cx.

o représentation d'état dans M3¥[v, d] : { ;
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Commande optimale® pour les SED

Généralisation de la commande en juste-a-temps

e Le processus vérifie des conditions terminales.

5P. Borne, G. Dauphin-Tanguy, J.P. Richard, F. Rotella et |I. Zambettakis,
Commande et optimisation des processus, 1990, Technip
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Commande optimale® pour les SED

Généralisation de la commande en juste-a-temps

e Le processus vérifie des conditions terminales.
e Les variables d'état sont soumises a certaines contraintes.

e La commande optimise un critere.

5P. Borne, G. Dauphin-Tanguy, J.P. Richard, F. Rotella et |I. Zambettakis,
Commande et optimisation des processus, 1990, Technip
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Conditions terminales

o Conditions initiales : pour chaque variable d'état x; : kg,
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Conditions terminales

o Conditions initiales : pour chaque variable d'état x; : kg,

o Conditions finales : pour chaque sortie y; : kg,
la derniere occurrence de x; a commander pour générer la derniere

occurrence de y; : kr = kg — k.,
jl
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Conditions terminales

o Conditions initiales : pour chaque variable d'état x; : kg,

o Conditions finales : pour chaque sortie y; : kg,
la derniere occurrence de x; a commander pour générer la derniere
L -
occurrence de y; : kﬁ; = kf, — k.

derniére occurrence de x; a commander : kg = max(k; ki ... k;)
! ﬁl’ f2l’ Y fpl

v
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dans Zmay :
xi(k) = gi(x(k)) pour kg < k < ke.
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dans Zmay :
xi(k) = gi(x(k)) pour kg < k < ke.

dans M2X[v,d] :

n

x 2 (gi(x) \w) ® v,

kiigT et v = yR6t1gT,

ou | € [1, g] pour g contraintes et avec w; = 7y
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J=u

La commande recherchée est celle qui maximise J.

~> problématique du juste-a-temps
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u = gé(U)
u = gu)
u =2 gy(uw),

avec g/ = A*BX((g/(A*Bu) Aw) @ v) (en considérant le fonctionnement
du systeme au plus tot, on a x = A*Bu).
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u = gé(U)
u = gu)
u =2 gy(uw),

avec g/ = A*BX((g/(A*Bu) Aw) @ v) (en considérant le fonctionnement
du systeme au plus tot, on a x = A*Bu).

S uzg(u)Agu) A .. A gg(u) = f(u).
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Si I'algorithme itératif suivant

u = T
ugr1 = f(uk)

converge en un nombre fini k. d'itérations, alors uy_ est la commande
recherchée.
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Application aux réseaux de transport urbain

L'exploitation des réseaux urbains se décomposent en deux phases :
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Application aux réseaux de transport urbain

L'exploitation des réseaux urbains se décomposent en deux phases :

1. Tableau de marche

> étude géographique et sociale
» choix des performances nominales (nombre de bus par ligne,
contraintes d’écart-temps)

> [synthEse des tables d'horaires|

2. Régulation

ajustement des parameétres du tableau de marche aux conditions de
fonctionnement.
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Modele de réseau de transport urbain

temps de trajet et correspondance

xi(k) dénote la date du k + 1-eéme bus a I'arrét x;.

x(k) > Ax(k — 1)

Ajj : temps de parcours de l'arrét j a 'arrét |
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Modele de réseau de transport urbain

temps de trajet et correspondance

xi(k) dénote la date du k + 1-eéme bus a I'arrét x;.

x(k) > Ax(k — 1)

Ajj : temps de parcours de l'arrét j a 'arrét |

v

table d'horaires

x(k) > Bu(k)

Bji = e si les bus respectent la table a I'arrét /, Bjj = ¢ sinon
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Modele de réseau de transport urbain

temps de trajet et correspondance

xi(k) dénote la date du k + 1-eéme bus a I'arrét x;.

x(k) > Ax(k — 1)

Ajj : temps de parcours de l'arrét j a 'arrét |

v

table d'horaires

x(k) = Bu(k)

Bji = e si les bus respectent la table a I'arrét /, Bjj = ¢ sinon

v
g 17

représentation d'état

x(k) = Ax(k — 1) & Bu(k)
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Probleme de génération de table d'horaires

Conditions terminales

Pour chaque x;

o Conditions initiales : kg, (indice du premier bus synchronisé avec la
table d’horaires a I'arrét x;)
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Probleme de génération de table d'horaires

Conditions terminales

Pour chaque x;
o Conditions initiales : kg, (indice du premier bus synchronisé avec la
table d’horaires a I'arrét x;)

o Conditions finales : k¢, (indice du dernier bus a synchroniser avec la
table d’horaires a I'arrét x;)
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> Consigne :

C @ x(k) < z(k) pour kg < k < kg,
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> Consigne :

C @ x(k) < z(k) pour kg < k < kg,

> Contrainte d'écart temps maximum

xi(k) X A @ xj(k — 1) pour kg < k < ke,
X,'(k) = Xi(kd;) pour k = kd,"

<— X,'(k) = A;nax®x,'(k—1)@x,'(kdi) pour kd,- < k< kfl.,
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> Contrainte d'écart temps minimum

xi(k) = AT @ x;(k —1)  pour kg, < k < k.
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> Contrainte d'écart temps minimum

xi(k) = AT @ x;(k —1)  pour kg, < k < k.

> Pic de charge

Jk € [kq,, ke] tel que xj(k) = tj et xj(k+m) < tj +r,

ol m est le nombre de bus souhaités a |'arrét i pendant
I'intervalle [t;, tj + r] pour absorber le pic.

L. Houssin, S. Lahaye, J.L. Boimond Commande de systémes (max,+)-linéaires 6 octobre 2005 19/1



> Temps d'attente maximum

{ xj(k) = ¢ @ xi(k — 1) pour kg, < k < kg,
xj(k) = xj(kq,) pour k = kg,

< xj(k) 2 ¢ @xi(k—1)®x;(kq;) pour kg < k < k,;.,)
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Résolution

Les contraintes précédentes trouvent une expression dans M2¥[v, d] et en
considérant le fonctionnement au plus tot du systeme :

u=gi(u) Aga(u) A ... A gs(u) = f(u).

Si le calcul itératif défini précédemment converge en k. itérations alors uy,
est la table d'horaires optimale.
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Résolution

proposition

Appliqué a ce probleme, I'algorithme converge en un nombre fini
d'itérations.
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Résolution

proposition

Appliqué a ce probleme, I'algorithme converge en un nombre fini
d'itérations.

v

idée de la preuve

d’'aprés la premiére contrainte, on a

f(ux) 2 A'BR((CRz Aw) @ v) pour tout k > 0. (1)

En outre, on a toujours

f(uk) = A*Br pour tout kK > 0 (2)

v
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idée de la preuve

—u

L. Houssin, S. Lahaye, J.L. Boimond Commande de systémes (max,+)-linéaires 6 octobre 2005 23 /1



e € ¥ 5 e 5 =
'7161 e 5 5 5 e 5
5 'y155 5 e 5 e €

A = 5 e £ e £ € '7162
~5° e £ ~157 £ e £
£ e £ e 7168 e 5
5 e 'yéo e 5 'y151 5
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e € ¥
'7161 e 5
5 'y155 5
A = 5 5 e
760 e €
X6 X3 = E €
5 e 'yéo

o oo oo 0
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O o 5
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momomo oo
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Conditions terminales

Conditions initiales : w tel que
Vi, wj = ’}/05T
Conditions finales : On désire
effectuer 15 départs de bus a
I'arrét x7

A126T

71357’

7145T

U= 71257’

71351’

71457’

71551’
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Contraintes

> Consigne
X7 < z = 0515037105200
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Contraintes

> Consigne

x7 <z = ,}/05150@,}/105200,

> Ecart-temps minimum
in _— ~056 \/;
AT = A¥6° Vi,
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Contraintes

> Consigne
X7 < 7 = 7051503105200,

> Ecart-temps minimum
A;}”"’ = 7060 Vi,

> Ecart-temps maximum
A;}wx — 70510 Vi,
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Contraintes

> Consigne
X7 < z = 05150105200,

> Ecart-temps minimum
A;}"yin — 70(56 Vi,

> Ecart-temps maximum
A;}wx — 70510 Vi,

> Pic de charge

un départ entre les dates
130 et 132 a I'arrét xq.
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Contraintes

> Consigne
X7 < z = 05150105200,

> Ecart-temps minimum
A;}"yin — 70(56 Vi,

> Ecart-temps maximum
A;}wx — 70510 Vi,

> Pic de charge

un départ entre les dates
130 et 132 a I'arrét xq.

> Temps d’attente
maximum
pas plus de 2 unités de 5 y
temps a l'arrét xo.
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.
6 7 8 9 10 11 12 13 14
144 154 164 174 184 194 —

1 2 3 4 b)

k 0

up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138

ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182 —

uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 154 | 164 | 174 | 184 | 194 — —
ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182 — — —
uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200

> Consigne
X7 < 7 = 705150 g3 4105200
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 154 | 164 | 174 | 184 | 194 — —
ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182 — — —
uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200

> Consigne
X7 < 7 = 705150 g3 4105200

> Ecart-temps minimum
in _ 056 \/;
AT = AP0 Vi,
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 154 | 164 | 174 | 184 | 194 — —
ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182
uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200

> Consigne
x7<z= ’)’0(5150 ) 7105200’
> Ecart-temps minimum
in _ 056 \/;
AT = AP0 Vi,
> Ecart-temps maximum
_ ~0510 \/;
AN = P50 Vi,
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 154 | 164 | 174 | 184 | 194 — —
ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182 — — —
uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200

> Consigne
X7 < 7z = 05150 g 4105200
> Ecart-temps minimum
AMIn = /0§ v,
> Ecart-temps maximum
A,Tax — 70510 \V/I.,
> Pic de charge
un départ entre les dates 130 et 132 a I'arrét xq.
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Résolution

L'algorithme défini précédemment converge en 9 itérations.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
up 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 154 | 164 | 174 | 184 | 194 — —
ug 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182 = — —
uz 96 102 | 108 | 114 | 120 | 126 | 132 | 138 | 144 | 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200

> Consigne
X7 < 7z = 05150 g 4105200
> Ecart-temps minimum
AMIn = /0§ v,
> Ecart-temps maximum
A’Tax — ,70510 \V/I.,
> Pic de charge
un départ entre les dates 130 et 132 a I'arrét xq.

> Temps d'attente maximum
pas plus de 2 unités de temps a l'arrét x;.
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Conclusion

généralisation de la commande en juste-a-temps des SED dans les dioides :
prise en comptes de contrainte sur |'état.

@ conditions générales de convergence du calcul de la commande
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Conclusion

généralisation de la commande en juste-a-temps des SED dans les dioides :
prise en comptes de contrainte sur |'état.

@ conditions générales de convergence du calcul de la commande

@ probléeme de régulation dans les systemes de transport.
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Commande en juste-a-temps

Pour une consigne donnée z, on cherche le plus grand u tel que
y=Hu = z.
— la théorie de la résiduation fournit la plus grande solution g, = H §z.

—{ H
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Temps d'attente maximum

X1
— — X2

Dans le cas de plusieurs bus en correspondance :

x3(k) = axi(k — 1) A bxa(k — 1)
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Temps d'attente maximum

X1
— — X2

Dans le cas de plusieurs bus en correspondance :

x3(k) = axi(k — 1) A bxa(k — 1)

< x3(k) = dyx,

avec ¢ = —b
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