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Résolution rapide d'un systeme de Toeplitz bande
par blocs Toeplitz bandes

Houssam Khalil*

Resumé. Soit T une matrice de Toeplitz par blocs de Toeplitz a coefficients
dans un corps K et de taille N. On suppose qu’elle est formée de m blocs de
taille n x n; de plus elle est bande par blocs, c’est a dire qu’en dehors des
2k1 + 1 diagonales par blocs centrales les blocs sont nuls; les blocs eux-méme
sont bande : en dehors des 2k + 1 diagonales centrales, les éléments des blocs
sont nuls. On donne dans ce papier trois méthodes de résolution rapide, en
O(N?/?), pour résoudre le systeme linéaire. Ces méthodes sont plus rapides que
les méthodes associées aux matrices creuses. On donne aussi une statistique
qui montre que la matrice T' devient de plus en plus mal conditionnée quand
les largeures des bandes décroissent. Cette remarque n’est pas vrai pour le cas
d’une matrice de Toeplitz sclaire.

1 Introduction

Soit T une matrice de Toeplitz par blocs de Toeplitz a coefficients dans un
corps K. On suppose qu’elle est formée de m blocs de taille n x n; de plus elle
est bande par blocs, c’est a dire qu’en dehors des 2k; + 1 diagonales par blocs
centrales les blocs sont nuls; les blocs eux-mémes sont bande : en dehors des
2ks 4+ 1 diagonales centrales, les éléments des blocs sont nuls. T' est donc de la
forme suivante :

Ty T-1 ... Ty, 0 ... 0
T Ty ... Top1 Ton :
S . . . 0

T=\mr, Ty | (1)
0
: R - T,
0o ... 0 Tk, Ty T
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et chaque T} est de la forme :

To; T-1y oo Tp,y 0 0
Ty Toj v Toketry Tokey :
. . . . 0
T, = T, o Tl | (2)
0 .
: . - - : T 1,
0 0 Th, j Ti; To;
Soit N = mm, et on va supposer que m et n sont de méme ordre, c’est a

dire C~'m < n < Cm pour une certaine constante C' > 0. Par conséquent
m = O(N), n = O(N). Tl est classique que la résolution d'un systéme
n x n de structure bande de largeur k cotite O(k*n) opérations par la méthode
de Gauss. Dans notre cas, le cotit serait donc en O(N?) opérations avec des
méthodes directes pour matrices creuses.

Dans ce papier, on va essayer d’exploiter la structure Toeplitz bande par
blocs Toeplitz bande pour donner une estimation en O(N3/2). On donnera trois
algorithmes de résolution rapide en O(N3/2).

Remarquons tout d’abord que des statistiques expérimentales sur le nombre
de conditionnement des matrices aléatoires de Toeplitz et des matrices aléatoires
de Toeplitz par blocs de Toeplitz montrent des comportements dont il importe
de tenir compte dans ’analyse des résultats.

La section (2) décrit ces statistiques ainsi que les moyens utilisés pour les
obtenir. Il faut mentionner ici que les comportements dans le cas Toeplitz et
dans le cas Toeplitz par blocs de Toeplitz sont qualitativement différents.

2 Statistiques pour des matrices bandes Toe-
plitz et pour des matrices bandes Toeplitz par
blocs bande Toeplitz

2.1 FEtat des connaissances

Un certain nombre de résultats théoriques sont connus pour des matrices
aléatoires a structure bande, ou des matrices aléatoires a structure de Toeplitz.
Notons en particulier un théoreme de limite centrale pour un modele de matrice
bande symétrique par Anderson et Zeitouni [1], un résultat sur la distribu-
tion limite des valeurs propres pour les grandes matrices bandes symétriques
ou hermitiennes par Molchanov et al. [5], un résultat de grandes déviations
pour un modele de matrices hermitiennes par Guionnet [3], des résultats sur
les développements asymptotiques et les échelles d’universatité spectrale par
Khorunzhy et kirsch [4]. D’autre part il y a des résultats pour les matrices de
Toeplitz aléatoires , voir [?] et [?].



aucun de ces résultats ne porte sur le nombre de conditionnement de 'une
ou 'autre famille de modeles de matrice, alors que c’est I'objet essentiel pour
I’analyse numérique des méthodes de résolution de systemes linéaires.

On a donc décidé d’obtenir des informations expérimentales pour des ma-
trices aléatoires bande Toeplitz et bande Toeplitz par blocs bande Toeplitz et
on a procédé comme suit.

2.2 Algorithmes

Notons 2k + 1 la largeur impaire de bande dans le cas de Toeplitz sca-
laire et 2k; + 1, 2ko + 1 les deux largeurs impaires de bande dans le cas par
blocs. Remarquons que les diagonales non nulles occupent une zone symétrique.
Plus précisément, dans le cas scalaire, les diagonales sont nulles en dehors de

{—k,...,k}, et dans le cas par blocs, les diagonales de blocs sont nulles en de-
hors de {—k1,...,k1} et les diagonales dans les blocs sont nulles en dehors de
{—k’z, ey k’g}

On a généré des coefficients pseudo-aléatoires gaussiens en nombre approprié,
c’est a dire k dans le cas scalaire et k1ko dans le cas par blocs, ce qui permet de
décrire une matrice 7" en structure creuse.

On a effectué un décomposition LU creuse, par I’algorithme “superLU”, de
T et sa transposée, ce qui a permis de calculer la plus petite valeur singuliére
par la méthode de la puissance inverse. D’autre part on a obtenu la plus grande
valeur singuliere par la méthode de la puissance.

On a constaté la convergence rapide de la méthode de la puissance inverse,
et la convergence tres lente de la méthode de la puissance. Ce qui n’est pas
entierement surprenant.

Le rapport entre la plus grande et la plus petite des valeurs singulieres fournit
le nombre de conditionnement x(T') = |T||2][T |2, la norme ||.||2 étant la
norme spectrale, c’est a dire la racine carrée de la plus grande valeur propre de
T*T.

2.3 Les résultats dans le cas scalaire

On se reportera au figure (1) pour voir des histogrammes du logarithme en
base 10 du nombre de conditionnement des matrices de Toeplitz de méme taille
et des largeurs de bande différentes.

On remarque que ces histogrammes dépendent peu de la largeur de bande.

2.4 Les résultats dans le cas par blocs

Dans ce cas on remarque que la statistique sur les nombres de conditionne-
ments dépend des largeurs de bande. On constate qu’avec 1’accroissement d’au
moins une des largeurs de bande, 'histogramme devient de plus en plus étroit, et
la moyenne du logarithme du nombre de conditionnement décroit. Ceci montre
que les matrices TBT bande par blocs bande de petites largeurs de bande sont
plus mal conditionnées que celles de largeurs de bande plus grandes.
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On se reportera aux figures (2), (3), (4) et (5).

Dans la suite, on décrira trois algorithmes rapides de résolution d’une matrice
bande en commengant tout d’abord par le cas scalaire, puis en les généralisant
au cas par blocs.

3 Cas scalaire

Les idées de deux premiers algorithmes proviennent de Bini et Pan [2], et les
auteurs mentionnent un probleme d’instabilité pour le premier algorithme.

3.1 Transformation en matrice circulante plus matrice de
petit rang

Rappelons, tout d’abord, la Formule de Sherman-Morrison-Woodbury :

Théoreme 1. Soient A € K"*", G, H € K"**. Si I}, + HTA7'G n’est pas
singuliere, alors

(A+GH")Y ' =A"' - A'GI, + H'AT'G)'HT A (3)

Démonstration. Une matrice par blocs peut se factoriser comme suit :

I M N\ 1 0\ (M 0\ /I M'N
“\P Q) \PM' I 0 S/\0 1 ’
avec S le complément de Schur donné par S = Q — PM ~'N. Bien entendu cette
factorisation n’a de sens que si M est inversible. Par symétrie, on a également

=(7 9)-6 "6 &) ot )
“\P Q) \0 1 0 Q)\Qtp 1)’
avec S = M—N Q' P. En inversant les deux termes de ’égalité et en identifiant
les deux expressions du bloc de la premiere ligne et de la premiere colonne on
tire I'identité :

M4+ M'NST'PM =871

A G

Proposition 1. Soit A € K"*™ une matrice de Toeplitz bande, de largeur de
bande 2k 4+ 1. Alors on peut décomposer A sous la forme C + R avec C' une
matrice circulante et R une matrice de rang au plus 2k.

qu’on applique a

O
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Démonstration. La décomposition suivante est immédiate :
aps a—-1 ... a_f 0 ce 0

ay ap e a_fky+1 Qg

a1

a ... a—p 0 ap ... a1

0 o

a1 ... a—p 0 ... O
a1 ... a_r 0 ar ... ag

=C((ap ... ax0...0a_ ...a_1)") +R=C+R.
O

Corollaire 1. Supposons que A vérifie les hypothéses de la proposition 1. Alors,
il existe une méthode directe pour résoudre le systéme Ax = b en O(nlogn) +
O(nklogk) + O(k®) opérations.

Démonstration. En écrivant R = GH?T, avec H, G € K" (r = 2k), et en
utilisant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury sur le systéeme (C+R)x = b
on obtient

r=C - C G, +HTC'G)"tHTC~'b.

Remarquons tout d’abord que G est creuse avec k(k + 1) éléments non nuls :

Ok xk g Iy, Ok xk
G =|O0m-2r)xt Omn—2r)yxk | € H =|0m_2m)xr Om—2r)xk | >
Ok kak Ik

avec f = L(a_g...a_1)T et g = U(ag...a1)”, et L(v) (resp. U(v) la matrice
de Toeplitz triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure) de premiére
colonne (resp. premiere ligne) égale & v. Ainsi la multiplication d’une matrice
de taille n x n par G coiite O(nk?) opérations (la multiplication d’une matrice
creuse qui contient p éléments non nuls par un vecteur coiite 2p opérations). On
peut méme faire mieux, en multipliant G par une matrice n x n en O(nklog k)
comme f et g sont de Toeplitz.
Par suite = est obtenu en faisant :

10




— v; = C71b: O(nlogn) opérations,
— vg = H"wy : 0 opérations, parcequ’il n’y a pas que des 0 et des 1 dans H,
~ C~ oy, avec vy = G, + H'C71'G)"*HTC~1b.
— HTC7'G : O(nlogn)+O(nklog k) opérations (calculer C~! en O(nlogn)
opérations puis la multiplier par G en O(nklogk) opérations),
— vy = (I, + H'C7'G) vy : O(k3) opérations,
— vg = Gus : O(klog k) opérations,
— v5 = C71tvy : O(nlogn) opérations.
O

Remarque 1. On a O(nklogk) est plus ‘grand’ que O(nlogn) si k = O(n%)
pour un « € [0,1].

3.1.1 Instabilité de ’algorithme

Dans leur livre, Polynomial and matriz computation, Victor Pan et Dario
Bini, énoncent que cet algorithme rencontre des problemes de stabilité. Les
problemes peuvent étre dis a Uinstabilité propre du systéme linéaire. En effet,
on pourra constater sur les figures que la comparaison entre nombre de condi-
tionnement et erreur est normale. Pour se faire, nous avons généré des matrices
de Toeplitz (et de Toeplitz bande par blocs Toeplitz bandes. Nous avons testé
lalgorithme sur les deux types de matrices) bande pseudo aléatoires uniformes.
Nous avons également généré des vecteurs x aléatoires et nous avons calculé 'er-
reur entre x et & qui est la solution numérique, via notre algorithme, de Tz = b,
b étant égal a Tz. Cette comparaison semble montrer que I'instabilité ne vient
pas de l'algorithme.

3.2 Plongement dans une matrice engendrée par Z + Z7

On va décrire maintenant un deuxieme algorithme de résolution d’une ma-
trice de Toeplitz bande. Dans cette section on travaille avec des matrices carrées
de taille n. Soit 7, (7 s’il y a pas de confusion) l'algebre engendrée par W =
Z 4+ Z7T. Les matrices de Toeplitz dans cette section sont symétriques.

Proposition 2. Soit A € 7, alors ses coefficients vérifient

Qi-1,j + Qit1,j = Qi1+ Qij—1 (5)
a0,j = Gn41,j = Q.0 = Qjnt1 = 0
n—1
Démonstration. Si A est dans 7, elle est de la forme A = E a; W' Or Wktl =
i=0

WEW = W.W* et si M une matrice alors (MW)U = M; 11+ M; ;1 et
(WM)LJ' = Mi—lyj + Mi,j+1- Donc

(WY = (W) + WF)i i = W)z + (WF) i (6)

11
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F1G. 6 — Les matrices ici sont de Toeplitz bande de taille 400 x 400 et la largeur
de la bande 2k 4+ 1 = 5. Pour 3000 essaies, on trace le logarithme a base 10 de
lerreur di a notre algorithme par rapport au logarithme a base 10 du nombre
de conditionnement. On trouve que la pente de la droite de régression est plus
petit que 0.5!

Montrons par récurrence sur k que chaque W* vérifie la propriété (5) : W la
vérifie. Supposons que W¥ est telle que

(WE)ij1 + WE)ijr = WF)icay + (WH)iga
D’apres (6) :
(WE)ijm1+WF)i e = WF)ict o A (W) i1 it (WR)imt i+ (W )i g1,
et
(Wi g (WF) g = WF) iy o (WF) i+ (W) i o+ (W) i,
parsuite (W*)ij—1 + (W*)ije1 = (WH)im1; + (WH)ipn;. N
Corollaire 2. De la nous déduisons que l’algébre T, peut étre identifiée a

B ={By, € 7;Bge; = e, 1 <k <n}.

Pour A € T,
n
A=>"a;By,
k=1
avec (ay,...,a,)T la premicre ligne de A.
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Démonstration. Pour construire une matrice de I'algebre 7 il suffit de connaitre

sa premiere colonne. Or, comme By, 1 < k < n, est la matrice de 7, telle que sa

premiere colonne est ex, et comme la premiere colonne de A vaut 22:1 areg,
n

alors A=), | apBy. O

Proposition 3. Soit A ’espace vectoriel des matrices de Toeplitz n x n, de
largeur de bande 2k + 1. Soit dans T, o(k+1), le sous espace vectoriel engendré
par les matrices B; telles que B;ey = e; — €;_2, avec i = 3...k + 1, ainsi
que By = I,By = W. Soit E = {k+1,...,n — k — 1}. Alors les matrices
B; = ((Bi)ip)i,pee forment une base de A.

Démonstration. En utilisant la technique donnée dans la proposition précédente
pour calculer un élément dans 7, on remarque que B; est de la forme :

0 ... =1 0 110 0
~1 1
~1 1 O
0
1 1
0 1 1
1 1
1 1
1
1
1

Fia. 7 — La matrice B; comporte un centre, c’est a dire l'intersection des lignes
et des colonnes indexées par F = {k+1,...,n—k— 1}, et une périphérique qui
est son complémentaire

et B; est la matrice qui contient des 1 sur les diagonales qui commencent par
les éléments (1,4) et (i,1) respectivement. Par suite les B; générent A O

Soit T € A telle que T' = Zfill a;B;. On peut donc la plonger dans une
matrice M € 7 avec M = Y-¥"" 4, B; de taille n + 2(k + 1). M a donc la forme

suivante :
My Mz Mis
M = M1TQ T M|,
M1T3 Mg; Ms3

13



avec My1, My et Msg de taille (k+1) x (k—ijl), Mo et M de taille (k+1) x n.
On cherche a résoudre le systeme Tx = b. Etudions le systéme suivant :

My Mz Mg 0 by
MS T M23 T | = b
Mlg Mgé Mss 0 b3

Dans ce systeme, les inconnues sont x, by et bz et on a Tx = b. Pour trouver by
et bz on procede comme suit : soit

) M1l H12  H13
M~ = M% H22 Hzs
Hiz Haz 33

Les vecteurs by et by vérifient :

M1 p12 13 b1 0
piy  po2 pios bl=1z],
pis  paz  pan bs 0

et par suite résolvent le systeme

p11b1 + pr1gbs = —pi12b,
plsbt + pasbs = —pdsb.

Ce systeme, de taille 2(k+1) x 2(k+1), donne by et bs en O(k?) opérations. Pour
construire ce systéme on a besoin aussi de calculer 11, 12, 13 €t pos, puis de
calculer p12b et plsb. comme pyo et pds sont de taille (k + 1) x n, ce calcul va
cotiter O(nk) opérations. Le calcul de py1, p12, 13, pos cotite O(n log2(n)) +
O(k?n) opérations (voir corollaire ci-dessus).

Proposition 4. Soit M € 7,,. On peut résoudre le systeme Mx = b en O(nlog2 n)
opérations.

Démonstration. M € 7 Comme M est dans 7, elle est de la forme

n—1
M = Z m;W.

i=1

Or les valeurs propres et vecteurs propres de W sont donnés par :
km ik

A =2c08s ——, v = sin‘] , k=1...n,

n+1 n+1/, <j<n

comme on peut le vérifier simplement. Soit donc s la matrice de la transforma-
tion de Fourier en sinus :

3 s 3 nim
Sin el S1n el N
. . . .yT
s = : .. : = | S1n 1 .
n -
sin - sin 227 T asigen
n+l n+l
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Classiquement, s~1 = 2s/(n+1). Si on pose S = s1/2/(n + 1), alors S~ = S et
W = SDS avec D la matrice diagonale des valeurs propres. Nous en déduisons
la diagonalisation de M :

n—1
M=5 (Z miDi> S.

=0

Le calcul de la somme des m; D’ se fait en O(nlog® n) (évaluation d'un polynéme
(avec coefficients m;) aux n valeurs propres \g). O

Corollaire 3. Soit M € 7,4 9(x41)- Pour calculer la périphérie de taille k + 1
de M~ on a besoin de O((n + k) log*(n + k)) + O(nk?) opérations.

Démonstration. Notons K = k+ 1. La matrice M est symétrique, elle est aussi
symétrique par rapport a ’antidiagonale. Donc, pour calculer les K premieres
lignes, les K premieres colonnes, les K dernieres lignes et les K derniéres co-
lonnes de M~! (la périphérie de M ') il suffira de calculer les K premiéres
colonnes. On a donc besoin de résoudre K systémes linéaires avec la matrice M.
D’aprés la proposition précédente ce calcul cotitera O(K (n+ 2K) log?(n + 2K))
opérations.

On peut construire la périphérie d’'une autre maniere. En effet, comme
M~! € 7, on peut calculer sa premiere colonne en O((n + 2K)log(n + 2K))
opérations, et construire les autres colonnes demandées en utilisant la technique
de la proposition (2), ce qui demande O(nk?) opérations. O

Corollaire 4. La résolution de Tx = b coite O(nlog®n) + O(k®) opérations.

3.3 Plogement dans une matrice circulante

L’idée de cet algorithme est de plonger la matrice de Toeplitz bande dans
une matrice circulante a la place de la plonger dans une matrice de 'algebre 7.
Dans cette section, les matrices de toeplitz bandes ne sont pas nécessairement
symétriques.

Proposition 5. Soit A € K"*"™ une matrice de Toeplitz bande, de largeur de
bande 2k + 1. Alors on peut plonger A dans une matrice circulante de taille

(n+k)x(n+k).

Proposition 6. Soit A une matrice de Toeplitz bande donnée comme dans
(4). On peut donc plonger A dans la matrice circulante C = C(r) de premiére
colonne r donné par

T
r=(agy...,0k,0,...,0,a_k,...,a_1)".

n
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En effet,

ao cee Qg1 G- 0 .. 0 ag ay
Ag—1 “- c- ak
ag a—g
Cc = 0 . . a_g 7)
0 ag ... a9 | a1 ... a_p,
a_f Qg N ai ap ce A_f+1
a_1 ce a_p ag ar—1 ... ao
B A B
D ‘ T

avec T une matrice de Toeplitz de taille kxk, D et BT sont de Toeplitz, creuses,
de taille k x n.

Comme dans I'algorithme précédent, on réduit la résolution du systeme Az =

b a la résolution du systeme
x b
°(5)= ()

avec ¢ un vecteur inconnu de longueur k.

En écrivant
c-1 = <’711 712) 7
Y21 Y22
avec 11 de taille n X n et v22 de taille k x k, alors le vecteur c résolve le systeme
de Toeplitz, de taille £ x k, suivant :
Y22¢ = —721b.

On peut donc calculer ¢ en O(klog? k) flops. Le vecteur (z0)7 est la solution
d’un systeéme circulant. Donc, une fois calculer ¢, (z0)7 sera calculé en O((n +
k)log(n+k)) flops. Cet algorithme est un peu plus rapide que les deux premiers
parceque le calcul de ¢ peut se faire en O(klog? k) flops.

Proposition 7. La résolution du systéme Ax = b coite O(nlogn) + O(kn) +
O(klog? k) flops.

Démonstration. Le calcul de v21b demande O(kn) flops. Parsuite le calcul de ¢
demande O(klog® k), et & la fin la résolution du systéme C (g) = (i) se fait
en O(nlogn) flops.
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4 Cas par blocs

Le cas par blocs est une généralisation directe du cas scalaire mais ou y
rencontre quelques complications, et les comptes d’opérations sont différents.

4.1 Transformation en matrice circulante plus matrice de
petit rang

Soit T' une matrice comme dans (1) et (2).

Proposition 8. On peut décomposer T en T = C + R, avec C' une matrice
circulante par blocs circulants et R de rang au plus 2(kin + kom), et au plus
O(k%kan + k2kym) éléments non nuls.

Démonstration. Ecrivons T; = C; + R;, avec —k; < i < ky, ou C; est une
matrice circulante et R; une matrice de rang au plus 2k,. Nous pouvons alors
décomposer T' comme suit :

Co ... Cpy 0 Cp ... O
Co . G

=1 o N
Con o o
Cq ... Cpy 0 Cr ... Co
0 0 C, C, Ry Ry O 0
0 Co, | | Bi 0
c_y ... C_py 0 0 0 0 Rkl Ro

=C+R;i+Ry;=C+R.

Nous remarquons que R; est au plus de rang 2kin et Ry est de rang 2kom.
Dans R; il y a 2 x k1(k1 4+ 1)/2 blocs non nuls, et dans chaque bloc C; il y
an+2n—1)+2(n—2)+--+2(n—kg)+ (k3 + ko) = 2kon + n éléments non
nuls. Ainsi R; contient (k3 + k1)(2kon + n) = O(k?kon) élément non nuls; la
situation est analogue pour R. O

En écrivant R = GHT, avec G, H € KN*" (r = 2(kyn + kam)), et en
appliquant la formule de Sherman-Morrison-Woodbury sur le systéme (C +
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R)xz = b on obtient
r=Ch-C'GI.+H'C'G)"tHTC™'b.

Proposition 9. G est creuse avec O(k3kan) + O(k3kim) éléments non nuls,
et H ne comprend que des 0 et des 1.

Démonstration. Les matrices G et H se décomposent en

T
G = (G1G2) et HT = <H1>

Hy
avec
Onp, E
(;1 = : 9 )
0 :
F Onk,

pour décrire la matrice G5, notons

E={l-Dn+1,...;0-1)n+k}U{ln—ko+1,...,In}

et
E= U;ilEl
alors
G2 = ((R2)ij)1<i<mn »
JEE
I 0 ... 0
T __ nki nki
Hy = (0%1 0 Inkl)’
et
HT = < Ik, Okox(n—ka) | oo o | Lk Oky x (n—ka) )
2 Oy x (n—k2) I, Oy x (n—ks) I,

chaque bloc dans Hs est de taille 2ky X m.
Donc, en utilisant le compte fait dans la proposition précédente on voit que G
contient (k? +k1)(2kan+n)+ (k3 +k2)(2kym+m) = O(k¥kan) +O(k3kym). O

Corollaire 5. La multiplication de G par un vecteur coiite O(k?kan)+O(k3kim)
opérations.

Corollaire 6. En supposant que ki et ko sont petit devant m et n respectivement
alors la résolution du systtme Tz = b donné en (1) et (2) coite O(N>/?)
opérations.

Démonstration. Soit N = nm, K = k¥kon + k3kim, et r = 2(kin + kom).
Onazx=C"1—-C7'G(I, + H'C'G)"'HTC~1b, donc z est obtenu en
faisant :
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error/cond(T) Linear regression

—10]
—1H —12{

s
3
_12| =
S
=
8

log10(error)

—13] —15]

L s B B B B -1 T T T T T T T
3 7 o 1 2 3 4 5 6 7

log10(cond(T)) log10(cond(T)) : slope=0.9561010

FiG. 8 — Les matrices sont de Toeplitz bande par blocs Toeplitz bande de taille
322 x 322 de largeur de bande K; = 2k; + 1 = Ky = 2ko + 1 = 5. Pour 3000
essaies, on trace le logarithme a base 10 de ’erreur dii a notre algorithme par
rapport au logarithme a base 10 du nombre de conditionnement. On trouve que
la pente de la droite de régression est a peu pres égale 1.

~ v =C71b: O(NlogN).

— vo = HTwy : 0 opération, car il n’y a que des 0 et des 1 dans H.

~ HTC7'G : O(NlogN) + O(NK) = O(Nlog N) + O(N3/?) | le calcul de
C~1 demande O(N log N) opérations et la multiplication par G demande
O(NK) opérations car G est creuse.

w3 = (I, + HTC71G) vy : O(r®) = O(N3/?), résolution classique.

— vy = Guz : O(K) = O(N'/?), multiplication de G par un vecteur, donc
proportionnel au nombre d’éléments non nuls dans G.

— v5 =C7lvy : O(NlogN).

4.1.1 Stabilité

Comme dans le cas scalaire, on a appliqué cet algorithme sur des matrices
de Toeplitz bande par blocs Toeplitz bandes pseudo aléatoires pour obtenir les
erreurs entre la solution de T'x = b calculée par notre algorithme et la solution
exacte. En tracant ces erreurs par rapport aux nombres de conditionnement, on
a obtenu une ligne de régression de pente ~ 1. Ce qui prouve qu’il y a pas un
probleme de stabilité pour cet algorithme. Mais on remarque que la pente est
significativement augmenté de ~ 0.5 pour le cas scalaire a ~ 1 pour le cas par
blocs!!!
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4.2 Plongement dans une matrice engendrée par Z + Z7

Dans cette section T est une matrice de Toeplitz, par blocs de Toeplitz
symétrique par blocs, et les blocs sont symétriques, bande par blocs, et les blocs
sont aussi bandes. Les entiers m, n, ky et ko sont les dimensions utilisées dans les
sections précédents. Pour résoudre le systeme T'x = b, on va essayer de plonger
la matrice T dans une matrice de 'algebre 7, , (ou 7 8’il y a pas de confusion)
engendrée par W = (Z,,, + Z1) @ (Z,, + ZT). Une matrice M € 7 est donc de
la forme

M = Z i (Zm + ZIY @ (Z, + ZT) = Zai7jW(i,j).
0<i<m—1
0<j<n-—1

Si M est de plus bande par blocs bandes, les bornes supérieures respectives de
i et j dans la sommation sont k1 et k3. On va essayer de procéder comme dans
le cas scalaire pour avoir un algorithme rapide.

Proposition 10. Soit M dans l’algébre 7. On peut résoudre le systéme Mx = b
en O(nmlog® mn) opérations.

Démonstration. Notons s;, la matrice de la transformation en sinus de dimension
k, Sk = sg\/2/(k+1) et Dy la matrice diagonale diag(Aq,...,Ax). Comme
M € 7alors M =Y a;; W) avec W := W,,, @ W,, et W) .= (Z,, + ZF) @
(Zn+2Z5)7. 00 W =W, @W,, = (S DnSm) @ (SnDnSp) = (Spn @ Sp) (D @
Dp)(Sm ® Sp) =: SDS. Donc M admet la diagonalisation :

M = SES avec E = Z ai; D @ DI

0<i<m—1
0<j<n-—1

E peut étre calculé en O(mn log? mn) opérations : il s’agit d’évaluer un po-
lynéme & deux variable en mn points. Comme M ~! admet la décomposition
M~! = SE~'S, la multiplication de M ~! par un vecteur coiite 2 transformées
rapide en sinus et une multiplication par une matrice diagonale, le tout en
O(mnlogmn) opérations. O

Soit T' une matrice bande Toeplitz symétrique par blocs bande Toeplitz
symétrique, comme en (1). De méme technique que pour le cas scalaire, nous
la plongeons dans une matrice M € 7, en la plongeant tout d’abord par blocs,
puis par blocs et apres en plongeant chaque bloc.

La matrice M obtenue est une matrice de taille m + 2(k; + 1) par blocs, et
chaque bloc est de taille n 4+ 2(ke + 1) ; donc M est de taille (m+2(k; +1))(n+
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2(ko 4+ 1)) ~ mn + 2mky + 2nks + 4k1ko. Elle a la forme suivante :

M=

M4 Mo M3
X | X | X X X X
X | Ty | X X | Th-1| X
X | x | x X X X

Moy : : Mos
X X X X | X | %
X | Th-1| X X | Ty | %
X X X X | X | X

(8)
avec .2\4117 Mlg, ]\4'317 M33 de taille (k’l + 1)(714‘2(/62 + 1)) X (kl + 1)(ﬂ+2(k2 + 1))
et Mya, M3z sont de taille (k1 + 1)(n + 2(k2 + 1)) x m(n + 2(ks + 1)).
On cherche & résoudre Tx = b avec

I bl
x=1\| 1, b= 1], lesuxz; etlesb; étant des vecteurs de taille n.
Ln by
Comme dans le cas scalaire, on va compléter le vecteur x par de nouvelles
composantes nulles, dont les numéros de ligne sont les numéros des nouvelles

ligne de M par rapport a T'. Il faudra donc ajouter des lignes a b, ce qui créera
de nouvelles inconnues :

Ok 3 by
=z | etb=|0b],
Ok bQ
avec k = (k1 +1)(n+ (k2 + 1)) et
0%, b1y
X1 {)1
0z b13
=\ : etb=| : ,
0E2 bml
T b,
OEZ lA)mS
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avec ky = (kg + 1), les by et les b;s de taille ky. Soit
by
b11
b1
b13

(w2}
Il

Comme dans le cas scalaire, écrivons & = M _113, et en ne gardant dans ce
systeme que les lignes nulles dans Z et que les nouvelles inconnues, nous obtenons
un systeéme par rapport a l;, dont la matrice est de taille >~ nk; + mky. Pour
décrire ce systéme on va écrire M ! d’une facon équivalente a I’écriture de M
donnée en (8), elle sera donc donnée comme suit :

M=

Hi11 H12 H13

ij j ij
H11 | M12 | H13
j ij ij
H21 Moy | 1Y M23 H23 )

j 7
K31 | H32 M33 ig=1..m

H31 K32 M3

on découpe aussi p12 (pareil pour pss) de la fagon suivante :

H12 = ( H12,11 ‘ H12,1 ‘ H12,13 ‘ ‘ H12,m1 ‘ H12,m ‘ H12,m3 )

Le systeme a résoudre sera donné par :

M11b1 + 30 (e, db 1+ 2, 13513) + ,u13b3 == b
m
1 ]1b1 + > 1(,“111711 + ﬂ13b13) + p23 ]1b3 == in1 Nub% Jj=1.
m

M12A;3b1 + i 1(.“311711 + M33bz3) + p23 J3b3 = ZZ 1 :“325 Jj=1.
paibr + 300 (10,.1bin + pso,i3bis) + pasbs = — S0 paz,ibi

Pour former le deuxieme membre de ce systeme il faut O(ky(n + kz).m(n +
2ky)) + O(2m? ky.n) ~ O(N3/?) + O(N?3/?) opérations : 2 multiplications d'une
matrice de taille (k; +1)(n+ (k2 + 1)) x m(n +2(ks + 1)) par un vecteur et 2m?
multiplications matrice-vecteur avec des matrices de taille (ko + 1)n.
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Proposition 11. En supposant que ki et ko sont petit devant m et n respec-
tivement alors le calcul de la périphérie (en deux dimension) de M~' coite
O((n 4 k1) (m + k2) log((n + k1) (m + k2))) + O(N3/2) opérations.

Démonstration. Méme démonstration que pour le cas scalaire O

Finalement, la résolution du systéme initiale requiert O(N3/2) opérations
pour étre résolu.

4.3 Plogement dans une matrice circulante par blocs cir-
culants

Soit T' une matrice bande Toeplitz par blocs bande Toeplitz comme en (1).
On s’intéresse au probleme Tz = b avec

I by
x=| 1], b=|: |, lesx; etlesb; étant des vecteurs de taille n.

Ln by

En suivant les téchniques du cas scalaire, on peut plonger T' dans une matrice
circulante par blocs circulants, C, de taille (m + k1)(n+ k2) x (m+k1)(n+ ko).
En effet, on plonge tout d’abord chaque bloc T;, pour —k; < ¢ < k1, dans une
matrice circulante de taille (n + ko) X (n + ko). Par suite on plonge par bloc la
matrice obtenue, qui est une matrice bande Toeplitz par blocs, dans une matrice
circulante par blocs. La matrice finale est bien une matrice circulante par blocs
circulants de taille (m + k1)(n + k2) X (m + k1)(n + k2).

On suit les téchniques de la section précédente : on pose le probleme

Ci=b

<) « -0

avec k = ki(n + k2), ¢ un vecteur inconnu de longueur k et

avec

Z1 by

0k2 C1
T = et b=

Tm bn1

0k2 Cm

ou chaque ¢;, 1 < i < m, est un vecteur inconnu de longueur k.
Comme dans le cas scalaire, pour trouver le vecteur inconnu
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on inverse a matrice C et on extraire un systeme llinéaire, M( = g, dont la
solution est (. Ce systeme sera de taille K x K, avec K = mko + nky + k1ks.
On peut remarquer quelque structure dans M, mais elle n’est pas TBT (dans
le cas scalaire, on a obtenu un sytéme de Toeplitz). Le calcul de g demande une
multiplication d’une matrice de taille k1 (n 4 ka) X m(n + k2) par un vecteur, et
m? multiplications des matrices de taille ko x n par des vecteurs. Ceci demande
en total, pour calculer g, O(kymn? + 2k1komn + k1k3m + kam?n) flops, qui est
équivalent & O(N3/2) flops. La résolution du systéme M¢ = g demande O(K?)
flops, ce qui est aussi équivalent & O(N3/2) flops.

A la fin, la résolution du systéme CZ = b se fait en O((m+k ) (n+ks) log(m+
k1)(n 4+ k2)) flops, qui est équivalent & O(N log N).

Cet algorithme est donc d’orde N3/2 flops.
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