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FIG. 1 — Les différentes étapes de la paramétrisation d’un maillage.

Résumé of points that are evenly spaced across the surface is au-
tomatically found. A geodesic Delaunay triangulation of
the set of points is then created, using a Voronoi diagram
construction based on Fast Marching. We use the distance
information to find a simple parameterization of the mani-
fold. Marching algorithm makes this method computatio-
nally inexpensive, and gives very good results. Exemples
are shown for synthetic and real surfaces. To conclude this
paper, we present an application of our algorithm to sur-
face flattening. Our method includes a novel geodesic in-
terpolation scheme.

Dans cet article, nous présentons une méthode pour re-
mailler une variété triangulée. Notre travail utilise I'algo-
rithme de Fast Marching de Sethi§h6], qui a été étendu
a des maillages arbitraires par Sethian et Kimmel dans
[17]. Tout d’abord, un ensemble de points répartis de fagon
uniforme sur la surface est automatiquement choisi. Une
triangulation de Delaunay géodésique de cet ensemble de
points est ensuite créée, en utilisant la construction d'un
diagramme de Voronoi calculé par Fast Marching. Nous
utilisons les informations de distance pour trouver une pa-
ramétrisation simple de la variété. L'algorithme de Fast Keywords
Marching permet d’obtenir un algorithme rapide, et donne
de trés bons résultats. Des exemples sont présentés a la foisRemeshing, surface geodesics, surface parameterization,
pour des surfaces réelles et synthétiques. Pour conclure Fast Marching algorithm.
cet exposé, nous proposons une application de notre algo- .
rithme a l'aplatissement de surfaces. La méthode proposée 1 Introduction

inclue un schéma diinterpolation geodésique original. Les applications de I'échantillonnage de surface 3D sont

Mots Clef trés courantes de nos jours. Elles vont des calculs par élé-

ments finis jusqu’a la génération d'images de synthése, ce
Remaillage, géodésiques sur des surfaces, paramétrisationgui inclut une variété de questions relatives aux techniques
de surfaces, algorithme de Fast Marching. de reconstruction de surfaces utilisées en segmentation d'ima-
Abstract ges 3D, comme les modéles déformables [6]. La_l représen-

tation la plus couramment employée pour les objets 3D est

In this paper, we present a method for remeshing trian- le maillage triangulaire, et la nécessité d’une triangulation

gulated manifolds by using geodesic path calculations and de bonne qualité est évidente. Ainsi il est souvent néces-
distance maps. Our work builds on Sethian’s Fast Mar- saire d’améliorer une structure 3D donnée (par exemple
ching algorithm[16], which has been extended to arbi- obtenue parimagerie médicale 3D ou par le modelage d’'un
trary meshes by Sethian and Kimmel[&Y]. First, a set artiste), en utilisant un algorithme de remaillage.



Le probleme de la paramétrisation d’'une variété est im-
portant puisqu'il est a la base d’'urédonne> représenta-
tion du maillage de départ. Par exemple, I'obtention d’une
paramétrisation minimisant certains critéres de distorsion
est la premiere étape en vue d'effectuer du plaquage de tex-
ture ou du remaillage semi-régulier. De plus, une fois que
I'on a obtenu une représentation semi-réguliére de la sur-
face, il est facile de calculer une transformée en ondelettes
[20, 15] pour réaliser une compression de données [11].

1.1 Apercgu

Dans cet article, nous présentons au paragraphe 3 un
algorithme de remaillage isotrope, qui calcule automati-

de Fast Marching pour déterminer ldagrammes de Vo-

ronoi et desoffsetsde courbes sur des variétés. Cette idée

est utilisée dans notre algorithme pour déterminériden-
gulation de Delaunay’un ensemble de points.

Les méthodes de remaillage peuvent étre classées gros-
sierement en deux catégories :

—Remaillage isotrope une densité surfacique de points
est définie, et I'algorithme essaie de positionner les nou-
veaux sommets de facon a se conformer a cette densité.
L'algorithme deAlliez et AlL[2] utilise une diffusion d’er-
reur pour placer les sommets. L'algorithmeTégzopou-
losetVasilesc21] utilise des modéles dynamiques pour
calculer le remaillage.

quement un ensemble de points espaces sur la surface soit_ Remaijllage anisotropd’algorithme essaie de prendre en

de facon uniforme, soit de fagcon adaptative en suivant une
densité prescrite. Ces points sont définis de maniére itéra-
tive, chaque nouveau point étant ajouté suivant une carte
de distance (géodésique) a I'ensemble des points déja cal-
culés. Un algorithme rapide est présenté. A chaque étape,
il met a jour la carte de distances en utilisant un Fast Mar-

ching. Le fonctionnement de I'algorithme de Fast Marching,

ainsi que son utilisation pour les calculs de géodésiques

compte les directions principales de courbure pour ali-
gner localement les triangles et/ou les rectangles nouvel-
lement créés. L'algorithme proposé dans [1] utilise les
lignes de courbure pour construire un maillage a domi-
nance rectangulaire. Les méthodes d’éléments finis uti-
lisent énormément d’'algorithmes de remaillage de cette
sorte [13].

Notre méthode repose sur une distribution de points iso-

sont rappelés au paragraphe 2. Enfin, au paragraphe 4, noustrop’3 de fagon & se ramener  un probléme dejienal

proposons un nouvel algorithme de paramétrisation qui uti-
lise les informations géodésiques.

Pour parvenir a paramétrer une variété triangulée, nous
commencons par calculer un maillage grossier en définis-
sant un diagramme de Voronoi sur la surface. La paramétri-
sation est ensuite interpolée a I'intérieur de chaque triangle
géodésique, en utilisant des données de distance appro-
priées. La figure 1 montre les différentes étapes qui com-
posent le procédé de paramétrisation :

— Maillage original.

— Détermination automatique des points de base.

— Détermination de leur triangulation de Delaunay asso-
ciée.

— Calcul des triangles géodésiques associés.

— Calcul des données de distance.

— Interpolation de la paramétrisation.

— Remaillage semi-régulier.

1.2 Travaux antérieurs

Les calculs de lignes géodésiques sur des variétés est
un sujet classique, et de nombreux algorithmes ont été pro-
posés. Parmi les plus intéressants, on peut citer:

— L’algorithme de plus court chemin dghen and Harj4]
est d’ordre quadratique, et reste difficile a implémenter.

— L'algorithme deFast Marchingde Sethianand Kimmel
[17] permet de résoudre le probléme avec des conditions
aux limites, (points de départ et d'arrivée), qui n'a pas
nécessairement de solution unique. L'algorithme est ra-
pide, d’'ordreO(nlog(n)), oun désigne le nombre de
sommets de la triangulation.

Des applications des calculs de géodésiques ont été propo-
sées, comme par exemple [12], qui applique I'algorithme

Le dernier point abordé dans ce papier est la paramétri-
sation de variétés triangulées. Parmi les méthodes les plus
efficaces on peut citer :

— Les approches multirésolutioalgorithme MAPS [14]
propose une décomposition multirésolution pour construire
la paramétrisation. Cette méthode marche bien pour choi-
sir les points de bases sur la variété. Par contre, il est
difficile de contréler les frontiéres des régions servant a
définir la paramétrisation.

—Les approches utilisant une minimisation d’'énergie-
troduites en premier patloater [10], ces méthodes con-
sistent en la résolution d’'un systéme linéaire pour mi-
nimiser une certaine mesure de distorsion. Les chemins
géodésiques sont souvent choisis comme frontiéres pour
subdiviser la variété. Des choix canoniques pour I'éner-
gie sont proposés dans [8].

— Aplatissement géodésique de surfadans [22]Zigel-
man et alutilisent des informations géodésiques. lls em-
ploient lemultidimensional scalingour aplatir la variété
tout en essayant de maintenir le plus possible les informa-
tions de distance.

2 Calculs geodésiques
2.1 Fast Marching sur une grille orthogonale

L'algorithme de Fast Marching classique est présenté
dans [16]. Il permet de résoudre I'équatiikonale qui
est non linéaire :

IVU(z)| = P(x), )

ou U représente la fonction de distance pondérée a un en-
semble de points du plan, & = 1/P > 0 est la vi-
tesse de propagation du front. Il est employé notamment



pour résoudre le probléme des contours actifs [6]. Dans
cette section, nous considérons une triangulation orthogo-
nale comme celle représentée sur la gauche de la figure 2.
L'algorithme de Fast Marching utilise un schéma aux dif-

FiG. 2 —Triangulation orthogonale et quelconque.

férences finis décentré en amont pour calculer la valeur de
U en un point; ; de la grille:

max(U(zij) = U(@i-1,5), U(zisr,;) — Ui ))?
+max(U(ei ;) = U(xij-1),U(@iji1) = Ulzij))?
:h2p($i7j)2.
Un ordonnancement optimal des points de la grille permet

de faire 'ensemble des calculs en un temps de l'ordre de
O(Nlog(N)), ou N est le nombre de points.

2.2 Etude sur une triangulation plus géné-
rale

Nous suivons [17], dans le but de généraliser la construc-

obtient:
(aTQa)U(z)? — (24T Qb)U (x) + T Qb = P(x)?.

Ceci est une equation du second degre, dont le discriminant
est positif par la formule d€auchy-Schwart4 e critére du
schéma en amont nous impose, comme dans le cas d’'une
grille orthogonale, que-VU (x) pointe vers l'intérieur du
triangle. On peut alors montrer que si I'anglexeast aigu,
alors le schéma est monotone, ce qui signifie que I'on peut
trouverU(x) > U (x2) > U(x1) pour toutU (x;).

La figure 3 montre la propagation d’un front et le calcul
des chemins géodésiques (voir 2.3).

FiG. 3 —Propagation de front et chemin géodésiques (sur
la droite).

Par contre, si la triangulation contient des angles ob-
tus, alors le schéma numérique n’est plus monotone, ce qui

tion précédente a une triangulation quelconque, comme cellegpeut conduire & des instabilités. Pour résoudre ce probléme,

représentée sur le coté droit de la figure 2. De fagon plus
précise, nous essayons de calculer la valedr @ a I'in-
térieur du trianglex, x1, ), Si ceci est possible. Comme
plusieurs triangles autour depeuvent fournir une valeur
acceptable, nous ne prendrons en compte que la plus pe-
tite valeur. La difficulté est alors d’approcher la valeur de
U a l'intérieur du triangle{z, x1, x2), puisqu’il n'y a pas

de systeme de coordonnéesaturel (contrairement au
cas d’'une grille orthogonale). Dans [17], un tel systéme est
choisi, et les calculs sont effectués grace a des identités tri-
gonomeétrigues.

D’une facon plus générale, [18] propose une méthode
de calcul du gradient en dimension arbitraire. Cette mé-
thode revient & considérer la matridé¢ de taille2 x 2
dont les lignes sont formées des vecteurs et zz;. Nous
pouvons alors calculer les dérivéesldenz selon les di-
rections des vecteursr; etzs, en utilisant une formule
d’'ordre 1:

_ (U) - U _
Vi (v(:c) - U(M) =Ulz)atb
U(z1)

ola = G) eth = — <U(x2)

directionzzy, est par définition égale & U, zx7), d’oul la
formule VU ~ M~'v. En introduisant ces relations dans
I'équation Eikonale (1), et en notagt := (MM 7T)~1, on

>. Or, la dérivée selon la

nous suivon§ethiamui propose dedépliers les triangles
dans une région ou I'on est sir que I'étape de mise a jour
marchera [17].

2.3 Extraction de géodésiques

Une fois que I'on a calculé la fonctidi, qui représente
la distance géodésique a un sommehous avons besoin
de déterminer un chemin géodésique joignant un point de
départvy a v. Pour y parvenir, nous cherchons la courbe
paramétrée”(t) vérifiant 'équation de rétro-propagation
ey 4
= —VU

[6]:
{ C(0) = vo

Nous résolvons cette équation par une méthode numérique
comme celle dRunge Kuttad’ordre 4 [9]. Dans ce but,
nous devons calculer la valeur §&/ a n’importe quel en-
droit de la surface. .

Pour obtenir une variation continue 88/ sur la sur-
face, nous introduisons un nouveau schéma d’interpolation
qui differe de celui employé dans [17]. Tout d’abord nous
calculons la valeur du gradient d&en chaque sommet
de la triangulation. Ensuite, nous interpolons linéairement
les valeurs d&7U sur chaque face. Pour estimer la valeur
deVU en un sommet, nous considérons le 1-voisinnage
représenté sur la figure 4 (gauche), owlegsont les voisins
de v. En remplacant, de maniere proportionnelle, chaque

ac _



angleq; para; de fagon a obtenir une somme 2ie, nous
aplatissons le voisinage desur un plan (figure 4, sur la
droite). Nous pouvons alors approcher la valeur du gradient

]

FiG. 4 —Aplatissement d’un voisinage.
sur chaque aréte, v;y1):
Uvi) = U(v)

lvi — v

vU® =

Le gradient en; satisfait donc les équations:
@ FIG. 6 —Calcul du diagramme de Voronoi (voir la figure
(VU,ei) = VU, en couleurs sur la version électronique).

OL:J ¢ = py—gp- Nous résolvons ce systéme linéaire su- 3 Remaillage isotrope d’une triangu-
déterminé au sens des moindres carrés, ce qui revient a re-

soudre ce systémex 2: lation
: Notre approche ajoute des nouveaux sommets en utili-
o e , (%)
(% ?030 %:@Z’?) <E§g§°> = (% 2055@) , sant les distances géodésiques sur la surface. Le résultat de
om e ! cit l'algorithme est un ensemble de sommets distribué de fa-
oul (ei0, €41) représente les coordonnéesegelans un sys- con uniforme sur la surface suivant la distance géodeésique.
téme de coordonnées locales du plan d’aplatissement. La prise en compte d’une densité locale de sommets est

La figure 5 montre le calcul des chemins géodésiques abordée aux paragraphes 3.3 et 3.4.

pour différents modéles. Il est aussi possible de démarrer ~ C€ci constitue une extension de l'algorithme de [7] qui
met a jour une propagation de front depuis un ensemble

de points dans le but de trouver, de maniére itérative, des
paires de points & relier entre eux. On pourra aussi trou-
ver des idées similaires dans [5]. Dans notre contexte, il y
a deux principales différences. La premiére est que nous
trouvons des points sur une surface triangulée a la place
d'une image. La deuxiéme est que nous calculons une ap-
proximation précise du point ol la distance géodésique ma-
ximale est atteinte.

3.1 Choix itératif des points de base

Nous allons maintenant décrire comment construire au-
tomatiquement un ensemble de points répartis de maniéere
uniforme sur la surface triangulée. Un premier painest
choisi au hasard sur la triangulation. Un choix plus élaboré
consiste a remplacer ce point aléatoire par le point le plus
éloigné.

Supposons maintenant que I'on ait déja calculé un en-
semble de point$ = {z1,...,z,}, en méme temps que

FiG. 5 —Chemins géodésiques. U,, la carte de distance géodésiqué.aPour ajouter un
plusieurs fronts pour les faire évoluer ensemble, comme nouveau pointz,, 1, nous sélectionnons simplement un
ceci est montré a la figure 6. Les différentes régions co- point de la variété qui est le plus éloigné slePour calcu-
lorées forment un diagramme ®eronoides points de dé- ler la nouvelle carte de distan€g, 1, nous utilisons le fait
part, et les intensités représentent les distances géodésiquesjue U, 1 = min(U,, U,, ), 00 nous avons not&,, .,
au point le plus proche. la carte de distance au point; . Ainsi, nous n'avons be-




soin que de mettre a joudf,, en démarrant un front depuis
zn+1 (en utilisant 'algorithme de Fast Marching exposé a
la section 2), en prenant soin de le confiner a 'ensemble
{z \ Usg,,,(z) < Uyp(x)}. Ceci assure que le processus
de distribution des points prend grossiérement moins de
O(N log(N)?) opérations (ce qui serait le cas si I'on désire
distribuer autant de points de base qu'il n'y a de sommets
dans la triangulation originale, i.&0).

A chague itération, le nouveau poinf,+; n'est pas
nécessairement un sommet du maillage original. Il peut
étre positionné de facon précise en interpolant la carte de
distances. Pour calculer les points d'intersection de deux
fronts, on autorise les fronts a s'interpénétrer sur une pro-
fondeur de 1 sommet. Pour placey,;, on commence par
déterminer le triangle ou la distance minimale est ateinte.
Dans la plus part des cas, 3 fronts se rencontrent sur ce tri-
angle. On détermine les 3 points d’intersection selon les 3
arrétes. On place,, .1 al'isobarycentre de ces 3 points. Il
faut bien noter que est aussitdt ajouté a 'ensemble des
sommets du maillage original.

Nous décidons d’arréter I'algorithme soit quand le der-
nier point ajoutéc,, . vérifie U, (z,4+1) < 6 (00U est un
seuil fixé), soit quand un nombre de points donné a été dis-
tribué.

La figure 7 montre trois étapes du procédé d'insertion
de points sur un carré (avec en plus la triangulation obte-

nue, qui est expliquée au paragraphe suivant). Chaque cou-

leur correspond a une région différente dans le diagramme
de Voronoi, et l'intensité reflete la distance géodésique au
point de base le plus proche.

FIG. 7 —Insertion de points dans un carré.

3.2 Calcul des triangles géodésiques

Un fois que I'on dispose de I'ensemble complet de points
de baseS,,, il nous faut déterminer quels points relier
entre eux pour obtenir notre triangulation de bdsegui
est construite de maniére incrémentale durant I'algorithme.
Pour y parvenir, pendant la distribution des points de base,
nous gardons trace desints sellesqui sont les sommets
v qui satisfont les trois criteres suivants :

—Quand la valeur d&/ (v) est calculée par I'algorithme
de Fast Marching, deux fronts provenant de deux points
de bases différents; etv; doivent se rencontrer pour la
premiéerefois env.

— L'ajout de l'arrétgv;, v;] a la triangulation de basg doit
conserver la triangulation valide (par exemple I'aréte doit
avoir moins de deux faces adjacentes).

Il faut bien noter que quand la carte de distabg; est
mise & jour, un point selle peut disparaitre (si est atteint
par le front provenant de, ), et bien sdr, de nouveaux
points selles peuvent étre créés.

L'ensemble des points selles nous indique quels points
de base doivent étre reliés entre eux pour obtenir une trian-
gulation valideZ . Nous pouvons aussi tracer sur le maillage
original les chemins géodésiques correspondant aux arétes
de 7. Siv est un point selle ou deux fronts provenant de
v; etv; se rencontrent, il suffit de réaliser une descente de
gradient comme décrit a la section 2.3, depyisa la fois
dans la direction de; et dans la direction de;.

La figure 8 montre la triangulation deelaunay7 ob-
tenue (sur la gauche), ainsi que les triangles géodésiques
correspondants (sur la droite) obtenus pour une sphere et
un tore.

FiG. 8 — Triangulation de Delaunay de base (gauche) et
géodésique (droite) pour deux exemples.

Enfin, il se peut que des trous apparaissent dans la tri-
angulation obtenue (par exemple s'’il y a des trous dans le
maillage original). Si nous voulons éviter de tels trous (par
exemple si nous voulons utiliser le nouveau maillage pour
paramétrer la variété), il nous faut remplir ces trous. Ceci
peut étre effectué erdépliant le trou sur un plan, puis
en calculant une triangulation de Delaunay contrainte de
I'intérieur du trou aplati.

3.3 Remaillage adaptatif

L'algorithme présenté aux paragraphes 3.1 et 3.2 peut
étre étendu pour travailler avec une fonction de vitesse
arbitraire pour la propagation du front. Dans les régions
ou F' est élevée, la triangulation résultante va étre dense,
alors que dans les régions éuest faible, la triangulation
va étre plus lache. Cette fonctidnpeut refléter un besoin
de l'utilisateur de raffiner certaines régions spécifiques en
y plagant plus de sommets.



La figure 9 montre une distribution uniforme de points
(gauche) et une distribution de points avec une séparation
du maillage en deux régions, une aveclirgélevé, et une
autre avec urf faible (centre).

FiG. 9 —Distribution de points uniforme (gauche) et pres-
crite par l'utilisateur (droite). Triangulations correspon-
dantes (bas).

Quand un maillage est obtenu par scannage tridimen-
sionnel, une image du modele peut étre plaquée sur I'objet
3D. En utilisant une fonctiorF’ qui est inversement pro-
portionnelle a la norme du gradient de I'image, I'utilisa-
teur peut raffiner certaines régions avec des fortes varia-
tions d'intensité. La figure 10 montre un tel modéle 3D,
accompagné de la fonction de vitedsautilisée, ainsi que
la distribution de points résultante.

FiG. 10 —Modéle original, fonctionF', distribution adap-
tative de points, et triangulation correspondante.

3.4 Remaillage utilisant les informations de
courbure
La densité locale de sommets peut aussi refléter des

propriétés géomeétriques de la surface originale. Le choix
le plus naturel est d’adapter le nouveau maillage de fagon a

étre plus fin dans les régions ou la courbure locale est plus
forte. Pour y parvenir, nous avons choisi une fonction de vi-
tesseF inversement proportionneller@ax(|A1], |Az]), ou
les)\; sont les valeurs propres du tenseur de courbure local
(deuxiéme forme fondamentale).

La figure 11 montre, pour deux modéles avec des bords
saillants, une comparaison entre deux types de remaillages.
Le premier ne prend pas en compte la courbure, et les bords
ne sont pas respectés. Le deuxiéme utilise les informations
de courbure, et les modéles sont presque parfaitement re-
construits.

FiG. 11 —Modéle original (gauche), remaillage sans prise
en compte de la courbure (milieu) et avec prise en compte
de la courbure (droite).

4 Application a la paramétrisation de
maillage
4.1 Position du probleme

Une paramétrisatiorf d’'une variété triangulée 3DY
correspond a un ensemble d’applicatigis ¢/; — V, ol
lesl; C R?, et lesf; sont des homéomorphismes dont les
images couvrent tout. Pour simplifier, nous allons consi-
dérer une variété triangulég qui ne contient que trés peu
de triangles, mais qui a la méme topologie qud.es ap-
plicationsf; seront linéaires par morceaux, etlésseront
les triangles d&). La figure 12 montre une telle paramé-
trisation. Les fonctiong;* sont affines sur chaque petit
triangle deV, et 'image de chaque triangl¢ del), par f;
délimite une région d&.

FIG. 12 —Paramétrisation linéaire par morceaux.
Comme domaine de base pour la paramétrisafipn
nous choisissons le maillage de base construit avec notre



algorithme présenté a la section 3. Ainsi les frontiéres de (i1, t2,t3). Cette condition est satisfaite en pratique, a con-
chaque régiory; (i4;) sont des chemins géodésiques et ces dition que)), soit topologiquement équivalentl§ et que
chemins doivent étre ajoutés au maillage original. La figure le maillage de base soit suffisamment fin.

13 montre comment effectuer cette inclusion. Pour calculer les trois distanc@s, t2, t3) pour chaque
sommetv, nous démarrons simplement un front depuis

en prenant soin de le confiner au voisinage géodésique de
v, comme représenté sur la gauche de la figure 15. En fai-
sant ceci, nous sommes sdrs que chaque sommet du mail-
lage original est atteint par trois fronts et seulement trois.
Sur la droite de la figure 15, on peut voir la paramétrisation
géodésique obtenue. Nous avons simplement assigné une
couleur aléatoire a chaque sommet de base, et nous avons

FiG. 13 —La triangulation avant I'inclusion d’un chemin ) . . e
interpolé la couleur en utilisant la paramétrisation.

(gauche) et apres (droite).

Comme a l'intérieur de chaque petit triangle d’une re-
gion f;(U4;) la fonction f;"! est affine, pour chaque som-
metx de V, nous avons uniquement besoin de connaitre
lescoordonnées barycentriquele fi_l(x) a l'intérieur du
triangle U4;. La question qui reste en suspens est de sa-
voir comment calculer ces coordonnées barycentriques ju-
dicieusement.

4.2 Interpolation de la paramétrisation

La derniére étape est le calcul des coordonnées bary-
centriquegvy, vo, v3) de f~1(v) al'intérieur d’un triangle
donné(xy, 9, x3), pour chaque sommet Il faut bien no-
ter que les points; = f(x1), va = f(x2), etvs = f(x3)
sont des points de base déterminés au paragraphe 3.1. Pour
y parvenir, nous allons utiliser les distances géodésiques
(t1,t2,t3) entrev et chacun des;. En fait, nous allons
placer le pointf ~!(v) a l'intérieur du trianglg/z1, z2, z3)
en conservant les distances géodésiques.

Poury parvenir, en connaissant les distariteg, t3)
d’'un point z & trois sommetgz, 22, x3) d’un triangle,
nous avons besoin de calculer les coordonnées barycen- FiG. 15 —Exemples de paramétrisations.
triques(v, v2, v5) dex de fagon analogue au cas d'untri- - 4 3 Application & la construction de maillages
angle plan. Nous noton@s, l2,!3) les longueurs des c6- o .
tés opposés a chaque point (par exemhlest donné par multirésolution

le temps d’arrivée ems du front issu devy). Maintenant, Il est possible d’échantillonner chaque triangle de base
dans le plan, la formule ddéronaffirme que I'aireA; du suivant un schéma de subdivision régulier, comme ceux
triangle (z, z1, 2) estAd; = \/p(p — I3)(p — t1)(p — t2), représentés a la figure 16. La triangulation résultante est
avecp := (t1 + t2 + l3)/2. La figure 14 montre le tri- appelée un maillageemi-régulier Cette classe de trian-

angle considéré. D'une facon similaire, nous pouvons cal-

Ty

FIG. 16 —Schéma de subdivision a base triangulaire et rec-

tangulaire.
FiG. 14 —Détermination des coordonnées barycentriques gulation est de premiére importance, a la fois parce que
d’un pointx la connectivité est connue a I'avance (ce qui est un grand
culer A, et A,, ce qui nous permet d'obtenir les coordon- avantage pour la compression), et parce que le procédé
nées barycentriques paf = m. Ces formules de subdivision aboutit & une représentation multirésolution
nous donnent la paramétrisation d’'un painta partir du naturelle du maillage (permettant de réaliser une compres-

moment ou aucun autre point n'a les mémes valeurs pour sion par ondelettes, [20]). La figure 17 montre le processus



de subdivision. Une fois les positions des; déterminées, il est donc
nécessaire de les interpoler pour pouvoir calculer I'image
f(v) € R? d’'un sommety quelconque de notre maillage.
Pour ce faire, on va utiliser une interpolation barycentrique,
qui sera introduite au paragraphe suivant. A chaque som-
metwv elle associe un ensemble de poid$v), pouri =
1...n,tels que

\i(v) >0, Ny =1 et N(z;)=6. (2
FiG. 17 —Trois étapes de subdivision semi-réguliére. (v) = ; @) () - @

5 Ap|atissement de surfaces Il est alors simple de déterminer I'image deen posant
Dans cette section, nous montrons une derniére appli- n N
cation de notre algorithme de distribution de points intro- F) =" Ni(v)a.
i=1

duit au paragraphe 3. Il s’agit d’aplatir une surface en com-
mencgant par aplatir 'ensemble des points fournis par notre . .
algorithme. 5.3 Interpolation par voisins naturels

|ati t | . La méthode d'interpolation paroisins naturelsa été
5.1 Aplatissement de I'ensemble des points introduite parSibsondans [19]. Il s’agit d'utiliser les in-

de base formations fournies par les diagrammes de Voronoi pour

Le probléme de I'aplatissement de surface est un cas construire une interpolation barycentrique réguliére.
particulier du probléme de paramétrisation présenté au pa-  Dans ce paragraphe, nous allons brievement expliquer
ragraphe 4.1. Il s'agit, étant donnée une variété triangulée comment elle fonctionne, et montrer comment on peut la
V homéomorphe a un disque, de trouver une cArtdf — calculer sur une surface triangulée grace a l'algorithme de
V, ould C R? est un certain domaine plan. Fast Marching. Pour chaque point de bageon note

Poury parvenir, nous utilisons I'algorithme proposé par
Zigelman et Al.dans [22], en I'appliquant a I'ensemble
des points de basgry, ..., x,} déterminés par notre al-
gorithme. Nous I'améliorons d’'une part en proposant une
méthode automatique pour déterminer les points de bases,
d’autre part en utilisant un schéma d’interpolation original
utilisant des calculs de distances sur la surface.

Pour résoudre le probleéme de I'aplatissement, on sou- V() :={z eV \Vj, d(z,z;)>d(z,v)}.
haite trouver des pointg(z;) = z; € R? qui vérifient
d(zi,x;) ~ |z; — x|, ou d désigne la distance géodé-  La figure 18 montre les ensemblgset V (v) sur une sur-
sique sur la surfack, et| - | désigne la norme euclidienne  face plane. On définit alors les poidlgv) par
sur R2. Pour ce faireZigelmanutilise la méthode de ré-
duction de dimension appeléaultidimensional scaling| oy Adre(V(v) N V)

- : . . Ai(v) 1= — o
s’agit de construire la matrice carrée de tailletelle que Aire(V (v))
M;; = d(z;,z;)* On note ensuitg/ = Id — 11, o011
désigne la matrice dont toutes les entrées sont égales a
Le centrage en moyenne dé est effectué par le calcul de
B = —%JMJ. L'aplatissement est réalisé par le calcul des
deux plus grandes valeurs proprgset \; de B, ainsi que
des vecteurs propres associg®tus. La position du point
7; est alors donnée pai = (v A1uy[i], vV Azusli])T.

5.2 Interpolation de I'aplatissement

On peut alors se demander pourquoi on n'applique pas ) )
cette technique d’aplatissement & tous les points du maillage ~ F1G. 18 —Cellules de Voronoi sur un domaine plan.
V d'origine. Ceci est di au fait que le calcul de la matrice Il est facile de voir que les conditions (2) sont bien res-
M, lorsque le nombre de points considérés est grand, prend pectées, et que les fonctions ont un support trés com-
beaucoup de temps. Il est donc nécessaire de se restreindrgpact autour de;. De plus, dans le cas d’une surface plane,
a un petit nombre de points représentatifs, et notre algo- on peut montrer que les fonctions sont continues, et
rithme fournit justement des points bien répartis sur la sur- de class&€> sauf aux pointse;. De plus, cette méthode
face. posséde une propriété de reproduction des coordonnées,

V; = {I € V\Vj 7é ia d(l’,l’j) > d(x71'2)}

la cellule de Voronoi associéera Sion considére un som-
met v quelconque de la triangulation, on peut aussi défi-
nir la cellule de Voronoi associéewgpour I'ensemble des
points{v, x1,...,v,}:




puisque 'on a)_ \;(z)x; = x. Cette propriété est tres
agréable pour une paramétrisation, puisqu’elle assure que
si la triangulation de départ est plane, et gye— x; est
affine, alors la paramétrisatighest encore affine.

L'aplatissement de triangulation est trés important pour
réaliser du plaquage de texture. Ceci consiste a appliquer
une imagel : [0,1] x [0,1] — [0,255] sur la surface
VY avec le minimum de distorsion possible. Quitte a dila-
ter notre paramétrisation, on peut supposer fj(ie) C
[0,1] x [0, 1]. Le plaquage de texture est alors réalisé faci-

lement, en assignant a chaque peirat V la positionf (v) FiG. 20 —Surface aplatie, texture sur le domaine aplati, et
dans|0, 1] x [0, 1], donc en particulier la couleut( f(v)). sur le modéle d'origine.
6 Remarques finales et travaux a ve-

5.4 Calcul de linterpolation par Fast Mar-

ching nir

Les temps d'exécution de notre algorithme sont trés
Les coefficients\;(v) peuvent étre calculés de fagon raisonnables, et il faut environ 10 secondes pour distri-
trés rapide grace a I'algorithme de Fast Marching. On rap- buer 500 points sur un modele d'environ 5000 sommets.
pelle que grace a notre algorithme présenté au paragraphela distribution de plus de points est pratiquement immé-
3, on dispose dé&,, la carte de distance géodésique aux diate, grace a la structure incrémentale de notre méthode.
points {z1,...,z,}. En interpolant les frontiéres ou les L& construction du maillage bgssg résolution et I'étape de
différents fronts se rencontrent a 'aide de I'équati@f)( parametrisation prend approximativement le méme temps.
on est ainsi en mesure de calculer les différentes cellules Ainsi notre implémentation actuelle nous permet de traiter
de VoronoiV;. Pour chaque sommetconsidéré, il nous ~ Un modele complet en moins d'une minute.
faut calculer la cellule de Vorondi (v). Ceci est effectué L'algorithme de remaillage isotrope propose dans cet
trés rapidement en faisant évoluer un front deptésen le article donne de tres bons résultats, similaires a ceux pré-
confinant a la régiofz \ d(z,v) < U, (z)}. Une fois de sentés dans [21] pour un maillage homéomorphe & un dis-

plus, les frontiéres d¥ (v) sont interpolées linéairement.  gue, etdans [2] pour un maillage plus genéral. Les courbes
21 montrent que dans le cas d'un maillage avec des bords

Le seul point difficile est le calcul de l'aire de lareégion  g4ijants, notre remaillage adpatif apporte une nette amé-
V(v) N'V;. Ceci est effectué progressivement en considé- |igration par rapport au remaillage uniforme.
rant, sur chaque trianglE deV l'aire de l'intersection de
V(v)NT etV;NT.A cause du schéma d'interpolation li- “
néaire utilisé, on voit facilement que chacune de ces deux
parties sont des polygones ¢exes a 3 ou 40tés. Les dif-
férents cas sont représentés a la figure 19. A chaque fois,
des fleches indiquent les provenances des fronts atteignant
chaque sommet du triangle. Ainsi, le calcul final ne né-
cessite que I'écriture d’un algorithme déterminant I'inter-
section de deux polygones a@xes a £0tés.

—— Uniform
— -~ Adaptative | |

RMS (% bounding box diag.)

V ¥ i 7 T W W W W o o w
/\ A /4\\ /<\ FiG. 21 —Erreur de remaillage mesurée par la distance de
: b b4 } Hausdorf.
v v v T; v T Le schéma de paramétrisation donne un atlas de cartes
réguliéres dans les régions ou la variété est lisse. Il reste
FiG. 19 —Les différentes configurations poui(v) N T encore a faire des tests de distorsion pour comparer notre

méthode a des schémas classiques, comme ceilibdeer
La figure 20 présente I'aplatissement du visage déja [10].
rencontré. On se référera a la figure 10 pour une vue du mo- La méthode d’aplatissement de surface proposée est
déle non aplati. Les points de base sont marqués en foncé. originale de par I'extension de l'interpolation par voisins
Sur le visage aplati (gauche), les niveaux de gris ne sont naturels a des surfaces. Elle est trés rapide, grace a I'utili-
gu'indicatifs et représentent 'ombrage du modeéle d'ori- sation de I'algorithme de Fast Marching et & une mise ajour
gine (non aplati). incrémentale des cellules de Voronoi. Enfin, elle donne de



trés bons résultats a cause des propriétés de régularité et dg10] M. S. Floater, K. Hormann, and M. Reimers. Parameteriza-

reproduction des coordonnées du schéma d’interpolation

utilisé.

Nos directions de recherche futures incluent:

— Prendre en compte des zones spéciales du maillage (com-
me par exemple les arétes ou il y a des irrégularités) pen-
dant le remaillage et la paramétrisation. Il est possible
de définir une densité linéaire de sommets le long de ces
zones 1D.

— Trouver des bornes théoriques pour la distorsion de la
parameétrisation dans le cas de surfaces lisses.

— Etendre 'algorithme & des surfaces implicites et des nua-
ges de points, en utilisant des idées développées dans [3].

7 Conclusion

Nous avons décrit un algorithme itératif pour distribuer
un ensemble de points sur une surface en utilisant une fonc-
tion de densité locale. Cet algorithme est rapide et efficace,
et aboutit & une méthode simple pour trouver automati-
guement une triangulation de Delaunay géodésique de la
surface originale. Nous avons appliqué cette construction
pour un domaine de base pour la paramétrisation d’une va-
riété triangulée. Cette méthode permet d’obtenir un atlas de
cartes lisses du maillage de base vers la triangulation ori-
ginale, permettant des constructions multirésolution et de
la compression en ondelettes. Nous avons également dé-
veloppé une méthode d'applatissement de surface qui gé-
néralise l'interpolation par voisins naturels a des variétés
triangulées.
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