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RESUME

La méthode dite des « simulations dans les simulations » (SdS) est a ce jour, pour les portefeuilles
d’assurance-vie, une des méthodes de calcul du capital économique les plus conformes aux critéres
de Solvabilité Il. Or cette approche conduit a des temps de calculs conséquents allant jusqu’a
compromettre son applicabilité au sein de certaines compagnies.

L'algorithme que nous présentons dans cet article permet de réduire tres significativement le
nombre de simulations effectuées dans le cadre d’une projection SdS. L’automate de calcul que nous
avons développé, nommé « accélérateur SdS », repose sur une « localisation », par le biais de
facteurs de risques, des situations les plus adverses en termes de solvabilité.

La réduction des temps de projection résultant de la mise en ceuvre de I'accélérateur SdS rend
désormais I'approche « simulations dans les simulations » envisageable quelles que soient |a taille et
la structure de la compagnie considérée.

MOTS-CLES : capital économique, Solvabilité Il, simulations dans les simulations, fonds propres
économiques, facteurs de risques, réduction du nombre de simulations
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1. Introduction

La définition du capital économique dans le dispositif Solvabilité Il repose sur la notion de
distribution de fonds propres économiques a un an. Or pour la plupart des portefeuilles d’assurance-
vie il est délicat d’obtenir cette distribution compte tenu de la complexité des liens de dépendances
actif / passif qui découlent des mécanismes de participation aux bénéfices et des comportements de
rachats dynamiques des assurés. La méthode de calcul du capital économique la plus précise revient
a effectuer des simulations « market-consistent » (simulations secondaires) au sein de simulations
« monde-réel » de premiére année (simulations primaires) afin de disposer d’une distribution de
bilans économiques de la compagnie ent = 1. Cette mise en ceuvre (utilisée par exemple par Gordy
et Juneja (2008)) est connue sous le nom de « simulations dans les simulations » (SdS'). Cependant,
cette approche requiert un grand nombre de simulations et conduit a des temps de calcul
conséquents. De nombreuses techniques permettent d’améliorer la rapidité de convergence des
simulations de Monte Carlo. Ces méthodes, notamment celles basées sur les systémes de particules
en interaction, sont décrites dans le livre de Del Moral (2004), et dans celui de Glasserman (2004)
pour ce qui concerne l'ingénierie financiere.

Nous présentons dans cet article un algorithme de calcul permettant de réduire trés
significativement le nombre de simulations d’une projection SdS. Si la méthodologie SdS standard
pouvait jusqu’alors s’avérer délicate a mettre en ceuvre au sein de certaines compagnies (en fonction
notamment de leur nombre de portefeuilles), I'algorithme que nous avons développé rend
désormais I'approche SdS envisageable quelle que soit la taille et la structure de la compagnie
considérée.

Le principe de cette méthode, que nous désignerons par « accélérateur SdS », consiste a « localiser »

les scénarii les plus adverses en termes de solvabilit¢é au moyen de facteurs de risques.

L’accélérateur SdS repose en outre sur trois étapes clés :

* [|'extraction de facteurs de risques élémentaires véhiculant I'intensité du risque des simulations
primaires,

* la construction de régions d’exécution,

* une procédure itérative sur les seuils des régions d’exécution de maniére a prioriser les calculs
relatifs aux situations les plus adverses en termes de solvabilité.

Nous traitons dans une premiére partie des problématiques de calcul du capital économique dans
I’environnement Solvabilité 1. Nous décrivons ensuite la méthode SdS puis nous détaillons
I'algorithme d’accélération que nous avons développé. Nous présentons en derniére partie les
résultats fournis par I'accélérateur SdS sur un portefeuille d’épargne type.

! Cette méthodologie est également dénommée « Nested Simulations ».
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2. Le capital économique dans le dispositif Solvabilité II

2.1.Définition

Dans le dispositif Solvabilité I, le capital économique correspond au montant de fonds propres dont
doit disposer la compagnie pour faire face a une ruine économique a horizon 1 an et au niveau de
confiance 99,5%.

Cette définition du capital repose sur trois notions :

- Laruine économique correspond a une situation ou I'actif de la compagnie évalué en valeur
de marché est inférieur a la valeur économique des passifs. En d’autres termes, il s’agit d’'une
situation ol les fonds propres économiques de la compagnie (calculés comme différence
entre la valeur de marché de I'actif et de la valeur économique des passifs) sont négatifs.

- L’horizon d’une année impose de pouvoir disposer de la distribution des fonds propres
économiques dans un an. Notons en effet qu’en date initiale les fonds propres économiques
de la compagnie constituent une grandeur déterministe alors qu’un an plus tard, il s’agit
d’une variable aléatoire dont les valeurs dépendent des aléas (financiers, démographiques,
...) qui se sont réalisés durant I'année.

- Le seuil 99,5% représente le niveau de solvabilité requis. La probabilité de I'événement
« ruine économique » est dans ce cas inférieure a 0,5%.

2.2.Formalisation théorique

Nous introduisons dans cette partie I'ensemble des notations et concepts utilisés dans cet article.

2.2.1. Le bilan économique

La définition du capital dans I’environnement Solvabilité Il repose sur une vision économique du bilan
de la compagnie. A chaque date t, il est possible de construire le bilan économique suivant :

Bilan économique en t
FP,
VEP,

A

Sous les notations :
- A;:valeur de marché de l'actif en t,
- VEP; : valeur économique des passifs en t,
- FP,: fonds propres économiques en t.

Le bilan étant équilibré, on a la relation : FP, = A; — VEP;.

Désignons par (F;)¢s la filtration permettant de caractériser a chaque date I'information financiere
disponible.

La valeur de chacun des postes du bilan correspond a I’espérance sous la probabilité risque-neutre Q
des cash-flows futurs actualisés.

Soient :



- 0y le facteur d’actualisation s’exprimant a l'aide du taux sans risque instantanér,
5, = e—f:rhdh’

- P les cash-flows de passifs (prestations, commissions, frais,...) en période t,

- R; lerésultat de la compagnie en période t.

Sous ces notations, les fonds propres économiques FP, et la valeur économique des passifs VEP; en
date initiale se calculent de la maniére suivante :

VEP, = E, z 8,.P, |Fy |,

u=1

et,

u=1

2.2.2. Les univers de probabilité « monde-réel » et risque neutre

Dans le référentiel Solvabilité II, I'assureur doit disposer de suffisamment de fonds propres en date
initiale afin de satisfaire la contrainte : P(FP; < 0) < 0,5%.

La probabilité de ruine basée sur I'événement {FP; < 0}, suppose nécessairement un
conditionnement de premiére période en univers « monde-réel» car pour la quantifier
correctement, les aléas de premiere période doivent évoluer conformément aux mouvements
observés dans la réalité.

Néanmoins, a conditionnement « monde-réel » de premiere année fixé, il convient donc dans cette
logique de calculer la valeur des postes du bilan de maniere « market consistent », c'est-a-dire en
prenant I'espérance sous la probabilité risque-neutre des cash-flows futurs actualisés (en supposant
gu’elle existe et qu’elle soit unique, ou qu’on ait une fagon cohérente d’en choisir une). Ceci conduit
aux calculs suivants :

- FPi=R +E [Zuzz%Ru |F1MR],
- VEP; = EQ [Zuzz(;_?Pu |F1MR],

ou FR représente I'information « monde-réel » de premiére année.

Une fagon synthétique de caractériser I'optique Solvabilité Il est de I'assimiler a une approche risque
sur des variables économiques (i.e. des prix).

2.2.3. Le calcul du capital économique

Le capital économique, défini par Solvabilité Il, est le niveau minimal de fonds propres en date initiale
permettant de satisfaire la contrainte : P(FP; < 0) < 0,5%.
On estime le capital économique au moyen de la relation : C = FPy — P(0,1).q¢ 50,(FP;),



ou P(0,1) est le prix en 0 d’un zéro-coupon de maturité 1 an.
La quantité —P(0,1).qq50,(FP;) apparait comme un surplus (algébrique) qu’il est nécessaire
d’ajouter aux fonds propres initiaux afin de garantir la condition P(FP; < 0) = 0,5%.

Supposons que le montant S = —P(0,1). qq 50, (FP;) soit investi (ou désinvesti) en cash et évolue la
premiere année au taux zéro-coupon 1 an.

Notons FPlajuSt, AfjuSt,VEPlajuSt les variables économiques apres ajout du montant S. Il est aisé
de montrer qu’apres injection de capital, la contrainte de solvabilité au seuil 99,5% est bien vérifiée :
P(FPY™' < 0)

= P(AV™" —VEPY™" < 0)

P(0,1)
= P(FP + S < 0)

- N ICORY

= P(Fpl — qo,59%(FPp) < 0)

= P (FPy < qos9(FPy))
= 0,5%.

L'approximation (*) repose sur I’hypothése que I'apport du montant de capital S sous forme de cash
n’a qu’une incidence négligeable sur la valeur du résultat de premiere période et des résultats
conditionnels ultérieurs. Notons que dans le cas ou les fonds propres sont cantonnés, I'égalité est
vérifiée et (*) ne constitue donc plus une approximation.

3. Calcul du capital économique par approche SdS

3.1. Les calculs stochastiques au sein des modéles ALM « vie »

Les outils de projections des portefeuilles d’assurance-vie sont alimentés dans la pratique par des
tables de scénarios (scénarios économiques, scénarios de mortalité,...) générées en amont au moyen
d’applicatifs dédiés. Une table de scénarios économiques contient par exemple pour chaque
simulation, I’évolution des courbes des taux, de I'indice « actions » de I’économie, de I'inflation, etc.
Soulighons qu’une simulation dans un modeéle ALM « vie » correspond a une projection déterministe
de I'ensemble des éléments actuariels (éléments de bilan et de compte de résultat) effectuée sur la
base d’un scénario particulier. Par conséquent, dans la suite de I’article, le terme « simulations » sera
indifféremment utilisé pour désigner les tables de scénarios ou les calculs des éléments actuariels qui
en découlent.

3.2. Description de I'approche SdS

L'obtention de la distribution des fonds propres économiques de la compagnie en t=1 a partir d’un
modele interne, repose sur une méthodologie de type simulations dans les simulations (SdS).



Rappelons que 'optique Solvabilité Il nécessite a la fois de considérer sur la premiere période une
évolution « monde-réel » des aléas modélisés (approche risque) tout en valorisant de maniere
« market consistent » (approche économique) les postes du bilan en fin de premiére année.

La valeur de marché de I'actif de la compagnie en fin de premiere période est en général tres rapide
a calculer dans les modéles utilisés par les compagnies. En effet le pricing des différents actifs
s’appuie le plus souvent sur des formules fermées de type Black ou Black & Scholes pour les produits
dérivés et les valeurs des lignes actions et obligations se déduisent quant a elles immédiatement des
indices actions et des courbes des taux de fin de premiére période contenus dans la table de
scénarios économiques. A cause de la duration longue de certains passifs, les formules de type Black
ou Black & Scholes devraient étre utilisées avec prudence ou adaptées, mais dans cet article nous
nous concentrons sur les problémes de réduction de temps de calcul. Nous considérons donc les
modeles utilisés assez couramment par le marché pour ce genre de risque a des fins d’illustration, en
mentionnant néanmoins les précautions d’emploi de notre méthode qu’il faudrait avoir en téte pour
I'utiliser sur des modeles plus pres de la quantification des risques réels.

En général, les calculs de la valeur économique des passifs et des fonds propres économiques en fin
de premiere année sont beaucoup plus délicats (toujours dans les modéles utilisés par les
compagnies). En effet, les liens de dépendances actif / passif provenant des mécanismes de
participation aux bénéfices et des comportements de rachats dynamiques des assurés ne permettent
pas une mise en ceuvre de type « formules fermées ». Il est donc nécessaire de recourir a des
méthodes de type Monte Carlo pour estimer la valeur économique des passifs et des fonds propres
économiques de fin de premiere année.

Pour ce faire, on effectue par le biais d’'un modele interne, des simulations « monde-réel » sur la
premiere année (appelées simulations primaires) puis a I'issue de chacune de ces simulations on
effectue de nouveau des simulations (simulations secondaires) afin de déterminer les fonds propres
économiques de la compagnie. Les simulations secondaires ayant pour vocation de « pricer » les
éléments du bilan, celles-ci doivent nécessairement étre « market-consistent » ; le plus souvent il
s’agit de simulations « risque-neutre ».

Cette mise en ceuvre peut s’illustrer a I'aide du schéma suivant :
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Figure 1 : Obtention de la distribution de fonds propres économiques par la méthode SdS

Chacun des jeux de simulations secondaires est conditionné par la simulation primaire
correspondante, i.e. par I'information « monde-réel » de premiére période.

Introduisons les notations suivantes afin de formaliser les calculs effectués dans une approche SdS :
- RP”le résultat de la date u > 1 pour la simulation primaire p € {1, ..., P} et secondaire
sefl,..,S},
- Rf le résultat de la premiére période pour la simulation primaire p,
- Pf’s le cash-flow de passif de la date u > 1 pour la simulation primaire p et secondaire s,
- 65'3 le facteur d’actualisation de la date u > 1 pour la simulation primaire p et secondaire s,
- é‘lp le facteur d’actualisation de la premiére période pour la simulation primaire p,
- Flp I'information de premiere année contenue dans la simulation primaire p,
- FPlp les fonds propres économiques en fin de premiere période pour la simulation primaire

p,
- VEPlp la valeur économique des passifs en fin de premiére période pour la simulation

primaire p.

Les postes du bilan économique en t = 1, pour la simulation primaire p, sont alors calculés de la

maniere suivante :

Et,



Rappelons que les simulations secondaires ont pour vocation d’estimer les espérances
conditionnelles FPlp et VEPlp alors que les simulations primaires ont pour but d’obtenir une
distribution empirique de la loi de FP; pour le calcul du quantile a 0,5%. Par conséquent, le nombre
de simulations secondaires est en général beaucoup plus faible (le plus souvent aux alentours de
1000) que le nombre de simulations primaires (au moins 5000 en pratique). La thése de Lee (1998)
contient des résultats intéressants sur I'estimation d’espérances conditionnelles.

La complexité en P X S conduit a des temps de calculs trés importants. Il apparait ainsi nécessaire de
développer un algorithme d’accélération permettant de faire chuter significativement le nombre de
simulations requis. Pour diminuer le nombre de simulations secondaires on utilise en général des
techniques de réduction de variance classiques (variables antithétiques, utilisation conjointe de
suites de Sobol et de ponts browniens,...); cette mise en ceuvre améliore la convergence des
estimateurs « moyennes empiriques » des espérances conditionnelles FPlp et VEPlp. L'accélérateur
SdS que nous décrivons dans la partie suivante est un automate de calcul permettant quant a lui de
réduire le nombre de simulations de premiere période.

4. L’accélérateur SdS

Nous détaillons dans cette partie I'algorithme d’accélération d’une projection de type simulations
dans les simulations.

4.1. Introduction

4.1.1. Problématique

Le but d’'un calcul SdS est de calculer le quantile a 0,5% de la distribution de fonds propres

économiques FP; ent = 1. Par conséquent, seule la queue de cette distribution est utile pour la
détermination du capital économique.

Supposons par exemple que I'on effectue une projection SdS basée sur 5000 simulations primaires.
On classe alors par ordre croissant les 5000 réalisations de la variable FP; de maniére a disposer des

statistiques d’ordre (FPl(p)) :
p=1,..,P

0,
Pour estimer la quantité g s0,(FP;), on utilise en général I'estimateur FPl(O’S/OXSOOO) = FPl(ZS). En

ieme

d’autres termes, on retient la 25

de qo,50(FP1).

« pire valeur » de I'échantillon (FPlp)p_1 » comme estimateur

En conclusion, pour déterminer le capital économique au niveau 0,5% a partir de P simulations
primaires, il n’est donc pas nécessaire de disposer de toute la distribution empirique de la variable

FP, mais seulement des [0,5% X P] pires valeurs de I'échantillon (FPlp)p=1 .



4.1.2. La caractérisation des situations les plus adverses

Pour accélérer les calculs et considérer les situations les plus adverses en termes de solvabilité, il
apparait nécessaire de mesurer l'intensité de risque relative a chaque simulation afin de prioriser les
projections.

Pour illustrer cette notion, nous considérons dans cette partie (et dans la suite de I'article) le cas d’un
portefeuille’ d’épargne standard exposé a la hausse des taux (TMG (Taux Minimum garantis) nuls et
modélisation d’une loi de rachats dynamiques) sur lequel nous avons effectué une projection SdS
exhaustive (5000 simulations primaires) afin de déterminer le capital économique au titre du risque
de marché’.

Sur ce portefeuille, une simulation dans laquelle I'indice actions réalise une performance élevée alors
que les taux chutent modérément ne peut conduire a une des 25 pires valeurs des fonds propres
économiques. Par conséquent I'exécution d’une telle simulation n’apporte aucune information pour
la mesure du quantile et consomme du temps de calcul.

Cette approche nécessite néanmoins de pouvoir résumer chacun des risques sous-jacents (actions,
taux, mortalité, ...) en facteurs relativement simples permettant de traduire I'intensité de risque
véhiculée par la simulation®. Nous verrons précisément dans la partie dédiée a la construction des
facteurs de risques comment chaque simulation peut étre synthétisée par un n-uplet de facteurs
caractérisant I'intensité de chaque risque.

Le graphique ci-dessous représente, dans le cadre de notre exemple, les facteurs de risques actions
et zéro-coupons (cf. infra pour une définition de ces facteurs) permettant de résumer chacune des
5000 simulations primaires par un couple.

Actions

3 ° 4

Figure 2 : couples de facteurs de risques actions (abscisses) x zéro-coupons (ordonnées)
représentant les 5000 simulations primaires

2 N . . . . s oqe s N . 2
Ce méme exemple sera repris en particulier dans la section dédiée a la mise en ceuvre de |'accélérateur SdS.
3 Y . 2, . ; . . .
Nous avons considéré un risque de marché constitué uniquement des risques taux et actions.
4 . . s , , . . A
Notons que s'il est aisé de « résumer » 'aléa actions par sa performance, il n’en va pas de méme pour le

risque de taux dont le traitement requiert une analyse par maturités.
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La projection SdS exhaustive qui a été effectuée a permis d’associer a chacun de ces points le niveau
de fonds propres économiques de fin de premiére période.

Or le tracé des 50 situations les plus adverses en termes de solvabilité fait apparaitre des points en
périphérie du nuage comme le montre le graphique suivant :

Figure 3 : les triangles correspondent aux 50 couples de facteurs de risques les plus adverses
- le carré représente le scénario associé a la 25°™ pire valeur de FP; -

En définissant mathématiquement la notion de périphérie du nuage, c'est-a-dire en introduisant une
notion de norme (distance par rapport a l'origine), il devient possible de concentrer I'analyse et les
calculs sur les simulations les plus adverses.

Dans cet exemple et ce modele, les scénarii les plus adverses se situent bien en périphérie du nuage
car les facteurs de risque principaux ont été identifiés et utilisés. Néanmoins, dans d’autres cas, par
exemple si un changement de tendance particulierement défavorable se produit en toute fin
d’année, les scénarii les plus adverses pourraient ne pas se trouver en périphérie du nuage.
Considérons le risque global lié a un portefeuille d’assurance déces. Un choix naturel de facteurs de
risques pourrait correspondre a un ensemble de taux de mortalité annuels (par exemple sur
différentes plages d’ages), auxquels on ajouterait deux facteurs de risque de marché (actions et
obligations). Dans ce cas, les scénarii les plus adverses seraient probablement parmi ceux
correspondants a la survenance d’une pandémie. Or, si une pandémie survenait en toute fin d’année
civile et n"avait pas le temps de dégrader énormément la mortalité de I’'année écoulée, cela pourrait
donner un scénario a sélectionner parmi les plus adverses alors qu’il serait représenté par un point
situé vers le coeur du nuage (si les actions et les obligations n’ont pas non plus le temps de chuter).
Pour éviter que ce type de phénomene empéche I'algorithme SdS de sélectionner les scénarii les plus
adverses, il faut sélectionner les bons facteurs de risque : dans ce cas précis, il est incontournable de
rajouter un facteur «intensité de la pandémie en cours » (avec une valeur trés positive en cas
d’absence de pandémie). Une fois ce facteur rajouté, toute pandémie démarrée correspondra a un
point avec au moins une coordonnée trés négative, donc en périphérie du nuage. Dans ce cas précis,
on pourrait également utiliser des sortes de quantiles géométriques (voir Barnett (1976)) avec des
hyper-surfaces de niveau de forme non-elliptique (permettant de classer les scénarii avec la
composante pandémie parmi les plus défavorables méme si les autres facteurs ne sont pas
alarmants).
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La différence avec les méthodes d’estimation de quantiles géométriques traditionnels (voir en
particulier Barnett (1974) et Chaouch (2008)) est que I'on ne connait pas bien la fonction a appliquer
aux facteurs de risque et qu’on l'obtient par simulations, ce qui peut introduire des problémes
numeériques supplémentaires.

4.1.3. Lesidées clés de la méthode

L'accélérateur SdS présenté dans cet article n’est autre qu’un automate de calcul décidant de
I’exécution des simulations primaires en fonction de leur niveau de risque. En outre, I'automate
associe a chaque scénario de premiére période une norme traduisant son niveau d’adversité puis
effectue les simulations par ordre de norme décroissant jusqu’a ce qu'il y ait stabilité des N « pires’
valeurs » des fonds propres économiques.

La méthode se séquence en plusieurs étapes :

* Ftape 1: construction de facteurs de risques élémentaires (actions, taux, mortalité, ...)
véhiculant l'intensité du risque de chaque simulation primaire et détermination de la norme
associée.

* Etape 2 : définition d’une région d’exécution associée a un seuil fixé : lorsque les facteurs de
risques appartiennent a la région d’exécution, les simulations primaires sont effectuées.

* Etape 3 : itérations sur le seuil de la région de maniere a intégrer a chaque étape un nombre
supplémentaire de scénarios a exécuter.

e L’algorithme s’arréte lorsque les N « pires valeurs » des fonds propres économiques sont
stabilisées.

Le schéma suivant illustre les étapes évoquées précédemment :

Facteurs de risques

Frontiéres des régions
d’exécution

élémentaires

Actions -

Figure 4 : lancement des calculs par itérations successives sur les frontiéres d'exécution

> Avec N = [0,5% X P].
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4.2. Les facteurs de risques élémentaires

Nous détaillons dans cette partie les différentes problématiques liées a I'obtention de facteurs de
risques et nous décrivons la construction des facteurs actions et zéro-coupons retenus dans cette
étude.

4.2.1. Problématiques

Rappelons que les facteurs de risques synthétisent l'intensité du risque de chaque simulation
primaire. Par exemple, supposons que l'indice actions soit modélisé au moyen d’un mouvement
brownien géométrique, on pourra retenir pour facteur de risque I'accroissement du mouvement
brownien de la diffusion sur une période. De tres faibles valeurs de ces accroissements
correspondront a des cas ou lindice actions est choqué tres fortement a la baisse (situations
adverses en termes de solvabilité).

Ainsi, le choix du facteur de risque dépend de la maniére dont le risque est modélisé. Cependant,
cette information n’est pas toujours connue précisément de la compagnie. En effet, un grand
nombre d’acteurs ont recours a des générateurs externes fournis par des prestataires spécialisés qui
communiquent peu sur la structure de leurs modeles.
A ce stade, il est nécessaire de distinguer deux types de situations :
- Cas 1: la compagnie connait exactement la modélisation des risques sous-jacents et simule
elle-méme ses propres trajectoires.
- Cas 2: la compagnie ne connait pas précisément les modéles sous-jacents (structure et
parametres) et dispose uniquement de tables de scénarios (économiques, mortalité,...).

Dans le premier cas, il suffit d’exporter I’ensemble des aléas simulés au moment de la génération des
trajectoires primaires. On disposera entre autres des réalisations des mouvements browniens des
diffusions (taux, actions,...) ; les facteurs sont donc connus a priori.

En revanche dans le deuxiéme cas, il est nécessaire de supposer un modeéle sous-jacent pour chaque
risque, d’en déduire les parametres et d’extraire ensuite les facteurs de risques associés. Nous
désignerons cette approche comme « méthode d’obtention a posteriori ».

Dans I'exemple que nous présentons au sein de la partie « mise en ceuvre de I'accélérateur SdS »,
nous avons suivi une approche a posteriori basée sur la table « monde-réel » de premiére année
utilisée pour la projection SdS.

Convention : pour standardiser I'analyse, les facteurs de risques obtenus seront centrés et réduits.

4.2.2. Laloi du vecteur de facteur de risques

Nous supposerons par la suite I’hypothése fondamentale suivante :
HO : le vecteur de facteurs de risques est un vecteur gaussien de marginales centrées réduites

Cette hypothese revient a supposer a la fois que :
- H1: Les facteurs de risques suivent des lois normales
- H2:lacopule du vecteur est une copule normale
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Remarques :

- Quitte a appliquer des transformations sur les marginales centrées réduites (recours aux
fonctions de répartition), il est toujours possible de se ramener a des facteurs distribués
selon des lois normales centrées réduites.

- L’hypothése forte revient a supposer que la copule du vecteur est normale.

Ces hypothéses sont évidemment discutables et il est claire qu’'une modélisation plus fine de ces
phénomeénes complexes serait nécessaire. Néanmoins, la plupart des modeles utilisés actuellement
dans les compagnies d’assurance font intervenir des aléas gaussiens. Par exemple, les diffusions des
modeles financiers reposent sur des mouvements browniens corrélés, un modéle de mortalité de
type Lee-Carter sera constitué d’'une composante temporelle de type ARIMA, ...

L’hypothese HO apparait donc conforme aux modélisations suivies dans la majorité des modeles
internes actuels, et I'objet de ce travail est d’améliorer la faisabilité des calculs de risque existants
tels qu’ils sont pratiqués actuellement, et non de construire un modeéle interne plus performant.

4.2.3. Exemple d’obtention de facteurs a posteriori

A titre d’exemple, nous présentons dans cette partie le traitement des deux risques modélisés dans
notre étude c'est-a-dire le risque actions et le risque de taux.

Modélisation
Nous noterons dans la suite de cette partie :
- S l'indice actions en t,
- Ug le rendement historique de I'indice actions,
- 0% lavolatilité historique de I'indice actions,
- P(t,T) le prix en t d’un zéro-coupon versant une unité monétaire en date T > t,
- ¥ le rendement historique du zéro-coupon de maturité 7,
- oF lavolatilité historique du zéro-coupon de maturité T.

Nous avons supposé que I'évolution en univers « monde-réel » de I'indice actions et des prix de zéro-
coupons sur la premiére année s’écrit :
1 a2, _a,a
—20%%45% 2
Sl = Soeua 2% d , (1)
Et,

zZC
’

P(1,T) = P(0, T)ekr+or (2)

Avec Z%t Z%¢ deux lois normales centrées réduites de coefficient de corrélation de Pearson
p =< 7% 7% >,

Notons que les paramétres de drift et de volatilité figurant dans les relations sont des parametres
historiques et non risque-neutre car les projections économiques de premiére période sont « monde-

réel ».

La relation (1) correspond a une modélisation de l'indice actions selon un mouvement brownien
géométrique a drift constant (taux 1 an en date initiale augmenté d’une prime de risque). De plus,
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dans le cas d’'un modéle de type HIJM (Heath-Jarrow-Morton) a volatilité linéaire, on montre que
I’évolution du prix zéro-coupon peut s’exprimer selon la relation (2)°.

Estimation des parameétres
Soient :

- Sf I'indice actions en date 1 dans la simulation primaire p,

- PP(1,T) le prix en 1 d’un zéro-coupon versant une unité monétaire en date T dans la
simulation p.

Les parameétres ont ensuite été estimés a partir de la table de scénarios économiques de premiére
période a partir des estimateurs ci-dessous :

2

P P
6= [e=3 DSt r50) 5 D in(s2/s0) |
p=1 p=l

P
1 1,
a =5 ) in(SD/5o) +58,
L 2

2

P P
AP __ 1 1
6F = mpzl ln(PP(l,T)/P(O,T))—E;ln(Pp(l,T)/P(O'T)) ,

AP _
Ur =

.
Z In(PP(1,T)/P(0,T)).
p=1

|-

Remarque : les valeurs vues en t = 0 (i.e. Sy, P(0, T)) sont déterministes et ne dépendent pas de la
simulation primaire considérée.

Extraction des facteurs de risques actions et zéro-coupons

. . . . . p p oy
Pour chaque simulation primaire p, nous avons construit le couple (£,..;ons Ezcp) €N utilisant les
estimateurs introduits plus haut :

EP
[ PN )
Actions O—a

*)
r [in (BoS)) g

p _ 1 "\P(0,0 T
€zcB = T—1 5P
t=2 T

6
Cf. annexe.
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1 P
~_ p p
P = P z €actions* €zcB
p=1

En conclusion, a I'issue du processus d’extraction, chaque simulation primaire p est caractérisée par

14 p . Lat ’: s . . .
le couple (£,.¢i0ns €zcp) AUI Synthétise I'intensité des risques actions et zéro-coupons.

Remarque : une valeur positive élevée du facteur s?CB traduit un accroissement du prix du zéro-
coupon qui correspond par conséquent a une situation de baisse des taux. Il conviendra par la suite
de tenir compte de cette remarque afin d’analyser I’exposition du portefeuille au risque de taux.

A un biais de modele pres, les variables &,.¢ions €t €zcp sont, comme souligné plus haut, tres
proches des réalisations des accroissements des mouvements browniens actions et zéro-coupons.

e . s 7] \ S S
Nous considérerons par la suite, conformément a I’"hypothése HO, que le vecteur (€4.tions €zcp) €St
gaussien de marginales centrées réduites.

Aprés un tel traitement, il devient possible de matérialiser dans le plan I’ensemble des simulations de
premiere période. Chaque simulation primaire correspond en effet a un point d’abscisse (resp.
d’ordonnées) égale au facteur de risque actions (resp. zéro-coupon). Le graphique suivant représente
le nuage de points associés a I’'ensemble des simulations de premiére période :

-4

Figure 5: points associés aux simulations primaires

4.3. La définition de la région d’exécution

Nous avons vu plus haut, en analysant les résultats d’'une projection SdS exhaustive, que des que les
facteurs de risque sont bien choisis, les situations les plus adverses en termes de solvabilité
correspondent a des couples de facteurs situés en périphérie du nuage de points. Dans le graphique
suivant, les points « triangles » représentent les 50 pires valeurs des fonds propres économiques de
fin de premiere période :
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-~ Actions

‘3 )

Figure 6 : localisation des 50 situations les plus adverses (triangles)

Il apparait donc judicieux d’effectuer les projections primaires en commencant par les points les plus
éloignés du centre puis en se rapprochant peu a peu de ce dernier.

Le graphique ci-dessous confirme cette mise en ceuvre en mettant en évidence la structure par
« ligne de niveau » des quantiles de la distribution de fonds propres économiques :

A<0,5% - 0,5%-5% 5%-10% * >10%

Figure 7 : régionnement des quantiles par seuils

La figure 7 montre que plus le point est éloigné des « conditions centrales », plus les fonds propres
correspondants sont faibles (pourvu que ce point se situe dans la zone « a risques »).

Le vecteur Z = (€4ctions €zcg) €tant supposé gaussien, les situations les moins solvables
correspondent donc a des couples de facteurs pour lesquels la densité f, de ce vecteur est faible.

Rappelons ci-dessous I'expression de la densité de Z:

x%+y%-2pxy
2(1-p?)

1
fz(x,y) = Zm/T—pze

Par conséquent, parcourir I'ensemble des simulations primaires en allant des situations les plus
adverses aux situations les plus « centrales » revient a considérer successivement des points de
densité de plus en plus élevée.

Introduisons pour ce faire la ligne de niveau k de la densité f;; elle est constituée des points
(x,y) tels que :
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fZ(x' }’) =k
1 _x%+y?-2pxy
ok=————¢ 20-pH)

2m,/1 — p?

© x2+y%—2pxy =-2(1-p?in (27Tk 1- PZ)-

Considérons la norme : ||(x,y)|| £ /x2 + y2 — 2pxy.

Plus la norme ||(x,y)|| est élevée, plus la densité en le point est faible ; en d’autres termes les
situations les moins solvables correspondent a des points de norme élevée.

Par la suite nous désignerons par région d’exécution de niveau h, la famille :
Fp ={G»)/:11C, Il = h}.

L'ensemble F, est donc le complémentaire de la boule ouverte de centre I'origine et de rayon h
selon la topologie induite par la norme ||. ||.

La frontiére de la région d’exécution Fj, est une ellipse égale a la réunion des deux arcs suivants :

Al = {(x,y)/:y = px + /h% + p2x2 —xz},

Et,

Al = {(x,y)/:y = px —/h% + p2x2 —xz}.

Onadonc: dF, = A% u A%,

Remarque fondamentale : parcourir les simulations primaires en allant des situations les plus
adverses aux situations les plus « centrales » revient a considérer successivement des régions
d’exécution Fj, pour des niveaux h de plus en plus faibles.

Figure 8 : profils de la frontiére de F, pour h=1 (rouge), h=1.5 (noir) et h=2 (vert).

18



4.4. La description de I’algorithme

Rappelons que le but d’une projection SdS est d’estimer le quantile a 0,5% de la distribution des
fonds propres économiques dans un an. Il suffit pour cela de disposer des N = [0,5% X P] pires

’ 4 i P
valeurs de I'échantillon (FP)] )p:1,...,P'

Le principe de lI'automate « Accélérateur SdS » repose sur la priorisation de I'exécution des
simulations primaires les plus adverses. La stabilisation des N pires valeurs des fonds propres
économiques d’une itération a I'autre met fin a I'exécution de I'algorithme.

En exécutant les simulations primaires par ordre de norme décroissant, les valeurs des fonds propres
économiques projetées deviendront, au bout d’un certain nombre de simulations, systématiquement
supérieures aux N = [0,5% X P] pires valeurs que I'on souhaite obtenir. En effet, les simulations
introduites vont tendre successivement vers des « situations centrales » conduisant a des valeurs de
fonds propres supérieures a celles de la queue de distribution.

Le graphique ci-dessous représente, pour le cas pratique considéré dans cette étude, les 25
simulations primaires les plus adverses et la frontiére de la région d’exécution F, de niveau h = 2,5 :

Figure 9 : frontiére de la région F;, avec h=2,5 et simulations les plus adverses

On déduit donc de la Figure 9 que les simulations primaires associées aux points de norme inférieure
a 2,5 conduiront a des valeurs de fonds propres supérieures aux 25 pires valeurs de (FPlp)p_1 .

C’est sur ce principe que repose |'accélérateur SdS dont nous détaillons I'algorithme ci-dessous :

 [Itération 1 : détermination de h; tel qu’il y ait M points’ a I'extérieur de Fy,
* Calcul des fonds propres économiques FP; pour chacune des simulations primaires
associées aux éléments de Fr,,

7l est naturellement nécessaire d’avoir M > N. Pour éviter tout « piégeage » de I'algorithme nous préconisons
d’injecter suffisamment de points a chaque itération en prenant par exemple : M = 4N.

19



« Tri par ordre croissant des valeurs précédentes et stockage des N = [0,5% X P] pires
valeurs dans le vecteur V;.
* Itération 2 : détermination de h, < h, tel qu’il y ait M points supplémentaires a I'extérieur de
Fy,, (onadonc 2M points : les M points de I'itération 1 et M nouveaux points)

* Calcul des fonds propres économiques FP; pour chacune des simulations primaires
associées a ces M nouveaux points,

* Tri par ordre croissant des 2M valeurs obtenues et stockage des N pires dans le vecteur
Va,

* SiV;=V,->arrét de I'algorithme, sinon poursuite de I'algorithme.

* Itération i : détermination de h; < h;_; tel qu’il y ait M points supplémentaires a I'extérieur de
F,
* Calcul des fonds propres économiques FP; pour chacune des simulations primaires
associées a ces M nouveaux points,
* Tri par ordre croissant des i X M valeurs obtenues et stockage des N pires dans le
vecteurV,,

* SiVi;=V,->arrét de I'algorithme, sinon poursuite de I'algorithme.

Remarque : le nombre d’itérations effectuées par I'algorithme n’est pas fixé a priori mais est
endogene a l'automate. Dans le pire des cas si ce dernier ne convergeait pas, I'ensemble des
simulations primaires serait exécuté.

4.5. Avantage de la méthode et pistes d’amélioration

4.5.1. Les avantages de la méthode

e [’avantage principal est une réduction considérable des temps de calculs : I'algorithme converge
entre 300 et 500 simulations primaires contre 5000 simulations pour un SdS exhaustif.
Ce changement d’échelle au niveau du temps de calcul permet d’employer la méthodologie SdS
pour des compagnies ayant un grand nombre de portefeuilles. Il est en effet nécessaire pour ces
dernieres d’effectuer une projection SdS par portefeuille (en vertu du mécanisme de PB) et une
méthodologie SdS standard semble délicate & mettre en ceuvre dans un tel contexte®.

e L’accélérateur SdS permet d’intégrer un grand nombre de risques (actions, taux, inflation, crédit,
mortalité,...). Il suffit de se ramener a des facteurs de risques gaussiens, ce qui est en général
naturel au vu de la structure des différents modeles utilisés.

Pour généraliser la méthode en dimensionn, on considere la densité du vecteur
gaussien (X4, ..., X;,) constitué des n facteurs de risques :

® La complexité devient Nbre de portefeuilles X P X S.
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1 1
h(xqy, .., xp) = exp {——.x’.V‘l.x},
m)z,/det(V) 2
Ou Vreprésente la matrice de variance-covariance de ce vecteur.
La région d’exécution Fj de niveau h est définie de la méme maniere qu’en dimension 2 :

Fr, = {(x1, .., %) /: [1(x1, ..., x) || = h} en choisissant la norme ||(xq, ..., x,) || = Vx'. V1. x.

Ci-dessous la mise en évidence des situations les plus adverses dans un modele a trois risques
(actions, taux et mortalité) :

MW s th

1
Mertalité

L o

bod R

1

Actions

Figure 10 : facteurs de risques et situations adverses en dimension 3 (actions, taux et mortalité)

e La méthode ne régionalise pas I'analyse : par exemple a chaque itération, on introduit des
scénarios a la baisse et a la hausse des taux. Toutes les combinaisons de facteurs en termes
d’adversité sont envisagées et aucune hypothese forte concernant la zone la moins solvable n’est
fixée a priori ; c’est I'accélérateur SdS qui découvre cette zone automatiquement. Cette propriété
de l'accélérateur permet de tenir compte des effets de diversification qui résultent de Ila
consolidation des portefeuilles exposés a la hausse / baisse des taux, au risque de longévité /
mortalité catastrophique, ...

e La possibilité de «localiser » la région « la moins solvable » conduit a une réelle profondeur
d’analyse sur la nature des risques de la compagnie et sur la maniére de les gérer.

4.5.2. Les pistes d’amélioration de la méthode

Nous présentons dans cette partie deux variantes de l|'accélérateur permettant de réduire
considérablement le nombre de simulations primaires. En les combinant, le nombre de simulations
primaires requis est divisé en général par un facteur 25 (200 simulations sont donc nécessaires pour
aboutir au méme résultat qu’un SdS standard basé sur 5000 simulations primaires).

e Dans le cas ou la compagnie souhaite déterminer le capital économique a un niveau consolidé
sans effectuer d’allocation de capital au niveau infra (entité, canton, portefeuille,...), il est
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possible d’accroitre les performances de I'accélérateur SdS en introduisant une « région de non
exécution ».

Par exemple, un scénario primaire dans lequel les actions réalisent une trés forte performance
conduira en général quel que soit le niveau des taux a une situation non suffisamment adverse
pour impacter I'estimation du quantile a 0,5%. En introduisant une « région de non exécution »
s’auto-définissant au gré des itérations de I'accélérateur SdS, il devient ainsi possible de réduire
considérablement le nombre de simulations requis.

L'intégration d’une multitude de facteurs peut ralentir la convergence de |'accélérateur. En effet,
si par exemple dans le cas d’'un modele exposé aux risques actions, taux et inflation, les
situations les plus adverses sont expliquées uniquement par des chocs actions / taux,
I'information apportée par le risque inflation ne fera que dégrader la convergence de
I'algorithme. Afin de pallier cette difficulté, on introduit dans I'accélérateur une notion de
sensibilité en chaque facteur. Pour ce faire, il suffit de modifier les facteurs de risques ainsi que la
norme définissant la région d’exécution.

Notons Z = (X, ...,X;;) le vecteur gaussien de facteurs de risques et supposons que ses
marginales soient centrées réduites. En notant V1/2 |a transformée de Cholesky de la matrice de
variance-covariance de Z, on peut définir un nouveau vecteur gaussien Y = (¥;,...,Y,) de
facteurs de risques, dont les marginales sont indépendantes et centrées réduites, de la maniére
suivante :

Yy=v¥27.
Chaque facteur Y; correspond a I’ « effet pur » du risque i considéré.

La norme utilisée par I'accélérateur devient dans ce cas : || (), ..., Y| = /¥Z + - + y2.
A partir d’'une mesure de la sensibilité s; au facteur y; de la valeur des fonds propres a 1 an, on

propose I'ajustement suivant : [|(yy, ..., V) [|Y¥E = /5192 + -+ + 5. 2.
Dans le cas de notre exemple, le fait que la valeur des fonds propres économiques a un an soit
beaucoup moins sensible a I'inflation qu’aux autres facteurs va nous conduire a sous-pondérer

I'inflation. Ce traitement permettra ainsi de ne pas altérer la convergence de |'accélérateur SdS.

Enfin il pourrait étre intéressant de considérer un peu plus de scénarii que les 0,5% pires pour
mieux estimer la Value-at-Risk recherchée.
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5. Application sur un portefeuille d’épargne standard

Nous détaillons dans cette partie la mise en ceuvre de I'accélérateur SdS sur une compagnie type.

5.1.Description du portefeuille et du modele

Le portefeuille que nous avons considéré dans cette étude est un portefeuille d’épargne a taux
minimum garantis nuls. Nous avons projeté ce portefeuille au moyen du modeéle interne Milliman qui
effectue des projections stochastiques ALM ainsi que des calculs de fonds propres économiques a un
an. Cet outil de projection permet de modéliser le mécanisme de participation aux bénéfices ainsi
que les comportements de rachats dynamiques des assurés lorsque les taux distribués par la
compagnie apparaissent insuffisants au regard d’un taux de référence servi par la concurrence.

Nous avons uniquement considéré dans cette étude les risques actions et taux. Les tables de
scénarios économiques utilisées ont été calibrées au 31/12/2008.

5.2.Résultats issus d’'une projection SdS exhaustive

Afin de valider les résultats fournis par I'accélérateur SdS, nous avons réalisé une projection SdS
exhaustive avec 5000 simulations primaires et 500 simulations secondaires risque-neutre.

Ci-dessous la distribution empirique des fonds propres économiques obtenue :

0%

7%

4% -

3%

2%

1%

Le tableau suivant présente quelques statistiques descriptives de cette distribution :

Figure 11 : distribution des fonds propres économiques en t=1

Moyenne 1040
Médiane 1097
Ecart-type 359
Kurstosis 2,7
Skewness -1,2

Tableau 1 : statistiques descriptives de la distribution FP;
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Notre projection reposant sur 5000 simulations primaires, le quantile a 0,5% des fonds propres

ieme

économiques a un an est estimé par la 25"™ pire valeur de la distribution empirique. On aici :

Go,s0(FPy) = FP?® = —3438.

Le niveau de fonds propres actuels ne permet pas de garantir la solvabilité de la compagnie dans 1
an, il est donc nécessaire d’apporter un capital supplémentaire. Le taux d’intérét a un an de la courbe
des taux swap au 31/12/2008 est de 2,6%, par conséquent le surplus S de capital a apporter en

t = 0estdonc:
343,8
S= 142,6%

= 335,0.

Nous avons extrait pour chaque simulation primaire les facteurs de risques de la table « monde-
réel » utilisée. Le tableau suivant contient les 25 pires valeurs des fonds propres économiques qui
seront comparées avec les valeurs déterminées par I'accélérateur aprés convergence de ce dernier :

Rang Facteur Actions Facteur ZC FPy Norme
1 -2,5 -2,9 -1 153 3,3
2 -2,5 -2,5 -1 099 3,2
3 -1,9 -2,8 -883 3,1
4 -2,3 -2,7 -843 31
5 -1,8 -2,9 -837 31
6 -3,2 -1,6 -758 3,3
7 -0,8 -3,7 -744 3,6
8 -1,2 -3,5 =724 3,5
9 -2,9 -1,9 -714 3,1
10 -1,8 -2,8 =712 3,0
11 -2,3 -2,4 -696 2,9
12 -2,1 -2,6 -673 3,0
13 -3,5 -1,3 -653 815
14 -1,9 -2,5 -647 2,8
15 -3,2 -1,5 -614 3,2
16 -2,3 -2,1 -487 2,7
17 -2,3 -2,3 -466 2,8
18 -0,5 -3,4 -462 3,3
19 -1,8 -2,3 -458 2,6
20 -1,5 -2,7 -438 2,7
21 -2,0 -2,2 -423 2,6
22 -2,6 -1,7 -388 2,8
23 -1,9 -2,1 -377 2,6
24 -2,6 -1,6 -350 2,8
25 -0,6 -3,0 -344 3,0

Tableau 2 : les 25 pires valeurs de FPy, les facteurs de risques et les normes des simulations primaires associées

Le graphique ci-dessous représente les couples de facteurs de risques associés a différents niveau de
quantiles de la distribution FP; :
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Figure 12 : couples de facteurs par niveau de quantiles de FP,

Ce graphique garantit en quelque sorte la convergence de I'accélérateur SdS. On constate en effet
que les pires valeurs de FP; sont situées en périphérie du nuage.

5.3.Mise en ceuvre de I’accélérateur SdS

L’accélérateur SdS a nécessité d’effectuer 300 simulations primaires pour converger. L'algorithme a
été paramétré de maniére & exécuter 3 chaque étape 100 nouveaux points (M = 100)°.

Nous présentons dans les tableaux suivants les résultats obtenus a chaque itération.

Itération1- hy = 2.73

Tableau 3 : résultats de I'itération 1

Le graphique ci-dessus permet de visualiser la frontiere de la région d’exécution de seuil h; = 2,73
sur I'ensemble du nuage de points. Les points associés aux 24 pires valeurs de FP; déterminées par

°M = 4 x [0,5% X 5000].
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le biais du SdS exhaustif correspondent aux points « triangles » et le couple associé a FP1(25) est
représenté par un carré.

On constate donc que la premiére itération ne permet pas de déterminer les 25 pires valeurs car il
reste encore des points « triangles » a I'extérieur de la région d’exécution.

Itération 2 - h, = 2,45

Rang FP;

1 -1153

2 -1099

3 -883

4 -843

5 -837

6 -758

7 -744

8 724

9 714

10 712

11 -696

12 -673

‘ 13 -653
4 3 ¢ 14 -647
15 -614

16 -487

17 -466

18 -462

19 -458

20 -438

21 -423

22 -388

23 -377

24 -350

25 -344

Tableau 4 : résultats de I'itération 2

L'algorithme doit effectuer une itération supplémentaire car les pires valeurs trouvées en itération 2
sont différentes de celles de l'itération 1. Néanmoins, on observe que l'intégralité des points
« triangles » appartient a la région d’exécution de seuil h, = 2,45. Par conséquent les pires valeurs
déterminées ici correspondent a celles du SdS exhaustif (cf. le tableau 4). Une itération
supplémentaire est cependant nécessaire afin de stopper I'algorithme.

Itération 3 - h; = 2,30

Tableau 5 : résultats de I'itération 3
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Les 25 pires valeurs trouvées a cette étape sont les mémes que celles obtenues précédemment,

I"algorithme s’arréte donc en itération 3.

Remarque : avec un paramétrage en M = 20 l'accélérateur SdS converge ici également vers les
mémes valeurs que le SdS exhaustif et 200 simulations primaires sont effectuées dans ce cas.
Néanmoins comme précisé plus haut, M doit étre suffisamment grand pour éviter tout « piégeage »
de l'algorithme.
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6. Conclusion

Nous avons vu dans cet article que la définition du capital économique selon I'optique
Solvabilité 1l nécessite de disposer de la distribution de fonds propres économiques de fin de
premiere année. Or dans le cas de portefeuilles d’assurance-vie, la méthodologie la plus précise pour
obtenir cette distribution n’est autre que I'approche SdS. En effet, pour de tels portefeuilles, les
passifs s’évaluent le plus souvent au moyen de techniques de Monte-Carlo en raison des mécanismes
de participation aux bénéfices et de rachats dynamiques.

Cependant le nombre de simulations effectuées dans une projection SdS conduit a des temps
de calculs conséquents allant jusqu’a compromettre I'applicabilité de cette méthode au sein de
certaines compagnies.

L’accélérateur SdS permet de conserver les avantages de la méthode SdS tout en garantissant
une réduction significative du nombre de simulations par rapport a une projection SdS standard. La
mise en ceuvre d’un calcul SdS devient donc désormais envisageable quelle que soit la taille et la
structure de la compagnie considérée.

Cet automate repose sur une localisation des situations les plus adverses au moyen de
facteurs véhiculant I'intensité des risques de chaque scénario primaire. Le principe sous-jacent est de
parcourir les simulations primaires en allant des plus extrémes aux plus centrales jusqu’a stabiliser
les valeurs de la queue de distribution.

Comme dans toute analyse globale de risque, l'identification des sources de risque
principales et le choix de facteurs pertinents sont prépondérants lors de la mise en ceuvre de cet
algorithme. Si cette étape préliminaire ne pouvait étre menée correctement, une analyse
supplémentaire serait nécessaire pour étudier le risque de piégeage de l'algorithme, ou de non
détection des scénarii les plus adverses.

Les modélisations considérées dans cet article n‘ont pas la prétention de modéliser les
risques de la maniére la plus appropriée (surtout pour les horizons de gestion longs), mais elles sont
tres souvent utilisées par les praticiens et fournissent donc un bon test pour I'efficacité de notre
méthode.

Nous avons mis au point des variantes de cet algorithme permettant de réduire encore
significativement le nombre de simulation requis. Signalons également que des travaux sur
I'intégration d’autres risques tels que la mortalité ou des changements de stationnarité dont des
crises de corrélation (cf Biard et al. (2008)) sont actuellement en cours de développement. Ces
différentes études feront I'objet de publications ultérieures.
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ANNEXE : le modele HJM a volatilité linéaire

Le modele de Heath-Jarrow-Morton linéaire gaussien est un modele HJM ou la volatilité du zéro-
coupon est déterministe, le taux spot étant une diffusion gaussienne (Jamshidian (1990), El Karoui
(1992)).
La dynamique du zéro-coupon de maturité T sous la probabilité historique P :
dP(t, T)
P(t,T)
OuU (B;); est un mouvement brownien unidimensionnel sous P, et ou ¢ est une fonction déterministe

=) —q().o(t,T))dt + a(t,T)dBy,

bornée de classe C?! par rapport a la seconde variable. On suppose toujours que o (T, T) = 0.
Le processus q est la prime de risque, on le suppose borné.

Théoréme :
Le prix en t d'un zéro-coupon est :
P(0,T)
P(0,t)

P, T) = exp

t 1 t
f (o(s,T) — (s, t))dB, + —f (a%(s,t) —a?(s,T))ds
0 2 0

t
- j q(s). (a(s, T) —a(s, t))ds].
0

Le théoreme appliqué en t = 1 conduit a la relation :

P(1, T 1 1 1 1t
PEO, T% ~po,n P [ fo (0(s,T) = 0(s,1))dBs + 5 fo (62(s,1) — 02(s,T))ds

1
- f q(s).(a(s,T) — a(s, 1))ds].
0

......

P(LT) 1
P(0,T) P(0,1)

1
- j q(s).(0.(T—5s)—0.(1 - S))ds]
0

1 1 1
exp U (6.(T—5s)—o0.(1—5))dBs + —f (62.(1=5)2—0%.(T —s)?)ds
0 2 0

1
= P(O’l) exp [0’- (T — 1)31 + %jo (0-2_ (1 _ S)Z . (T _ S)Z)ds

1
- f q(s).(0.(T =s) —0.(1 - s))ds].
0
En posant :

1 1
pb = %f (62.(1—5)*— 0% (T —5)*)ds — f q(s).(0.(T —s) —o.(1 —s))ds — In(P(0,1)),
0 0

Et,
P _
gr = 0. (T - 1),

On obtient une écriture conforme a la structure envisagée pour I'extraction du risque zéro-coupon :
P, P
P(1,T) = P(0, T)e r+12° qyec ZZC~N(0,1).
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