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Compactifications polygonales d’un immeubférae

Cyril Charignon
3 mars 2009

Résune

A partir d’'une décomposition en cones de I'espace ditgatun appartement d’'un immeublé&iae localement
fini, on définit une compactification de 'immeuble sembéeblla compactification de Satake d’un espace symétrique.
Comme cas particuliers de cette construction, on retracaneminpactification polygonale classique telle que décrite
dans [Lan9p] ou ses géneéralisation décrites dans [letdVintérét de la construction présentée ici est de’ebt
totalement géométrique : elle est indépendante deskerte d'un groupe agissant sur 'immeuble. On prouve au pas
sage plusieurs résultats permettant d’identifier cegtaparties de I'immeuble qui sont incluses dans un appaneme
par exemple on prouve que deux facettes de quartier sottegaietre réduites, incluses dans un méme appartement

Abstract

We define a compactification of arffime buildingZ indexed by a family of partitions of the director spae
of one of its appartment&. This compactification is similar to Satake’s compatificatdf a symetric space, and it
generalizes the quite well known polygonal compactifigatiban dfine building in the sense that it is independant of
the action of a group on the building, and that it allows soméations depending on the choice of the partitiomof
The diferent choices will mainly lead to fiierent subgroups of the Weyl group acting on the bordek. agflong the
proofs, we get some results to help one find subsets of théibgilich are included in an apartment, for exemple we
prove that two sector facets can always be reduced so thafitieone apartment.
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1 Introduction

Le but de cet article est de présenter une constructiompmmegéomeétrique de la compactification polygonale
d’unimmeuble &ine localement fini, comme celle décrite par Landvpgt [L§nO8 s’affranchit totalement de 'usage
d’un groupe agissant sur 'immeuble, ce qui permet de d&fimé compactification pour les quelques immeubles qui
pourraient ne pas étre associés a un groupe muni d’unpdsig-

On propose également une généralisation : on définietone famille de compactifications, indexée par I'ensembl
des partitions de I'espace directeur d’'un appartementeasassujettis a certaines conditions. Parmi elles sednd
la compactification polygonale classique définie dins @8iou [GROP] ainsi que celles décrites par Annette Werner

dans [Wer0Q}7].

Décrivons rapidement I'espace obtenu. L'adhérence dewh appartement sera I'espace compact obtenu en ra-
joutant a I'infini un polygone, dont chaque face sera un dexgde Coxeter avec comme groupe un sous-groupe du
groupe de Weyl de 'immeuble. On peut choisir n'importe qualygone stable par le groupe de Weyl vectoriel, mais
pour un choix quelconque, la structure de complexe de Cpgeta triviale sur de nombreuses faces. La compactifi-
cation de 'immeuble est obtenue en étendant la compaatdicd’un appartement de référence, d’'une maniérergu’o
prouvera étre unique dans la majorité des cas. Le bordrajosité a I'immeuble est en fait une réunion d'immeugble
affines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupesupegte Coxeter de 'immeuble de départ. Le choix
de la décomposition en cdnes au départ détermine lesde€es sous-groupes interviennent.

Par ailleurs, quelques résultats intermédiaires pewbagir leur intérét propre, certains sont valides darsalire
d’'un immeuble quelconque. Il s’agit principalement desuitats de la partiE 4, qui donnent des criteres pour s'as-
surer qu’une partie d'un immeuble est incluse dans un seudréggment. On prouve notamment que deux galeries
tendues sont, quitte a &tre réduites, incluse dans unax@ppartement (du systeme complet d’appartements), puis
on généralise au cas d'une galerie tendue et d’'une clemm®éci prouve par exemple que deux facettes de quartiers
guelconques contiennent des sous-facettes incluses danéme appartement, généralisant le résultat siraitdéja
connu pour les quartiers (voir par exemple la propositios)(@e ]). Quelques résultats classiques sur iencl
d’une partie sont également prouvés, dans le cas d’urie p& coupant aucune chambre.

Dans la partieﬂZ, on énonce et on analyse brievement fediteans requises sur une décomposition en cones de

I'espace directeur d’'un appartement pour définir une catifpzation de 'immeuble. Dans la partie suivante, on défin
la compactification d'un appartement. L'interlude de Iat'qﬂ permet d’énoncer les quelques résultats nécessair
la suite qui peuvent avoir un intérét propre. La paﬂieeﬁrdf 'ensemble qui sera 'immeuble compactifié, la parti

définit la topologie sur cet ensemble et prouve les petgsiattendues, en particulier la compacité. Dans laepart

, on vérifie que la compactification de 'immeuble aindinié est unique lorsqu’une compactification d’un apparte-
ment est fixée et que 'immeuble provient d’un groupe muniné’ donnée radicielle. Cela fournit un moyen simple
de comparer cette compactification avec d’autres, comniesceéfinies dang [LanP6],[GR06] dt [Wef07]. Enfin, la
partie[$ décrit le bord qu’on vient de rajouter a I'immeaibil s’agit d’'une réunion d'immeubledfines de dimensions
inférieures.

2 Ladonnée initiale

2.1 Conventions, notations

Un immeublef sera vu a priori comme un complexe simplicial vérifiant leees classique[([BroB9][ [Tit41),
ou comme un complexe polysimplicial comme dT72]. Cleeappartemeri est un complexe de Coxeter, dont
on noteW(A) le groupe de Coxeter. Ce groupe est indépendart deisomorphisme pres. Lorsqu’on choisit une
chambrec de A, les réflexions par rapport aux cloisonsa®rment une parti&s(c) de W(A) telle que W(A), S(c))
est un systeme de Coxeter. La classe d’isomorphism(@¢ est caractérisée par un diagramme appelé diagramme
de Coxeter. Son ensemble de sommets est en bijectionS{eg et les sommets correspondant aux réflexioast



sont reliés ssett ne commutent pas. On précise alors sur I'aréte I'ordrstd@e diagramme ne dépend pas du choix
deAnidec.

On définit sur I'ensemble des facettes le type, c’est unetfon a valeur dan®(S(c)) qui permet de caractériser
les orbites des facettes d'un appartement sous I'actionrdupg de Weyl. Les isomorphismes entre appartements
préservent le type, par définition.

L'ensemble des chambres deest muni d’'une distance a valeur daNgA), appeléaN-distance. En fait/ est tota-
lement déterminé par I'ensemble de ses chambres muni\dediatance, c’est d'ailleurs le point de vue adopté dans

[Ron89].

Nous nous intéressons principalement aux immeulffeses. Dans ce cas, on identifié sa réalisation géométrique
affine, qui est un espace métrique complet dans laquelle lesrtappents sont des espacéinas euclidiens, les
groupes de Coxeter des groupes de transformations orthlegodiines, et les isomorphismes entre appartements des
isométries. Voir9], chapitre VI [BTT2][ [Tit86]Har0p],[Roud8]. C’est cet espace qu’on se propose de cempac
tifier. Si Aest un appartement, le grou)#A) est engendré par les réflexions orthogonales par rappies hyperplans
appelés murs 8]). Les murs définissent une pantdi@A dont les parties sont identifiees aux facetteé\dies
chambres étant les facettes de dimension maximale.

On noteA I'espace directeur d&, c’est lui aussi un complexe de Coxeter dont le growf§é) est 'ensemble des
parties vectorielles des elements\W¢A). Il est engendré par les réflexions orthogonales pararmpix murs def,
qui sont les espaces directeurs des mura.dees murs deX définissent une partition d&®en cones convexes appelés
facettes de Weyl ou facettes vectorielles. Ces partiesidentifiees aux simplexes du complexe de Coxéter
Il existe un systéme de racigec A tel que les murs d& sont les noyaux des racines et dUvitA) est le groupe de
Coxeter #line associé, au sens de [Bou68§], 2.5.
Si on fixe une chambre de Wegll c A, on note, pous € S(C) as la racine correspondante (donc kej)(= Fix(s)).
Alors {as}ses(c) €St Une base deetC = {x e Kl V¥se S(C), ag(X) > 0}. De plus, dans le diagramme de Coxeteide
deux sommets ett sont reliés si et seulementsi n'est pas orthogonale&. En considérant ce diagramme comme
un simple graphe, on définit les notions de connexité habés.

Lorsqu’on passe du point de vue complexe simplicial au pagntue géométrique d’un immeublffiae, le voca-
bulaire change un peu :
Un complexe simplicial est en particulier un ensemble miume relation d’ordre. On notera généralementette
relation, et on dira que est inclus dansl lorsquec — d. Mais lorsquec C d dans un immeublefine, alors dans la
réalisation géométriqueest inclus dans I'adhérence deavecc c d si et seulement i = d. En généralg c ad.
De plus, dans un complexe simplicial, la facette maximaleriaure ac et ad, notéec A d est appelée l'intersec-
tion dec etd. Dans la réalisation géométrique, 'adhérence del est égale a I'intersection des adhérences kg,
maiscAd ne s'exprime pas de maniére directe en fonctioo el (en fait,cAd est I'intérieur deend dans Vect(nd)).

Si M est un mur et une chambre dans un systeme de CoxAten noteraD(M, c) le demi-appartement fermé
délimité parM et contenant. Sauf précision, un demi-appartement signifiera un dggpagtement fermé. Un demi-
appartement peut aussi etre défini a I'aide de deux chesrdmljacenteset d, ou d'une raciner (on voit a priori les
racines comme des formeffines sur un appartement) et d’'un entieron notera®(c, d) la réunion des chambres
fermées plus proches dejue ded, et D(a, k) = {X|a(x) + k > 0}.

SoientD* et D~ les deux demi-appartements définis par un tudans un appartemeAt On dira que deux par-
tiesa et de A sont séparées pa sia ¢ D* et c D-, ou l'inverse. On notera alokg™s (Donc par exemple,
@ c M = o|MB quel que soiB). On dira que ces parties sont séparées strictemeM saen outrer ¢ M etg ¢ M.

L'enclos d’une parti€e dans un appartemeAtest I'intersection de tous les demi-appartements ferraédsabnte-
nantE. On la note GA{(E).

LorsqueA et B sont deux appartements ayant au moins une chambre en commpeyt naturellement identifier
AavecB. Lorsque la dimension dén B est moindre, on ne peut qu’identifier un sous-espad®aleec un sous-espace



de B, voici comment on procéde :

Les sous-espaces Ve e A| x,y € An B} c Aet Vec{xy € B| x,y € An B} c B sont canoniquement isomorphes.
On identifie alors ces deux sous-espaces, et on note 'espéeeuA N B. Cet espace vérifie la propriété suivante : si
E est un troisiéme appartementgsi A — E ety : B — E sont deux isomorphismes qui coincident sur un ensemble
b c An B, alors I'espace directelrde Aff(b) est inclus dan& N B, et pour tout/ e b, on ad(V) = v(V).

Cette "intersection des espaces directeurs” ne vérifi¢ gesociativite, en fait I'ecritureA n B) n C n’a méme aucun
sens, caA N B n'est pas uniquement défini au moyen de la structure vetiwdeA et B, mais bien de la structure
d’espacesfiines deA et B. (Une notation commARB serait sans doute plus appropriée.)

RemarqueDans la suiteb ne signifiera pas en général I'espace directeur fiop

2.2 COnes convexes

Dans cet article, tous les cdnes seront supposé convexesra Un cone vectoriel convexe dans Rrespace
vectoriel E est un sous-ensemble &estable par addition et multiplication par un scalaire s#ricent positif. Tout
cdne vectoriel contient 0 dans son adhérenc& &st un espacefline dirigé parE', un cbne convexefine deE est
un sous-ensemble dede la formef = s+ f olis € E et f est un cone convexe d&

Lorsquefﬁest un cone d& ne contenant pas de droite (on dit aussi "cone pointu”ysdlécriture f = s+ f est
unique, ce qui permet de défiiicomme étant Isommete f, notés(f).

Le cone vectorief est guand a lui toujours bien déterminé, on I'appellditactionde f. Deux cdnes ayant la méme
direction sont diparalleles Sig est un cone parallelefaetg c f, alorsg est un sous-cone parallele figet on abrege
"sous-cdne parallele” en "scp”.

RemarqueDans [BT7P], deux parties d’un appartement égales alatios prés sont appelées équipollentes au
lieu de paralleles.

2.3 Décomposition d’'un appartement en énes

On fixe désormais un appartemégt On noteraV = W(Ag) son groupe de Coxeter, & = W(,—A)o) son groupe
de Coxeter vectoriel. On choisit un ensemplele parties non vides dﬁ? vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) K)o = pgr f. (Le symbolea. signifie "réunion disjointe”.)

(H2) ¥ est fini.

(H3){0} e 7.

(H4) Chaque éléement d& est décrit par un systéme d’équations et d'inéquatimésires : pour touf e F, il
existen € N, ay, ...,an € K)O* r e Ntels quefﬁz {x e K)o| ai(X) = 0, Vi € [Lr], etej(X) > O, Vi € [r + 1,n]}}. En
particulier, chaque élément de est un cone convexe, ouvert dans son support.

(H5) Le bord d'un cond deF est une réunion d’autre cones fe gu'on appelle les faces de

(H6) Si f,g e F et sif est une face dég, alorsf = Vec(f)ng.

Lorsqu’on parle du bord d'un cdne, on sous-entend ici l@lloi@ans I'espace vectoriel qu’il engendre. Pour un céne

f’verifiant (H4), qui est donc ouvert dans Veidt(on asf = £\ f.
A partir de ces données, on va définir une compactificatiofydDées qu’on voudra I'étendre en une compactification



de7, il faudra en outre supposer :

(H7) ¥ est stable par le groupe de Weyl vectoliél.

2.4 Congguences directes des hypod#ises surF

Chaque élément d& est un cdne convexe, ouvert dans I'espace vectoriel qujeadre. De plug0} est le seul
cdne a contenir 0, donc aucun élementfd@e contient de droite, ce qui permet de définir les sommetscdres
affines de direction un élément e

Remarquela condition (H3) a en fait pour unique but de permettre dindéde sommet d’un cdne pour faciliter
les raisonnements dans la suite, mais elle semble supeffiudions brievement le cas général. Soi F le cone
contenant 0. Commé est un cdne ouvert dans Vet}( on af = Vect(f), c'est-a-dire que est un espace vectoriel.
Comme I'adhérence de tout cone vectoriel contient 0, &) n voit quef est dans le bord de chaque élément de
¥ . On vérifie alors que chacun de ces éléments est stabldg#ion parf, on peut donc tout quotienter papour
obtenir un espace vectoriel muni d’'une décompositionares Vérifiant cette fois toutes les hypotheses (H1) - (H6)
Si d(Ao/ f) est le bord qu’on va définir dans la sect@n 3, alors la mprmoeédure appliquée & et ¥ conduirait a
rajouter exactement le méme bord. En fait, la condition)(iHose de rajouter Ay un bord de codimension 1 et non
supérieure.

Lorsque {)iciuy est une famille de formes linéaires définissmbomme dans la guatrieme hypothése%uyion
notera juste
f'={ai >0,0;=0,i€l, e}

. , . L, . . = . . .

La famille ()iciLg €St nécessairement génératriceddesans quoif ou une de ses faces contiendrait un sous-espace
. red . N

vectoriel deAg non réduit Z0}.

Lorsqueg est une face dé, alors il existe une famillea)ic|Lak telle que :

f={zi>0,0;=0,iclud jeK)
Q={ai>0,aj=0,i€|,j€JUK}

2.5 Exemples

Un premier exemple de telle décompositionﬁﬁen cones est la decomposition en facettes de Weyl, otée
Les cones flines dont les directions sont dafé sont les facettes de quartier, et la compactification qulztieadra
alors est la compactification polygonale classique, ﬂédﬂnsG].

Un exemple un peu plus général est celui considéré paet@ \Werner dan07], ou il s’agit grosso modo d’en-
lever a la décompoasition en facettes de Weyl les cloisans ckrtain type. C’est cet exemple que je développe ici.

2.5.1 Decompositions en 8nes obtenues partir d’'une partie de S

On fixe une chambre de We, c Ké soitS I'ensemble des réflexions par rapport aux cloison€glede sorte

que les facettes dKO sont typées par les parties 8e Soit J une partie deS, I'idée est de rassembler les chambres
séparées par une cloison de tyfpeavecj € J. Pour assurer la convexité, il faut penser a rajoutersdkes facettes

de dimension plus petite qui se trouvent entre plusieursbin@s rassemblées. Pour s’assurer que (H5) et (H6) seront
vérifiees, il faut aussi rassembler les facettes bordastgurs chambres rassemblées, lorsqu’elles engeridmaéme
espace vectoriel. On arrive a la définition suivante :



Définition 2.5.1 Si f une facette de Weyl dTé de type Ilc S, on notef? la reunion de f et des facettes de son bord
de type inclus dansu (J N 14).

_ Sihetf sont deux facettes d'une méme chambre fermée, ladectypel’ et f de typel, alorsh est incluse dans
fJ si et seulement i est la réunion dé et d’une partie d& disconnectée de Donc une facettl n’est incluse dans
aucunf’, avecf # h si et seulement si son type ne contient aucune composamex®mcluse dand. Une telle
facette sera ditadmissible On dira €galement que son type est admissible, de sonmedacette est admissible ssi
son type est admissible.

Définition 2.5.2 Si f est une facette admissible@g on pose J = WY £,

Jnl+:
On pose ensuitg” = WY {J.f | f facette admissible ded}: )

RemarqueConformément & la notation déja introduite, 'enseeniiés facettes de Weyl e&f.

Proposition 2.5.3 L'ensembleF ™ est un ensemble de cones, qui vérifie les hypothésegd2) et (H4-H7). Chaque
facette de Weyl f est incluse dans un unique cong Yegu’on notera Jf. Lorsque J ne contient aucune composante
connexe de S, alorg” vérifie également (H3).

Démonstration:
Les points (H2), et (H7) sont évidents, (H3) est vrai si etfement si{0} est une facette admissible, ce qui équivaut
bien au fait queJ ne contient aucune composante connex&dé est également clair qua = Utess f, et pour
prouver (H4) et (H5), il sfiit de considérer des élémentsd@e du typel.f, avecf une facette admissible @».

On commence par (H4). Soiefit; }ics 'ensemble des racines délimita@g. Soitl c S et f la facette deCy de
typel, alors
f={ai=0,aj>0i€el, jeS\I},

et
fl={0i=0, x>0, >0, iel,lednlt, keS\(1U@nI))).

NotonsL = JNn I+ etK = S\ (I U(INn1+)). Montrons quel.f = {a; =0, W(ak) >0, iel, ke K, we Wy . }. En
attendant, notonk ce dernier ensemble. C’est un ensemble délimité par des, mionc une réunion de facettes. De
plus, pour toutv € Wy, ettouti € |, w(ai) = i, on voit donc quee est stable paWy ..

Pour montrer qué.f c E, il suffit donc de montrerqué_J c E. Soitx e 7, il vérifie déja les conditions;(x) = 0,

i €1.Soitk € K etwe Wy .. On sait queas}ss est une base du systeme de racinegfd@r,w € Wine = W, et
LN K = 0. Doncw(ak) = ax + X1 Niay, avecn, € N. Il apparait ainsi que/(ak)(X) > 0. Doncx € E.
Montrons l'inclusion inverse. Soit € E, il existew € W_ tel queVI € L, a;(w.X) > 0. CommeE est stable paw,

w.x € E, et ainsiw.x vérifie toutes les inégalités prouvant qu’il appartiarit’. Doncx € W.fY = J.f.

A présent, prouvons que chaque facette de Wey! est incluse ah unique cone d&”. Ceci impliquera directe-
ment (H1) car les élements ¢’ sont des réunions de facettes de Weyl.
Soit f € 7° une facette de Weyl, incluse dans deux elementg Yedisonsw;.J.g; etw,.J.gy. En translatant tout par
un élément d&\", on peut supposer c Cop. Soitl; le type deg; etl; celui degy. Il existev; € Mmlf etv, € WszL

tels quef c wywig; et f € wov,g). Commef, g; etg, sont des facettes d&, ceci implique en faif c g} N g;. Le
type def s’écrit doncl’ = I, L J; = I, U J, ou J; et J, sont des parties dé disconnectées respectivementldet
del,. SoitK une composante connexe du typefdelle est incluse soit darg soit dansJ);. De deux choses l'une :
soit K c J et alorskK ne peut étre incluse dahgcarg; est admissible, solK ¢ J et alors elle ne peut étre incluse
dansJ;. On voit donc quel; est la réunion des composantes connexek decluses dand, I; est la réunion des



autres composantes connexes. Le méme raisonnementaseyabun,; et J,, ce qui prouvd; = I, etJ; = J,. D'oul
01 = g2 et Jg; = Jg. ll reste a regarder; etw,. On sait quevyvy € Fix(f) = W, etl’ = 1;,u Jy c U (dNnIL).
Dot wyv; € V\/I"U(Jml), d'ouw;J.g; = J.g1. De mémew,J.g; = J.g2 = Jg1 = wiJ.g;. Ce qui prouve qué est incluse
dans un unique cone de’.

Prouvons (H5). Soif € 7° une facette de Weyl admissible qu’on peut supposer inclass@, soitl son type.
CommeJ.f est une union de facettes de Weyl, son bord I'est aussi.g3gie facette de Weyl bordadtf. Quitte a
translateig par un élément d&/y_ ,_qui stabilisel.f, on peut supposey c Co, et doncg c f. Commel.f est ouvert
dans Vect{.f), onaméme c f \ f’. NotonsJ.g le cone de” contenany, il s’agit de prouver que.g c 4J.f. Soit
I” le sous ensemble d&obtenu en retirant au type detoutes ses composantes connexes incluses Hewsit h la
facette deCy de typel’, alorsh est admissible aj ¢ h’ ¢ Jh, doncJ.g = Jh. Si J; est une composante connexe de
type() incluse dang) alorsJ; N | est une réunion de composantes connexdsmeuses dang, d'ouJ; N1 = 0 car
| est admissible. Ceci prouve que I’, etdonch c f. Ensuite Jh=WY_ . .h? c Jfcarwy ,, c WY, eth? c f.

Et commelh # Jf cargc Jh,onalhn Jf =0 douJhc dJf.

Il ne reste plus qu’a prouver (H6). Saih une face d’'un conéd.f. Comme dans le paragraphe précédent, on peut
supposer qué et f sont des facettes admissibles@g Soit| le type def etl’ le type deh. Nous procédons par
récurrence sur Cart(\ 1), en commencant par montrer I'hérédité.

On suppose donc Caid(, 1) > 2. Commeh ¢ f7, il existel € I’ \ (I U (J N 1+). Soitg la facette deC de type
| U {I}, elle est admissible. Par récurrence ahge= J.f N Vect(J.g). De plus,J.h est une face dég, différente del.g
carh est admissible et ne peut donc étre incluse @gnBonc par récurrencd,h = Jg n Vect(d.h). La combinaison
des deux égalités donne bidh = J.f n Vect(J.h).

Traitons maintenant le cas Cartl( 1) = 1. Dans I'égalitél.h = Vect(d.h) n J.f, linclusion ” c ” est évidente.
Soitx € Vect(d.h) n J.f, cela signifie, d’aprés la description dé obtenue pour prouver (H4) :

— pourtout € I’, j(x) =0

— pourtoutw e WY, etke S\ (1 U (JN1+)), w.ak(x) > 0.

Et le but est de prouver :

— pourtout € I’, j(x) =0

— pourtoutw e Wy, etke S\ (I"U (I 1)), w.ak(X) = 0.
Parmi ces inégalités, celles qui ne sont pas directenseTd & liste des hypothéeses sontiesy(x) > 0 lorsque :

ke (S\I'U@E@NIHNN\ S\NIUE@NID))) = (U@ UENTE) = (AnIH\N'u @A) = AnlH\Tul't)

etlorsquev e WY ..
Soitk un tel indice etv € WY ..
¢ Nl
Alorswke Wy_ ., etl € S\ (I U(Jn1+)) d'ou d'apres les hypothesedka (x) > 0. Mais :

En particulierk € WY

i+ Soitl tel quel” \ I = {lI}. Commel” est admissible,
wkai(X) = a1(kwx) = oy (W x — 20 (W %).0))) = ag (W x) — 2wa(X).(axlar)

Commel € I’ etw1x € Vect(d.h), on aa; (W 1x) = 0. Il reste done-2way(X).{axla) > 0.
Maisk # | carl € I’ etk ¢ I’. De plus, sik était orthogonal &, il serait orthogonal &', ce qui est exclus. Ainsi,
{aklay) < 0, ce qui entrainavag(x) = 0. O

2.5.2 Comparaison aved[Wer(7]

On peut dés a présent vérifier de facon élémentaieelgsl partitions de!?o en parties convexes définies dans
[Wer07] sont précisement du type précédent. Ces astet définies, pour 'immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe



G(K) avecK un corps local, a partir d'une représentation linéaifidele et de dimension finie d8(K), mais ne
dépendent en fait que de la facette de WeyRgelans laquelle se trouve le plus haut poigéA) dep une fois fixée
une baser du systeme de racine[ ([We07] theéoréme 4.5). Sdi type de cette facette (il est independantAje
Commep est fidele J ne contient pas de composante connex8.deourA la base du systeme de racines correspon-

dant a la chambr€y, on aJ = {se S | {(@s19(A)) = 0}. Nous allons vérifier que la partitiat{p) deX)o définie dans
[Wer07] estr™.

SoitA une base du systéme de racine¥ et A. Il estimmédiat d’apres la définition donnée dgns [Wik@éfinition
1.1) queY y est dit admissible si et seulement si il exibte S admissible (au sens défini plus haut) tel que {«@;}ic .

Les parties définies danfs [Wef07] sont notE€spour A une base du systéme de racine¥ et A une partie ad-
missible. Ce sont des réunions de facettes de epdFposition 4.4), ouvertes dans leur support, qui réatis

une partition de?o stable par le groupe de WeWl'. SoitA la base correspondan€g, etY c A une partie admissible.
Soit f la facette deCy de typel, avecY = {a;j}ic/, nous allons voir qu&S = J.f. Pour commencer, la proposition
[Wer07] 4.4 montre qué{ NCo = 7 = 3.f N Co.

Montrons queF$ est stable paw;n, .. Soitse Jn I+, alors la facette d€, de typel U {s} est incluse dan§y N F$.

Or F{ est ouverte dans son support, qui@g ker(e;) et donc qui est stable par Alors F§ doit contenir la facette
sf. Dol F§ N sF§ # 0, d'ou s stabiliseFy. On déduit de ceci quéf c F§.

Pour l'autre inclusion, soit € F$. En choisissant € f de maniere générique, on peut s'assurer giyg he rencontre
que des facettes de dimension di¥ 1. Soitg la premiére facette fferente def rencontrée par ce segment en partant
dey. Comme k,y] ¢ F4, par convexité d&4, on obtient que c f N F{ = fJ. Commeg est de codimension 1 dans
f, le type deg estl U {s}, avecs € Jn 1+, Alors la facettes f est incluse dand f, et elle contient "la suite” du segment
[%,y], c’est a dire un intervalle ouvert]v[ tel que L, V[U([x,y] N @) U ([x,y] N f) est connexe. On af = J(sf),
etFY = sF{ = F{ (car ces deux cones contiennent la facetfe On peut appliquer la propositioO?] 4.4,
dans la chambre.Cp, on obtient queF$ N sCy = J.f N sCy est la réunion des facettes dd de type inclus dans

I U(JdnI+). Alors la prochaine facette rencontrée par le segment Bst de typd U {t}, avect € Jn 1+, elle est bien
incluse dansl.f, la facette de dimension maximale suivantesst qui est aussi dandf car st € Wi .. Ainsi de
suite, on vérifie que tout le segmenrty] est inclus dans.f (puisque k, y] ne rencontre qu’un nombre fini de facettes).

2.5.3 Dessins, autres exemples

Voici les dessins de quelques décompositions en coneéam@aktement vectoriel de typ&. On notes ett les
réflexions par rapport aux cloisons de la chambre de base.

Fic. 1 — Décomposition en facettes de Weyl. Je la laisse eerarplan dans les exemples suivants.



Fic. 2 — Décomposition de typg's : on retire les cloisons de tyse

s

Fic. 3 — Un autre exemple de décomposition vérifiant (H1)-(H7)

3 Compactification deAg

3.1 LensembleA,

Définitions 3.1.1  — Un¥-cbne gine dans A est un cbne dont la direction est dafis On notefp, I'ensemble
desF-cones #ines de A.
— Deux¥ -cbnes gines sont équivalents lorsqu’ils sont paralléles et que latersection est non vide. L'inter-
section contient alors un autrg-cone gfine, paralléle aux deux premiers. On note~f, g, ou juste f~ g
lorsqu’il 'y a pas d’ambiguité.

Proposition 3.1.2 La relation "&tre équivalent” est une relation d’équilence surFa,.

Remarquons également que les relations "étre un saus*ed"etre un sous-cdne paralléle” sont des relaticoide.

Définition 3.1.3 On poseA_o = Fa,/ ~a,- Pour f e Fa,, on note[ f]a,, ou juste[ f] lorsqu’aucune confusion n’est

possible, la classe de f. Et si=[u + ﬁA0 avec ue Ay, f € ¥, on appellefﬁle cbne directeur ou la direction de x (il
est uniguement déterminé). .
Pour f € ¥, on note A-I'ensemble des points d& de cone directeuf, c’est la "fagade” de typef de I'appartement

Ao. La projection A — A, est notée R.fOU juste . Lorsqu’un cone f de directiofi est fixe, on pourra noter pour
simplifier A = Ap.
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Proposition 3.1.4 Soit fe Fa,- La facade A¢ est un espacefne isomorphe a gﬁ(Vect(F), et son espace vectoriel
directeur eslA_Ofi ~ Ao/Vectf.

~ . 4 [p4 - =4 . . .
Lorsqu’un cone vectoriet € 7 s’écritf = {a; > 0,aj = 0,1 € |, j € J} avec ()iciuy une famille de formes
linéaires, alors leaj, j € J s'identifient a des formes linéaires iy, elles forment méme une famille génératrice de

— . . . ., . ..
A . Quand auxy, i € |, on sait qu’elles envoient tout représentant de tout e, sur un voisinage deco dans
R, on dira donc qu’elles prennent la valetso surA ..

3.2 Topologie surA,
3.2.1 C[Efinitions

Définition 3.2.1 SoitU I'ensemble des voisinages Oejansxo stables par le groupe de Weyl"WPour U un tel
voisinage, et g ¥a,, On pose : _
Va9, U) = {xe Ag|dhe xtqghc g+ U}

C’est 'ensemble des points dg ayant un représentant inclus dans-dJ.
Lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité, je noterai justg(g, U).

RemarqueComme le produit scalaire d% estW'-invariant, les boules de centre 0 sont des exemplesrd&@iés
de.

Proposition 3.2.2 Il existe une unique topologie séy, telle que pour tout X Ao, 'ensemble des/a,(g, U) pour
U e Up, et ge x soit une base de voisinage de x.

Démonstration: _
Il suffit de vérifier que pour tout € Ag, U,V € Up,, 9.9 € X, il existeW € Uy, eth € x tels queVa,(h, W) c
Va,(9, V) N Va, (g, U). Mais commeg ~a, ', g N g contient un autre représentdntle x. SoitW = U NV, alors
h+Wcg+Ung +V,douVa,(h,W) c Va,(9,V) N Va, (9, U). O

Remarquela fonctionVa, ainsi définie est croissante en les deux variabled): siV et f c galorsV(f,U) c
V(f,V) etV(f,U) c V(g,U).
On remarque aussi qu’on peut rempla¢épar n'importe quelle base de voisinages de 0 d%,mn obtiendra alors
encore une base de la méme topologieAurOn peut notamment choisir une base dénombrable de vgesinde
0, ensuite si on se limite par exemple aux cdnes dont lesloooées du sommet sont rationnelles, on obtient une
base denombrable de la topologieAle: Ay est & base denombrable d’ouverts, les caractérisgimmnses suites sont
possibles.

Afin de pouvoir raisonner a I'aide de suites dans la suitejeotionner une caractérisation des suites convergentes.
Commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.2.3Soitf € F et soit{e; = 0, aj>0,iel, j e J}unsysteme d’'équations et d'inéquations détermirfant
Soit U € U. Soit(xn)n une suite dans ftelle quea;(X,) —n-. Opourie |, etlimg_. aj(X,) = +co pour je J.
Alors a partir d’'un certain rang, lesxsont dans U+ f.

Preuve du lemme:

La seule dificulté provient du fait quén licius est une famille génératrice mais pas forcement librédeSoit1” c |

maximal tel que{a;lic- soit libre. Soit ensuite)’ c J tel que{ailic-uy SOIt une base déy,. Il existe € tel que
U :={X|ai(X)| <eVYiel’UJ}cU.

Pourn assez grand, on|a;(x,)| < € pouri € I’. Soit alorsy, € A tel queai(yn) = ai(X,) pouri € I’ etaj(yn) =0
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pourj € J'. Le pointy, est alors dan¥, et il sufit de vérifier quex, — y, € f

Or pour touti € I’, ai(% — yn) = 0. Comme touty;,i € | est combinaison linéaire des, j € I’, on obtient que
@i(Xn — Yn) = 0 pour touti € |. Enfin,U’ est borné, donc pour toite J, aj(yn) aussi. Comme;(x,) tend versx, on
vérifie bien quer;(x») — aj(yn) est positif dés qua est assez grand. O

Il est maintenant facile de prouver la caractérisationsiites convergentes suivante :

Proposition 3.2.4 Soit(Xy)new UNE suite dédg dont tous les éléements ont la méme directiooit | = [a+d] € Ao.
Alors (xn)n converge vers | si et seulement si les deux conditions si@saont réalisées :

— f est une face dg.

— Pour toute famillga;ficiuiuk € Ay de formes lingaires telle qui= {Xlai(X) = 0,aj(x) > 0,i €1, je JuK} et
f= {(Xi(X) = 0,j(x) > 0,i e 11U J, j € K}onalimye ai(X) = ai(d) pourie | etlimn,. aj(X,) = co pour
j € J. (Il existe une telle familléy;} car f’est une face deg).

Démonstration:
On commence par supposer qug) tend verd. Si f'nest pas une face dg alors il existe une forme linéairetelle
quea(F) c R* eta(@) c R, et un vecteuv € f'tel quea(V) > 0. DOﬂCa(f_) contient un voisinage de l'infini (dans
R U {£o0}), et il en va de méme de tous leth) pourh un représentant d’ux,. Il est donc impossible qu’un télsoit
inclus dans un ensemble de la forbhe- a+ gdeés quaJ est bornég, il est alors impossible gesoit dans le voisinage
“V(a+ g,U) del correspondant. Et{ contient bien des éléments bornés, prendre par exeraplbaliles.
Soit ensuite un ensemble de formes linéaftaiciuik C A; tel queg = {Xai(x) = 0,aj(x) > 0,i € |, j € JUK]}
etf = {Xai(x) = 0,j(x) > 0,i e | U J, j € K}. Soiti € |, montrons quex(x,) tend versy;(a). Soite > O, il existe
U € U tel quer;(U) c] —¢, €[. Et pourn assez grandk, € V(a+ g, U) doncx, a un représentant inclus dads-a+g.
Maisai(U + a+ §) C]ai(a) — €, ai(a) + €[, cara;(g) = {0}. On en déduit quiri(a) — ai(xn)| < €. On a ainsi prouvé que
limn e ai(X) = @i(a)
Soit j € J, vérifions quexj(x,) tend vers l'infini. Soitm € R. Commexj(g) est un voisinage de l'infini, il existé e g
tel queaj(a+ V) > m+ 1. SoitU € U tel queaj(U) c] -1, 1[. Commea+ V+ g est un autre représentantida partir
d’un certain rangx, doit étre dansV/(a + vV + g, U). Et cela impliquex;(x,) > m.

A présent, supposons que les deux conditions sont w@sifiar la suitexp) et montrons qu’elle converge alors
versl.
Commeak(F) contient un voisinage de pour toutk € K, on peut choisil, un point d’'un représentant dg pour
toutn, de sorte que les suitek(y,) tendent verso. Les suitesyi(y,) pouri € | etaj(y,) pourj € J tendent quand
a elle obligatoirement vers leg(a) et oo, respectivement. Soil € U, qu’on peut supposer ouvert, et safit+ g un
représentant de on peut supposer’ € a+ g. On a pour tout € |, aj(a) = a;(&’) cara eta’ different d’'un élément
ded. Alors le lemme indique qug, est dandJ + & + g a partir d’'un certain rang. Mais commg est un point d’'un
représentant de,, y, + f est un représentant dg. Ety, € U + & + @, avecU + & + g un ouvert, etff c g implique
quey, + f c U +a& +@. D'oli X, € V(& + g, U).
Ceci étant vrai pour toltl € U ouvert, et pour toud’ € a + @, cela prouve la proposition. O

3.2.2 Sparation

Proposition 3.2.5 L'espace topologiquA_O est séparé.

Démonstration:
Soientx ety dansAg, X # Y, et soientf € x, g € y des représentants. Il faut trouvdyV € Ua,, ' ~a, f €tg ~a, 0
tels queVa, (', U) N Va (g, V) = 0. D'aprés la définition d&/,,, il suffit de s’assurer qu& + U Nng’ +V = 0.
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Pour commencer, supposons q‘ﬁe g, c'est-a-dire qud etg sont paralleles. Alor$ N g = 0 car sinon on aurait
f ~a, g puisx =y. Soient{a;}ie| €t{Bj}jes des formes linéaires suy, telles quefﬁz {2V, ai(2) = 0 etVj, Bj(2 > O}
Soite > 0 tel quedi € |, |aj(X) — ai(y)| > 2¢, soitB une boule centrée en 0 telle qué€B) c] — ¢, €[. AlorsU =V = B,
f’ = f etg’ = g conviennent.

Etudions maintenant le cas du# g. Alors f'n g = 0. Les adhérences de ces deux cones ne sont pas égales,
supposons par exempfez g, soitd € f' — §. Pour toutl > 0, f + A0 c f. Soita une forme linéaire séparaftetg :

supposons par exempi«éF) c R™ eta(g) c R*. Alorsa(l) < 0, et pourt assez grand, + AU etg sont séparés par un
hyperplam1(k), k € R. Quitte & choisiil encore un peu plus grand, on peut supposetguef + A0, a(2) < k-1 et
¥z e g,a(2) = k. Soitalordd € Up, tel quea(U) c]-1/2,1/2[,on af + A0+UNg+U = 0, ce qui achéve la preuve.

3.2.3 Linclusion canonique

A - A
= [{(X]a _
injective. On I'appelle I'injection canonique deyAansAg.

Définition 3.2.6 Soit i: . Cette fonction est bien définie cfd} € F. Il est immédiat qu’elle est

Proposition 3.2.7 L'injection canonique est continue, ouverte, d'image @edansAq. De plus, pour Ue U, et
f e Fag, iH(V(f,U)) = f +U.

Démonstration:

Lassertioni~1(V(f,U)) = f + U découle directement des définitions. On voit alors qué est ouvertj~(V(f, U))

est ouvert. Comme une base de la topologiéglest constituée de¥’(f,U) pourU e U ouvert, ceci prouve quie
est continue.

Limage est dense : di € Fa,, U € U alors pour touk € f + U, {x} € i(Ag) N V(f,U)

Enfini est ouverte car les ensembles de la fosmeU, x € Ag, U € U forment une base de voisinagesAiget ont
pour image lesV({x}, U). O

On identifie donc au moyen de\o & un ouvert dense d&. Une fois cette identification faite, on peut remarquer
I'égalité suivante YU € U, f € Fa,,

Va(f,U)=Ff+U
3.2.4 Compacié

Proposition 3.2.8 L’espace topologiquéo est compact.

Démonstration: .
Il reste a montrer que toute suite admet une valeur d'afteer. Soit doncx)nay UNE suite dangy. CommeF est

fini, on peut supposer que tous lgsont une méme directiofi. Fixons une origine & Ag et identifionsﬁo et Ao.
Alors chaquex, a un représentant inclus dans un conerdéommey~ est fini, on peut supposer qu'il existee #
tel que chaque, a un représentant dafs On a forcemenf c F.

Choisissons un systeme d’inéquations peur
F={xeAai(X) >0Viel, a(xX)=0Vie J}
les{ailiciuy €tant une famille génératrice @¢. Un systeme d'inéquations deest alors de la forme :
f'={xe Aglai(X) > OVi € Iy, ai(x) = OVi e JU I3}

oul = I;ul, est une partition dé Pouri € J, on aa;(xn) = 0 pour toutn puisque les¢, ont un représentant inclus
dansF. Et pouri € I3, on aaj(x,) = oo.

13



Quitte a extraire une sous-suite dg)( on peut supposer que pour tout I, soitai(X,) converge vers une limita;,
Soit j(X,) tend verso. SoitC = {i € I5|limpe ai(Xn) = A} etN = {i € I5|limpe ai(Xy) = oo} (C pour "convergent” et
N pour "non convergent”).

Posons
g=1{xeAglai(X) >0V¥iel; UN, aj(X) =0Vie JuC}.

Nous allons maintenant montrer qu'il existe Ag tel queYi € C, ai(u) = 4;, puis quey := u+ g € Fa, puis enfin que
la suite{x,} converge versd] 5,. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.9 Soit E un espace vectoriel de dimension fi(ig)ic;,; une famille génératrice finie dans Hxy), une
suite dans E vérifianti € |, (@i(x.))n est bornée, e¥j € J, aj(xn) tend verse. Alors il existe ze E tel queYi € I,
ai(2) =0etV¥je J,aj(2 > 0.

Preuve du lemme:
On montre le lemme par récurrence gljile cardinal del. On peut supposer que les coordonnéesdaglonJ sont
toujours non nulles.
Si|J| = 0 alorsz = 0 convient.
Si|J| = 1, soitj I'elément deJ. Soitz, = ﬁ Alors pouri € 1, ai(z,) — 0, etej(z,) = 1 pour toutn. Tous lesxi(z,)
convergent donc, et comme la famille desest génératrice dg*, la suitez, admet une limite dang. Et cette limite
vérifie clairement les conditions requises.
Supposons maintenadt = k > 1. Quitte a prendre une sous suite sig(, il existe une énumeératiah= {aj,, ..., @j,}
telle que :

—VneN,aj, (%) < ... < aj(*n).

— Yu e [1,K], la suite %)n converge.
On pose alorg, = % la suite &,) converge vers une limite, € E. Cette limite vérifierj(z.) = 0 pour tout € I,
et elle a au moins une coordonnég,f strictement positive. Soit, = {j € Jlej(z.) > 0}.
En retirant auxx, un multiple convenable de,, et en prenant éventuellement encore une sous suite, tmepelie
bornées un ensemble non vi@ig}jx de nouvelles coordonnées, ake¢oc J;, sans changer les(x,),i € I, et en
s'assurant que las;, j € J; — K qui ne sont pas devenue bornées tendent toujours versiliAfors par hypothése de
récurrence, il existe, € E quiannule lesy, i € | LK et tel quexj(z1) > 0 pourj € J- K. Alorsz = z; + z,, convient,
ce qui prouve le lemme. O

montrons I'existence d’'un telu

Posonst; = 0 pouri € J. Si la famille{a;}icj.c est libre, I'existence de ne pose aucun probleme. SKitc JUC
tel que{a;lick Soit une sous famille libre maximale ¢ }ic;.c. On peut alors trouvar tel quea;(u) = A; pouri € K.
Sii € (JuC)\ K alorsa; est combinaison linéaire desg, j € K. Disonsa; = ¥k ajej. En appliquant cette égalité
aux x, et en passant a la limite, on obtietit= 3« aj4;. Doncai(u) = ¥k ajaj(U) = Xjek @j4; = Ai. Ainsi, u
convient bien.

montrons que & ¥ :

Pour montrer qug = u+ g € Fa,, il faut montrer quej € ¥. On ag c F, et est l'intérieur de Vectf) N F. Donc
g est une des faces die d’aprés les hypothéses faites gurEn fait, la seule dficulté est de montrer qug+ 0. On
va pour ce faire construire directement un poingdepartir de la suitex;).
Pour toutn € N, on peut choaisit, € Ag un point d’'un représentant dg de sorte quéy, € F eta;j(tn) —=n_e o pour
touti € 11. On a alorsy(t,) — oo pouri dansl; LI N, aj(ty) — A; pouri € C eta;(t,) = 0 pouri € J. Alors le lemme
prouve I'existence d’un point dg
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Montrons que la suitéx,), converge vergu + gl a, :

Résumons : on dispose d’une famille génératriggde A;, indexée pat; U C U N LI J, avec:

ai(xn) = 0 pouri € J.

— ai(xn) tend versy; pouri € C.

a;(Xn) = oo pouri € 1.

ai(xn) tend verso pouri € N.

De plusg = {X@i(X) > 0,aj(x) =0Vie 1 uUN, je JuCjet f= {Xai(x) > 0,aj(X) =0,Viel,je juNuUC} et
doncf c g.

Nous sommes donc exactement dans la situation de la pr, et la suitexq)nay tend vers i + gl a, - O

3.3 Structure du bord de A,
3.3.1 Prolongement des automorphismes

Pour que les automorphismesAtgse prolongenten des homéomorphismeagjd est nécessaire de supposer que
F est stable par le groupe de Weyl vectowél (hypothese (H7)), ce que nous ferons dorénavant. Unaépgement
est forcément unique puisqug est dense dank.

A - A
[l = W(D]a
qui prolonge w, c’est donc 'unique prolongement continuda A.

Proposition 3.3.1 Soit we W, et soitWw: . Alors\V est un homéomorphisme bien définiAge

Démonstration:
Sif=x+fe Fag, alorsw(f) = w(x) + w(f) e Fa, carw € W' préserves. DoncW préservef,,. On voit également
queW préserve la relation d’équivalensg, doncw est bien défini. Comme de plusest bijectif surF,, on obtient
quew est bijectif.
Soit x = [f]a, € Ao, etV(f,U) un voisinage de, montrons quav=(V(f, U)) contient un voisinage de *(x) =
[w1()]. On calcule W (V(f,U)) = {(w(g)]lg c f+ U} = {[gw(g) c f+U}=1{g]lgcw?i(f+U)). Mais
wi(f + U) = wi(f) + U doncw (V(f,U)) = V(wL(f), U}, qui est un voisinage de *(x). Doncw est continue.
CommeA, est compact (donc en particulier sepavégst automatiquement fermée, ¢’est donc un homéomorgiiism

. . e d , . ~ . . , .
Bien entendu, I'action d&V sur Ay s’étend elle aussi de la méme maniére en une action pagdroerphismes
surl s~ A, ¢~ L'action &fine et I'action vectorielle sont compatibles au sens suivaint/ € W envoieA surAgg, Si

W e W' est sa partie vectorielle, alomsenvoieA, - sur Ay eth/‘A—OZ est bien la partie vectorielle d@a .
f

3.3.2 Coeurs de dnes

Pour faire le lien entre les cones @eet les facettes de Weyl vectorielles, la notion du coeur déume développée
dans ce paragraphe est utile. Il s’agit d’attacher & ur cfa¥ une facette vectorielle, ou une partie de facette vecto-
rielle, qui le caractérise.

rappel : Dans un complexe de Coxeter abstraitf st une facette, alors' est le complexe de Coxeter formé de
toutes les facettegsupérieures &, c’est-a-dire telles qué C g.
Pour définir la notion similaire dans le cadre de la rétibtsagéométrique d’'un immeuble abstrait, nous prenoss le
conventions suivante : 8ic Aest un cone inclus dans une facette de Weyl, on appeledes dansA etSj\ (parfois

justes”) 'union de toutes les chambres fermées contefiadtest un cone convexe fermé d'intérieur non vide. dlkt
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ded a la propriété que tout mur coupant son intérieur doitenins. De plus, si¢ : A — Best un isomorphisme alors
$(0)g = ¢(0,)-
Si f = x+ f avecf un cone inclus dans une facette de Weyl, on pigse x + f,.

Définition 3.3.2 Soit f € F, soit \Nfi = Staly(f) le stabilisateur def. On poses(f) := Y = (xef|vwe
WY, w(x) = x) = fn Fixa, (W), c’est le coeur def’

Voici quelques propriétés simples du coeur d’'un conen&guons qu’on obtient des informations non triviales
sur les cbnes d€, en particulier sur leurs stabilisateurs das

Proposition 3.3.3 Soit f'e 7. Alors :
1. Ywe WY, s(w.f) = w.s(f).
2. 6(5 est un cbne vectoriel convexe non vide.
3. Sif #ge F, alorss(f) N 5(g) = 0.
4, 6(5 est inclus dans I'intersection des murs coupgmt Wfﬁcontient les réflexions par rapport a ces murs.

5. W = Fixun (5 f}), c’est a dire qu’un élement de Vetabilise f'ssi il fixes(f).

5(5 est inclus dans une facette de Weyl.

7. fcs(fy.

8. (amélioration de 4.5(f) est égal a Iintersection dd et des murs couparft, et \Nfi est le sous groupe de
Coxeter engendré par les réflexions selon ces murs.

o

9. Sige F etsif c g, alors il existe une facette de Wéelle ques(f) U 5(g) c .

Démonstration:

1. CommeW’ . = wWw?, les points fixes d&\" . sontw.Fixs,(WY). D'ol sw.f) = w.fn W.FiXa (WY =
w.(fn Fixa (W) = w.s(f).

2. L'ensemble des point fixes d’'une application linéairewsscdne vectoriel convexe. Etaussi. DonczS(F) est
une intersection de cdnes vectoriels convexe, c’en est doraussi. Soiz € f. CommeVV‘fi est fini, on peut
définirg comme le barycentre de(z)|w € V\/‘fi}. Par convexité dé’ ge f, et c’estun point fixe podN‘fL Donc
s(f) 0.

3. Ceci est clair cad(f) c f.

4. SoitM un mur coupanﬁ soito la réflexion selorM. CommeF est stable paw, o-(fj € ¥. Mais o fixe au
moins un point def, doncf'n o-(f3 #0, donCO-(F) = fetoe W‘fL AIors(S(F) C Fix(o) = M N f.

5. Soitw e W'. Siw € Vv‘fialorsw fixe 6(f3 par définition. Réciproquement,\sifixe 6(f3, alorsw fixe au moins
un point def, donew( fj = fﬁ(on a déja fait ce raisonnement).

6. Il s'agit d’abord de prouver que pour tout mur vectoNEI(S(F) est soit inclus danM, soit inclus dans un des
deux demi-appartements ouverts délimités arMais c’est une conséquence de la convexitéB(dé et du
guatrieme point. Ensuite, d’aprés le point précédésnuffit de vérifier que Fiwv(o‘(fq)) = Fixw(d), ougest la
facette de Weyl contenaﬂ(ﬁ. Ceci découle du fait que/ préserve I'ensemble des facettes de Weyl, et que si
w e WV stabilise une facette, alors il la fixe.
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7. SoitC une chambre fermée coupaﬁtMontrons queC contiento‘(fq). Supposons par I'absurde qu’il existe
ye s(f)\ C. Soitx e Cn f, alors [x,y] ¢ f. Soitztel queC N[x,y] = [x 2. Onaz # y cary ¢ C. Alors zest
dans un muM qui bordeC et qui ne contient pardy]. Maisz € f. doncM coupeff donc d’apres le quatrieme
point,&(ﬁ c M.En particuliery € M, d’oli [xvy] e M, ce qui est une contradiction.

8. Notonsg la facette de Weyl contenaﬁ(F). Alors W}i = Fixw (@), c’est un sous groupe de Coxeter \4&,

engendré par les réflexions selon les murs contahdtdis ces murs sont justement les murs coum%(utiliser
4.), d’'ou la seconde partie de 8. On sait alors de plusdjast 'ensemble des points fixes U\fé}i, et aussi

I'intersection des murs contenaitOn obtient alors qué(ﬁ = ém fﬁpuis que&(F) et I'intersection def et des
murs coupant.

9. Sif c g, alorss(f) c g c 6(g)*, d'oil le résultat. O

Lorsquefﬂe 7, fn'est pas forcement inclus dans une facette de Weyl. On @aumoins posef?‘ = §(f)*. Ceci
contientf, par le point 7. de la proposition. On notera alord, & 7a,, * = 5(f) + f*.

Exemples R R

— Dans le cas oif = F° est I'ensemble des facettes de Weyl&eon a6(f3 =_f pour toutf € F.

— Dans le cas off = 77 comme danQ.S, i est une facette admissible @ de typel, alors par définition,
WY, c Stab@.f). D'autre part, il est clair qua\ = Stab(f) c Stahl.f. Il est facile de vérifier qu'en fait

Jnl+
Stab(. f3 = V\/,"U(ml. Dés lors, le coeur d& f est la facette d€, de typel U(JN1+). De maniere plus générale,

si f est une facette admissible, alo(s. f) est la sous-facette de Weyl dele typel U (J N 14).

— La figure[} représente les coeurs des cones de la décitiopas troisitme exemple de 2.5.3. Les coeurs de
dimension 2 sont hachurés, ceux de dimension 1 sont enilf@iRour faciliter la lecture, la figure de gauche

rappelle cette décomposition en cones.

Fic. 4 — Les coeurs d'un autre exemple de décomposition enscone
Pour finir, définissons le coeur d’'un con@e :
Définition 3.3.4 Soit f = x+ f un cone gine. On définit alorg(f) = x+ 6(5, c’est le coeur de f.

Le coeur d'un coneféine est toujours caractéristique du cone :

Proposition 3.3.5 L'ensemble des coeurs de congree possibles esi + S1xehy, de 6(F)}. Et chacun de ces
coeurs est le coeur d’exactement un cofiime.
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Démonstrationil est évident que chacun dest 5, pourx € Ag eté le coeur d’un cone vectoriel est le coeur d’un
cdne dtine.Etudions l'unicité. Supposor®f) = 6(g) avecf, g € Fa,. Commes(f) etd(g) sont des sous-cdnes dle
etg, ils ne contiennent pas de sous-espace vectoriel nonltelva@nt donc chacun un unigue sommet, tout confme
etg. On peut alors conclure, d'apres la définition du coeundi@ne, que le sommet deest aussi celui dé&(f), de
méme poug. Commes(f) = 5(g), on obtient que tous ces sommets sont égaux. B6Ji= 5(g), puis f = g d’aprés
I'étude du cas vectoriel, d'ou enfih= g. O

Définition 3.3.6 Soits € 6(Fa,) un coeur de cone dans,AOn appelle conejfine de A engendré pas l'unique
f € Fa, tel ques(f) = 6.

Voici quelques propriétés immédiates du coeur d’unecéfine :

Proposition 3.3.7 Soit f € Fa,. Alors :

— Sis est un coeur tel qué c 5(f§ ets c f, alors le cdne engendré parest inclus dans f. Sic 6(5 ets c f,
alors le cdne engendré parest inclus dang.
— Pour tout we W, w(f) = f si et seulement si w fix#f).

3.3.3 Structure de complexe de Coxeter vectoriel sur une fade

Fixons un cdnd € . Dans ce paragraphe, on notéra= A, la facade deé\, de typef. C’est un espacefiine

dont I'espace directeur ebt = K)O/Vect(F). On munitF du produit scalaire obtenu en lidentifiant ave‘éi(. Nous
commencons par étudier la structureFleNotonsp = Pa, ¢ la projection suiF, et : K)o — F sa partie vectorielle.

Soit MY I'ensemble (fini) des murs vectoriels conten&nBi M € M", alors p(M) est un hyperplan dE. Nous

\
dirons que lep(M), pourM e M sont lesmursdeF. La fonction py: A:ﬁ - {mupr(smd)elf'}
g

permettant d’identifieM” & 'ensemble des murs d& Cet ensemble de murs fait deun complexe de chambres,
nous voulons prouver qu'il s'agit en fait d'un complexe dex€r. Il nous reste donc a trouver un groupe de Coxeter
agissant simplement transitivement sur 'ensemble desibhes der.

est injective, nous

Rappelons que le grouph agit suru,. A . et que le stabilisateur dﬁestvvf! = (w e Ww(f) = f}. Pour
UAS W}i on notep(w) 'application induite sufF. Le groupep(\/\/‘fi) préserveM" et le produit scalaire dE, c'est le

candidat naturel comme groupe de CoxeteFddontrons que c’estféectivement un groupe de Coxeter et qu'il agit
simplement transitivement sur 'ensemble des chambrés @n observe la suite exacte courte :

i

0 — Fixy() — W 5 pWY) — 0

D’apres le paragraphe pr’ecédeM%,. est le fixateur dangV’ de 5(f§, ou encore le fixateur de la facette de Weyl

contenant‘i(ﬁ. Choisissons une chamb@econtenant( f3 dans son adhérence, s8itle systeme générateur &'
formé des réflexions par rapport aux murs@eAlors il existel c S tel quevv‘fi =W =< gs e | >. De plus,

| = {se SIs(s()) = 8(f)).

CommeW" préserve le produit scalaire SKE, les eléments dw‘fﬁ stabilisent VectO et (ﬁL. Dans une base

y(w) O
0 ¢w)

est la matrice dev restreint a 0{ c’est aussi la matrice daw).

Soits € I, sest diagonalisable et préserve les espaces ﬁeet((ﬁ% On peut donc choisir une base adaptée comme

adaptée, leurs matrices sont du tydat(w) =

}, ol1y(w) est la matrice dev restreint a Vect{) et ¢(w)
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précédemment en imposant en plus g8 et¢(s) soient diagonales. Le spectre slest composé d’'un seull et les
autres valeurs propres sont 1, donc gd¢#) est une réflexion ef(s) = id, soit¢(s) est une réflexion ef(s) = id.
Notonsl; I'ensemble des réflexions dese trouvant dans le premier cas, c’est-a-dire qui agisaﬂrf?et fixent f*.
Notonsl; 'ensemble des réflexions se trouvant dans le second cifsxent f et donnent une réflexion st

Alors Wi, ¢ Fixys(f), Wi, "W, = {id}, et Pw, estinjective. De plus, tout element @, commute avec tout éléement
deW, etvv;z W = Wi, est engendré pal, etW,,.

Par conséquerW‘fi =~ W, x W, avecW,, ~ Fiva(F) ~ p(\/\/‘fi) (11 etl, sont deux parties disjointes du diagramme de

Coxeter dei). En particulier,p(Vv‘fi) est un groupe de Coxeter.

A présent, on vérifie que le complexe de chambres définid4sur F est isomorphe au complexe de Coxeter
W,,.C. On dispose d’une fonctiow,-équivariante d&V,,.C dans les chambres d@: il s'agit de la fonctionpe qui a
une chambr® danswW,,.C associe la chambre d%contenanp(D).

Cette fonction est injective car les murs\ig .C contiennent tous les points fixes @, donc en particulielff donc
ce sont tous des éléments 4¢ Deux chambres distinctes daw,.C sont donc séparées par un murAig, elles
donnent donc deux chambres distinctes dans

Enfin vérifions quepc est surjective. Toutes les réflexions par rapport & un neubt sont des éléments daj,.
Comme ces derniéres agissent transitivement sur les chateb et commep. estW,-invariante, on obtient bien la
surjectivité.

Résumons :

Proposition 3.3.8 Soitf e 7, alors I'espace vectoriel directeur de la fagadg-&st muni d’une structure de complexe
de Coxeter ou ;

— les murs sont les hyperplans du typ(Mp ol M est un mur de&, contenantf.

— le groupe de Coxeter es(W‘fi) ~ Fixwv(F) (isomorphe a W avec les notations précédentes).

Si C est une chambre fermée conten’i(rl’ﬁ, alors ce complexe de Coxeter est isomorplﬁdaé\,v(fj.c, via I'applica-
tion pe : w.C —la chambre deF contenant pn.C).

RemarqueCe complexe de Coxeter n'est pas forcément essentiel. $ exteeme est atteint Iorsqu‘éest une
droite, incluse dans une chambre. Aldrs 0, doncA, ¢ est trivial comme complexe de Coxeter, et pourtant il est de
dimension dimf{) — 1.

En fait, A, est essentieks  Fixa,(Wi,) = Vect(f) & Vect(f) = Vect(CI(f)).

En particulier A, est essentiel i est une réunion de facettes de Weyl.

Dans la d’ecompositioW‘fi =~ W, x W,,, le premier facteur est donc le groupe de CoxeteFd€oncernant le
deuxieme facteur, on montre facilement le résultat suiva

Proposition 3.3.9 SoitE le suppléementaire orthogonal dkect(s( fj) dansVect(F), de sorte qu’en identifiarf avec
f*, on aAy = Vect((f)) @ E® F, et la somme est orthogonale.

Alors les murs de contenant‘i(f} contiennent soiE, soitF. On sait déja que les premiers induisent les muréde
les second définissent un complexe de CoxeteEsdont le groupe de Coxeter est,WCe complexe de Coxeter est
essentiel.

En terme de diagrammes de Dynkin, disons qu® st le diagramme déy, | (qu'on identifie a un sous-
diagramme deéD) est obtenu en enlevant les noeudsieorrespondant au type de la facette de Weyl contenant
5(f$. Le diagramme obtenu est séparé en deux parties neeselg digrammg deE et le diagrammé, deF.

Notons que si le diagramme d‘?(ﬁ est connexe, aloifs ou F doit &tre trivial, c’est-a-dire sans mur, ce qui correspo
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aux situations suivantes :

— Etrivial © 13 =0 o Stahw(f) = Stahw(5(f)) & f < CI5(f)). Commes(f) = CI(§(f)) N f, ceci équivaut
en fait af = 5(f) donc aE = {O}.
- Ftrivial & 1,=0 & Fixwv(F) ={g & Cl(ﬁ contient une chambre.

3.3.4 Structure de complexe de Coxeterfine sur une facade

A présent, soitM = {M mur deAy | M € MV}. Alors M est un ensemble discret d’hyperplans.
Le sous-groupe d@/ qui stabilise la fagad€ = Ay estWy = (w € W € WY) = (w ¢ wWw(f) = f}. Ce sous-

groupe contient les symétries par rapports aux murdld préserve la structure euclidienne Heet cet ensemble
d’hyperplans. En notani(w) I'élément del son(F) induit parw, on voit donc quep(W;) agit surF en préservan,

et qu'il contient les réflexions orthogonales par rappuox ayperplans dé.

Ceci stfit a prouver queM définit un complexe de Coxeteffime surF, et quep(W,) contient le groupe de Coxeter
correspondant.

Définition 3.3.10 L’ensemble des facettes fg est la réunion des ensembles de facettes de chacune deadeda

3.4 Compactification de chaque appartement

Soit A un appartement dé soit¢ : A — A un isomorphisme ef : Ké — A sa partie linéaire.
On notera encorg I'ensemble dea?(F), f e 7. Comme deux isomorphismes enfig et A different d’un élément
du groupe de WewV, le choix deg n’intervient pas dans cette définition. De la m&me manién notera encorgef
I'ensemble deg(U), U € U, ou si 'on préfére, 'ensemble des voisinage de 0 dasgables pawV(A).
Comme dans la partie précédente, on défipit ensemble des conesiames deA, Ale compactifie de, {A¢ | fe F}
'ensemble des fagades deVa la fonction qui a un cone d€x et un élément dé{ associe un voisinage dansle
coeur d'un cone, etc...

Un isomorphismey : A — B entre deux appartements induit un isomorphisme entre chdewes objets pour
A et I'objet correspondant poB. Il s’étend notamment en un unique homéomorphismé dar B, noté encore.
Explicitement, on &([ f]a,) = [¢(f)]a.
Pour toute fagad& deA,  induit une isométrie entrd- et B, , cet homéomorphisme induit une bijection entre les
murs deA; et ceux deBm, c’est donc un isomorphisme de complexes de Coxeter.
Dans la suite, on appelleraisomorphismes d’appartementpactifiés les applications tell@gui sont des homéomorphismes
entre deux appartements compactifiés qui induisent sypuehtacade un isomorphisme de complexe de Coxeter.

4 Quelques Eesultats ggnéeraux sur les immeubles

Le but principal de cette section est de donner des crifggasettant de s’assurer qu’une partiefdest incluse
dans un appartement. Les résultatﬁ}a 4.1 sont vrais dainsnueuble quelconque, nous cesserons donc pour cette
partie de supposer affine.

A défaut d'une réalisationfine, il sera toujours possible d'utiliser la réalisatiomtoe cone de Tits d’'un complexe

de CoxeteE quelconque. Il s’agit d’'un cdne convegalans un espace vectoriel de dimension fihidont le sommet

est 0. Les murs dE correspondent a des hyperplans vectoriel¥ dgui rencontrent I'intérieur d€), les facettes sont

des cbnes convexes de sommet 0, les facettes de dimersgsiohdes cdnes ouverts dans un sous-espace vectoriel de

dimensiori (voir [Bou6§] 4.6).

La notation(f) pour une facettd dans un complexe de Coxefereprésentera I'intersection des murs3igui
contiennentf. SiX est un complexe de Coxeteffiae, identifié a sa représentatioffime, alors(f) = Aff(f), et siz

20



est un complexe de Coxeter quelconque identifié a son@érds, alorg f) = Vect(f).

On rappelle d’abord quelques résultats classiques, sguéds s’appuie toute la suite :

Proposition 4.0.1 Soit7 un immeuble, de systeme de Cox€WrS). Son systeme complet d’appartement est I'en-
semble des parties deisomorphes au complexe de Coxete\dES).

A partir de cette proposition, on montre le résultat fondatal suivant (voir[[Rong9], théoreme 3.6 page 31) :

Théoreme 4.0.2Soit Z un ensemble de chambrefldsométrique pour la W-distance dea une partie d&(W, S).
Alors il existe un appartement du systeme complet d’agpaents d& contenant Z.

On note immédiatement deux conditions équivalentedl@ dennée par le théoreme :

Corollaire 4.0.3 Soit Z un ensemble de chambres dankes conditions suivantes sont équivalentes :

— Pourtout¢d,e€ Z,6(c, €) = 6(c, d)s(d, €), ous est la W-distance dé.
— Trois chambres quelconques de Z sont incluses dans un afgragement.
— Il existe un appartement contenant Z.

Voici deux situations particulieres ou s’applique cedhgme :

Corollaire 4.0.4 — Si Z est une galerie tendue (pas forcément finie), alord Zorgenu dans un appartement du
systeme complet d’appartementside
— Si D est un demi-appartement délimité par un mur M, et steiae chambre d& dont une cloison est incluse
dans M, alors DU ¢ est inclus dans un appartement du systeme complet d’spants de’.

Enfin, voici une version assez générale du résultat maafgpelé« lemme fondamental des immeubles

Lemme 4.0.5 Soient etY’ des complexes de chambres. On suppose quelatwite cloison est dans au plus deux
chambres. Soit ¢ une chambre Heet d une chambre dE’. Alors il existe au plus un morphisme de complexes de
chambres injectif d& dansX’ qui envoie ¢ sur d.

En particulier, si¥ c ¥’ et c= d, un tel morphisme est forcement I'inclusion.

4.1 Parties closes dans un appartement

Voici quelques rappels sur la notion de partie close, ppigleiment issus d2] pour le ceBre. Pour le cas
général considéré ici, on peut se reportdr a [RE02B50n donne une preuve de deux résultats classiquesia lsa
cléture de lintersection de deux appartements et I'exise d’'un isomorphisme entre deux appartements fixant leur
intersection dans le cas général ou l'intersection ggmeements ne contient pas forcement de chambre.

Définition 4.1.1 (rappel) Une partie Z dans un appartement A est dite clos€esitaine intersection de demi-
appartements de A. Si Z est une partie quelconque de A, onQigté) (ou juste C{Z)) et on appelle enclos de
Z la plus petite partie close contenant Z. C’est aussi llis¢etion de tous les demi-appartements de A contenant Z.

Proposition 4.1.2 Si Z est la fermeture d’'un ensemble E de chambres, alors Aasssicet seulement si E contient
toutes les galeries minimales entre deux éléments de E.

Démonstration:
Le sens= est clair. Pour 'autre sens, il s’agit de montrer que sst une chambre d& qui n’est pas dankg, alors il
existe un mur séparantde toutes les chambres &e
Soitd, ..., dk, c une galerie minimale de ac. Alorsd; € E etd, ¢ E. SoitM le mur entred; etd,. Soite € E, siM
séparaitl; ete alors il existerait une galerie minimale engretd; passant pad,, ce qui impliquerait quel, € E, ce
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qui est impossible. DonM sépare etE. O

Cette proposition permet une définition de la cldture dBngour des ensembles de chambres, cohérente avec la
précédente :

Définition 4.1.3 Un ensemble de chambres flest dit clos s'il contient toutes les galeries minimalesedeux de
ses chambres. L'enclos d'un ensemble de chambres est Ipgiitensemble de chambres clos le contenant.

La proposition précédente prouve qu& Eist un ensemble de chambres inclus dans un appartéyaotsZ est clos
(au sen$ 4.1].3) si et seulemenZ st clos dan# (au seng 4.1}1).

L'enclos d’'une partie, méme convexe, d’'un appartemergtrpas toujours évidente. Par exemple dans un appar-
tement de typd, on trouve facilement des parties convexes de toute dimemsio nulle, dont I'enclos contient des
chambres qui n'ont aucun point en commun avec la partie partié

4.1.1 Projection

Pour étudier la cloture d’ensembles de facettes qui negamforcement I'adhérence d’'un ensemble de chambre,
la notion de projection est tres utile. Rappelons-en lexpales propriétés.

Définition 4.1.4 SoitX un complexe de chambres, soient c et d deux simplexes@e appelle projection de d sur c
et on note prqj(d) I'intersection des chambres finales de toutes les galeriesmales de d a c.

Proposition 4.1.5 SoitX un complexe de Coxeter, et ¢, d deux simplexes édors :

— proj,(d) c Cl(cud)

— Soit g la chambre terminale d’une galerie minimale de d atcoit M I'ensemble des murs contenant c et d.
Alors proj.(d) est I'intersection de g et des murs 4¢.

— L'étoile de proj(d) est formée des chambres terminales des galeries tendwka dest des intersections de ces
chambres. Son groupe de Coxeter, c'est-a-Hirgys) (proj.(d)) est le groupe engendré par les réflexions selon
les murs dem.

— dim(proj¢(d)) > dim(d) avec égalité si et seulement stgd)s.

Remarqueta dimension d’'une facettedans un complexe de Coxefest son nombre de sommet. Ceci coincide
avec la dimension de Vedt( dans le cone de Tits, et avec la dimension di& 3 plus 1 dans une réalisatioffiae siZ
est de type fline et irréductible. Dans le cas non irréductible, la espritation fine deX contient des polysimplexes
gui engendrent un espace de dimension moindre que leur eatetsommets moins 1.
Cependant, la proposition est encore vraie dans ces casainpiace la dimension d’une facette par la dimension de
I'espace #fine qu’elle engendre.

Démonstration:
Pour le premier point, soiM* un demi-appartement délimité par le mMret contenant et d. SoitT" une galerie
minimale ded ac, siT" n’est pas incluse darid*, alors en la pliant le long del on obtient une autre galerie minimale
ded ac qui elle est incluse dandl*. La chambre finale de cette galerie contient gobj d’ou proj.(d) ¢ M*. Ceci
prouve que prfd) c Cl(cu d).

Passons au second point. S0k g, ..., gk une galerie tendue dkac avecgy = g etk = d(c, d). SoitM € M, no-
tonso v la réflexion selorM. Alors o-m (') est aussi une galerie minimaledéc, donc proj(d) c gAom(g) = gA M.
Nous prouvons ainsi que pgéil) g A Ampem M.

Pour montrer I'inclusion réciproque, il s'agit de prouygre toute galerie tendue dei ¢ se termine par une chambre
contenang A Apem M. Soit® = hy, ..., hg une telle galerie. Il sfiit de prouver que les murs séparagrde hy sont
dansM. SiN est un tel mur, il contieng A he donc en particuliec. De plus, il ne peut couper fini ® sans quoi on
pourrait réduire ces galeries par un pli le longhleEDoncN séparag, dehg, donc contiengg A hg, et en particulied.
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Ceci prouve qudN € M, et conclut la démonstration du second point.

Notons7 I'ensemble des chambres terminales de galeries tendug deNotons aussW’ le groupe engendré
par les réflexions selon un mur a@d. Nous venons de voir que tout mur séparant deux chambrésetd dansm.
Nous avons vu juste avant gU¢ stabilise7". Ceci entraine qué& = W'.g, et que7 contient toutes les galeries ten-
dues entre deux de ses éléments. De plus, I'actio’dsur7™ est simplement transitive puisque celleWE) sur les
chambres d& 'est. SoitS’ I'ensemble des réflexions selon les mursideéiordant7. Siw € W', soit A une galerie
tendue dg awg, elle est incluse darg. Le premier mur qu’elle rencontre correspond a une réflesie S’, et alors
[(sw) < I(w). On prouve ainsi par récurrence g& est engendré pa8’, c’est donc le sous-groupe parabolique de
W(Z) correspondant a la chambgeet aux réflexions’. C'est donc le fixateur de la facette ddixée parS’. Mais
Fixz(S") = Fixs(W') = Nwew WY, C'est 'intersection des chambres @e et par définition, c’est prgfd). Au final,

W = Fixw) (proj.(d)), et7 = W'.g est I'ensemble des chambres de (gid))*. Ceci prouve le troisieme point.

Pour le dernier point, on considére la réalisation géwigiieC c V deX comme cdne de Tits.

Soit My I'ensemble des murs del qui bordent, ils correspondent a une famille d’hyperplans linéaieetindépendants
(au sens ou les formes linéaires les définissant soepmtiantes). Nous avons vu que gid)jest I'intersection de

et des murs dé,, d’ou Codim(proj(d)) = CardiMg) = Codim(\umep, M). Comme tous ces murs contiennenon

ad c Nyem, M, d’'otidimd < dim(Mmep, M) = dim(proj(d).

Le cas d’égalité est atteint lorsque tous les murs comtgheontiennent également pgfg). On a alors £ proj.(d) c
(d)s. Réciproquement, st c (d)s, alors tous les murs contenadtcontiennent ausst et donc sont dana\.

Au vu du point précédentM est 'ensemble des murs contenant gid)j On a donc(d)s = (proj.(d))s d’ou
dimd = dim(proj.(d)). O

4.1.2 Les parties closes sont des complexes de chambre

Proposition 4.1.6 Une partie close dans un complexe de Coxeter est un compmesteagnbre.

Démonstration:
Soit E une partie close dans un complexe de Coxeter
Soitc un simplexe dde, choisissonsl un simplexe de dimension maximale dahd_a propositi05 montre que
proj.(d) est inclus dan£ et est de dimension supérieure a celledd€ommed est de dimension maximale, les di-
mensions sont en fait égale, ceci prouve qest inclus dans un simplexe de dimension maximale.

Il reste a prouver qu’entre deux simplexesklee dimension maximale existe une galerie danSoientc etd
deux tels simplexes, on procéde par récurrence sur landist dan&, entrec etd.
Sid(c,d) = 0, cela signifie que etd sont inclus dans une méme chamBrdeX. Soit alorsc v d la plus petite facette
deC contenant etd, elle est incluse dans @l(d) donc dan€. Commec etd sont de dimension maximales dabs
on adimg¢ v d) = dim(c) = dim(d), d'ouc = cVv d = d. La galerie de longueur 0 formée uniquement de la chambre
reliecad.
Sid(c,d) > 0, soitI" = gp...0k, k > 1, une galerie tendue daBsgled ac. Commec  gk-1, le simplexer := C A gk-1
est de codimension 1 daes(c’est une cloison d€&). Maintenant prgj(d) est une chambre de adjacente & et
strictement plus proche daBsled quec. Ce qui conclut la récurrence. O

Le cas particulier d’'une intersection de murs est int@eispuisqu’on prouve alors qu’il s’agit d’'un complexe de
chambre "au plus mince”:

Lemme 4.1.7 Une intersection de murs dans un complexe de Coxeter estroplexe de chambres dans lequel une
cloison est incluse dans au plus deux chambres.

Démonstration:
Soit M un ensemble de murs dans un complexe de CoXetetE leur intersection. En particulier, c’est une partie
close dex donc un complexe de chambres.
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Soito une cloison dée. On considéere la réalisation géométrigieomme cdne de Tits du complexe de Coxeter
formé des simplexes decontenantr. La facette minimale de* esto, elle correspond g0} dans le cone de Tits. Les
chambres d& contenant- correspondent a des demi-droites issues de 0. Nous voulonser qu’il ne peut y avoir
gu’au plus deux telles demi-droites.

Les demi-appartements decontenant soit contiennent™ soit contiennent- dans le mur qui les bordent et in-
duisent alors un demi-appartementcle Ceci prouve qué& N o* est égale a I'intersection des demi-appartements de
o* induits par les demi-appartementsXeontenant& N ¢* et dont le bord contient. DoncE N o* est une partie
close der*. DansV, c’est l'intersection d€ avec des demi-espaces, c’est donc un convexe. Dalessiune chambre

de E contenantr, alorsE N o* c Vect(d), en identifiantE N o* etd a leurs images dané. Ainsi les chambres de

E contenand- sont, dan¥, des demi-droites issues de 0 incluse dans la droitedjedtfr’y en a que deux possibles.

Ce dernier résultat permet de prouver la caractérisgémmeétrique des parties closes suivante :

Proposition 4.1.8 SoitX un complexe de Coxet&r, c V sa réalisation comme cbne de Tits dans I'espace vettorie
V. Soit E un ensemble de facettes dont 'image daast fermée et convexe. Alors E est une partie close.

Remarque:
— Réciproquement, une partie closeltest clairement convexe et fermée dénet égale a une union de facettes.
— Ce résultat est encore vrai dans le cadre d’'un complexeodet€ dfine en remplacant la réalisation comme
cbne de Tits par la réalisation comme espdtiea (et en remplacant dans la preuve Vectar Af(f) ).

Preuve du lemme:
On identifieE & son image danS. Soit f c E une facette de dimension maximale. Soi f. Pour touty € E, le
segmentX, y] est contenu dang. Commef est une facette maximale @& ce segment doit rester, au voisinagexde
dansf. Donc [x,y] c Vect(f). Ceci prouve qué& c Vect(f).
A présent, soig c Vect(f) une facette qui n’est pas incluse ddhsmontrons qu’il existe un muk tel queE[Mg.
Soitx € f, y € g. CommeE est fermée, il exista € [x,y] tel que [x,y] N E = [x, Z]. Quitte a déplacer le point
dansf, on peut supposer queest dans une facettec Vect(f) de dimension dimf() — 1. Il existe un muM tel que
h = M n Vect(f), vérifions queM convient. S'il existait un poina € E tel quex|Ma, alors le segment] 7] serait
inclus dan<E. Mais il existe au plus deux facettes de dimension dinrfcluses dans Vect] et contenant dans leur
adhérence, par le Iem1.7. Qr4 et [a, Z] coupent deux telles facettes distinctes. Ceci prouvd g@&h a deux,
et qu’elles sont dank&. Mais ceci contredit la définition decar 'adhérence de leur réunion contient un voisinage de
zdans Vectf) inclus dan<E. O

4.1.3 Intersection de deux appartements

Proposition 4.1.9 L'intersection de deux appartements A et B est une parteedie A et de B.

Démonstration:
Soit f une facette maximale damsn B, c’est a dire une facette qui n’est incluse dans I'adhé&etiaucune autre
facette incluse dans N B. Montrons queA N B C (f)a.
Soit g une facette danA n B. Soientl's = ay, ..., a etI's = by, ..., by deux galeries minimales dea g, I'une dans
A l'autre dansB (deux galeries minimales entre deux facettes ont forcétaeméme longueur). Soit = (a3 =
di, ...,d = by) une galerie minimale da; ab; etZ un appartement la contenant. Oa;aA by = f puisquef est une
facette maximale dansn B, et toutes les chambres decontiennent .
Soitp = paa,, p(I's) €st une galerie minimale entfeet g dansA. Si ¢ est 'isomorphisme d& sur A fixanta, les
murs séparard; et p(b;) sont les images paf des murs d& séparant; etb;. Si M est un tel murM ne sépare
pasf etg puisquef c M. Doncg c M, sans quoi une des galerieg ou p(I'g) traverseraitM et ne serait donc pas
minimale. Il reste donc a prouver que I'intersection deroess est f), ou de maniere équivalente, que l'intersection
des murs d& traversés pat est(f);.
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Soit S le systeme générateur du groupe de Coxétaete Z formé par les réflexions selon les cloisonsadeSoit
| c Sletype def, W, =< | > le fixateur def dansW. SoientMy, .., M, les murs traversés pa\, o, ...,0 les
réflexions correspondantes,étle groupe qu’elles engendrent. lIfitide montrer quéJ = W,. Pour commencer,
o1 € | puisqueM; est un mur dey et queo; fixe f. Notonss; = o1. Ensuite, on @, = 01 0 S 0 01, avecs, € S.
On constate alors qu® fixe f. En continuant ainsi jusqu'a;, on constate qub =< s, $, S3, ..., § > 0U less sont
des eléments d8 qui fixent f, c’est a dire des éléments tell ne reste plus qu’a prouver que chaque élémernit de
apparait dangsy, ..., §}. Soits € |, supposons par I'absurde qe& {s;, ..., §}. Soith la facette de typé — {s}, c’est
une facette strictement plus grande dyet elle est fixée par toutes lgs Elle est donc fixée par toutes les mais
ceci entraine qui C a; A by, et cela contredit I'hypothese de maximalité $ur

Nous avons ainsi prouvé géen B c (f)a. On peut conclure par récurrence sur la longueleA.
Sil = 0, alorsf est une chambre. Il est alors bien connu que dans ceAcas est I'adhérence d’'un ensemble de
chambres, et que toute galerie minimale entre deux chardbries B est incluse dand N B. DoncA N B est clos.
Sil > 0, utilisons le corollair.4 pour trouver un appartetfgrcontenant un demi-appartementAdélimité par
d; A d; ainsi qued; etd,. Cet appartement contient le mur Aeléfinit pard; A dy, il contient donc en particuligrf ),
doncAn B. DoncANB = (AN A;)) N (BN Ay). Par hypothése de récurrenée) A; et A; N B sont deux parties closes
deAs, donc AN A;) N (BN Ay) est close dand;. Mais il existe un isomorphisme d sur A qui fixe An A, donc
en particulier An A7) N (BN Ay), ce qui conclut la preuve. O

4.1.4 Isomorphisme entre deux appartements

Proposition 4.1.10 Soient A et B deux appartements, alors il existe un isomsmpép : A — B fixant An B. De
plus, siy : A — B est un isomorphisme fixant une facette de dimension maxifeadn B, alorsy fixe An B.

Démonstration:
Par[4.1.p e[ 4.116A n B est un complexe de chambre. Switne chambre dé n B. SoientC etD des chambres d&
et B, respectivement, contenathtSoitZ un appartement contenadtu D. En composant un isomorphisme Aeur

Z fixant C puis un isomorphisme d& sur B fixant D, on obtient un isomorphismg: A — B fixantd. Montrons que
¢ fixe AN B.

Le dernier point de la proposition 4.]1.5 montre qiey B c (d)a et AN B c (d)g. Or ¢((dya) = (dyg, d’ol

¢(A N B) c (dyg. Comme(d)s est un complexe de chambre "au plus mince”, [par 4.1.7, etgqumeluit un mor-
phisme injectif entré N B et(d)g le "lemme fondamental des immeublds” 4/0.5 montre gjfige A N B. O

4.2 Chemirees

La notion de cheminée permettra d'utiliser pIeinemenhborémZ (ci-dessous). Nous en donnons ici une
définition ainsi que les propriétés élémentaires. @ppese dorénavant queest dfine.

Lemme 4.2.1Soit A un appartement, ¢ une facette defAine facette d&. Alors les points de @ + ﬁ restent a
distance bornée de< f.

De plus, si d est une autre facette dejAine autre facette d& telles que @d + g) c Cl(c + fq), alorsg c ?

Preuve du lemme:
Soit{ailieiuy des formes flines sulA telles que@ }iciuy Soit une base du systeme de racined\dwecf = {@; > 0, :
@j=0,iel, jeJ}ettelles que les murs dede direction ker; sont |eSa/i_1({n}) pourn € Z. Alors :

c+fc {i > infe(ai), @jeaj(c), iel, jediclai>n, iaje[n,m], iel, jel}
en appelant, poure | L J, n; la partie entiere de iga;) et pourj € J, m; le plus petit entier supérieur & ;).

Le troisieme ensemble est une intersection de demi-agapartts donc une partie close, donc contient @I(q). Il est
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de plus égal & + f avech = {@i = i, aj € [nj, mj]}. Comme{d; }ieiuy st une base d& et qu’elle reste bornée sbr

on déduit qué est borné. Maig est également borné, on voit alors facilement que lestpdieb + f’sont a distance
bornée de + f. Et ceci reste en particulier vrai pour les points da:@I(F).

Maintenant sig ¢ ? cela signifie qu’il existe/ € g\ ? Alors d(V, ﬁ > 0. Pourx un point ded, les points de la
formex+ AV sont dans CH{ + §) et peuvent étre rendus arbitrairement éloignésﬂdéf carc est borné. Ceci contredit
que Cld + @) c Cl(c + f). O

Définition 4.2.2  — Urle cheminée dans un appartement A est une partie de A derte R= Cl(c + fq), ou c est
une facette de A ef une facette dé. La facettef est uniquement déterminée par R d'aprés le lefhme 4.1,
I'appelle la direction de R.

— Soient R et Rdeux cheminées. On dira qué &t une sous-cheminée de R lorsqueR. On dira que Rest
une sous-cheminée pleine, abrégé en scp, lorsque d&km@tf ont la méme direction e&ff(R) = Aff(R).

On abrege de la méme maniére sous-cheminée pleine £coe parallele, mais les deux notions ont & peu pres
le méme sens, I'une dans le cadre des coffeses et I'autre dans le cadre des cheminées.

Proposition 4.2.3 Soit R= Cl(c+ ﬁ une cheminée dans A, soit d une facette de A incluse daneiR.G{d + f} c R,
c’est donc une sous-cheminée de R.

Démonstration:

Soit D un demi-appartement decontenani, montrons qu’il contiend + f. Ceci n’est pas tout a fait évident adr

et doncd + f n'est pas forcément incluse daos f. Soita € A", k € Z tels queD = D(a, k) = {x € Ala(X) > k}.
Nous savons déja quec R c D. Soitv € f. x € d, montrons que + V € D. Dans le cas contraire, nous aurions
a(X) > keta(x+V) < k, d'ou@(V) < 0. Choisissons alors un point quelconguec, on aurax(c) > k carc c D, mais
a(c+ AV) < 0 poura un réel assez grand. ceci contredit le fait quefﬁc D. Doncx+Ve D. O

Le lemme suivant permet dans certains cas de se ramenechatasées dont la base est une chambre.

Lemme 4.2.4 Soit R= CI(x + f3 une cheminée. Soit x une chambre dont I'adhérence cdrtjert R = CI(x + f4).
Alors toute sous-cheminée pleine ded@ntient une sous-cheminée pleine de R.

Preuve du lemmeSoit R} = Cl(y + f4) une scp deR;. Le cbney + f* contient une scR deR, et pour montrer que
R c Ry, il suffit de prouver qu’aucun mur dont la direction contiéme sépare strictemeRtde R). SoitM un tel
mur. CommeR et R| sont deux parties incluse daRs = CI(x + f4), si M sépare stricteme de R, alorsM doit
séparer strictement deux partiesxde f Mais c’est impossible pour un mur dont la direction corttien O

Définition 4.2.5 Soit R= Cl(c + f3 une cheminée. Une demi-droite caractéristique de R estdemi-droites dont
I'extrémité est dans c et dont la direction est inclusesiifen particulier,s c R).

RemarqueSi § est une demi-droite, alors @)(est une cheminée doéiest caractéristique.

Proposition 4.2.6 Soit R= Cl(c + f3 une cheminée dans un appartement A. &aite demi-droite caractéristique de
R. Alors :

— R=CI(6)
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— AfF(CI(5)) est I'intersection des murs contenant
— Sid’ est une demi-droite incluse dafisalors C(¢’) est une scp de R.

Démonstration:
Pour le premier point, la propositi.3 prouve queSo{ R. Pour montrer l'autre inclusion, sdid = D(a, k) un
demi-appartement contenaitmontrons qu’il contienR. Soitx le sommet de, 5 sa direction, de sorte que= X+ .
Le fait quex est dans prouve queD contientc. Et le fait queD contient une demi droite dirigée pamprouve que
a(8) [0, oo[. Mais ¢ estinclus dan$’ eta est une racine, d’oi(f) c [0, co[. On obtient alorg+ f ¢ D, d’'oUR c D.

Pour prouver le second point, sgils I'ensemble des murs contenantSoit M € Ms, alorsé est dans les deux
demi-appartements délimités pler, donc CI¢) est dans l'intersection de ces deux demi-appartemergst-a-dire
dansM. Ceci prouve que &(CI(5)) € Nmem, M.

Pour l'inclusion réciproque, comme la répartition degsmeA est discrete, il existg € § qui n’est inclus dans aucun
autre mur que ceux d#1s. Soite la distance minimale entreet un mur n'appartenant pasis, on ae > 0 encore
par la répartition discrete des murs. Alors la boule dags,, M de centrex et de rayore est incluse dans GiJ, ce
qui prouve qué \yep, M c AfE(CI(5)).

Enfin pour le troisieme point, il faut montrer queTfCI(5)) = Aff(ClI(¢")). Ceci provient directement du point
précédent. O

RemarqueGuy Rousseau définit les cheminées comme I'enclos Aatisne demi-droite, et d’'un germe de seg-
ment de méme origine. Dans le cas d'un immeuble ou les nntsrépartis de maniére discrete, c’est une définition
équivalente au vu de la proposition qui précede.

Ainsi, une cheminée peut-étre caractérisée par une-desiie. Nous allons maintenant voir qu’une demi-droite
est incluse dans une galerie tendue, ce qui permettra deneaies raisonnements sur les cheminées a des raisonne-
ment sur les galeries tendues.

Proposition 4.2.7 Soité une demi-droite et s son origine, éwn segment et s une extrémitésdd\lors pour toute
chambre g contenant s dans son adhérence, il existe une galerie eendmmmencant paracontenants dans son
adhérence. De plus, 'adhérence de toute chambre ouasiaile cette galerie rencontre

Preuve du lemme:

Soit M I'ensemble fini des murs contenaht Soit E I'intersection de tous les demi-appartemefitéM, co) pour

M e M. La demi-droites est incluse dank. Elle est découpée en segments d'intérieur non vider(faotopologie
induite surs), et chacun de ces segments est inclus dans une unique ehamnhbée incluse daris. En dfet, si un

tel segment est inclus dans deux chambres, alors il existeunM séparant ces chambres et contenant ce segment.
Comme le segment est d’'intérieur non vitkecontients, doncM € M, donc au plus une des deux chambres est dans
E. Soient (k)ken CES SEgMents, rangés de maniere que le sommesdit dansly et quevk, Ix N l1 # 0. Soient
(c)ken les chambres correspondantesest bien la chambre donnée dans I'énoncé. RoeilN, soitI'y une galerie
minimale entrec etcy, 1. C'est une galerie incluse daiscarE est clos. On définit enfii comme la concaténation
desl'y auxquels on a retiré leurs derniéres chambres, c’esea@di, pour éviter qu’elles n'apparaissent deux fois de
suite. Cette galerie contient biénil reste a vérifier qu’elle est tendue.

Remarquons pour commencer que puisjueE, les murs deM ne séparent pas les chambre§'d8upposons qu'il
existe un muM coupant deux foif, entred; etd, puis entreg; ete;. Il existek etl tels qued; Ud, c Tk ete;Ue, C T,
Toutes les chambres dg contiennent dans leur adhérence le pointde Iy,1, doncM contient aussi ce point. De
mémeM contient le point d&, N I;,;. Mais M ne peut contenir deux points distinctsaleans contenip, donck = I.
Alors M coupel'y deux fois, mais c’est impossible puisgiieest une galerie minimale. O
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4.3 Inclusion d’'une partie d’'appartement et d’'une chambre dans un appartement

On suppose dorénavahimunit de son systeme complet d’appartements.

Considérons une galerie tendlie= ¢y, ..., c, de longueum. Soit A; un appartement contenacy, le but est
d’étudier quelles parties d& sont incluses dans un appartement contenant égalemnedh peut supposer qu
n'est pas dang;. Soit M; le mur deA; contenant la cloisor; A c,. Alors d’apres le coroIIair.4, chacun des
deux demi-espaces dg délimités parM; est inclus dans un appartement contenant égalemeSoit A, un tel
appartement contenant un demi-appartemem{;det c,. On définitM, comme étant le mur d&; contenant la cloi-
sonc; A cz. Alors chacun des demi-appartementsfdepeut &tre inclus dans un appartement contecarilais ces
demi-appartements contiennent en quelque sorte des diagtmrtement déy. En continuant ainsi jusqu’au bout de
la galeriel’, on prouve la :

Proposition 4.3.1 Soit A un appartement et c une chambre. Soit n la longueumnmaile entre une chambre de A et c.
Alors il existe un découpage c P(A) de A en2" parties fermées, (certaines pouvant étre vides) tel que
— P est obtenu en coupant A en deux le long d’'un mur, puis en cagpacun des demi-appartements obtenus
encore en deux le long d’autres murs, et en répétant ceeadion encore i 2 fois
— chaque élément dR est inclus dans un appartement contenant également c.

RemarqueCette proposition est vraie dans un immeuble quelconque.

Voici deux résultats qui seront tres utiles par la suiteciement obtenus grace a cette proposition.

Corollaire 4.3.2 — Soitl" = ¢y, ¢y, ... Une galerie tendue infinie. Soit d une chambre’délors il existe g € N et
un appartement A contenant d et tous lepaur i > no.
— Soit f une facette de quartier, et ¢ une chambre. Alors gtexin scp de f qui est inclus dans un appartement
contenant également c.

Pour prouver ce corollaire, il §iit de remarquer que #i est un appartement contenéhtsi M est un mur déA alors

un des deux demi-appartementsidééfinis parM contient tous les; a partir d'un certain rang, car une galerie tendue
ne peut étre coupée deux fois par un méme mur.

Et de la méme maniére, Aicontientf, alors un des demi-appartements définisiasontient un scp dé. O

Nous voulons maintenant préciser la proposition #.3. Hé&tarminant certaines zonesAlgui seront obligatoire-
ment incluses dans un élément de la partiforPour cela, il s’agit d’identifier des parties dequi ne seront jamais
coupées par un mur "séparahtlec’. Commencgons par donner un sens précis a ceci :

Proposition 4.3.3 Soit Ae A, soitl" = (¢)i; une galerie tendue telle que € A, avec | un intervalle d& contenant
0. Soit Z un appartement contendntet¢ : Z — A un isomorphisme fixanbcSoit3 une partie de A, connexe,
contenant g, telle qu'aucunp(M) pour M un mur de Z traversé parne sépare strictement deux pointsile

Alors il existe un appartement contenan{€}IUT.

Démonstration:
On construit par récurrence une suite d'apparteméfis (telle que pour touite |, onaitBucoUc  U... UG C VY.
Pouri = 0, Yo = A convient. Supposons a présefitconstruit, aved € | tel quei + 1 € I. Soit M; le mur deY;
contenant; A ¢i;1. Si nous prouvons quig; ne coupe pag alors ceci entrainera queJ c; U ... U ¢ € D(M;, ¢), et
le corollair 4.0 4 prouvera I'existence d'tf11 convenable.
Supposons par I'absurde qivk rencontres. Soity; : Y; — A I'isomorphisme fixang (il est unique cap contient
la chambreg). Alors xi(M;) rencontres. Mais yi(M;) = ¢ o ¢i(M;), ouy; : Y; — Z est 'isomorphisme fixanto. Et
¥i(M;) est un mur d& coupant. Ceci contredit les hypothéses, et prouve donc I'exigtet®;, ;.
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Chaquey; contient en fait C|§), carANY; est une partie close. Et B)est égal a 'adhérence de I'ensemble de ses
chambres car il contient une chambre. A présent, pour tigl {c, d, €) de chambres incluse dans gIU T, il existe
Y; contenantudUe. Ceci prouve, en utilisant le corollajre 4.0.3 'existeniben appartemenX contenant Cf) UT'.00

Passons a présent a quelques situations particubérs'applique ce résultat.

Définition 4.3.4 Soit A un appartement étun cone inclus dans une facette AeSoits = a+ 6 un cone de direction
5. On appelle base d& et on note ) I'intersection des et des demi-appartements contenant un voisinage de a pour
la topologie induite sub.

Cette définition estindépendante de I'apparterdesintenand choisi. De plus, comme les murs Aesont répartis
de maniere discrete(s) contient un voisinage depour la topologie induite su¥. En particulier, la base decontient
une basefline de Afg(6), pour tout appartemei contenant. Dis autrement, &g(b(5)) = Affg(6). Enfin, b(s) est
inclus dans une facette de
RemarqueCette définition sera utilisee €h 6 pour définir la topéagur 'immeuble compactifie.

Proposition 4.3.5 Soit A un appartemen,une facette d& non triviale, ac A, on notes := a + 6. Soit b la base de

5. Soit B un autre appartement contenant byet A — B un isomorphisme fixant b. Soit x une facette de B incluse
dans a— J(gj;) et telle qu'aucun mur dont la direction contiefihe sépare strictement a de x.

Alors pour toute chambr€ c A incluse dans®, il existe un appartement Z contengat+ C) U {x}.

En particulier, pour tout point t déy,, il existe un appartement contenantt, a et x.

Remarque:

— ¥(6) etJ(S) sont indépendants du choix dge

— Commeb c AN B contient une basefline des, on a en fai6 ¢ An B. Cependant, pour les démonstrations de
cette sous-partie, il me parait plus clair de ne pas faire éeéntification, c’est-a-dire de distingude /().

— Dans la suite, on pourra notef = a— g le cone opposéd, et de maniére généralefsest un cone ne contenant
pas de droite-f = (f) — .

Démonstration:
Soitcy une chambre dé, coupani + C et dont 'adhérence contiebt SoitT" = c, ..., ¢, Une galerie tendue entog
et x. Si Z est un appartement contendhtety; : A — Z un isomorphisme fixartt, alorsx est une facette d&, les
seuls murs d& dont la direction contienﬁz(g) et qui séparerd de x contiennent ou x, et enfinx € —yz(6)*. On est
ainsi ramené au cas ou l'intersection des deux appartesmensidérés contient la chamlzge

Soit = (a+ C) U co, C'est un connexe contenamyt, il faut maintenant vérifier que pour tout mit deT, z,bgl(M)

ne coupe pag.
Soit M un tel mur. Alorsy;*(M) sépare strictemeiat et x, donc coupe-6*. Si en plusy;*(M) coupes alors il coupe

= . . .. .. . = — .2 .
a + C donc en particulier I'intérieur d&*. Ceci impliques c 1//21(M) puisé ¢ M. Mais alorsx c M oua € M. Le
premier cas est exclus cl sépare strictememtde cy. Quand au second cas, il impligéiec M, ce qui empéche que
M coupea + C. O

Dans la variante suivante de ce résultat, on veut obterappartement contenafitu x. Pour cela on peut renfor-
cer 'hypothése sur les murs dont la direction contiérgn imposant par exemple que les seuls murs sepadex
contiennenk.

Cependant, nous nous contenterons de I'hypothéesey(s), qui présente I'avantage gu’en poussant un tout petit peu
le raisonnement, on arrive a trouver un appartement canteron seulement mais en fait* U —y(5). Ceci donne le
résultat :
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Proposition 4.3.6 Soient Ag, a, b, B,y comme précédemment.
Alors il existe un appartement contenaitu —y(5)

Démonstration:
On commence, comme pour la preuve précédente, par se eaaeas oA N B contient une chambre. Soienet
d deux chambres contendntincluses respectivement daAst B. Soit A = d, dy, ..., dy, C une galerie entrd etc.
En utilisantk + 1 fois le corollair4, on trouve une suldg = B, By, ..., Bx;1 d’appartements tels quée c B; (en
notantdy = d etdk,; = C) et tels queB; N Bj,1 contient un demi-appartement délimité par le Mjrde B; contenant
di A di;1. Or ce mur contieni, on vérifie alors par une simple récurrence que pouritddt contient—y(6).
Soit Z = By, : cet appartement contiert)(5) et une chambre de An Z. Soit¢ : Z — A fixant ¢, alors

—y(6) = —¢74(9).

Soitl une demi-droite dan& passant paa, dont la direction est intérieure-&-1(6), et dont I'origine est danis.
Elle est donc incluse darsy(5) U b. SoitT" = (¢)iey Une galerie tendue le long dedonnée par la propositi.?
telle quecy = c. Soitg = Cl(coU ;) € A. Pour pouvoir appliquer la propositi.3, il nous reésprouver que pour
tout murM traversé par, (M) ne coupe pag.

Soit M un tel mur, il coupd sans la contenir, doricz M, d’oti ¢~1(6) N M = 0 et M ne peut coupes(5*).
NotonsM* et M~ les deux demi-appartements dedélimitées parM en choisissang=(5*) ¢ M*. SoientM* et
M~ les demi-appartements decorrespondants, nous avons alogsc M*. Passons du coté de: nous savons que
Co C ¢(M*) etd* c (M+). Doncg c Cl(co + 8*) € ¢(M*). Ainsi, (M) ne coupe pas.

D'apres la propositio.3, il existe un appartemérontenans UT. Alors| c YN Z d’'ou CI(l) c Y n Z. Mais
CI(l) > —¢71(5) : c’est une conséquence de la proposifion #.2.6 (en f4i} &t gal & la cheminée &b — ¢71(9))).
Comme-¢~1(5) = —y(0), la proposition est prouvée. O

4.4 Retractions par rapport a deux chambres adjacentes

Nous étudions ici comment change une rétraction lorsgtémplace la chambre de base par une chambre adja-
cente.

Proposition 4.4.1 Soient g et ¢ deux chambres adjacentes dans un appartement A. Soit fitoolg A c; et M le
mur de A contenant fg la réflexion selon M. Soient encqsg = pc, a €tp2 = pc,.a. Alors pour toute chambred 7,
— p2(d) = pa(d) ou bienp,(d) = o o p1(d).
— Sip;(d) est du méme coté de M queaors p,(d) = p1(d).
— Sipy(d) est du méme coté de M qugalors les deux possibilites peuvent survenir, et gp@) = p1(d) si et
seulement sicest dans I'enclos de d e.c

on peut aussi énoncer un résultat un peu moins précisphe<lair :

Corollaire 4.4.2 On reprend les hypothéses de la proposition. Aljes&l) = p1(d) si et seulement si il existe un
appartement contenani,oc, et d.

Remarquele sens= du corollaire est de toute facon une conséquence dired definition d’'une rétraction.

Démonstration:
Soit B un appartement contenantetd, soit¢ : B — Al'isomorphisme fixant;. Alors p1(d) = ¢(d).
Si p1(d) est du méme coté del quec; alorsd est du méme coté dgt(M) quecy. En vertu du corollair.4, il
existe un apparteme#tcontenantl, c; etc,, ce qui prouve qup;(d) = p»(d).
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Dans l'autre situation, appelog$ la chambre adjacenteca le long def dansB. Cette chambre), est donc dans
I'enclos dec; et ded. Sic), = ¢; alorscy, ¢, etd sont dans un méme appartement, go@(d) = p2(d) etc; est bien
dans I'enclos de; et ded. Il ne reste donc qu'a vérifier que si # C, alorsp,(d) = o o p1(d) etc), n'est pas dans
I'enclos dec; etd. Le deuxieéme point est prouvé car nous disposons d’unrégpant,B qui contientc; etd, mais
pasc, sans quoi il y aurait trois chambres contenfiaiansB.

Pour prouver le premier point, constatons que la formul(e&) = o o p1(X) est vraie lorsquel = c,. Soit B* le
demi appartement délimité par'(M) et contenant,, donc égalemerd. Par le corollair.4, il existe un autre
appartemenB’ contenanB™ etc,. Si¢’ : B’ — A est I'isomorphisme correspondant, alpg$d) = ¢’(d) et I'egalité
p2(C2) = o o p1(cy) devienty’(cz) = o o ¢(cy). Restreignons- o ¢ et¢’ a B* : nous obtenons deux morphismes de
complexe de chambre injectifs @ dansA, qui coincident ert,. CommeB™ est convexe, ceci entraine qyeet
o o ¢ coincident suB*. O

4.5 Inclusion de deux galeries tendues dans un appartement
4.5.1 Letheoreme

Définition 4.5.1 SoitI" = (¢)ic; une galerie. Une sous-galerie @ieest une galerie obtenue en enlevant un nombre fini
de chambres &. Dans le cas ou k N et ouI” est tendue, une sous-galerieldest donc de la formé;)ixi, pour un
io e N,

Théoreme 4.5.2Soientl’ = (C)ien €t A = (di)iav deux galerie tendues. Alors il existe une sous-galeri€ éeune
sous-galerie de\ qui sont incluses dans un méme appartement.

Démonstration:
Notations :
Soit A un appartement contenantPouri € N, soitp; = pg a, Mi le mur deA entrec; etci.1, oy la réflexion selon
M;, de sorte que pour toutet pour toute chambrede 7, on a en vertu de la propositi;Ll(c) = pi(c) ou
pi+1(C) = o o pi(c). Remarquons que par continuité gde;, la méme formule s’applique pour le calcul gig; pour
deux chambres adjacentes, sauf dans le cas ou ces deuxrekaobt projetées par sur des chambre adjacentes a
M;.
Choisissons un point spécial 0 pour identiffeet A. Quitte & réduird’, cette galerie est incluse dans une chambre
vectorielleC. Grace a la propositio, on voit que, quitte a la réduire, la rétraction d’'undege tendue est
une galerie tendue. En particuligf(A) est incluse a translation prés dans une chambre velito@hoisissonD;
une chambre vectorielle a distance maximal€dmntenant un translaté ggA). Notons enfirs; la distance entre la
chambreC et D;. Comme le complexe de Coxeter vectoriel est finiglesnt majorées par une certaine constapte

plan de la preuve :
Pendant cette démonstration, nous allons étudier encgpeut ditérer dep;, 1. Nous verrons qu'il y a trois cas a dis-
tinguer : soito; etpj,1 coincident sur presque toutes les chambres, dmit elles diferent sur un nombre infini de ces
chambres efj,; > 6, soit elles diferent sur un nombre infini de ces chambre$.gt= 6. Nous allons commencer par
traiter le cas ou seul le premier cas intervient (préleima 1). Ensuite, nous allons vérifier que les trois cassatnt
effectivement les seuls possibles, nous en profiterons polys@nain peu plus en détail le deuxieme cas (préliminaire
2). Alors nous verrons qu’on peut réduifgoour se ramener a une situation ou le deuxieme cas n'afypas, puis
gu’on peut la réduire une seconde fois pour que le troisieéas n'apparaisse plus non plus.

Préliminaire O : le cas tres facile :
Supposons que pour touE N et pour toute chambr@de A, pi(d) = pi;1(d) = p(d). Cela implique par le corollaire
Ek qued, ¢ etci,1 sont inclus dans un méme appartement pouritetitl. Par ailleurs, quitte a réduirg, on peut
supposer qué est incluse dans un appartement contenant auskiégalité desw-distance(a, ¢) = d(a, b)s(b, c)
est alors réalisée dans le cas{arb, c} = {c,,d, d’}, avecd, d’ € A, et dans le cas ofa, b, ¢} = {ci, Gi,1,d}, aveci € N
etd € A (et bien sGr aussi dans le cesb,c} c I'ouf{a b,c} c A). Le cas{a,b,c} = {c,cj,d},i,j € Netd € A,
s'obtient aisément par récurrence §ur j|. Le dernier cas egt, b, c} = {d,d’, ¢} avecd,d’ € A, il se traite a partir
des cas précédents(d, d’) = §(d, ¢1)d(cy, d’) = 6(d, ¢)d(ci, c1)d(ca, ¢)d(ci, d) = 6(d, ¢)d(c, d).
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Il ne reste plus qu’a appliquer le théoré@.ﬂﬁam sont incluses dans un méme appartement.

Préliminaire 1 : le cas facile :
Supposons que pour toytei(d) = pi.1(d) = p(d) pour toutes les chambresde A sauf un nombre fini (ce nombre
pouvant a priori varier ave). Nous allons construire par récurrence une sous-gafériee A de sorte qué” et A’
soient dans la situation tres facile du préliminaire QusRprécisément, nous allons construire pour toatN une
sous-galerie\; de A telle quevk < i, ¥d € A;, pk(d) = pk:1(d). Pour des raisons techniques, nous allons imposer en
outre quepi(Ai) = p1(Ai) est une galerie tendue. Ensuite, nous vérifierons quaétia(@y) est stationnaire a partir d’'un
certain rang, alors la "limite” de cette suite conviendra.
Commencons par choisir posg une sous galerie dé telle queopi(A;) est tendue. Supposons ensuite constriite
et construisong,1. Supposons qu'il existdy € A; tel quepi;1(dk) = o o pi(dk). Par la propositio.:]qi(dk)
est dans le demi-appartemef{M;, c¢i,1). Comme par hypothese seul un nombre fini de chambksA vérifient
pir1(€) = o o pi(e), il existed, € A; tel quep;,1(d)) = pi(d). Nous pouvons choisilk et d, adjacentes, c’est a dire
I = k+ 1. Alors pi(dk), oi(d) = pir1(d), piz1(dk) est une galerie de longueur 2 daiysdoncd(o;(dk), pi+1(dk)) < 2.
Mais pi;1(dk) = oi(pi(dk)) doncd(oi(dk), pi+1(dk)) est impair. En et o induit une involution sur 'ensemble des murs
séparanp;(dy) et pi+1(dk), et cette involution n’a qu’un point fixéylj, car un mur stabilisé par; ne peut séparer un
point et son image par;. Il y a donc un nombre impair de murs séparafdy) et p;.1(dk).
Ainsi d(oi(dk), pi+1(dk)) = 1, les deux chambres(dy) etpi,1(dk) sont de part et d’autre dd;, etpj,1(dy) = pir1(d) =
pi(d)). Commep;(Aj) est tendue, elle ne peut coupdr une autre fois k etl sont donc les seuls indices adjacents
tels quepi;1(dk) = o o pi(dk) etpir1(d) = pi(d). Nous en déduisons que la premiére formule est vraie foug
les indices inférieurs &, et la seconde pour tous les indices supériedggen particulier] = k + 1). Nous avons
donc une description précise de la situation : une partie fiep;(A) est dans le demi-appartemef{M;, ¢;,1), et
c'est précisément cette partie qui va étre déplacéeda passage @.1. On poseA,; = (d;)j=«, et cela conclut la
construction de la suite\().
Il reste a vérifier qu’au cours de cette construction, yl a’qu’un nombre fini d’étapes ol on a réellement retirgé de
chambres @; pour obtenirA;,;. Soitl 'ensemble des indicastel queA;,; est diférent dej;. Nous allons montrer
qu'il ne peut y avoir deux indiceiset j dansl tels queM; = Mj, ce qui prouvera qukest fini puisque I'ensemble des
murs vectoriels est fini. Supposons par I'absurde I'existate tels et j, aveci < j. Lors de la construction d&;, 1,
on a fait en sorte que1(Ai;1) soit inclus dangD(M;, ¢;). Commel est tendue eM; = Mj, D(M;, ¢) € D(Mj,c)).
D’aprés la construction, la galerig(A;) est une sous galerie @gA;), elle est donc incluse dad3(M;, ¢;). Mais cela
implique alors que;j.ia; = pjja; €t cela contredit le fait quge 1. Ce qui prouve le cas facile.

Préliminaire 2 : que se passe-t-il lorsque+# pir1 pour un nombre infini de chambres d&
Il s’agit & présent d’étudier ce qui se passe lorsgue# pi pour un nombre infini de chambres dec’est a dire pour
toutes les chambres dea partir d'un certain rang, puisqugA) est tendue a partir d'un certain rang. Supposons que
di+1 < 6i (C'est le seul cas qu'il est utile d’étudier, comme nousral le voir).
Tout d’abord p;(A) est a partir d'un certain rang dans le demi apparterfi§M;, ¢, 1).
Par ailleurspi,1(A) est alors a translation prés dans la chanaty(B;), doncd(C, D;) > d(C, &(D;)). Cela signifie que
M sépareC et D;. Mais M; est un translaté del; dans la direction d€. (Pour réesumer les placements de®alentes
parties étudiées par rapport aux deux nmdrset Mi, je note T, ci+1,pi(A)|Mici|Mi D;, ot |M symbolise le muM.) Le
point qui nous intéresse est celui-ci : un translat@;@&) est dansD(M;, ¢i,1) donc dansD(M;, C) et un autre trans-
laté est dan®; donc dans-D(M;, C). Cela implique que;(A) reste & distance bornée Wi, au sens ol il existe un
majorantM a la distance entre une chambrewgl@\) et M;.
Alors 2M est un majorant de la distance endr@l) et p;,1(d) pour les chambred € A. Ceci implique que;,1(A) est
incluse a translation prés dans la méme chambre velitagigep;(A), c’est-a-dire danB;. Mais commeSi,; < 6;, on
trouve quei,1 = & et on peut choisib;,; = D;.

le coeur de la démonstration :
Lorsquep; = pi+1 pour presque toutes les chambresAdd est clair ques; = i1, et qu’on peut choisib;,; = D;.
Lorsquep; # pi+1 pour un nombre infini de ces chambres, nous venons de voifiqug ¢6; implique ques;,; = §; et
gu’on peut encore supposBr,; = D;j. Donc la fonction +— §; est croissante. Comme elle est bornéedaay elle
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est constante a partir d'un certain rang. Quitte a raaioliy on peut la supposer constante. Nous sommes alors pour
touti soit dans le cas étudié dans le préliminaire 2, soit danado; = pj,1 pour presque toutes les chambreg\d&n
particulier on peut supposer que pour tgid; = D;. |l s'agit bien slrr de se ramener a présent au cas dunpriglire 1.

SoitF la facette vectorielle égale a I'intersection de toustess vectoriels a distance bornée desquels pagte.
Soit M I'ensemble des murs vectoriels contenBnsoit WY = {w € WY|wF = F}. Nous allons montrer que pour tout
i, M est égal a I'ensemble des murs & distance bornée desgs#dp;(A).

Commencons par= 1. SoientMy, .., Mg les murs a distance bornée desquels regi#), il s’agit en fait de vérifier
que M = {My, ..., Mi}. Soientay, .., ax des formes linéaires tels qid; = kera;. SoitM = kere un mur dansm.
Alors a est combinaison linéaire deg. Mais chaquer; est bornée sys;(A), donce est également bornée sui(s),
c’est a dire que1(A) reste a distance bornée hie

Supposons a présent le résultat vrai au nargj p; et i1 ne diférent que sur un nombre fini de chambresidée
résultat reste eévidemment vrai au rangl. Sinon, nous sommes dans le cas étudié dans le préimmhdonce;(A)
reste a distance bornée bk, et par hypothése de recurrentk, e M, eto; € WY. L'ensemble des murs a distance
bornée dei,1(A) est doneri(M), mais ceci vauiM puisquer; fixe F.

On utilise maintenant la compactification dedéfinie parF = {facettes vectorielles de Way(c'est a dire la
compactification polygonale classique). Spif projection deA sur 'espace fiine A= ~ A/Vect(F). On prendp(0)
comme origine dangég pour l'identifier a son espace vectoriel directeur. L'enbée M s'identifie (viap) a I'en-
semble des murs vectoriel de, WY = Staly~(F) est le groupe de Coxeter vectoriel. Lensemble des mitirees de

Ar est{p(M)|M mur dfine deA et M € M}, et siM € M on notera encor® au lieu depg(M). Enfin, siw € W
vérifiew € WY alorsw agit surAg en préservant les murs, notoms GA(Ag) I'automorphisme fiine induit pamw sur
Ar. (Attention : la fonctionw — W n’est pas injective et i'est pas forcement dans le groupe de Coxetekdg
Chaque galerig;i(A) est tendue & partir d’'un certain rang, et reste a distanceée des murs d#1, elle ne coupe
donc qu’un nombre fini de murs paralléles a un muppdeDonc a partir d’'un certain rang, sa projection Serreste
dans une unique chambre Ag, notons cette chambrg. Les chambres vectoriell€et D; sont également projetées
dans des chambres vectoriellesAle (de maniére pas nécessairement surjective a prioriprgnotera encor€ et
D1 pour simplifier. Nous avons vu lors du préliminaire 2 ddesépareC et Dy, Sipi.1 # pi pour un nombre infini de
chambres d&. CommeM; € M, M; est un mur déis, et la relation M; sépareD; etC” est encore vraie dansg.
On a de plus dans ce cas quie = 7i(gi). Mais M; est un translaté d&l; dans la direction d€, doncM; sépargy; et
D;. Ceci entraine que..1 est strictement plus proche &g queg;, au sens ou pour toute chamlerimcluse dan®;,
d(e, gi+1) < d(e gi)-

Et s'il existei tel queg; € D1, alors la suite degk est constante polr> i. Car sigx ¢ D, il n’est plus possible que
My sépareD; de gk, donc plus possible qui.1 = 6«(Qk)-

Nous avons donc prouvé que la suigg) est finalement stationnaire. Nous pouvons raccolirdie sorte gu’elle soit
compléetement stationnaire. Cela implique que pouritqut# pj.1 seulement pour un nombre fini de chambredde
Mais c’est précisément le cas, facile, du préliminairdadlpreuve est faite. O

4.5.2 Congquences

Nous voici en mesure d’énoncer les résultats les plus figtcette partie. Nous allons voir par exemple qu’étant
donnés deux conedfmesf etg, il existe un appartemem contenant non seulement des sous-cones paralleles de
f et g, mais encore un "épaississement” de ces sous-conesabssaPrécisémenty contiendra des cheminées de
directionf et g, contenant des scp deetg et dont les bases sont des cham4.5.4).

Pour commencer, le théoreme permet de prouver que deuixdieites peuvent &tre réduites pour étre incluses
dans un méme appartement ;

Proposition 4.5.3 Soient; ets, deux demi-droites. Alors il existg et¢’, deux demi-droites incluses respectivement
dansé; etd, et un appartement Z tel qué U 6, c Z. Des lors, Z contient @) U CI(%).
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preuve :Cela découle de la propositipn 4]2.7 et du théorEme]4.5.2 O
Ceci permet de traduire le théoreme en terme de cheminées

Proposition 4.5.4 Soient R et R, deux cheminées, dans les appartement respeqtiés A. Alors il existe R scp R
et R, scp R deux sous cheminées pleines qui sont incluses dans un apfragement.

Démonstration:
Soientd; et s, des demi-droites caractéristiqueskieet R,. Soit B contenant une demi-droit§ incluse dang; et
une demi-droit@’, incluse dansg,. Alors B contient CI;) qui est une scp di; et Cl(,) qui estune scp d&,. O

Le méme procédé permet quelques variations :

Proposition 4.5.5 1. Soit R une cheminée et c une chambre, alors il existe uaregpent contenant ¢ et une scp
deR

2. Soient deux cones=f x + f et g=y+gou fcA etgc B sont inclus dans des facettes de Weyl. Alors il existe
un appartement contenant des sous-cones parallélesd de f et g.

3. Soit f= x+ f comme au point précédent, et soit ¢ une chambre, alordsteun appartement contenant ¢ et
un scp de f.
Démonstration:

1. Soits une demi-droite caractéristique Rel” une galerie tendue la contenant dans son adhérence s3[a@p,
il existeZ € A contenant et une sous-galerie dé alorsZ contientc et une scp d&.

2. Soité1 = x + 61 etd, = y+ &, avecd; ¢  etd, c d. SoitB € A et s, &, des sous-demi-droites dg et 5,
tels ques’; U ¢, c B. Alors Cl(¢7) U CI(65) < B. Mais nous savons que @G}) = Cl(c; + ﬁl) ouc est la facette
affine contenant le sommet dget ﬁl est la facette vectorielle contenant la directiomge:’est—a-dirél. Alors
f'c fy. De plus,c; contient le sommed; ded’, qui est un point dé. Donc au final, Ci§; + ﬁl) contient un scp
s, + f de f. De méme, Clg) contient un scp dg.

3. Ce point est semblable aux précédents.

Faisons tout de suite le lien avec les coeurs de cofiess :

Corollaire 4.5.6 Soient fe ¥4 et g € Fg deux conesfiines. Alors il existe un appartement Z contenant un scp de
6(f) et un scp dé(g).

Ceci provient du fait que Ci(f)) et Cl((g)) sont des cheminées.

RemarqueTout ceci généralise le fait bien connu que deux quartiensiennent des sous-quartiers inclus dans un
méme appartemen{ ([Ror}89] proposition 9.5 page 121).

4.6 Sysémes d'appartements

Rappelons que selon les conventions adoptées ici, un illmest muni par définition d'un systéeme d’appar-
tements, de sorte que rigoureusement, 'immeuble étdeMeait étre dénoté pad (A), I n'étant que I'ensemble
sous-jacent. Si la définition des facettes est indépdedin systeme d’appartements choisis, celle des quaetiers
autres cones lui est au contraire tres liée.
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Jusqu’ici, nous avons toujours supposé cfuétait le systeme complet d’appartements, mais il peatigtéressant
de noter que les résultats précédents sont encore waisdautres systemes d’'appartements (la construction d’
compactifié def ne sera cependant possible qu’en munisgadé son systeme complet d’appartements). Nous al-
lons étudier ici le cas d'un systeme d’appartemefitgjui permet la définition d’'un immeuble sphérique a I'infin
(Z,A)>, c'est-a-dire que deux quartiers d& (A’) contiennent toujours des sous-quartiers contenus damgume
appartement d&t’. Un tel systéme d’appartements pourra étre qualifié da&cent” ou "double” car c’est le type de
systeme d’appartement qui provient d'un systeme de Titdote selon la terminologie d72] 5.1.3.

Fixons avant tout un peu de formalism#& ést toujours le systeme complet d’appartements) :

Définition 4.6.1 Un systeme d’appartements pqur, A) est un sous-ensemhi® de A tel que deux chambres de
sont toujours incluses dans un élemenifte

La proposition suivante est alors immédiatement véifié

Proposition 4.6.2  — SiA’ est un systeme d’appartements p@lirA), alors (7, A’) est un immeuble.
— Soit Ae A et B une partie bornée de A. Alors il existé AA’ contenantB.

Définition 4.6.3 Un systeme d’appartement pour (7, A) est dit double, ou cohérent, si pour tous quartierse
Q2 de(Z,A'), il existe des sous-quartiers)@t Q, ainsi qu’un appartement & A’ tels que QU Q, C A.

D'apres la propositiop 4.5.5, le systéme complet d’afgwaentsA est double.
Pour tout systéme double d’appartements, on peut dé&finimeuble sphérique a l'infinif, A’)*, voir [Vei09].

On fixe & présent un systeme double d’appartements. Lgopition suivante est la proposition 10.28 fle [Wgi09]
(ou un systeme d’appartements est par définition doebley un systeme "plein” est un systeme ou la conclus®n d
la proposition suivante est vraie), ellfieme que le deuxiéme point du corollajre 4]0.4 est encoriedaas ¢, A') :

Proposition 4.6.4 Soite un demi-appartement d&, A’), et c une chambre ayant une cloison dansalors il existe
Ae A telquea U ccC A.

\oici les grandes lignes de la démonstration :

Soit m la cloison dec incluse danga, on peut supposer qua contient un sommet spécial Alors 'immeuble a
linfini (I, A’)* est isomorphe a I'ensemble des facettes de quartier de sbmet I'applicationp : (7, A')* — o

est un morphisme surjectif.

Soit Z contenanty, soientx ety les chambres d& contenantn, avecx € «, y € —a. Soitd la chambre opposéeya
danso* N Z.

SoientQy, Qy, Qq les quartiers inclus dar’s de sommed, contenank, y etd respectivement, ces quartiers définissent
des chambres & I'infin™, y* etd™. Lintersection dex® ety® est la cloisorm™ de (7, A’)* correspondant au cone
inclus dan®«a, de sommeb et contenanin.

Nous voulons a présent montrer qu’il existe une charoire (m™)* telle quep(c™) = c. Ceci provient d9]
29.53, on reproduit ici 'argument.
SoitY € A’ contenank etc, soitx’ 'opposée dex dansY, donc il existe une galerie minimalede x a X’ passant par
¢, de longueur égale au diamettele o* et de ¢, A')™®. SoitxX™ € (I, A')™ telle quep(X*) = x'. Commep est un
morphisme de complexes de chambres, dipax’) < d(x*, X'*), mais commel(x, X') = d est déja maximale, on a
en fait égalité. Donx™ et X' sont opposeées, et il existe une galdiiereliantx® a x> de méme type quE. Cette
galerie est alors envoyée pasurl’, par conséquent on peut choisir patirsa deuxieme chambre.

Ensuite, il existeA tel que I'appartement a I'infinA* contientc™ et d*, doncA contient des scp d€. et Qq.
Comme ces quartiers sont opposé®geA contient en faitlQ; U Qq et donc en particulies. D'autre part A* contient
toute galerie tendue d#° ac®, et il en existe une qui passe pdtr. DoncA contient un scp d€y, mais commeA
contient le sommed de Qy, on obtientQy c A. Alors par cloture d&AN Z, « C A. O
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Corollaire 4.6.5 Le résultat dl est encore vrai pour un immeuble mum dsteme double d’appartements.

Les corollaires de la propositi.l sont eux aussi ene@is pour un systeme double d’appartements, si on part
d’une galerie tendue ou d’'une facette de quartier déjaisecdans un appartementge :

Corollaire 4.6.6 — SoitI" une galerie tendue incluse dans un appartemenftet c une chambre, alors il existe
A e A’ contenant ¢ et une sous-galerielde
— Soit f une facette de quartier dans un appartemenftlet c une chambre, alors il existe AA’ contenant ¢
et un scp de f.

La propositio4 reste elle aussi vraie dans un systkble d’appartements :

Proposition 4.6.7 Soient R et R, deux cheminées d¢, A’), alors il existe Ac A’ contenant des sous-cheminées
pleines de Ret R..

Démonstration:
SoientA, A, € A’ des appartements contendtitet R;, respectivement. Quitte a raccourBy et Ry, il existe un
appartemenZ dans le systeme complét d’appartements tel qug; U R, c Z. Par le Iemm.4, on peut supposer
queR; et R, ont pour bases des chambres, disBps= Cl(c; + fZ) etR, = Cl(cy + f;). Soients; = s; + R™V,; et
02 = S + R*V,, des droites caractéristiques pdjret R, ; le fait de supposer que les bases de ces cheminées sont des
chambres entraine g contient un voisinage d&, pouri € {1, 2}. En particulierZ n A; contient un ouvert, ce qui
fournit un isomorphisme canonique enffret A.
NotonsM] = s + tV;, pouri € {1,2} ett € R*. Quitte & déplaces, a I'intérieur dec,, on peut supposer que pour

assez grand\iiM? = 5 + t(V, — Vi) est dans une chambiedeZ. En raccourcissamy ets,, on peut supposer que
c’est le cas pour toute R*.

Soit B; la chambre correspondanthdansA;. Alors s, + Dy ets, — D, sont deux quartiers de (A'), et il existe
A € A’ contenant des sous-quartiefst+ b, ets, - D,. Montrons qUEA contients; U 6.

Soitt € R*. Il existe NE, N2 e]ML, MZ[ tels que M, Ni[c A; N Z et N2, MZ] ¢ A, N Z. On peut donc prolonger de
maniére unique le segmerf, M?] en un ensembl®;, dans I'appartemer; d’un coté et dang\, de l'autre, de

. . . — = —3 = . -
sorte queD; N A, et D; N A, soient des demi-droites. Comnw N € D1 et MZN? € —D5, on voit queD; N (s + D1)
etDyN (s, - D) sont deux demi-droites (non vides).

Montrons queD; est une droite. On not®; = D; N A; et Dz = Dy N Z, doncD; N Dz est un segment non trivial.
Soiti € {1, 2}, on commence par montrer qlg U Dz est une géodésique.
Soitc une chambre d& N A telle quec contient un segment non trivial d® N Dz, et soitp la rétractionpz. Alors
p(Di U Dz) est une demi-droite dari Soientx,y € D; U Dz, notonslp, (X, y) (resp.l oy (e(X), o(y)) ) la longueur
de la partie deb; entrex ety (resp. dep(D¢) entrep(X) et p(y)). Alors, en utilisant successivement gu@®; U D7)
est une demi-droite, que induit une isométrie sub; et surDz et quep diminue les distancesd(p(X), p(y)) =
Loy (P(%), p(¥)) = lp,(X.y) > d(xy) > d(o(X), p(¥)). Par conséquend(x,y) = d(p(x), p(y) pour tousx,y € D; U Dz.
Commep(D;uDz) en est une, ceci prouve gguDz est une géodésique, grace al'égalkg] = {z| d(x, 2+d(z y) =
d(x, y)}.
Ainsi, D; U Dz etD, U Dz sont des géodésiques. Soitine chambre dg telle qued contient un segment non trivial
de Dz, alorspgz(D1 U Dz U D5) est une droite d&. Le méme raisonnement que précédemment prouve manitena
queD; = D; U Dz U D, est une géodésique, donc une droite.

CommeA contient deux demi-droites opposéedijgil contientDy, donc en particulier§it, MZ]. Doncé; U6, €

A, douR UR, C A O
Corollaire 4.6.8 — Soit R une cheminée ¢&, A’), et c une chambre, alors il existe AA’ contenant ¢ et une
scp de R.

— Soient f et g deux cbnes de direction incluse dans unetéadgetWeyl, alors il existe A A’ contenant un scp
de f etunscp de f.
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— Soienf; etT'; deux galeries, chacune incluse dans un appartemert'délors il existe Ae A’ contenant des
sous-galeries dE; etI,.

DémonstrationLes deux premiers points forment 'analogud de 4.5.5, if stairs. Le troisieme point est 'ana-
logue de2 a ceci prés qu'il faut bien suppdsget I'; incluse & priori dans des appartementsAle Pour le
prouver, il sdfit de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.6.9 SoitT" = ¢y, ¢, ... une galerie tendue infinie dans un appartement A. Alors 8texiine cheminée R
contenant une sous-galerie Heet telle que toute scp de R contient une sous-galerie de

Preuve du lemme:
Pour toute racine vectoriell@, une et une seule des trois possibilités suivantes esiteeefles racines sont vues ici
comme des demi-appartements) :
1. Il existe une racine de direction? contenant une sous-galerieldeet toute racine de direction? ne contient
gu’une nombre fini de chambres He
2. ll existe une racinea de direction-@ contenant une sous-galerieldeet toute racine de directiahne contient
gu’une nombre fini de chambres He
3. ll existe une racine de directionz telle quea et—a — 1 contiennent des sous-galeriedtdéJne telle racinex
est alors unique.
SoitN I'ensemble des racinegfmes obtenues dans le cassditig le premier indice tel que, ¢ Nen(@N(-a —1)).
Pour chaque racine vectorieﬁedans le cas.]1soitg la plus petite racine contenajtt}i»i,, Soit P 'ensemble de ces
racines. Soit la facette vectorieffe= {@ = 0 etﬁ >0, Ya € N, B € P}. Alors la cheminé® := CI(ci, + f3 = (NaeNup @
convient. O

4.7 Parallelisme

La notion de cheminée permet, grace a la proposjtiod4dBetendre la notion de parallélisme a des cones qui ne
sont pas forcément dans le méme appartement :

Définition 4.7.1 Soient f et g deux cones chacun inclus dans une facette daegude sorte qu'il existe un appar-
tement contenant des scp et g de f et g. On dit que f et g sont paralléles lorsqueesét paralléle a gdans cet
appartement.

On vérifie facilement que la définition est indépendartestp et de 'appartement choisi fstg sont paralleles,
alors dés que deux sdp etg’ sont inclus dans un méme appartemi&nt’ est un translaté dg.

Nous savons qu'il existe toujours un appartement contestesscp dd etg lorsquef etg sont (inclus dans) des
facettes de quartiers. Lorsqgtie/ g, on peut encore améliorer ce résultat : il existe un appaeht contenant un des
deux cones en entier. On peut méme remplacer un des dees par une cheminée.

Proposition 4.7.2 Soient fg deux facettes de quartier paralleles, e£RCI(c + f4) ou ¢ est une chambre ¢ contenant
s(f) dans son adhérence (donafR). Alors il existe un appartement contenant R et un scp de g.

Démonstration:

Soit Z un appartement contenant une &p= CI(¢’ + f4) deRet un scpy deg. Soit f un scp def inclus dansR'.
Commeg’ = f7, et quef/* est un cone d’intérieur non vidg/, doit couperf;*. Soity € g'nf. SoitC ¢ Z une chambre
vectorielle, contenarft dans son adhérence et telle que f’ +C. Alorsy+@ = y+ f c f+C.Or, par la proposition
, il existe un appartemeXtcontenant U (f’ + 6), donc en particuliery + @ est un scp dg inclus dansX. Si
A est un appartement contendnta cléture deAn X implique queR = Cl(cu (X + fj)) est égalementincluse daXsa

RemarquesSi f etg ne vérifient pasfﬁz g mais seulementt ¢ 6‘ alors le résultat de la proposition est encore vrai.
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Proposition 4.7.3 Le parallélisme est une relation d’équivalence.

Démonstration:

Il est évident que le parallélisme est une relation réfeert symeétrique, montrons la transitivitée. Sbif/ getg // h

trois cones inclus dans des facettes de quartiers. Onpeposerf etginclus dans un appartemehtethinclus dans

un appartemer® contenant un scg’ deg. Montrons quef // h. On remarque que puisque le parallélisme a I'intérieur
d’un appartement fixé est une relation d'équivalencéegiste un appartement contenant un scp de chacun des trois
conesf, geth alors le résultat est vrai.

Soitx le sommet de etz celui deh. SoitT" = ¢y, ..., ¢, une galerie minimale entre une chambrefdmntenank dans

son adhérence et une chambreBdmntenantz dans son adhérence. On raisonne par récurrence sur laclorigler’.

Sil = 1, alorsx etz sont dans une méme chambre ferrmé&e AN B. Alors AN B D {x} U g’. Mais la cldture de
ceci dansA contientf, d’'ou f ¢ An B. Alors B contientf, hetg’, et dansB, f est translaté dg etg’ est translaté de
h. Ceci implique qud // h.

Supposons$ > 1. Soitx’ € ¢; A ¢, et f/ le cone deA parallele af (et donc &) de sommek'. Soit A, contenant
C; et un scpgz deg. Alors An A; D g U {X'}, d’ou par convexitef’ c A. Alors la galeriec,, ..., ¢ est de longueur
| — 1, elle part d'une chambre d&, contenant le sommet dE, et f” c A,, nous pouvons utiliser I'hypothése de
récurrence pour obtenir qué / h. Enfin, siR est la cheminée Gi{ + fj dansA, il existeZ > RU hy, avech; un
scp deh (propositior{ 4.712). Par convexité Ae'Z, ' c Z. Et par transitivité du parallélisme a l'intérieur def // h.0

5 Construction de T

On procéde de la méme maniére que pour la constructidg déensemblel sera un ensemble de cones quotienté
par la relation d’équivalence signifiant que deux cbndsior intersection de dimension maximale. Ensuite cess;6ne
legérement €élargis, fourniront une base de voisinada tigpologie.

5.1 Préliminaires

Voici regroupés quelques résultats techniques quimmTiplusieurs fois dans la suite.

Lemme 5.1.1 Soient AZ,Z’ € A, soientp : Z — Aetg’ : ZZ — A deux isomorphismes qui coincident sur une facette
bcznZ.Alors il existe we Wx qui fixeg(b) et tel que¥x e ZN Z/, ¢(X) = w.¢’(X).

Preuve du lemme:

Soit¢ : 2/ — ZfixantZ’ N Z. Alors pourtoutx e ZNZ’,onag(X) = poéod Lod'(X). Onposav=gocogd 1:w
fixe bieng(b) = ¢’(b), doncw convient. O

Proposition 5.1.2 Soient Ac A, x € A, ¥ C A un cdne inclus dans une facette de Weyl, et b une partieedacette
de A. On suppose que b est incluse darsyxcontient une basefine deAff(x + ¥) et que xe b.
On considere un point & 7 inclus dans un appartement Z tel quecbA N Z. On suppose que t est envoyé par un

isomorphisme : Z = A fixant b dans une partie de A de la forme §, otig c A est convexe et incluse dayis On
suppose également q0e a etd est stable par le fixateur dédans W, qu’on note W.

—_—
Si b est une autre partie incluse dans une facette, telle gue Aff(b’), et ¥ c b — ¥*, si Z est un appartement
contenant bet t et si¢’ est un isomorphisme’ Z» A fixant b, alors¢’(t) € X + @.

RemarquePar continuité, on obtient directement queé siZ vérifie ¢(t) € x + g, alors¢’(t) € x + .
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Dans le cas ob etb’ sont des chambres (c’est le cas essentiel comme on va leaglie début de la preuve), cette
proposition s’exprime beaucoup plus clairement :

Corollaire 5.1.3 Soient x;y etd comme dans la proposition. Soit c une chambre de A telle giie &t ¢ une autre
chambre telle que’ac x — ¥*. Soit t un point de tel quepca(t) € X+ g alorspg a(t) € X+ g.

Démonstration de la proposition
SoitI" = ¢y, ..., & Une galerie tendue deab’, notonso; = pa la rétraction suA centrée em;. Commeb contient une
base dex+ ¥, x + g est stable par Fix, (b). On déduit alors du lemme précédent gué) € x + g, et que le résultat
sera prouveé si nous prouvons gugt) € x + §. Montrons par récurrence que pour tbat [1, K], oi(t) € X+ g, le cas
| = 1 est déja vu.
Soitl € [2,k], supposong,_1(t) € x + @. Soit M, le mur deA contenani, A ¢_;. Si M, sépare, pas forcément
strictementg et p_1(t), alors on est dans la dispositiom;: | ¢_1, pi_1(t). Alors la propositiolfﬁrme que

pI(t) = pi-a(t) € x+G.

Dans l'autre cas, onlal, ¢, pi_1(t) M c_1, b, etp_1(t) ¢ M,. Notonso la réflexion selorM, les deux possibiliteés
oi1(t) = pi_1(t) oupi(t) = oy o pi_1(t) sont alors possibles. Dans le premier cas, on a évidemer(€n¢ x + g, étudions
le second cas. On noye= p,_41(t), doncp(t) = o (y).

Soit@ € A* tel queM, = ker@). CommeM, est un mur d’une galerie minimale entret by, il ne peut contenib,

donc il existeu € b’ tel qued@(Xu) # 0, on peut supposei(xt) > 0. Par ailleurs, avec ce choix de signe paguon a
a@(xy) > 0. Maisxu € —y* et X € 7. Ceci entraine quil; coupey*, et donc quey ¢ M. En particulier® € W; et
donc#(Q) = g.

Soit z 'unique point de l'intersection,y] N M, (le cas ou{x,y} c M, est trivial, on a alorg,(t) = pi_1(t)). Par
convexité dej et comme Oe g, z € x + §. Nous savons qué&(X}) € g, et donc quex + #(Xy) € x + §. Ensuite
oY) = z+ &(Z3) = z+ A64(XY) pour le scalairel € [0, 1] adéquat. C'est alors une simple application du thierde
Thalés que de vérifier qug(y) € [y, X+ &(X¥y)], d'out o (y) = pi(t) € X+ g par convexité. O

Lemme 5.1.4 Soit Z un appartement, § € ¥z avec g un scp de f. Alors g coupe le coé(if), et donc il existe un
scp g de g dont le coeur est un scp 8).

Preuve du lemme: R
Soit x = g(f) ety = g(g) les sommets des deux cones. Sbft C GI(Z) le stabilisateur d& dans le groupe de

Weyl deZ. On définit une action d&/e surZ en imposant que est un point fixe. Alorg(f) = f N Fixz(W¢). Soit
Z= X+ Lwew, w(xY). Le pointzest bierW,— fixe. Commexy € f il estdansf, et I'écriturez = X+XV+Zwewf{e} w(x3)
prouve qu'il est aussi dargs doncz € §(f) N g, ce qui prouve le lemme. O

5.2 (Cones dans I'immeuble

Définition 5.2.1 Soit A un appartement, etd 4. Le cdne dd correspondant au cone f de A est:

f= [J es(h

BeA,S(f)cB

oU ¢g est un isomorphisme quelconque de A sur B fisahx
On noteF; I'ensemble de tous ces cones pour tous les choix de A et dssibjes.

Le choix degg dans la définition n’importe pas puisque deux choik&lent d’'un automorphisme defixants(f)
donc stabilisant.
Il est clair que sif € Fa etg e Fg sont des cones tels qaéf) = 6(g), alorsf = §: le coeur du coneftine sufit &
déterminer le cone de I'immeuble. Dit autrementBsiontients(f), alorsf = § otig est le cone d& de coeus(f).
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Nous verrons plus tard que réciproquement, un cone d’intmieedéfinit un unique coeur de congmae.

Lemme 5.2.2 Soit F = f € Fr, avec fe Fa. Soit Z un appartement contenaiff), et¢ : A — Z un isomorphisme
fixants(f). Alors Zn f = ¢(f).

Preuve du lemme:

L'inclusion > est vraie par définition dé. Montronsc.

Soity € Z n f. Par définition, il existe un appartementontenany ets(f) et tout isomorphisme d¥ sur A fixant
5(f) envoiey dansf. Soity : Y — Z un isomorphisme fixantets(f). Alors¢= oy : Y — A est un isomorphisme
fixants(f). Doncg ™ o y(y) € f, doncy = y(y) € ¢(f). O

Lemme 5.2.3 Soient fg € ¥a tels que f est un scp de g. Alofsc §.
Preuve du lemme:

Remarquons que pour montrer qu’un pdingé f appartient &y;il suffit de trouver un appartement contenant
{t} U o(f) U o(g).

Soitxle sommet de ety celui deg. Il n’y a qu’'un nombre fini de murs paralléles‘ietfq) séparant strictementet
y, soitn ce nombre. On raisonne par récurrencensur
Sin = 0, soitt € f, etY un appartement contenajtf U 6(f). Commef c §(f),, le lemme précédent indique que

fnY c 6(f);, en particuliert € 6(f);. Dés lors, on peut trouver une chambreeY telle ques(f) U {t} c x+ Cetla
propositi05 prouve qu'il existé € A contenantt} U 6(f) U {y}. Par convexité et fermeture den A, Z contient
aussix + 6(f) = 6(g) (car f= g dansA). On conclut qué € §.

Sin > 0, soitM un mur paralléle 5(6 séparant strictementety. Soitz = [x,y] N M, alorsz + f est scp de,
et f estscp de+ f. De plus, le nombre de murs parall‘ele&(iﬁ séparant strictememtet z est strictement inférieur
an, de méme que le nombre de murs parallélégfi séparant strictementet x. Donc par hypothése de récurrence,

z+ fcgetf cz+ f, doule résultat. O

Remarquell n’est pas vrai quef c §si f c gsans que‘ﬁz g.

5.3 Coeur d’un cdne dimmeuble

Lemme 5.3.1Soit f € ¥4, ety un scp dej(f). Soit B un appartement contengntsoité : B — A un isomorphisme
fixanty. Soit xe BN f, alors&(x) € f. Plus précisement, si Z contient x#f), alors il existe un isomorphisme de Z
sur A, fixant(f) et envoyant x suf(x).

Preuve du lemme:
SoitZ o {x} U §(f). Soity : Z — B un isomorphisme fixant I'intersectiachn B. Alors £ o ¢ est un isomorphisme de
Z surA qui vérifie£ o ¢(X) = &(X). Il suffit donc de prouver qugo ¢ fixe 6(f) pour prouver le lemme. Maiso ¢ fixe

y, doncZ o ¢ fixe 7 = 6(f) c Z N A. Doncé o ¢ fixe Z N AN (y + Vect(s(f))), ce qui contiens(f). O
Proposition 5.3.2 Si f € Fa et ge ¥ sont deux cones tels qdie= §, alorss(f) = 5(g) ¢ An B.

Démonstration:
D’aprés la propositio.4, il existe un appartenm@ibntenant des scfy etd, des(f) ets(g). Soientf’,g" € 7z
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les cbnes engendrés parets,. Nous allons commencer par montrer @le- f.

Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas, Horn@’ = 0. Il est alors impossible qug C @ etg c F
d’aprés les hypothéses mises $uron peut donc supposer qu'il existe g’ \ 7.
Soity le sommet de, y’ celui deg’. Soit¢ : Z — B un isomorphisme fixani,, alorsg(g’) est le cone d& engendré
parss,, c’est donc un scp dg Par le lemmé 5.3.3(g") c §, maisé(@) = ¢’, d'oug C §.
_ De la méme maniere, sajt : Z — A un isomorphisme fixani;. Alors y/(f’) est un scp dd, et on obtient que
ffcf=8.
Nous déduisons en particulier qde € R*, y’ + AV € §. Et commey(f’) est un scp dd, ¥(f") = f. Pour tout réell,
Y(y + V) = y(y') + Ay(V). Commev ¢ {7, on ag(v) ¢ . Donc pour lambda assez gragdy’ + AV) ¢ f.
Commey + AV e § = f, il existe un appartemedt contenand(f) U{y + Av}. Soitn : X — Z un isomorphisme fixant
XN Z, en particulien fixe 51 ety’ + av. Alorsy o ;7 : X — A est un isomorphisme qui fix@, et donc Afx(61) N A,
ce qui contien®(f). Nous savons dans cette situation que f = (¥ o n)"1(f), d'oly + AV € (¥ o n)~1(f), mais
Yonly +aV) = y(y + AV) ¢ f, d’ou la contradiction.

Nous avons donc prouvé qtfé: g, nous allons maintenant montrer que les sommrets de f etg coincident.
En utilisant la propositio.2, on peut supposer fuentients(f) en entier, dond = f”, on peut méme supposer
queZ = A. On peut également supposer dieontient un scp; des(f). En résuméAn B contient un scp; ded(f)
et un scps, ded(g), et ces deux scp sont paralléles. L’égarii(t(;) = §(g) a donc un sens (et est vraie), das B.
Soit¢ : B — Aunisomorphisme fixanh N B. D’aprés le lemme précédesty) € f eté1(x) € g. La seconde égalité
impliquex € &(g) = £(y) + &(g). Or &(g) est un cdne vectoriel de coef(s(q)) = 5(f), puisque fixe 5, ets(g) = o(f).
Donc&(g) = f, etx € &(y) + .
Nous arrivons ainsi aux deux relations i€ £(y) + f et &y) € x+ f. Par unicité du sommet d ceci implique
x = £(y). On utilise enfin la version précise du lemme précédsntt:T un appartement contenafitf) ety, il existe
un isomorphisme : T — A fixants(f) et tel quer(y) = £(y). MaisZ%(x) = x puisquex € §(f), d'oux = y.
En particulierx =y € AN B, et par convexité d& N B, 6(f) c An Betd(g) c An B, et enfin on peut calculer, dans
AoudansB: 5(f) = x+ 6(f) = y + 6(d) = 5(q). O

Cette proposition permet les définitions suivantes :

Définitions 5.3.3  — Le coeur d’un cond de I'immeubleZ ests(f). On le notes(f).
— On appelle sommet dele sommet dé(f), on le note &f).
— Deux cbnes Fs € F7 sont dit paralléles lorsqué(F) // 6(G), ceci définit une relation d’équivalence sgy.
— SiGF € 7 sont deux cdnes paralleles avecHG, on dit que F est un sous-cdne paralléle de G, et on abrége
sous-cone parallele en scp. Ceci définit une relationdte sur 7.

Lemme 5.3.4 Soient G € ¥ tels que G est scp de F. Alors il existe un appartement contéig) U 6(G).

Preuve du lemme:
Nous savons déja qu'il existe (propositi.7.2) un agraentA; contenant(G) et un scps ded(F). Il existe aussi
A, contenané(F) U {S(G)}, ceci cars(G) € F. Alors A1 N A; D {S(G)} U S, d’ou par convexitéA; N A, D 6(G), et donc
Az D 6(F) U §(G). O

5.4 Equivalence de énes, 'ensemblel

Nous définissons maintenant une relation d’'équivalencdensemble des cdnes de I'immeuble d’'une maniére
tout a fait semblable a la définition de la relation d'&glence sur I'ensemble des condBrees deA.

Définition 5.4.1 Deux cbnes FG € 7 sont équivalents lorsqu'il existe H F7 qui est un scp de F et de G. On note
alors F ~ G.
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Le lemme[5.2]3 montre que &ig € 7 alorsf ~a g = f ~ §.

Lemme 5.4.2 Soient EG € 7, alors F ~ G si et seulementsi F Get FN G # 0.

Preuve du lemme:
SiF ~ G, ilestclairqueF NG # 0 et queF j/ G (carF // H /| G).
Supposons maintenant gB&G # 0 et queF // G. Soitx € FNG, soitA etBdes appartements tels gi(&)U{x} c A
et§(G) U {x} c B. Nous pouvons alors construire deux conés := X + ﬁ c Aetdy 1= X+ (TG_S c B. Ces deux
cones sont paralleles, donc il exi&e€ontenant; et un sous-cone parallédg ded,. Par convexité d& N B, on voit
gu’en faits, c Z. Doncé; etd, sont deux cones paralleles, inclus ddnst de méme sommeb; = §,. SoitH € F7
tel ques(H) = 61. Il est a peu pres clair qué c F N G, mais je détaille quand méme le raisonnement :
Soit f € Fa tel ques(f) = 6(F). Alors x € f, puisé, c f. Soith; € Fa tel ques(hy) = &1, alorsH = hy ethy c f.
CommeF = f, on conclut par le Iem.3 gtiec F. On procede de méme pour prouver die G. O

Proposition 5.4.3 La relation "&tre équivalent” est une relation d’équilence surfy;.

Démonstration:
Cette relation est symétrique et réflexive, montrons lipikst transitive. Soierfe, F,, F3 € ¥ tels queF; ~ F; et
F, ~ F3. SoitG; un scp deF; et Fp, et G, un scp deF; et Fs. |l nous stfit de trouver un conél € F7 qui soit
un scp deG; et deG,. Et comme nous savons déja dBe // G, grace au lemme précédent, ilfsude prouver que
GinGy #0.

Quitte a remplaceB; par un scp, il existe un appartemehtcontenant(F2) U §(G;). Le Iemm appliqué a
F, N Z; etGy N Z; dans I'appartemerd; prouve I'existence d'un scp; deG; dont le coeur est un scp d€F»). De
méme, il existe un scpl, deG, dont le coeur est aussi inclus daits,).
Ainsi 6(H;) et5(H2) sont deux scp du méme cooi->), leur intersection contient donc un troisieme scpe) (il
sufit de vérifier ques(6(F2)) + S(6(F2)S(6(H1)) + S(6(F2)s(6(H2)) € 6(H1) N 6(H,) ). Si H est le cone dd corres-
pondant a ce coeur, aloksest un scp dél; donc deG; donc deF;, ainsi que deéH, donc deG, donc deFs. Ce qui
prouve que~; ~ Fs. O

Nous pouvons enfin définir 'ensemhle:
Définition 5.4.4 On posel = ¥/ ~. Si F € ¥, on note[F] la classe d’équivalence de F pour

Notons enfin ce petit résultat :

Lemme 5.4.5 Soit Ac A, et f € Fa. Soit Ge F; tel quef ~ G. Alors il existe f un scp de f tel qué” est un scp de
G.

DémonstrationD’apres la propositio.2, il existe un apparteni&obntenant(f) et un scp d&(G). Soitg’
le cone #ine deZ engendré par ce scp. D'apres le lenfme b.1.4, il existm scp des(f) qui estinclus dang’. Alors
le cdnef’ engendré pad’ dansA convient. O

5.5 Injections canoniques

Définitions 5.5.1 - Soit ¢;: : [1x] . C’est I'injection canonique dé dans7.

L
f

> % Nl

— Pour tout appartement A, Soik: . C’est l'injection canonique dé dans7.

[fla +

—
[a—
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Quelques mots pour s'assurer que ces définitions sorgdicit
— Pourz, il faut vérifier que{x} € 7, Vx € 1. C'est le cas car st est dans I'appartemed, alors{x} € Fa, et

{x} ={x}.

— Nous avons déja vu que i~ g alorsf ~ § ce qui montre que, est bien définie.
Proposition 5.5.2 Les injections canoniques sont injectives.

Démonstration:

Il est clair query est injective. SoifA € A, pour montrer quea est injective, on considere deux corfeg € Fx tels

quewa([f]a) = ta([g]a). C'est a dire quef ~ §. Donc il existeH € F; qui est scp def etd. Par le Iemm.4, il
existeB € A contenant(f) U 6(H). En utilisant le Iemm.4 dai; on obtient un nouveau com# € F7 qui est
scp deH et dont le coeur est inclus dasi), donc dan#\. Alors notanth’ = H’ N A, on voit queh’ est scp dané de

f etg, etdoncf ~a g. O

6 Topologie sur’?
6.1 Deéfinition

Définition 6.1.1 Soit F € F7, soit Ae A(X) contenant(F). On note I§F) et on appelle base de F la base &&).
De méme, si € Fa, on notera i§f) la base dey(f).

La définition de la base d’un cdne dont la direction est daresfacette vectorielle est donnéefen 4.3.4.

Maintenant, nous avons besoin d’'un moyen de définir un vage de 0 dans les espaces directeurs de tous les
appartements a la fois. Nous avons déja dé&fincomme étant I'ensemble des voisinages de 0 d_\egnsu A est
I'appartement de référence choisi au début, stableegaoupe de Weyl dg)o, WK)O. AlorssiU e U, si¢p: Ay — B
est un isomorphisme quelconque, 'imag@)) c B est indépendante de l'isomorphismechoisi. Nous pouvons

ainsi identifierU a un voisinage de 0 dans I'espace directeur de n'importeappartement. Et sh : A — Best un
isomorphisme, nous pouvons écrirex + U) = ¢(X) + U, Vx € A.

Définition 6.1.2 Soit Fe ¥7, Atelques(F) c A, f=AnF,etUc A, stable par WK). On pose

0= [ ¢s((f+U)ns(f)a)

Bob(F)

L’'union est prise sur tous les appartemetgui contiennenb(F), et¢g : A — B est un isomorphisme qui fixe
b(F).
Remarquell aurait pu paraitre plus naturel de prendre I'union dgéf + U), mais le fait de prendre I'intersection
avecs(f); permettra d'utiliser la proposition 4.3.5.

Le sous groupe dé/x qui fixe b(f) fixe aussio(f), puisqueb(f) contient une basefiine de Afad(f), et donc il
stabilisef, et sa partie vectorielle est un sous-group&\deet donc stabilisé&J. Ceci permet de vérifier que le choix
deg¢g n'importe pas.

Si A’ est un autre appartement conteng(®t), et sif’ = A’ N F alorsf + U = f” + U. Ceci permet la définition :

F+U:=f+U

43



Lemme 6.1.30n garde les notations préecédente. Si B est un appartecmeménant KF), et sigg : A — B est un
isomorphisme qui fixe(E), alors BN (f + U) = ¢g((f + U) N 6(f)3). En particulier, An (f+U) = (f + U) N 6(f)5.

Preuve du lemmeSi x € BN (f + U), alors il existe un apparteme@tcontenanb(f) et un isomorphismec : A — C
fixantb(f) tel quex € ¢c((f + U) n6(f),). On choisit alorg : C — Bfixantb(f) U {x}, commey o ¢c : A — Bfixe
b(f), onay o ¢c((f + U) n6(f)n) = ¢a((f + U) N d(f),). Dol x € ¢pp((f +U) N 6(f)A) a

On peut maintenant définir les ensembles qui seront la lmseisinage de la topologie sir:

Définition 6.1.4 Soit Fe ¥, et U € U. On pose
V(F,U) = {x € T | un représentant de x est inclus défs U}

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confondfé;(F, U) avec un voisinagé/a(f, U) d’un point dans un appartement
compactifie, on pourra juste notér(F, U).
Pour xe 7, on note’Vy = {V(F,U) | x =[F], U € U}.

Lemme 6.1.5Soient EG e FretUV € U alors :
- fcf+U
- siF+U c G+V, alorsV(F,U) c V(G,V)
—siUcV,alorsF+UcF+V
— siFestscpdeG, alo+U c G+ U.

Preuve du lemme:

Les trois premiers points sont évidents.

Pour le quatrieme point, on choisit un appartem&ibntenant(F) et 6(G) (Iemme-4) Onnoté = AnF le
cbne engendré palF) dansA, etg = AN G le cbne engendré paG), doncf est un scp deg. Il ne reste plus qu'a
appliquer la méme méthode que celle utilisée dans ciéti@ion pour prouver qué c § (en-)

On commence par supposer qu’aucun muAdearalléle &(G) ne sépare strictemes(f) et s(g). Soitx € F + U,
il existe B > {x} Ub(F) et¢ : A — B fixantb(F), tel quex € ¢((f + U) N fx). En particulierx € ¢(f)g. D'apres
la proposmor-S il existe un appartem@&ntontenanb(G) U b(F) U {x}. Soity : Z — Afixant An Z, donc en
particulierb(F) U b(G). Commex e F + U, y(X) € (f + U)n f; c (g + U) N gj, doncx e G+ U.

S'il existe un murM parallele &(G) et séparant strictemengtf) et 5(g), soitz = [s(f), S(g)] N M. Par récurrence,
onaF+Ucz+f+Uetz+ f+U cG+U. 0

Proposition 6.1.6 Il existe une unique topologie sirtelle que pour tout x 7, V, soit une base de voisinages de x.

Démonstration: B B
Il faut montrer pour touk € 7, queVy # 0, queYV € Vy, X € V, et que¥Yx € T, V1, Vo € Vy, AV3 € Vi tel que
V3 C V1 N Va. Les deux premieres assertions sont claires.
Soit doncx € 7 etVy, Vs € Vy. SoientFy, F, € x etUy, U, € U tels queVy = V(F1,Uq) etVo = V(F,, Uy).
CommeF; ~ F,, il existeH qui est scp dé&; et deF»,. SoitU = U; N Uy, on a biend € U. Alors, V(H,U) € Vy et
d’'apres le lemmey(H,U) c V(F1,U1) N V(F2, Uy). O

Notons tout de suite ce résultat évident, mais important :

Proposition 6.1.7 Soit ge Aut(Z). Alors g se prolonge en un homéomorphismée den posant ({F]) = [g(F)].
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6.2 Lien avec la topologie de\

Nous allons maintenant faire le lien entre les voisinagelypeV(F, U) dans I'immeuble et led/4(f, U) dans un
appartement. La seule petitefiulté provient du fait que dans la définition fle- U on fait intervenir ¢ + U) N f*
et non justef + U comme dans led/,(f, U).

Définition 6.2.1 Soit Ae A, U € U et f € Fa, on note
Va(f,U) ={xe A un représentant de x est inclus daisr U) N *}

Proposition 6.2.2 Soit Ae A. Alors 'ensemble ded”,(f, U), pour f € F4 et U € U est une base de voisinage de la
topologie surA

DémonstrationDéja, quels que soierfte Fa etU € U, on aV,(f,U) c Va(f,U). ll reste a verifier quey,(f, U)
est un voisinage def]a.

SoitU’ € U borné et inclus dand. Commef* est un cone d'intérieur non vide, il existes f tel quex+ U’ c f*.
Alors x+ T+ U’ c (f +U)n f* doncVa(x+ f,U’) € V,(f,U), et [x+ f]a = [f]a doncVa(x + f,U’) est bien un
voisinage def]a. O

Etant donnés un corfe € ¥ et un appartement contenanb(F), il existe un unique élement d& dont le coeur
est image dé(F) par un isomorphisme d’appartements fixa{#). Nous noterons ce corken A car il est en fait gal
aF + {0} n A. Si Acontient un cond tel queF = f, c’est-a-dire siA contients(F), alorsF N A n’est autre qud. La

propriété principale dé N A est que pour tout) € U, F+ U = (F N A) + U.

Nous voici en mesure d'écrire un voisinage de basé da fonction des voisinages de base des appartements :

Proposition 6.2.3 Soit Fe 7, U € U, borné. Alors

Vi(FU) = [ ] VAFNnAU)

ASB(F)
L'union est prise sur tous les appartements Aldgui contiennent ).

Démonstration: A
On commence par l'inclusiors”. Soit A € A tel queb(F) c A, notonsf = F N A. Soitt € V/,(f, U), soitg € Fa un
représentant deinclus dans f + U)N f*. CommeF + U = f + U, tout ce que nous devons montrer estgquef+ U.

Lemme 6.2.4 Soit Ac A, U c A borné et stable par \(A), et f, g € Fa tels que gc (f + U) N f*. Alors il existe un
scp d de g tel quey c f + U.
Preuve du lemmedn va appliquer la propositi.Z, avee 6(0), x = s(g’) etb = b(g'). Il nous faut choisib’

de maniére & ce qus c S(g') - g°, Aff(b’) > §(g). De plus, pour que la conclusion de la proposifion $.1. 2sremit
utile, il faut queb(f) c b'.

Commeg c ? il existe une facette de Weﬁltel queé(ﬁ U é(g) c ﬁ Soit alorsb’ la base du cong(f) + h, de

sorte queAff(b’; D 6() etb(f) c b’. Soitg’ un scp deg tel queb’ c §(g’) — §*.
Soitz € §, soitZ € A contenanb’ U {z}, et¢ : Z — Afixantb’. Alors la propositior] 5.1]2 prouve qu42) € ¢’, en
particulier,¢(2) € (f + U) n f*. Commey fixe b’ qui contient(f), ceci prouve quee f + U. O

On passe a l'autre inclusion. Seie V;(F, U). Il existe un représenta@ € 7; det inclus dansF + U et un

appartemenA contenanb(F) U §(G) (corollaire[4.3 ). Soif = F N A, alorsAnF + U = (f +U)n f*, (par le lemme
B.1.3) douGnAc (f +U)n f*. Et comme = [G N Al, 0n a biert € V,(f, U). O
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6.3 7 est €paré
Proposition 6.3.1 L'espace topologiqué est sépareé.

Démonstration: _

Soientx ety deux points distincts d&. D'aprés la propositio.5, il existee A, et f,g € Fa tels quex = [f] et

y = [g]. D'aprés le lemm§ 5.2] 3, »a g. CommeA est séparé et qué]a # [g]a, On peut, quitte & restreindfeetg a
des scp, supposer qu'il exidtee U tel quef + U ng+ U = 0. Quitte & remplaceld par une boule incluse dakk
on peut supposer qug est convexe.

On peut encore restreindgea un scp pour s'assurer qoéf) c s(g) — 6(g)*. Alors nous pouvons utiliser la propo-
sition[5.1.2 pour obtenir qué+ U N g+ U = 0 : soitt € g+ U, soitZ € A contenanb(f) ett, soitp : Z — A
fixant b(F), alors la propositio.ZfErme queg(t) € g+ U, donct ¢ f+U. Ceci implique directement que
VY(f,U) nV(d, U) = 0 : nous avons obtenu un voisinagexiet un dey qui sont disjoints. O

6.4 7 estabase @énombrable d'ouverts

Lorsquef est localement fini, ou plus généralement lorsque chatpigoo n’est pas incluse dans plus qu'un
nombre dénombrable de chambres, la topologie qu’on vierdéfinir est a base dénombrable d’ouverts. Voici en
guelques mots pourquoi.

Tout d’abord, pour calculef + U, seulsU, s(f) etb(f) comptent. Or, pour un sommet fixé, il n’existe qu’un nombre
fini de bases le contenant. L’hypothése umplique qu’il n’y a qu’un nombre dénombrable de pointsia coor-
données rationnelles (en fixant une chambre de référehuae baseffine dans cette chambre). Donc en prenant tous
les sommets a coordonnées rationnelles dansutes les bases correspondantes a ces sommets, estoasieages

de 0 dansy, de la formeB(0, %), on obtient une base de voisinages pour la topologi gei est denombrable.

6.5 Injections canoniques
6.5.1 Linjection ¢y

Proposition 6.5.1 L'injection canonique; : 7 — 7 est telle que, pour tout ¢ U, F € ¥ on az}l((vI(F, U)) =
F + U. De plus, elle est continue, ouverte et d'image dense.

Démonstration:

SoientU € U, F € 77 etx € ;;3(V(F,U)). On aalordx} c F + U, doncx e F+ U.
L'autre direction est (encore plus) claire.

Il est maintenant clair que 'image dge est dense dans.

Montrons que est ouverte. SolD un ouvertx € O. Il existe un voisinag® dex dans’, inclus dan® qui est une
boule dand’, B = B(x, €). La boule dan#\ B (0, €) est stable par le groupe de Weyl g doncBy (0,€) € U. Il est

de plus clair qud = {x} + B (0. €). (Ici, b({x}) = {b} et{x}; = A). Nous allons vérifier que-(B) = V({x}, Bg (0. €)):

ce sera alors bien un voisinagewgéx) dansr.
Linclusion c découle directement de I'egali = {x} + B, (0, €). Pour 'autre inclusion, il sfiit de remarquer que

puisqueB est borné, sy = [f] € .7(B) alors f'={0}.

Enfin, montrons que; est continue. Soi® un ouvert deZ, soitx € L]_-l(O). Il existe un voisinage de(X) inclus
dansO de la forme’V({x}, U). Alors x € (;(V({x},U)) = {x} + U c ;(O). Il reste & prouver quex} + U contient
un voisinage dex dans7. Or U contient une boul@,, (0, €), donc{x} + U > {x} + Ba,(0,€) = Bz(x, €) qui est un
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voisinage dex dans’. O

Nous pouvons donc identifidra I'ouvert densez (7). La relationL;.l((V(F, U)) = F + U devient alorsV(F,U) N
I=F+U

6.5.2 Lesinjectiongp

Proposition 6.5.2 Soit A€ A, alors I'injection canoniquea : A — 7 est telle que, pour tout & Fa, U € U borné,

il existe ¥ € Fa un scp de f tel qué/a(f’,U) c ngl((vf(f, U)) c Va(f,U). Cette injection est de plus continue et
fermeée. _

En particulier, c’est un homéomorphismeAaur son image qui est un fermé compacfde

Démonstration:
Soit f € Fa, U € U, borné. Soit §a € ngl((vf(f, U)), ce qui signifie que quitte a remplacgipar un scp, on a
§c f+U. Alorsgc f+UNA=(f+U)ns(f)" c f+U.Donc [gla € Va(f, U).
Pour l'autre inclusion, notons = s(f). On choisitf’ un scp def tel quef’ + U c §(f)*, ceci existe calt) est borné
ets(f)" est un cone convexe et d’intérieur non vide. Aléfs- U c (f + U) n f*, Vérifions quef’ convient.

Soit [g]a € Va(f’,U), on peut supposer quec ' + U d'oug c (f + U) n f*. On peut aussi imposer que
b(f) c b(g) — 6(g)*. Alors en utilisant la propositioh 5.3.2 (prendre= b(g), b’ = b(f), ¥ = 4(d)), on vérifie que
§c f+U, dolt(gla) c V(f,V).

La continuité dea est alors immédiate. Le fait qug est fermée provient alors de la compaciteAlet de la
séparation d¢. O

Nous pouvons dsormais identifier un appartement compaétii un fermé compact dé. La propositioS
nous permet de prouver une généralisation de I'axiomigiraht que deux chambres doivent étre incluses dans un
méme appartement : _

Soitc une chambre d€ etx = [F] € 97, alors il existeA € A contenant et un scp d&(F). Doncc U {x} c A. De
méme, sk = [F] ety = [G] sont deux points du bord dg il existeA € A contenant un scp d¥F) et un scp dé(G),
et alors{x} U {y} c A.

Lemme 6.5.3 Soient x et y des facettes dleou des points dé7, alors il existe un appartement A tel quesy c A.
(Ici, on identifie x &x} dans le cas ou x est un point.)

6.6 Retractions

Nous avons vu que gi est un appartementete Wy, alorsw s’étend de maniere unique en un homéomorphisme
deAsur lui-méme, puis que 8i: A — Bestunisomorphisme, alogss’étend de maniere unique en un homéomorphisme
de A surB, qu’on note encore. Les rétractions peuvent aussi s'étendie:a

Proposition 6.6.1 Soit A€ A, et c une chambre de A, spit= pc A la rétraction sur A de centre c. Alogss’étend de
maniéere unique en une fonction continude I surA.

Démonstration: _
Soitx € 47, nous savons qu'il existg € A tel que{x} U c c Z. Soit¢ : Z — Afixantc, alorsp; = ¢, il est donc
naturel de poses(x) = ¢(x). Pour que cette définition soit valide, il faut s’assuree giZ’ est un autre appartement
tel que{x} Uc c Z’ etsi¢’ : Z — Afixec, alors¢(x) = ¢’(x).
Soientf € 77 et f’ € 2 des représentants aeAlors p(f) = ¢(f) € Fa etp(f’) = ¢'(f') € Fa, €td(X) = [o(f)]a,
¢’ (X) = [p(f")]a. Il nous faut donc vérifier que(f) ~a o(f’).
Quitte a raccourcirf et f’, il existe un appartementt contenant(f) U 6(f’). Quitte a raccourcir encorg, on peut
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supposer, dang: c c §(f) - 6(f3§. On peut raccourcir maintenafit, pour obtenir que, dang, 6(f") c 6(f)*.

Supposons dans un premier temps qu’aucun miffesépare strictemefitf) des(f’). Soitg = CI(5(f)us(f')).
Alors, en notaniy un isomorphisme dg surY fixants(f), siM est un mur d& séparant strictemestf) etc, yv(M)
ne peut séparer strictement deux pointgdea propositioS permet donc de trouver un apparteiXXeontenant
6(f) U 6(f') U c. LesF-cones engendrés péff) et 5(f’) dansX sont équivalents. Sojt : X — A fixantc, alors
p(6(F)) = x(6(F) etp(6(f") = x(6(f")). Il S'ensuit que les cdnes engendrés p@i(f)) et po(5(f’)) sont équivalents
dansA. Mais ces cdnes sont exactemeftt) etp(f').

Pour traiter le cas général, nous allons construire damse suites(f) = do, ..., 6y = 6(f’) de coeurs qui ne sont
séparés par aucun mur, et qui engendrent des clnesfi, équivalents. La projectiopsry : Y — Yy deY sur la
facadeYy(r) envoieé(fj et 5(f%’) dans deux facettes bien déterminées. Boit go, ..., gk une galerie danéz’ﬁm entre
ces deux facettes. On nofe et f,, les cones engendrés pHif) ets(f’) dansy. D’apr‘eslgb, apres avoir choisi un
systéme de générateuBde W(Y) adapté, on a une partitidn= 1, Li I, ou | est le type dé(f?), I, est 'ensemble
des réflexions dé fixant f* et I, le type des réflexions fixan‘?(. Siz est une cloison d¥;s) de type inclus dank,

M le mur deY correspondant, alotd > 7. Par conséqueni/ ne peut séparei(f) ded(f’), carfy ~y f. Ainsile
type de la galeri€ est inclus dans;.

On définit a présent la suite de coedigssy, ..., 5 et la suite de cones, ..., Ty par récurrence. En plus des conditions
déja citées, on requiert quos(r)(di) < g; lorsquei est pair.

On posesp = 6(f), fo = fv. Ensuite sby, ..., 6; et o, ..., fi sont construits pourun indice pair, soit- la réflexion, dont

la direction fixeé‘(f?) qui releve la réflexion d¥ ) définie par la cloisom; A gi.1. La cloisong; A gi,1 est de type un
éléement dd4, donca € W, & stabilisefy et fixe f}. Soitsle sommet ddj, par hypothese de récurrendeyy fy,
doncfi = s+ fy, etoi(fi)) = oi(s) + J'i(f;) =oi(s) + fy. Soit M; le mur fixé paro, doncf?{L c M;, et soith le projeté
orthogonal dessurM. Alors oi(s) = s+ 2sh etshe M+ c f* = Vect(fy).

On pose alorgi,; ;= h+ f; = fi+ shet fii2 = oi(f)) = fi+ 2sh Ces deux cones sont équivalents.2@Dn pose ensuite
Oiv1 = 6(fiy1) etédiyo = 6(fiz2). Les deux coeurs; et i1 sont projetés dans la méme chambre fermlzéde_Yﬁ(f), ce
qui signifie gqu’aucun mur dont la direction conti&ﬂﬁﬁ ne sépare strictemefitde ;.. Mais comme ces deux coeurs
sont paralleles de directioi(F), un mur dont la direction ne contient p@(ﬂ ne peut de toute facon pas les séparer,
donc aucun mur ne sépare strictem@&nde 6;,;. De mémegi,1 etdi,2 sont projetés dans la méme chambre fermée
0i.4, donc aucun mur ne sépare strictemgnt de d.».

Ainsi 6,1 et di.» Vérifient les conditions requises. On construit ainsi lgites oo, ..., 52« €t fo, ..., fx. Alors 6 est
projeté dans la méme chambre ferngeegued(f’) et fac ~v fy ~y 1, il ne reste donc plus qu’'a posési,1 = fy
etdxi1 = o(f) pour obtenir une suite de conesdé&quivalents allant déy a f,, telle que les coeurs de deux cones
consécutifs ne sont séparés strictement par aucun mur.

Nous avons que dans ces conditions, deux coeurs consamitiles scp dont les images paont des coeurs de cones
de Fa équivalents. Doné(f) et §(f’) ont des scpy ety’ envoyés pap sur des coeurs de cones fg équivalents.
Mais p(y) = é(y) etp(y’) = ¢’(y), on a donc prouvé qug(f) = p(f) ~a ¢’(f’) = p(f’). Ceci prouve que est bien
définie.

Montrons qu’elle est continue. Comneest ouvert dang, et quep est continue, la continuité geest acquise en
tout point deZ. Il s’agit donc de montrer, powr e dA, pourx € p~X({y}) et pourVa(f, U) un voisinage dg dansaA,
quep (Va(f, U)) contient un voisinage de
SoitZ € Atel que{x} Uc € Z, soit¢ : Z — A fixantc. Commef n’est pas réduit & un poiny (€ dA), on peut le
raccourcir pour s'assurer que- S(f) — 5(f§*. Un voisinage déx} dansZ estV(¢~1(f), U), vérifions qu'il est inclus
dansp X (Va(f, U)). Soit B > b(¢~(f)) U {t} ety : B — Z fixantb(¢~1(f)) tels quey(t) € (¢~1(f) + U) n ¢~ 1(f)*, il
faut montrer que(t) € f + U.

Nous savons quec s(¢1(f)) - qﬁ‘l(f);, donc en utilisant la propositi.5, on voit qu'il exdi®’ € A contenant
{tt Ub(¢~1(f)) U c. Soity’ : B' — Z fixant B’ N Z, en particuliery’ fixe b(¢~1(f)) doncy/(t) € ¢~1(f) + U. Ensuite
¢ oy’ fixec, donco(t) =goy/(t) e f +U.
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L'unicité dep découle de sa continuité et de la densit& dans?. O

A présent, nous pouvons nous contenter de notela place de.
Les résultats obtenus pour les rétractiong dgeuvent souvent s’étendre aux rétractions&uvoici ce que devient
la propositiol ('énoncé est un peudtéient de celui sur les rétraction dah<ar il faut prendre en compte la
possibilité quepa(X) = o o pa(X)) :

Proposition 6.6.2 Soit Ac A, ¢; et ¢ deux chambres adjacentes dans A, M le mur les sépardatréflexion selon
M. Soitp1 = pac, €tpz = pac, Soit xe 7, alors :

— Soitp1(X) = p2(X), s0itp2(X) = o 0 p1(X).

= Sip1(X) € D(M, ¢1) alors p1(x) = p2(X).

— Sip1(X) € D(M, c1) et sip1(X) = p2(X), alors il existe un appartement B contenant@ et x.

Démonstration:
Les deux premiers points découlent de la propose4.t1e la continuité dpy, p2 eto.
Pour le troisieme point, on répete quasiment la preuvmqﬁopositionl. Supposops(x) ¢ D(M, ¢p), soit
Z1 € Atel que{x} U ¢y C Z1. Supposons que ¢ Z; et montrons qu’alorpy(x) = o o p1(X). Soites : Zy — Afixant
c1, alorsp1(X) = ¢1(X). Soitd la chambre d&;, voisine dec; le long deg;(M) (en fait,d = ¢7(cy)), d # ¢, puisque
C ¢ Z. Il existe un appartemeiz, contenaniz)zl(cle(M),d) U . Cet appartement contiertdans son adhérence
car il contientqul(D(M,cg)), et il ne contient pas;. Soit¢, : Z» — A fixantc,, on aps(x) = ¢2(x). On a aussi

¢2(d) = c; = o o ¢1(d). Alors ¢, eto o ¢ coincident surZ)(cle(M), d), puis surZ)(cle(M), d) donc enx. O

6.7 Compacié

Pour l'instant, la notatiorf + U est définie pouf un cdne dans un appartementletine partie deiy. On définit
a présent, st est une facette dans un appartem&et siC est une partie dé stable par les parties vectorielles des
éléments de Fiy,(c),
c+C= U¢B(c+5)
Boc
L'union est prise sur tous les appartements contegagttpg est un isomorphisme d& versB fixant ¢ dont le choix
n'importe pas.

Avant de prouver la compacité de vérifions cette conséquence de la proposftion|4.2.7 :

Lemme 6.7.1 Soit A un appartement, et C une partie convexe et ouverte 8eiAE la réunion de toute les facettes
de A qui rencontrent C. Alors pour toute chambre ¢ de E, etpourit y € C, il existe une galerie tendue de c a y qui
reste dans E.

Preuve du lemmeSoientx € C n ¢, alors [x,yfc C. Commec N C est ouvert, on peut supposer quey] ne
rencontre que des chambres et des cloisons (aucune faeattmdnsion inférieure) et qu&y n’est inclus dans au-
cune direction de mur dA. SoitT" une galerie le long deqy], commencant pac, donnée par la propositi.?.
L'adhérence de chaque chambreldeoupe k, y]. Soit e une de ces chambres, §j] rencontre soie soit une de ses
cloisons. Mais si elle rencontre une de ses cloisons, dispps ne peut avoiky ¢ Vect(m) car Vect) est la direc-
tion d’'un mur. Alors [, y] rencontre auss ( [X, y] " mest forcément danx]y[). CommeC est convexe ¥, y[c C et
ee E. O

Il est temps de montrer queest compact

Théoréme 6.7.2Si limmeubleZ est localement fini, alors 'espadeest compact.
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Démonstration: B
Comme nous savons déja gfieest séparé et a base dénombrable d’ouverts, il ne restegp’a montrer qu'il est
séquentiellement compact. SaktJ v une suite dang, trouvons lui une valeur d’adhérence.

Premiere étape
Quitte & remplacefx,) par une sous-suite, il existe AA, f € Fa, c une chambre de A, € une chambre da tels

que(pac(Xn))nar converge versy := [f]a, 6(f) c c+ C et¥n e N, pac(x) € (f) + C.

Commencons par choisty dansAp au hasard, et notong = pa,c,- CommeA, est compact, on peut supposer
que la suite fo(xn))n converge vers une limitg) € Ag. On peut aussi supposer que tousdes,) sont dans une méme

facade deA, c’'est a dire gu'ils ont tous la m(:ame directignSoit fy € yo un représentant dg, alorsg c fo. ON
peut de plus choisify de sorte queo ¢ (fo) — f;. Comme un voisinage dg dansA, est inclus dans(fo)*, on peut
supposer que tous lgg(x,) ont un représentait, inclus dans(fp)*. Mais 5(f3)* est une réunion finie de chambres
fermées, donc il exist€, chambre dei, telle ques(fo) + CTO contient une infinité dey,, on peut supposer qu'il les
contient tous. Bien siir, cela implique gsdo) + Co contient tous lepo(X,).

Pour conclure la premiére étape, il ne reste plus qu'sssiieer qué(fo) m, ce qui, puisqué(fB) C CTO revient

a s'assurer quey coupes(fo) — Co. Pour llinstantcy est inclus seulement daséfo) — 6(f3)*. Soitd une chambre a

distance minimale dey dont 'adhérence coups fo) — Co.

Nous allons maintenant prouver par récurrenceksyre s'il existeA', ¢, €', f’ etd’ dans la méme configuration que
Ag, Co, (fo, fo etd le sont actuellement, avel{c’, d’) = k, alors il existeA, c, f, etC comme requis pour conclure la
premiére étape.

Sik = 0 la conclusion est immédiat&’, ¢/, C’ et f* conviennent.

Sik > 0, soitl" = (¢’ = ¢y, €y, ..., &k = d") une galerie minimale enti@ etd’, et soitM = Vect(cy A ¢;) le premier
mur traversé, soity la symétrie de\’ selonM, notonsog = pa.c €tp1 = pac,-
Sipo(Xn) = p1(Xn) pour une infinité d’'indicen, alors on peut passer a une sous-suite pour supposgsCE= 1(xn)
pour toutn. Alors il suffit de remplacec’ parc; pour pouvoir appliquer I'’hypothése de récurrence.

Par contre, dans I'autre cas, on peut supposepgig) = o o po(Xn) pour toutn € N. Alors la suite dep(x,) ne
vérifie plus du tout les hypothéses demandées, il vaifallmnger d’appartement.

D’apres la propositio.2, cette situation n’est palesgue si pour toun, po(X,) ¢ D(M, c’). De plus, pour
toutn € N, il existe alors une chambmg voisine dec’ et dec;, et un appartement dont I'adhérence contsnt’ et
Xn. Commer est supposé localement fini, il n’y a qu’un nombre fini de cheas voisines & et ac;, on peut donc
remplacer ,)» par une sous-suite pour qu’il existe une chambredjx®isine dec; etc’ telle que pour touh € N, il
existeB, € A tel quec’ U eU {X,} € B.

SoitA” un appartement contenantete, et soitg : A’ — A” fixant A’ N A”. Nécessairemenp(c;) = e. AlorsYn € N,
oare(Xn) = d(po(Xn)). Comme de plus(e, ¢(d)) = k- 1, on peut appliquer I'nypothése de récurrené® ae = ¢(c1),
#(d), ¢(f), etd(C). Ceci conclut la premiére étape.

Seconde étape:
On notep = pa. la rétraction obtenue dans la premiére étape. On moatp€sent que soit la suifen), admet une
valeur d’adhérence dang, soit il existe une galerie tendyéd,)nen dans A issue degd= c et une suitdt,), telle

que pour tout n, pour tout & N, p(x) € dy+C, t, € dy etlimy_ .t = Ye. ONn peut enfin imposer quén € N,
dn N (c+C) # 0.

On notep = pac.
On commence par regarder le casfoi {0}. Dans ce cagf € A, etK = [Jgy, Cest un voisinage dg, dansA,
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il contient donc tous lep(x,) a partir d’'un certain rang. Majs 1(K) est une union finie de chambres fermées, donc
c'est un compact, et la suite),, a une valeur d’adhérence dagns(K) donc dang.

Supposons a présent qlffe;t {0}. Par le Iemm.l, il existe une galerie minimale do, d, ..., d, dec a s(f)
telle quevi € [0, u], d; coupec + C.
On choisit ensuite une demi-droite 5(f§, et on prolongel, ..., d, par une galerie tendue dont I'adhérence contient
[ :=g(f)+ r(propositioW) Veérifions qu’on peut s'assurer gye (c+ C) # 0 pourn > u. NotonsM, 'ensemble
des murs contenahtalors la construction faite dans la prop05|t- 2.7 el gue chaque chambre de la galerie
(dn)n=d, st incluse danf)ycp, D(M, dy). Par ailleurse + C est un convexe, délimité par un nombre fini de ses hy-
perplans d’appui, et ces hyperplans ont pour direction unded. Notons#, 'ensemble des hyperplans d’appui de
¢ + C qui contiennent.
Il suffit de montrer que; N (c+ 6) # 0 pour les chambred contenant un segment idans leur adhérence, car alors
nous pourrons relier deux telles chambres par une galeniectiaque chambre coupe C, et la construction donnée
dans la preuve de la propositi2.7 consiste exacteandé@tinir d’abord les chambres contenant un segmeht de
dans leur adhérence, puis a relier ces chambres par dgtegabndues arbitraires. Sdjtune de ces chambres, soit
]x— &, x+ € un segment déinclus dang;. Les hyperplans d’appui d& sont des murs en nombre fini, et ceux conte-
nantx doivent contenirk — €, x + €[ et sont donc des éléments Ad. Par consequent il existe un voisinagee x tel
queVNuep, DM, dy) C di. De la méme maniere, les hyperplans d’appui €€ qui contiennenk doivent contenir

| carl c ¢+ C. Donc il existe un voisinage dextel queU N Nhery D(H, C) C c+C. Il ne reste plus qu’a verifier que
U NV N Nher D(H, ©) Nivery, DM, dy) est d'intérieur non vide. Notorts = mHeH D(H, ©) Nuem, D(M, dy), nous

savons qué est d'intérieur non vide puisqudy contient un point disongdec+ Cn Nmem, DM, dy). De plus)| c S
etS est convexe. Il ne reste plus qu’a relied x par une droite pour finalement obtenir un point intérielraV N S.

Ceci permet d'obtenir qud, N (c + C) # 0 pour toutn. Veérifions que la galeriedg)nay est tendue. Si ce n'est
pas le cas, c’est qu'ily a un miM qui séparel, de dy et d'une chambre, avecn > u. Mais §(f) € du N (c+C)

etdyndy+1# 0, d'olil ¢ M. En particuliers(f) € M, mais ceci est impossible puisqdg ..., d, est une galerie
minimale dedy a ().
Donc la galeried,)nery Obtenue est bien tendue.

Pour tout € N, soits € INd;. La suite &) tend versy/,,. Donc pour tout, lesp(x,) sontinclus a partir d’'un certain
rangN; danss + 6(6*. Veérifions qu’en fait ils sont dans + C. Soitn > Ni, un représentarg, de p(x,) est inclus
danss + F ol F est une facette vectorielle dont 'adhérence contiéﬁ) etgd. Disonsg, = § + V+ §avecv € F.

—_— T —_— i

On calcule alors g, = (f) + s(f)s + V+ g. Or (f)s e §(f) doncs(f)s +V e F etg, c f) + F. Mais nous

savons d’autre part quéx,) € S(f) + C. Donclf cC, etp(x,) € § + Fcs+C.

Ainsi, pour touti € N, lesp(x,) sont inclus dans +Ca partir d’'un certain rang. En passant a une sous-suiteeon
supposer quen > i, p(x,) € d + C.

Par ailleurs, en déplacant un peu B®on peut obtenir une suitd;Y convergeant verg., et telle quet; € d,. Ceci
conclut la seconde étape.

Troisieme étape
On suppose maintenant q(®e,) n'a pas de valeur d’adhérence dafis Montrons qu'il existe une sous-suite @),
et une galerie tenduE = (G)ien telle que ¢ = dp = ¢, que pour tout ip(c) = d; et que les xpour k > i sont dans

'adhérence d&. +C.
Ici, on notec; + C =G+ ¢.(C) pour un isomorphisme; deA sur un appartemer®; contenant et ¢; qui fixe c.
On remarque que puisque est une chambre, on a en fait+ C = ,oBl (ci + #(C)), et 'adhérence de ceci vaut

pB Q(cI + (C)) (pour vérifier I'inclusion non évidente, utiliser Ien‘&ne- pour inclure un point et dans un
méme appartement).
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On commence par montrer par récurrence que poui tbekistecy, ..., ¢; et une sous-suited() de (x,) satisfaisant
aux conditions demandées.

D'aprés la premiére étape, tous hessont dang~*(c + C). Donccy = ¢ convient bien.

— —

Ensuite, supposor, ..., ¢ construits. Commex, € ¢ + C et Ci coupecy + C, en utilisant la propositio.5, on
trouve un apparteme®, tel quecy U ¢ U {X,} C Bn. Soit¢y, : By, — A fixantcy, commegn(x) = p(Xn) € dis1 + C,

pourn > i + 1, on voit quex, € ¢;1(di1) + C. Or ¢ (dh41) est une chambre adjacente;aet il n’y a qu'un nombre
fini de telles chambres. On peut donc passer a une sousgfiede (X)) pour que tous leg! soient dans un méme

—

e+ C avece une chambre adjacentesadont I'image pap estdi, ;. Il ne reste plus qu'a posey,; = e.

Enfin, on prendy,) la sous-suite dexg) définie pary, = X). Le couple T = (o, C1, ...), (Yn)) Satisfait aux condi-
tions demandées par I'étape 3. Pour ne pas alourdir legions, dans la suite on notexa= y;.

guatrieme étape
SoitZ un appartement contendntsoite : Z — A fixantc, SOitX. = ¢ (Ye.). MoNtrons quex, tend versx..

SoitV(g, U) un voisinage de.,. CommeVa(#(g), U) N ¢(g)* est un voisinage dg.,, il existe un entieN tel que
dn N (#(9) + U) N ()" # 0 ettel quevn > N, p(X,) € Va(é(9), U) N ¢(g)*. Soitn = N, montrons que, € V(g, U).

Commecy coupecy + Cetx, e cy+C, la propositioS indique I'existence d’'un appartetrigtel que{x,} U
Cn U Co C B. Dés lors, on a les égalite®y e, (Xn) = pzc(Xn) = ¢71 0 p(Xn), d'0U pze,(%n) € Vz(g, U) N g*. Mais
commecy coupeb(g) + g*, on peut appliquer la propositi1.2, qui prouve que saappartement ferm& contient
b(g) et xn, et siy : X — Z fixe b(g), alorsy(x,) € Vz(g, U) N g*. Ceci entraine bien qug € V(g, U). O

7 Unicité de la construction

On suppose dans cette partie guanuni de son systeme complet d'appartements, est I'imieealiienu a partir
d’une donnée radicielle valuée discrete comme d'II?appeIons brievement quelques notations.
On choisit un appartemeny, ainsi qu’'un sommet spécial® Ay, qui permet d’identifieg etﬁo ainsi queA% etles
formes dfines surd, s’annulant en 0. Il existe un systeme de raegnéventuellement non réduit, shp, et pour tout
a € ¢, il existel', un sous-groupe discret dB,(+) tel que les murs dég sont lesM(«, k) := {x € Ag | a(X) + k = 0}
poura € ¢ etk € T,.
Un groupeG agit sur?, pour toute € ¢ etk € T, il existe un sous-groupé, x de G qui fixe le demi-appartement
D(a, k) 1= {x € Ag | (X) + k = 0} ainsi que toutes les chambres ayant une cloison dans soieint Poukr € ¢ et
k<leTl,, onalU, c Uy donc laréuniod, := Ukr, Usk €St un groupe. Le groupg, k agit transitivement sur
'ensemble des appartements conterfa@it, k). Le groupeG est engendré par lé, x, poura € ¢ etk € T ainsi que
par un autre sous-groupe ndiéqui fixe Ag.
Ces sous-groupes vérifient les axiomes d’'une donnéeielidicaluée. On suppose de plus I'axiome sur les commu-
tateurs desJ, x vérifié au sens fort : pour tout, 8 € ¢ avecs ¢ R™.«, pour toutk € T, | € T,

[Uaks Ugi] € (Upasgspkeql | P, 0 € N* et pa + 8 € ¢)

Le groupeG est muni de la topologie de la convergence simple/sw'est-a-dire gu’une base de voisinagesde
est I'ensemble des fixateurs de parties bornées. AlorsdtadeG sur I est continue.

Cette situation se retrouve en particulier lorsquest 'immeuble de Bruhat-Tits d’un groupe réductif sur ongs
local non archimédien.
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Nous allons montrer dans ce cas qu’une fois fixée une coifipatibn deAy de la maniere présentée dans la par-
tie E il n'existe en fait qu’une seule maniere de I'étem@n une compactification d& sur laquelleG agit par
homéomorphisme.

Le fixateur dans®y d'un produit d’éléments de divers sous-groupes radidigl est dans certains cas facile a
déterminer :

Proposition 7.1 Soientay, ..., ax € ¢ des racines deux a deux non colinéaires, §ait ..., Us) € Uy, X ... X Ug,. ON
suppose qué); Fixa, (i) contient au moins une chambre. AldtXa, (Us...Ux) = ﬂ};l Fixa, (Ui).

RemarquePour des racines dans un sous-systeme réduit et posifif Ile/pothése "non colinéaires” devient juste
"distinctes”.

Démonstration:
On noteg = u;...ux. Pour chaqug I'ensemble des points fixes deest un demi-appartemefiy délimité par un mur
M; de direction kerd;).
La premiéere inclusion est claire.
Soitx € Ag \ ﬂ!‘zl Di, montrons que n’est pas fixé pag. On remarque pour commencer qu'’il est impossible xjue
soit fixé parg et tous lesy; sauf un.
Soitc une chambre incluse dang O;. Commec est ouvert dansy, on peut choisiy € ctel que K, y] ne rencontre
pas d'intersection de murs. $etait fixé pamg, alors [x, y] le serait aussi. Or le segment {/] sort de(; D; en coupant
un seul mur, disond;. Donc [x, y] contient un point qui est dans(()i.; Di) \ D;j. Donczest fixe par tous les; sauf
uj, ce qui est impossible. O

Rappelons ce résultat (vo72] 7.4.33), exprimant tprequ’un élément dé&, « fixe une grande boule dans
un appartement, alors il fixe une petite boule de méme celams I'immeuble. On notBa(o, r) la boule dans\ de
centreo de rayorr, etBz(o, r) la boule dand'.

Proposition 7.2 Il existe une constantedépendant uniquement geelle que pour tout & Ag, etre R*, sia € ¢ et
k e A, sonttels que R (0, Ar) c D(a, k) et si ue U,, alors u fixe B(o,r).

preuve :
Pourg € ¢, notonsMy le maximum, ddg| sur la sphére unité, et soit= max{'\,\j—; | @, B € ¢}.

Soienta € ¢ etk € T, tels queBa, (0, Ar) € D(a, k).

SoitV le groupe engendré par 1§+, +..+qynpkraali+.+qpls POUIN € N, B1, ..., Bn € @, (11, ..., In) € Tg, X... XTI, et
P, 4, ..., On € N* tels quepa + ;81 +... + OnBn € ¢ et chaqueD(Bi, |;) contiento. Montrons que les éléments ¥dixent
Ba,(0,r). D&ja, poun le vecteur qui maximisé& sur la sphére unité, on@— Arv € D(a, k) d'oul (@ + K)(0) = ArM,.
Soit maintenany = pa + QB + ... + QyBn €t ] = pk+ qil1 + ... + gnln comme dans la définition d€. Alors
v(0) + j = p(a(0) + k) = AarM,,. Ceci entraine que la boul”ﬁ%(o,/IM—:r) estincluse dan®(y, j). Comme/lm_: >1,0n
obtient le résultat voulu.

A présent, soitl € U, x, etd une chambre dé coupantB;(o,r). SoitT" = ¢y, ..., ¢, = d une galerie tendue avec
0 € Co C Ap. Soitp la rétraction suy de centreco. Il existeB, € ¢, 11 € T, etvy € Ug,, tels quevi.c, = p(c1)
et D(B1,11) contientcy donco. Ensuite il existgss € ¢, |2 € Ty, Vo € Ug,), tels quevaviC, = p(C2), et D(B2, 12)
contientcy U p(c;) donc encor®. On obtient finalememgy, ..., Bn, 1, ..., In, V1, ..., Va tels queo(d) = Vy...vov1.d. Notons
V = Vp...V1.
Commep(d) coupeBa,(0,1) € Ba,(0,4r), on aup(d) = p(d) = v.d = uvd. Le fait que chague commutateur
(u,vi) = uvutv ! soit dansv permet de prouver par un calcul classique que)(€ V, et donc quey v)~* fixe v.d.
Alorsv.d = (u, v)vu.d d’ol (u, v)~*v.d = vu.d puisd = u.d. O
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Corollaire 7.3 Soient A et B deux appartements, on suppose qu'il existd 0 B et r > 0 tels que A B contient la
boule B\(o, Ar) ou A est la constante de la proposition. Alors il existe & tel que gA = B, et g fixgd ANB)UBz(o, ).

Démonstration:
Par conjugaison, on peut suppoget Ag. Le groupe engendré par lek, k tels queD(a, k) D Ba(0, Ar) est transitif
sur les appartements conten8afo, Ar) et il fixe B7(o, r) d’apred 7. O

Et voici la proposition annoncée :

Proposition 7.4 Soit7 un espace topologique compact contengytel quer est ouvert dense dads

On suppose que 'adhérence de I'appartement de réferéna@u’on noteA; esthoméomorphe par un homéomorphisme
fixant A. On noteA : a +— & cet homéomorphisme. R

On suppose que l'action de G sur s’étend en une action continue sit Alors il existe un homéomorphisme

x : I — IquiestG-équivariant et qui fixé.

RemarquePar densité déy dansAo, et par densité dé dans7, les applications. : a — & ety sont uniques si
elles existent.

Démonstration: A . _
Si A est un appartement de& on noteraA son adhérence dads Les deux clétures d’appartemertgt A sont alors
homéomorphes, par un unigue homéomorphisme quig@ui/\ o gja, oug € Gest tel queg.A = Ao.

I - T

ga - ga' pourg e G etac Ag.

Il est donc naturel de vouloir définir une fonction de la sorj:
Montrons quey est bien définie : soier, g’ € G eta,a’ € Ap tels quega = g'a’ et montrons quga = g'&’.
En remplacanty par @) 1g, on se rameéne au cas gli= 1. Soientf un représentant dzet f’ un représentant de
a’. Quitte a les réduire, il existé € A contenang(é(f)) U 6(f’). Soientd etd’ des demi-droites incluses daf(d)
et¢(f") de directions incluses darfset f’, de sorte que est 'unique point dang ded \ d eta’ est 'unique point
dansZ ded’ \ d’. Ainsi, o’ etg.d ont le méme point limite dang, qui esta’. CommeZ est homeomorphehpar un
homéomorphisme fixai&t, on en déduit que’ etg.d ont le méme unique point limite dads
Le point limite ded’ dansA, est& et commel est séparé, c’est aussi I'unique point limite dledansi donc en
particulier dang. De méme, I'unique point limite de dans7 esta, donc par continuité dg, le point limite deg.d
dans’, donc dang estg.a. Ceci prouve que’"= g.A.

Doncy est bien définie. C’est une foncti@équivariante qui fixe’, elle induit 'unique homéomorphisme de
sur A pour chaque appartemeit Comme deux points quelconquesBsont toujours inclus dans I'adhérence d’un
méme appartement (Iem5.3), ceci entraineyges injective. Il ne reste plus qu’a montrer guest continue :
elle sera alors fermée par compacitéldet separation dé, et son image sera un fermé fieontenant c'est-a-dire
I lui-méme.

Soitx € 7, _montrons qug est continue er. Le cas ok € I est évident, et paB-équivariance dg, on se raméene
au cas olx € Ao. Au total, on peut supposere 0A.

Soit O un ouvert deI contenaniy(x). Notonsp™ : G X 7 — 7 raction deG sur 7. Par continuité de,"et
parce queex = X € Ao, il existe un voisinage ouvef) de e dansG et un voisinage ouveN de X dans7 tel que
Q.V = p(Qx V) c 0. SoitV = y (V). Alors x € Q.V c y " 1(Q.V) c x 1(O). Il reste & prouver qué.V contient un
voisinage dex dans’.

Soit f € Fa, un représentant de On peut supposer qu@ est le fixateur dang d’une partie bornée, de la forme
Br(o,r), avecr € R** eto € Ag, on peut méme imposere —§(f), ou—45(f) signifie s(f) — 6(f3.

Soit 1 la constante donne par la proposit 7.2. Soignt. I'ensemble des parties d’appartement égales a la
cloture des(f) et d’'une boule de centede rayonr, c’est-a-dire :

{Bilies = {B sous-complexe simplicial d&| 3B € A tqs(f) c B, o € Betp = Cl(Bg(0, Ar) U §(f))}
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Cet ensemble est fini car 'ensemble des sous-complexe$iceuop deBy(o, r) est fini.
On choisit alorgB;}ic; une famille d’appartements tels gdec I, 5; c B;.

Pour tout € I, y induit un homéomorphisme entBp et B. Commex € B.,X(x) = % € Bi. De plusV N B; est un
voisinage dex tlansB;, doncy 1(V N B;) c V est un voisinage de dansB;. Il contient donc un ensemble de la forme
Vi (fi,R), avecR € U et fi € Fa, [fi] = x (Vg (fi, R) est défini er] 6.2]1). Comm#f) c B;, on peut supposer que
§(fi) ¢ 6(f) c A (voir p.1.4). Soity un scp deNig 6(f) tel queBa(o, Ar) ¢ —yj. SOitR = Mg R. AlorsR € U,
ety est un coeur de cdnédfme. Soitg € Fa, le cdne engendré par c’est un scp dé donc [g] = x et Vz(g, R) est
un voisinage dex dansZ. Nous savons que pour tout |, V7(g,R) N B; c V. Montrons queVz(g,R) c Q.V, cela
conclura la preuve.

Soitt € V7(9,R), il suffit de montrer qu'il existdr € Q eti € | tel queh.t € Vi (fi, R) .
D'apres la proposmor- 3,1l eX|ste un appartemgntontenanto(g) et un representar’rt € ¥z det, tel que
7 C (¢2(9) + R) N ¢2(g)*, oligz : A — Z est un isomorphisme fixa(g). Quitte & réduirer, on peut supposer

§(7) inclus dans un des quartiers de la forb{g) + C avecC une chambre dé;(y)*. Commeo a &té choisi dans
—6(f), il est dans—y, donc aucun mur d&g dont la direction contienj ne sépare strictemeatetb(g). La proposition
permet de conclure a I'existence d’'un apparterfemntenanto} U b(g) U 6(r).

Ensuite, la propositio.6 prouve qu’il existe un appaentX contenant-y;, U y. En particulierX n A contient
oety,donco+y =0+ 6(f3, ce qui contiend(f). De plus, nous avons suppdBg(0, Ar) C —y,, ce qui entraine que
By(o, A1) c -y, c YN X

Soiti € | tel queB; N X > Bx(0o, Ar) U §(f). Par le coroIIalr.S il existh € G tel queh.Y = Bj, hfixe Y N B; et
Br(o,r). En particulierh € Q.

Enfin, sigy : Ag — Y est un isomorphisme fixabtg), alorsh.6(r) ¢ h.((¢v(g) + R) N ¢v(9)*) = (gi + R) Ng', oug; est
le cone engendré pardansB;. Commeg; ¢ fi etRC R;, onobtienh.5(z) c (fi+R)Nf7, d'ouhte Vi (fi,R) c V.0

Ce résultat prouve que les compactifications/dééfinies par A. Werner dan07] sont identiques a celle
présentée ici pour les décompositions en chriedécrites erf 2]5. Enfiet, nous avons déja vu que la décomposition
%(p) définie dans?] était eégalef@, et nous avons défini la compactification Aga partir deF” exactement
de la méme maniére que daps [Wer07].

En particulier, les compactifications de [Lah96] Bt [GRO6]nident avec celle présentée ici poir = 79 la
décomposition en cones de Weyl vectoriels.

8 Description del

Dans cette partie, on vérifie principalement une progriitendue dé, & savoir que son bord est réunion d'im-
meubles fines, dont les groupes de Coxeter sont des sous-groupes deeCaa\V.

8.1 T estune eunion d'immeubles

Lemme 8.1.1 Soient AB € A, soient X AN B, y€ A. Siy est dans la méme facetteAlgue x alors ye BN A et X
ety sont dans la méme facette®le

Notons a cette facette, elle est donc incluse d&nsB. Il existe un isomorphismg: A — B dont le prolongement a
A dansB envoie la facade de A contenant x sur la facade de B contenet fixe a.

Enfin, si fe Fa, f’ € 75 sont tels que x [f]a = [f']s, alorsg(f) = .

Preuve du lemmeSi x ety dans une méme facette de cela signifie qu'il existef, g € Fa tels quex = [f] et
y = [g], avec f= g et tels qu’aucun mur dont la direction contiehnhe sépare au sens larfede g. C’est-a-dire
gu’aucun mur dont la direction contiefine sépard deg ni ne contient I'un sans contenir l'autre.
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D'autre partx € B donc il existef’ € F5 tel quex = [f'].

On choisit un apparteme#tcontenant, quitte a les raccourdi(f) ets(f’). Nous allons montrer quge ANZ,
c’est-a-dire qu'il existe un scp dgdont le coeur est inclus daks Z. |l suffit de montrer qugn CI(6(f)) # 0. (Pour
une compactification polygonale classique o 7, c’est automatique.)

On décompos@& en somme orthogonale de trois sous-espaces commsé.s.Vect(é(f)) o Eo f*, oUE est
le supplémentaire orthogonal de V@Qn‘@) dans Vect(j. Notonspg la projection orthogonale siit, alors pE(F) est
un cbne convexe qui engendfeet qui est stable par son groupe de Coxeter. Correst essentiel, ceci implique que
pe(f) = E.

Il existe donc un point € g tel quepg(v) = pe(s(f)). En rajoutant & un élément assez grand 6{63, on peut aussi
s'assurer que € f,. Verifions quev € CI(6(f)). Supposons qu'un muvl = a~1({0}) sépare strictementet §(f).
Disons quex(s(f)) > 0 eta(v) < 0. Alors @(s(f}) > 0 eta@(S(f)v) < 0. Mais comme(f)v € f*, ceci implique
&(6(?)) =0, c’est—a—direﬁ(F) c M. Mais nous savons qu’un tel mur soit conti€hsoit contientf™. Le premier cas
est impossible car il impliqu€c M et nous avons supposé qu'aucun mur dont la direction aurfiine sépard et
g. Quand au second cas, il implique géie’annule sur Vec(f)) ® f*. Mais commepg(v) = pe(s(f)), il est alors
impossible queM séparers et 5(f).

Ainsi, v+ f estun scp de et son coeur est inclus dans &If) donc dansA N Z. Ceci prouve qug € AN Z. En
choisissant un isomorphisrge : A — Z qui fixe 5(f), et donas(v + F), on vérifie quex ety sont dans la méme facette
deZ. Alors comme précédemment, on peut trouver ungsae ¢ (v + f3 dont le coeur est dans G((f")) donc dans
Z N B. On obtient alors qug € B et x ety sont dans la méme facette Be
Il ne reste plus qu’a choisir un isomorphisghe: Z — Bfixants(f’), et donas(q'), et & posep = ¢, o ¢1 pour obtenir
un isomorphisme dé sur B dont le prolongement A fixe x. Il est immédiat que?(F) =f = g, donce(Ar) = Ag.
La définition deg est indépendante dg et les raisonnements que nous venonfedtuer prouvent quég fixe toute
la facette deA contenank. O

RemarqueCommeA et B sont fermésA N B contient en fait. Et commaep est continu, il fixea.

LorsqueA N B = 0, mais queA contient un cond, B un conef’ avecf / f’, on peut quand méme, comme dans
la preuve précédente, en passant par un appartetwemtenant un scp d¥f) et un scp dé(f’), prouver qu'il existe
un isomorphisme dA sur B qui induit un isomorphisme ent; et B¢,. Ceci prouve le

Lemme 8.1.2 Soient A et B deux appartementse 7, f' € Fg tels que f// . Alors il existe un isomorphisme
¢ : A = B induisant un isomorphisme de Aur B, tel queq?(f) =f.

O
On définit 'ensemble des facettes fi&omme étant la réunion des ensembles de facettes de chpgarement
compactifie. Le lemme montre que deux facettes sont digipiou égales, et que si un appartement contient un point
d’'une facette, alors il contient toute la facette, et soréagihce.
Comme un immeublé] vérifie les assertions suivantes :

Proposition8.1.3 - 7 = Uacn A
— Pour deux facettes a et b, il exisdecontenant les deux.

— SiANB contient deux facettes a et b, alors il existe un "isomospie d'appartements compactifiés” ASB
fixanta et b.

Mais bien sir, le#\ ne sont pas des complexes de Coxeter.

Démonstration:
Le premier point vient directement de la définition fleLe second est conséquence du lenjme6.5.3 et du fait que
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lorsqu’un appartement compactifié contient un point d'faeette, alors il contient toute cette facette.

Prouvons le troisieme point. En remplacargtb un point inclus dana et un point inclus danis, on se ramene au
cas ota etb sont deux points.
Soit fa € Fa un représentant dedansA, etgs € s un représentant dedansB. Soientd, une demi-droite incluse
dans l'intérieur de5(fa) dans Af(6(fa)), etd, une demi-droite incluse dans l'intérieur d@gg) dans AT(5(gy)). En
choisissant des galeries, dahet B, le long de ces demi-droites (proposit.2.7), puis evisibsant un apparte-
ment contenant des sous-galeries de ces galeries, ontalni@ppartemer dont I'intersection aveé contient un
scp des(fa) et au moins une chambre disarps L'intersection deZ avecB contient un scp dé(gg) et une chambre
cg. Quitte a réduirefa etgg, on suppos& > 6(fa) U 6(gs)-
A présent, soiy; : B — Z un isomorphisme fixar N Z. Alors ¢ est la restriction & de la rétractiopzc,. Lorsqu’on
étendg; et pzc, par continuité 8B et7, on obtientozc,(a) = aetpze,(b) = bcaraub c Z, dou¢i(a) = aet
¢1(b) = b. o
De la méme maniére il existe : Z — Aqui fixea U b, alorse; o ¢; convient. O

Définition 8.1.4 Soit F € ¥7, on notelr = {[G] | G € I, G // F}. On appelleraZ¢ la facade de I'immeublg de
type F.

Bien sr,7r ne dépend que de la classe de parallélismie,dd méme que de la classe de parallélismé&(&. Si
A est un appartement contena(lE), si f € F est le cdne engendré p&(F), on notera indieremment’r, 7, ou
meémeJ 5.

Proposition 8.1.5 Pour tout Fe 7, 7¢ est un immeubleffine. Ses appartements sont lespbur tous les apparte-
ments A contenant un cone f tel gug F.

Démonstration:
ChaqueAs est un complexe de Coxetefiae, et la réunion de ces complexes de Coxeter esthieSi A et B sont
deux appartements contenant des cohes g tels quef / F / §, alorss(f) / &(g), et le Iemm2 prouve
I'existence d’'un isomorphisme entfe et By. Ainsi, tous les (présumés) appartementd gesont isomorphes.
Soienta etb deux facettes dér. Par la propositio.3, il existe un appartemétel queau b c A. Alorsa et
b sontinclus dans des facadesAl@lisonsa c Ag etb c Ay, avecg, h € Fa. On peut choisig représentant un élement
deaethreprésentantun élémenthledlorsg // F // h, d'ouAg = A, = Ar estun appartement dg qui contienaub.

Enfin, soientA: et Br deux (présumeés) appartements/ge supposons quér N Br contienne deux facettesetb,
et cherchons un isomorphismeAe surBg fixantaub. Par la propositi0.3, il existe: A — B un isomorphisme
d’appartements compactifiés fixant) b. Alors ¢ induit I'ilsomorphisme cherché entfg et B . O

Si A est un appartement contenant un crtel quef / F, alors f est unigue (car le parallélisme est une relation
d’équivalence : sg est un autre cone avec/ F, alorsf // g). Ceci autorise la

Deéfinition 8.1.6 Si A est un appartement contenant un cone f teIfMeF, on note A = As.
La projection de A sur Asera notée pr Ou paf, OU juste @, pr, Pr selon le niveau de précision requis.

Donc en résumé, il y a trois notations pour le méme objet,:A; etA..

Remarquel'immeuble 7¢ n'est pas forcément essentiel. Par exemplé([) est contenu dans une chambre de
Weyl vectorielle, alord ¢ est un seul appartement, sans mur (voir la remarq 3.3.8)

Maintenant qu’on sait que les fagades sont des immeubigseat montrer d’'autres résultats dans la méme veine,
par exemple :

Proposition 8.1.7 Soit F € ¥, soient AB € A deux appartements contenant des cones parallesa Alors il
existe un isomorphismg: A — B qui fixe A N Be.
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Démonstration: _
Soit x une facette de dimension maximale Ae N Bs. Il existe¢ : A — B fixant x et envoyantAr sur Bg, par le

Iemmel. Notongr : Ar — B lisomorphisme d’appartements de induit par¢. Commegy fixe une facette
de dimension maximale d&: N B, il fixe nécessairemert: N Bg (proposition[4.1.70). D’ou le résultat. O

8.2 Bord d'une facade

On vérifie ici que chaque fagade peut étre compactifiée tout comme nous avons compacgtiééque le résultat
est homéomorphe a une réunion que nous préciseronfjsleyrs facades dg.
On fixe a présent un coriee ¥7.

8.2.1 Compactification del ¢

Choisisson#\ un appartement contenafi{f), soitp = par la projectionA — Ag. Soitf = F N A, alorsAg = As
est un complexe de Coxetefiae et le groupe vectoriel associé est isomorphe via la gtiojep a Fixw(,g)(ﬁ.

On poseF* = {p(@) |G F etf cgh.

Lemme 8.2.1 Soitg € ¥ dont f est une face, c'est-a-dirEc g. Alorsg est stable paf, c’est-a-direg + f c g.

RemarqueEn fait,§ + f = g carg est ouvert dans Ved) et O¢ f.

Preuve du lemmeC’est immédiat si on fixe une descriptionget de sa facd en termes d’équations et d’'inéquations
linéaires comme ep 3.4, mais voici une preuve éléementair

Soitxe Jetve f. Commeg est ouvert dans Ved], il exister > 0 tel que la bould(x, r) dans Vectg) soit incluse
dangj. Ensuitev € édonc il existee € Vect(q), de norme inférieure@atel quev+e € §. Alors x+v = (x—€)+(v+e) € §.

O

Proposition 8.2.2 L'ensembler ™ vérifie les conditions requises pour définLr une compaetifon deZr. De plus,
I'application g — pP(g) est une bijection entre 'ensemble des conegdryantf comme face et .

Démonstration:
On commence par les points évidentg" est fini, il contient{0} = [3(13), et il est stable par le groupe de Weyl

W(AE) = Fixyyz(f).

Montrons queAs = [Jgrr §. Comme le terme de droite est stable par homothétiesfiit sle montrer qu'il

contient un voisinage de 0. Par conséquent,fiitsde montrer que, dans, | J{J | fc a} contient un voisinage d'un
point def. Soitx € f. Sig € F est un cdne ne contenant pislans son adhérence, alors¢ § (cardg est une
réunion disjointe de cones dany. Il existe dondJg4 un voisinage dex dansA qui ne coupe pag. Commef est fini,

le nombre dedlq ainsi définis poug variant parmi les cones dofitn’est pas une face est fini, et leur intersection est
un voisinage de inclus dansU@Itq 3 d. Nous avons prouvé qu& = (Jgerr G-

Montrons que cette union est disjointe. Su(d) et ﬁ(ﬁ) deux élements dg*, oug, h € 7 sont des cones ayath
comme face. Supposons g N ﬁ(ﬁ) contient un point, &crivons ce point sous la forp{&) avecx € A. Alors il
existev, w e Vect(f) tels quex+Vv € getx+w € h. Mais il existevy, Vo, Wy, W € f tels quev = v, — v, etw = Wy — Ws.
Alors le pointx + vy + Wy = X+ V+ Vo + Wy = X+ W+ W, + Vi est dangin ﬁ, d’'apres le lemme. Ceci entraine que
g = R, doncp(g) = A(R).

Ceci montre eégalement que I'applicatigm- p(Q) est bijective.
Le petit raisonnement qu’on vient de faire fonctionne adssis le cas de coneffiaes, il donne le résultat suivant,
gu’on note pour utilisation ultérieure ;
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Lemme 8.2.3 Soit h g € Fa deux conesfines tels qud’ borded eth. Si gth) N p(g) # 0, alors hn g # 0.

d

Passons a la description des cones a l'aide d’un systigeations et d'inéquations. S@te F ayantf comme
o < s § 7020 11l
Lesay pourk € J U K définissent des formes linéaires #r Veérifions quep(g) = {@j >0, axk=0, je J keK].
L'inclusion "c” est claire. Réciproquement, un point de I'ensemble dé@est de la formgi(x) avecx € A aj(x) >0
pourj € J etak(X) = 0 pourk € K, et nous voulons montrer qu'il existee Vect(f3 tel quex + v € §. On s’apercoit
gu’il suffit de choisirv € f assez grand.
Nous avons donc obtenu une descriptiorgf@ en systeme d’équations et d’'inéquations linéairesroe requis.

Passons aux deux conditions portant sur les faces d’un céne
Soit p(g) € FF, vérifions que son bord est la reunion d’autres coneg deSoit B(x) € 9p(g), soit p(h) € FF le cone
contenanfi(x). Nous allons montrer qtﬁec 0d. On choisitx pour quex € h. Pour tout € N, il existe un point de
p(g) a distance inférieure ﬁ\de B(x). Cela signifie qu'il existe;, € A, v, € Vect(f3 tels quex+ v, + &, € g etllenl| < %
On décompose, = V: — 2 avecv?, V2 € f, onimpose en outre quiec+ V|| > 1. Alorsx + Vi e hetx + V! + &, € §.

La suite %ﬁ”)n aune valeur d'adhérengea priori dandh. Mais en fait, cette suite reste daasf’, etx + f = x+f c h

parle Iemml appliqu’ef?aet a ses faces. Dorycs h. La suite w)n aussi admef comme valeur d'adhérence,

[+l
car||x+ Vi > 1 ete, — 0. Doncy € gn h. Commeh # g, h est une face dg: h c 4g. Dot p(h) c PAY) < P(G).
Mais commep(h) N P(g) = 0, on arrive ap(h) c dp(g).
Ainsi, 0p(g) est une réunion d'autres coneswE.
Enfin, il reste & montrer qug(h) = Vect((R)) N p(g), et nous savons que= Vect(h) N g. Par conséquent, il §it de
montrer quad(h) = p(h) et p(g) = P(g). Les deux égalités, poliretd sont similaires, on ne traite que celle concernant
g. L'inclusion > vient de la continuité dg. Pour I'autre inclusion, il sffit de montrer qu@(é) est fermé, ce qui revient
a montrer qu@ + Vect(f3 est fermé. On reprend l€s; }ic;juk COMme au paragraphe précédent, on vérifie alors que
g+ Vect(f) = {aj >, ax = 0, j € J, k € K}, C’est bien fermé. O

L'avant dernier paragraphe de la preuve prouvait en fait :
Lemme 8.2.4Sig, h € ¥ sont bordés paf et si p(h) est une face dg(g), alorsh est une face dg.

Nous pouvons donc compactifie a I'aide de la decompositioi™ en cones de I'appartemeAt. On note
provisoiremenf ¢ I'espace obtenu, $ est un appartement dg, on noteBr sa compactification.
Veérifions rapidement quér ne dépend pas du choix de I'appartemé&nt

Proposition 8.2.5 Soit B un appartement dé€ ¢, soit g le cdne de B engendré par un coeur par_all‘eli(Fa), soit

Pe = Psr | B — B la projection. Alors I'ensemble des cones vectoriels deg&{p(h) | h € 7 etg c hy.
Démonstration: L

Par définition, ceci est vrai po = A. PourB quelconque, I'ensemble des cdnes vectorielé’,dest{q?(k) ke FF)

ol ¢ : A — B est un isomorphisme de complexes de Coxeter dont le chanpwite pas.

Commef / g, il existe¢ : A = Btel que&(f) = g (lemme[8.1P). Alors induit un isomorphisme entréy
et By, on peut choisirp comme étant égal & cet isomorphisme. On a aforspa = ps © &, et on vérifie que

{#(K) | Ke FFy = {pa(R) | g c A} O

Pour finir, étudions le lien entre le coeur d’'un c@e ¥ bordé parfﬁet le coeur dgg(g) € 7 :
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Proposition 8.2.6 Soitg € ¥ un cdne bordé paff soit B= un appartement d&€g. Alors

— P(6(9)) < 6(Pe(d))
- Pe(d") = Pe(9)”
— Sige g est de directiorg, alors ps(b(g)) c b(ps(g)).

Démonstration: ;
Notonsp = pg et fixonsf € Fg tel quef // f.
Soit x € 6(g), montrons quep(x) € &(p(g)). Il faut donc montrer quex est fixé par Sta‘p(gp)(ﬁ(g)). Soitw €
Stap,\,(gp)(ﬁg(g)), on identifiew a un élément de F@,Q;(g)(F), ce qui assure déja que(d) est encore bordé pafﬁ

Et commep(g) = w(p(g)) = p(w(@)), on obtient par la deuxieme partie de la proposiquew(g‘) =¢. Alors
w(x) = x par définition des(g), et donow(p(x)) = p(X).

Passons au second point. Siest une facette de Weyl dafsdont I'adhérence contier(d), alors p(5(g))

p(C) c p(C). NotonsCr la facette de Weyl d&g qui contientp(C), nous venons de prouver que son adhérence
contientp(6(g)), elle contient donc toute la facette de Weyl conteri(i(g)), et cette facette contiea{p(g)) par le
premier point. Don€r ¢ PG)* et P(C) c P(g)*. Ce qui prouved(d) c p(g)*.

Montrons I'autre inclusion : soffr une facette de Weyl dér dont 'adhérence contied(p(q)). Soient{a;}iciuy des
racines dd§p, identifiees a des racines @es’annulant surf, telles que(fp ={xe I§F | @i(X) = O etaj(x) > 0, Vie

I, j € J}. Alors g-1(Cr) contients(d) et pX(Cr) = {x € B | ai(X) = O etej(x) > 0, Vi e I, j € J}. Il existe une
facetteC de B incluse dang~1(Cr), de dimension maximale, et dont 'adhérence contig) U 5(f) (proposition
B-3.3, point 9). Alor<C contient un coné; inclus dansf, tel que Vect) = Vect(f). Il existe des racinelen ke« telles
queC = {x € B| ai(X) = Oetaj(x) > 0, Vi e I, j € JuK}. On ne rajoute aucune condition du type= 0 carC
est choisi de dimension maximale. S’il exigte K tel queak(fj = 0, alors kerg) induit un mur deBg, qui ne peut
couperCe. Doncaw(Cr) > 0, puisax(pX(Cr)) > 0, ce qui signifie que la conditian, > 0 est inutile pour défini€.
On peut donc supposer que pour tew K, a/k(f_§ # {0}. Alors, pour toutk € K, il existevg € f, tel gqueax(vk) # O.

Commev € ﬂ cC ona automatiquemeni(vk) > 0 etay(vk) > 0 pour toutl € k. En sommant tous ceg, on
obtientw e f tel que pour touk € K, ax(w) > 0. Alors pour toutx € p-2(Cr), il existed € R* tel quex + Aw € C, et

ceci prouve qugs(C) = Cr. Commes(g) c C, on aC c g+, doncCr c p(g").

Enfin, pour le dernier point, il faut montrer queéb(g)) est dans chaque demi-appartemenBdecontenant un
voisinage des(p(g)) dansp(g). NotonsDg, (M, +) un tel demi-appartemeri] est un mur dé3g, identifié & un mur de
B dont la direction contienf. SoitO ouvert deBr tel queONg c Dg, (M, +), alorsp™(0)ng c pX(O) N p(p(g)) =
p1(ONng) c p~Y(De.(M, +)). Ainsi p~1(Dg. (M, +)) est un demi-appartement 8contenant le voisinage (0) N g
de 5(g) dansg. Ceci entraine quie(g) ¢ p~X(Dg, (M, +)), donc quep(b(g)) € Dg. (M, +). O

Linclusion réciproque du premier point n’est en gém@as vraie, mais c’est presque tout comme, car le fait que
p((9)) < 6(p(g)) impliqgue quep(s(g)) est inclus dans la méme facette de Weyl que celle conteégf)). En terme
de cdnesflines, on obtient le

Corollaire 8.2.7 Soit B- un appartement ddg, soit g € g un cdne bordé par un cone parallele a f. Alors
Cl(ps(6(9))) = Cl((ps(9)))-

On ne peut pas dire directement la méme chose pour les loasb) est définie comme l'intersection deavec
des demi-appartements fermés. Il se pourrait donc a mpimp(b(g)) soit inclus dans un bord de la facette de Weyl
contenanb(p(g)). Mais ce n’est pas le cas. Effe, siM est un mur contenang(b(g)), alors le mur correspondant
contientb(g) et doncg, d’ou finalemenb(p(g)) ¢ M. On peut donc énoncer le

Corollaire 8.2.8 Soit B- un appartement d€ ¢, soit g€ ¥ bordé par un cone parallele & f. Alors @ig(b(g))) =
Cl(b(ps(9)))-
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8.2.2 _7; comme réunion de facades dg

On montre ici quﬁ est homéomorphe a la réunion fie et d’autres facades de
On pose :

BF)={GeFr|IAe A F e€Fr, G unscpdeStqF’ / F, (F)USG) c AetANF c ANG'}

On dira queB(F) est 'ensemble des cones déordés paF.

Proposition 8.2.9 L'espace topologiquﬁ est homéomorphe a la réunion d&s pour G € B(F).
L’homéomorphisme est donné par :
Ir = Ugesr Lo
glas = [Gala
Un point[g]a. d'un appartement compactiffé est envoyé sur le point de égal [g.], ol g est un relevé de g
dans A, c'est a dire ge Fa, pa(ga) = g etf C Ga.
De plus,y fixe I'g.

X-

Démonstration:
x est bien défini :
Pour commencer, soffr un appartement d€g, soientg eth deux cones équivalents dafs, soientg,, h, € Fa des
relevés, montrons qug ~a ha. On a égalité des directiong3(dz) = § = h = P(Ra), doncga = ha par la deuxieme
assertion de la propositign 8.2.2.¢0 h # 0 donc le lemm¢ 8.2.3 s’applique N ha # 0. Doncga ~ ha.

Passons au cas général ; so# f; soientAs et Br deux appartements d&-, soitg € ¥, eth € g, tels que
X = [dlac = [h]g.. Soientg, € Fa ethy € Fg des relevés. Alord,, hy} € B(F)

Il existe fa € Fa et f, € Fa tels ques(fa) / 6(F) // 6(fv), fa € Gar fo € o, S(fa) = S(0a), et s(fy) = S(hy). D’aprés
la propositio3, point 9, il existe une facette de daakt c A et une autré c B telles ques(g,) U 6(f3) c k et
6(hy) US(fp) c |. On choisitk etl minimales. SoiZ € A contenant un scp deet un scp dé, montrons qué contient
alors le coeur d’'un scp dg et le coeur d'un scp dey,.

Il'y a deux possibilités : soif( ;) c 6(da) et alorsk est la facette de Weyl contenaigs) et doncs(da) < ga N K, soit

§(f2) est disjoint de5(dz), alorsk est la plus petite facette fermée contenant Cefyf U §(d)), alors b, vic ga N K

pour n'importe quel € 6(g,) etv € 6(12). Dans tous les ca&,N Ja # 0. Donc tout scp dé& contient un point deda,

alorst+6(g) c kparle Iemml. Ceci prouve gAe Z contient le coeur d'un scp dg. De mémeBn Z contient
le coeur d’un scp dhby,. Notonsg, eth;, les cones engendrés par ces coeurs, ginsy G, et h, ~7 hy.

CommeZ contient également un cdne parallelé,ail contient un céne parallele & et fournit donc un apparte-
mentZg de 7. Nous voulons montrer qus, ~ hy, et pour cela il sffit de montrer que, ~z h,. En raison du cas
particulier traité au début de la preuve, ifBude prouver quez(g,) ~z. pz(hy). Ce sera fait si nous prouvons que
8 = Pa(Ga) ~7. Pz(0y) eth = pe(fb) ~7. Pz(,). Bien sir les deux égalités sont similaires, vérifiprsse la premiére.
Quitte & remplaceg, par le scp engendré péfg;), etg par la projection suAr du cbne obtenu, on peut supposer
kc AnZ, 6(ga) = 6(97) et pa(ga) = 9. LintersectionA N Z est fermée, donc contiekt Or k contientpa(k N A) car

5(f;) c kdonckn A est stable par addition avé(:f;). DoncAr N Zr D Cl(pa(6(ga)))- Et, d’'apres le corollair.?,
AeNZe 5 0(palGa)) =0(9).

On peut maintenant choisif : A — Z un "isomorphisme d’appartements compactifies” qui f¢en Zg. Alors
#(9) = ¢ o pa(da) = Pz © ¢(0a) = pz(gz). Ainsi, pz(g,) est I'image deg par un isomorphisme d’appartements qui fixe
§(g), doncpz(gy) etg ont le méme coeur, et dorc="pz(a,).

Ceci acheve de prouver gueest bien définie.

Prenons note de ce résultat, que nous avons montré agpassal resservira :
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Lemme 8.2.10Soient F,G,H € 7 tels que Ge B(F) et H € B(F’). Alors il existe un appartement Z, il existe
Oz 2, ), hy € F7 tels qued; et h, sont des scp de G et H, et f’ sont parallelesa F etF f,cg,etf, c h,.

De plus, si A est un appartement @iecontenant(G) et un cone parallele &(F), sig. = AN G, alors pa(0a) ~Ir
pz(9y). Et similairement pour H et £

RemarqueEn appliquant ce lemme au cas®Bfi= H etG ~ H, on vérifie que stz € B(F) etH ~ G, alorsH € B(F).

x est surjective Soitx € Ugeg(r) £c- Il existe un appartemertet un coneg € ¥ tel quex = [g]a et F borded:
Alors pa(g) € Fa. etx = x([Pa(9)]ac)-

x est injective :Soientx,y € IF, X = [dla, Y = [h]s., et supposons quex) = x(Y). Soientga € Fa, hy € Fs
des relevés, alorg,™~ hp. Quitte a raccourcig, eth,, on peut supposer grace au Iem-2 10 qu'il exdste A,
Oz hy, f; € F7 tels queg; ~ Ba, h, ~ hy et f, /| F. Alors g, ~z h;, c’est-a-dire que; N h, contient un scp dg;, et de
h,. Alors I'i image parpz de ce scp est un scp ge(g,) et depz(hy), doncpz(gz) ~z- Ppz(hz). Mais le lemme fiirme
en outre qug = pPa(0a) ~7r pz(9,) et similairement pouh. Ceci implique que ™ ~TIe hdoncx =y.

X est continue Soitx = [g]a. un point d’un appartement compactifié de 7¢. Fixons un relevig, € Fa deg et
un ouvertU € U de sorte qu&/ := V7(8a, U) N (Ucegry) L c) est un voisinage dg(x), et les voisinages obtenus de
la sorte forment une base de voisinageg (9. Montrons que, (V) contient un voisinage de, précisément, nous
allons montrer qué/r, (g, B(U)) c x1(V). Soit f € Fa un cone tel qud / F
Soitt € V. (g, p(U)), soitH € F7 un représentant deAlors H est bordé paF donc d’apres la proposm- 2, il

existeB € A contenanb(ga) + 6(5 et un scp dé(H), on peut suppose(H) lui-méme. L'intersectiorh N B contient
alorsp(b(ga)) et donch(g) par le corollalr-8 Soit : B — A induisant un isomorphismBes — Ag fixant b(g).

Alors ¢(t) € V), (g, B(U)) (voir B.2.3). On a o 4(t) = ¢ o x(t), il reste donc & vérifier que(¢(t)) € V),(Ga, U).
Soith € Ag un représentant di(t) inclus dansg + ﬁA(U)) ng-. CommepA(ga +U) =g+ p(U), il existese g, + U

tel quepa(s) = s(g). Mais alorss € p~(g*), donc d’apres la propositi D .6, il existe f'tel ques+ Ve g;. Alors
S+ Ve (ga+ U)Ng; Onchoisit le relevin, deh dont le sommet est+ ¥, doncha S+V+hac (ga+U)Ng;, car
ha est dans le bord dg, (lemme8.2}4). Ceci prouve quéé(t)) € V}(da, U), doncy est continue.

y est fermeear T est compact ef est sépare.

x fixeIr: Soitx € I, soit A un appartement contenaxtsoit f € ¥4 un représentant de on af y f.Ona
X = [{x}]a. et unrelevé déx} dansAestf. Doncy(x) = [f]a = x. O

Ainsi,/y(:f;) est compact, donc fermé daiis De plus,7¢ est dense dank, doncy(f¢) = I est dense dans
x(Z¢).D'oule
Corollaire 8.2.11 L'adhérence dd ¢ dans’ estX(fE) = UgesF) L6-

On peut donc identifier, au moyen gela compactificatioﬁ de7¢ ala cléture defr dans’.
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