N

N
N

HAL

open science

Grobner base of the alternated galoisian ideal
Annick Valibouze

» To cite this version:

Annick Valibouze. Grobner base of the alternated galoisian ideal. Journal of Symbolic Computation,

2011, 46 (4), pp.396-405. 10.1016/j.jsc.2010.10.013 . hal-00363254v?2

HAL Id: hal-00363254
https://hal.science /hal-00363254v2
Submitted on 23 Feb 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-00363254v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Dépot HAL le 20 Février 2009
Equipe APR- Laboratoire LIP6 - UPMC
corrections de coquilles : 21/02/09

BASE DE GROBNER DE L’IDEAL GALOISIEN DU GROUPE
ALTERNE

ANNICK VALIBOUZE

1. INTRODUCTION

Cet article propose une méthode algébrique efficace et simple pour obtenir une base de
Grébner engendrant I'idéal galoisien des relations alternées d’un polynéme univarié sépara-
ble de groupe de Galois pair. Dés que le degré du polyndme s’éléve, les méthodes algébriques
utilisées pour les autres groupes que le groupe alterné deviennent impraticables (voir Para-
graphe 6.2). En revanche, dans le cas du polynéme non séparable 2™, nous disposons d’une
formule pour l'idéal alors appelé idéal de Hilbert du groupe alterné (voir [8]).

Nous fixons un polyndéme univarié f unitaire, de degré n, sans racine multiple et a coeffi-

cients dans un corps k. Nous posons a = (aj,as,...,a,), un n-uplet formé des n racines
distinctes de f. Nous fixons zy,...,x, des variables algébriquement indépendantes sur
k.

2. LE GROUPE DE GALOIS ET L'IDEAL DES RELATIONS

L’ensemble
M= {r € k[z1,...,2,) | r(a) =0}

s’appelle I'idéal des a-relations. C’est un idéal maximal, noyau du morphisme d’évaluation
entre k[xy,...,x,] et le corps k(ai,...,a,) des racines de f qui a z; associe a;. Le corps
k(ay,...,a,) est donc isomorphe & k[z1,...,z,]/9M.
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Le groupe symétrique S,, de degré n agit naturellement sur k[xi,...,z,] par permuta-
tion sur les indices : pour s € S, et p € k[z1,...,x,], cette action est notée s.p. Soit
L un sous-ensemble de S, la notation L.p désigne 'orbite de p sous l'action de L. Soit
E € k[z1,...,zy], la notation s.E désigne I'ensemble des s.e ol e parcourt E.

Le groupe de Galois G de a sur k est le groupe laissant globalement 9 invariant :
G={se€S,|sM=m}

3. IDEAUX GALOISIENS

Un idéal I de k[z1,...,x,] est dit galoisien associé & f s’il s’exprime sous la forme :

I = {rekfxy,...,zn] | L.r O}

ou L est un sous-ensemble de S,,. On dit que L défini I (cette définition dépend du choix de
I'idéal maximal 9). Le groupe de décomposition Gr(I) de I est 'ensemble des permutations
envoyant globalement I dans I :

Gr(I)={seS,| sIClI} ;

il contient le groupe de Galois G a la condition nécessaire et suffisante qu’il définisse 'idéal
I qui est alors dit pur (voir [7]). Par exemple, 'idéal 9t est pur de groupe de décomposition

G.

Definissons la suite L) = L et pour i =1,...,n
Lay={s€ Ly |s(i)=i}

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1. (voir [1]) Soit I un idéal galoisien pur. Alors il est engendré par un

ensemble triangulaire séparable fi(x1), fo(x1,x2), ..., fu(x1,22,...,2yn) formant une base
de Grobner pour l'ordre lexicographique avec l'ordre x1 < xo < -+ < T, sur les variables.
Pour tout a = (a1,...,a,) dans la variété de I, les racines de fi(ai,...,a;—1,x) sont les

ar@) ot T parcourt Li;_1)/L;). Les degrés initiauz de la base de Grébner sont

card(L;_1))

1 i fi =
(1) degz, | card(L(Z-))
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4. IIDEAL DES RELATIONS SYMETRIQUES

L’idéal S des relations symétriques est 1'idéal galoisien défini par le groupe symétrique

Sh:
S={reklzy,...,zn] | m(asay, - a5m)) =0 Vs €Sy} ;

c’est un idéal galoisien pur de groupe de décomposition S, ; il ne dépend pas du choix de 9.
Comme pour i = 1,...,n card((Sn) () = (n —14)!, cet I'idéal est engendré par un ensemble
triangulaire séparable dont les degrés initiaux sont respectivement n,n —1,...,2,1.

Définissons les modules de Cauchy de f (voir [2]) : le premier module de Cauchy de f est le
polynéme Cj(z1) = f(z1) et, par induction, pour r =1,...,n—1, son (r + 1)-iéme module
de Cauchy est le polynome

_ _ CT(£15"°7£T*15£7"+1)70?“(3317"":177”717331”)
Cry1=Crp1(x1,.. ., Tpy1) =
Tr41 — Lp

Pour tout entiers i et j, nous notons a; le coefficient de z* dans f et h;(z1,... , ;) la
somme des monomes de degré total i en xy,...,x;. Sur k[zi,...,2,], les modules de
Cauchy s’expriment sous la forme

n
(2) Cry1 = g aihy—i(x1,29,...,xpy1) r=0,....n—1 ;

i=r

ils forment un ensemble triangulaire séparable engendrant S (voir [5]) ; effectivement, ils
forment un ensemble triangulaire séparable de polyndémes appartenant & S tels que

(3) degz,C1=n ,degy,Co=n—2 ... deg;, Cpn=1

L’idéal des relations symétriques se décompose avec des idéaux galoisiens conjugués. En
effet, soit L un groupe contenant le groupe G, définissant un idéal galoisien I et 71,..., 7
une transversale & droite de S,, modulo L. Alors

(4) S=(\r'1

i=1
Pour toute permutation o, le groupe de décomposition de .1 est le groupe o Lo~! contenant
le groupe de Galois cGo ! de (Ao=1(1)s -+ 5 Ao=1(n))-

Remarque 1. Supposons qu’un idéal galoisien soit défini par A,,, le groupe alterné de degré
n, et que le groupe de Galois GG ne soit pas pair. Dans ce cas, puisque S, = GA, et que
G A,, définit également l’idéal, il s’identifie & S.
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5. IDEAL DES RELATIONS ALTERNEES

Définition 5.1. L’idéal des relations alternées est 'idéal galoisien pur associé & un polynome
de groupe de Galois pair dont le groupe de décomposition est le groupe alterné.

Pour toute la suite, nous supposons que le groupe de Galois de f sur k est pair, c’est-a-
dire un sous-groupe du groupe alterné A,. Nous supposons que [ est I'idéal des relations
alternées.

D’aprés l'identité (4), nous avons
S=Inrtl

oi 7= (n,n—1) =71 et le groupe de décomposition de 7.1 est A, = 74,771

Il existe donc deux idéaux galoisiens alternés ; celui que nous considérons est fixé par le

choix I C 91.

Nous avons (Ay) ;) = (Sn)@) pour i =0...n—3 et (A)(,—2) est le groupe identité. D’apreés
les identité (1) et (3), les degrés initiaux de I et de 7.1 sont

n,n—1,...,3,1,1.

Par conséquent, il existe sur k un polynéme G = G(x1,...,xp—1) (resp. H(z1,...,2n—1)) de
degré 1 en x,_ tel que I'idéal I (resp. 7.I) soit engendré par ’ensemble triangulaire

017027 .. '7C?’L*27G7 Cn

(resp. C1,Co,...,Cph_o, H,C}). Puisque les modules de Cauchy sont donnés par la formule
(2), I'objectif que nous poursuivons est celui du calcul du polynéme G.

Soit a dans la variété de I. Le (n—2)-uplet (ay,...,a,—2) appartenant a la variété de 'idéal
< Ch,...,Cph_o >, il peut s’agir de tout (n — 2)-uplet de racines disctinctes de f.

Posons
g=0G(ai,...,ap—2,z) et h=H(ay,...,an—2,)
D’apres la proposition 3.1, nous avons g =x — an—1, h = — a, et
Cn-1(ai,...,an—2,2) = g.h

Nous allons chercher & obtenir a,,—1 sous la forme d’une expression polynomiale en ay, ..., an_2
sur k.
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6. CALCUL D’UNE BASE DE GROBNER DE L'IDEAL DES RELATIONS ALTERNEES

6.1. Le Vandermonde.

Considérons le (déterminant de) Vandermonde :

V(zy,z2,...,2n) = H (i — xj)
1<i<j<n
Le groupe alterné A,, est le stabilisateur du Vandermonde dans S, ; en d’autres termes, V'
est un invariant absolu de A,,. Le Vandermonde associé a un polynome F' = X[, -,<,,(x—b;)
est donné par :
v(F) =V (by,ba,...,by)
et le discriminant du polynéme F' s’identifie a

)\Q(n_l)U(F)Q

Ayant supposé f unitaire, son discriminant est v(f)2.

Rappelons cette proposition bien connue :

Proposition 6.1. Le groupe de Galois sur le corps k d’un polyndéme univarié sur k sans
racine multiple est pair si et seulement st son discriminant est un carré dans k ou, autrement
dit, st son Vandermonde appartient a k.

Remarque 2. Cette proposition est aussi un corollaire du théoréme disant que la spé-
cialisation d’un invariant absolu séparable d’un groupe H en les racines ai,...,a, de f
appartient au corps k si et seulement si le groupe Galois G de a sur k£ est un sous-groupe
de H (voir [6]). Comme les racines de f sont distinctes, le Vandermonde v(f) est toujours
séparable.

6.2. Méthodes connues.

Factorisation dans une extension :
Lorsque G = Ay, le corps K = k(ay,...,a,—2) est isomorphe a 'anneau quotient
k:[xl, ce ,xn_g]/ <Ci,y...,Ch_o>
Au dela d’un certain degré, il est vain de pouvoir calculer g en factorisant ¢,,—1(z) dans K
puisque ce corps est de degré n!/2 = card(A,,) sur k.

Lorsque G # A, le corps K n’est pas connu et la base de Grobner de I'idéal I intervient
dans son calcul (voir 'algorithme GaloisIdeal dans [7]).

Algorithme général de calcul de base de Grobner
Il s’agit d’appliquer le théoréme 3.27 de [7] :

I=8+<V—-u(f)> ;
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les générateurs de I sont donc V — v(f) et les modules de Cauchy de f ; 'importance du
polynéme V' qui comporte n!/2 monomes fait renoncer & déduire une base de Grobner a
partir de ces générateurs.

Autres
Il reste les méthodes numeériques et p-adiques (voir [10] ou bien [9]) ou encore interpolatrices
(voir [4] et [3]) mais non applicables lorsque les coefficients de f sont non numériques.

6.3. La descente des Vandermondes.

Pour r=1,...,n—1, posons
cr(z) = Cr(ay,...,ar-1,)

et notons v, le Vandermonde associé au polynéme c¢,. Puisque f est unitaire, nous avons
(voir Proposition 3.1) :

(5) er(z) = H (x—aj) et

i<j<n

(6) v = [ (@-a) ;
r<i<j<n

le discriminant de ¢, est v2.

Le théoréme suivant généralise la proposition 6.1 :

Théoréme 6.2. Soient Cy,...,C, les modules de Cauchy d’un polynéme f de klx|, de
degré m, de groupe de Galois pair et de racines aq,...,a, deuz-a-deux distinctes. Alors,
pour r = 1,....,n — 1, le discriminant de c¢,(x) = Cyr(a1,...,a,—1,x) est un carré dans
k(ai,...,ar—1) (= k pourr=1).

Le théoréme découle du lemme suivant :

Lemme 6.3. Sous les hypothéses du théoréme, pour r = 2,...,n — 1, nous avons

_ 1
(7) Uy = 02((11)63(02)"'67’(047"*1)

Démonstration. Puisque les racines aq,...,a, de f sont deux-a-deux distinctes et d’aprés
la formule (5), nous avons

Cr(ar—l) = H (ar—l - aj) 7é 0
r<j<n
Et avec I'identité (6), nous obtenons la formule suivante d’ou découle le résultat :

(8) Vp—1 = Uy H (ar—1 — a;) = vr.cr(ar-1)

r<j<n
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([l
Démonstration. (Théoréme 6.2) Soit r € [2,...,n — 1]. Montrons que v, € k(a1,...,a,-1).
Comme le groupe de Galois de f (= ¢1(x)) est pair, son discriminant, le carré de v(f)
(=v1), appartient & k. D’aprés (7), v, appartient donc au corps k(aq,...,a,—1). O
Nous sommes donc en mesure de calculer v,,_1 sur k(ay,...,a,—2) avec (7) pour r =n — 1
ou, ce qui revient au méme, en utilisant la formule récurrente suivante (voir 8):

Ur—1

9 Vp=——— 17=2,....,n—1
( ) " Cr(arfl)
qui donne son nom descente des Vandermonde a la méthode proposée ici. Nous préférons
concevoir la méthode reposant sur les calculs successifs de v1,vs,...,v,-1 qui présente

I’avantage de décomposer les calculs et de fournir les Vandermondes associés aux polynomes
C2y...Cp—1-

Nous connaissons la somme a,—1 + a,, =-coeff(¢,_1,2) comme expression polynomiale en
ai,...,an—o sur k et la différence a,—1 — a, = vp—1 sur k(ayg,...,a,—2). Donc

Up—1 — coeff(cp—1, )
an—1 =

2
Ainsi, pour calculer a,_1 comme expression polynomiale en ay,...,a,_2 sur k, il ne reste
qu’a calculer les inverses des ¢,(a,—1) dans k(ai,...,a,—2). Cest & cette question qu’est

consacré le paragraphe suivant.

6.4. Inversion dans k[z1,...,z,]/S.

Nous cherchons & inverser ¢,11(a,) pour un certain r € [1,n — 2]. Le procédé est classique
dés lors que certaines conditions sont satisfaites. Ce paragraphe décrit le procédé tout en
vérifiant & chaque étape les contraintes nécessaires & son fonctionnement.

Nous aurons a calculer dans 'anneau quotient

K =kl[z1,...,z,]/ < Cy,...,Cp >

Proposition 6.4. Pour tout a € V(S) et tout r =1,...,n— 2, nous avons
(10) pQCd(CT-i-l(al""7a7‘—lax7"7x1”)507‘7x7“) = ]-
et il existe des polynomes U, Uy, ..., U, dans k[z1,...,x,] tels que
'
(11) UCT+1($17"'7:ET>$T)+ZUiCi(xi) =1

=1
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Démonstration. Rappelons que pour tout s ’ensemble des solutions de C1, ..., Cy est con-
stitué de tout s-uplet de racines distinctes de f. Le polynéme C,yq(z1,..., 2, x,) est la
dérivée en x, du module de Cauchy C,.. Comme C4,Co, ..., C) est un ensemble triangulaire
séparable, le polynome C,(ai,...,a,—1,z,) et sa dérivée n’ont aucune racine en commun
pour tout (r — 1)-uplet (a1,...,a,—1) de racines distinctes de f. Donc, non seulement
la premiére identité est vérifiee mais aussi, l'idéal < Cyi1(x1,...,2p,24),C4,...,Cyp > ne
possédant aucune solution, nous obtenons la deuxiéme identité par le Nullstellenstatz de
Hilbert. ]

Nous cherchons le polynéme U de l'identité (11) puisque, dans K, nous avons

UCri1(z1, . yxpyzp) =1

soit pour tout a € V(S), Tl(a) s’exprime comme une expression polynomiale en ay, ..., a,
T T
avec
1
—=Ula,...,a)
Cr41 (ar)

Afin d’alléger les notations, dans toute la suite, nous noterons $ toute fraction rationnelle
dans k(z1,...,x,) dont la valeur et le nom ne nous importe pas et, pour tout s € [1,n],
pour tout n-uplet (ay,...,a,) fixé dans V(S) et tout polynéme Q € k[zy,...,zs], nous
posons

Q('IS) = Q(ala .. 701871)1"3)

Théoréme 6.5. Pour toutr =1,...,n — 2, en posant

PT:CT+1(.T1,..-,1'T_1,$7-,$7~) )
il est possible de construire trois suites finies (Py,..., P, Py = 1), (Ny,...,Ny), (D, =
P.,D,_1,...,D1,Dy = 1) selon le processus inductif suivant : pour tout i € [1,r] et pour

tout a € V(S)

o P,,N;,D; € klz1,...,xi] ;

e pgcd,, (Pi(ai, ... ai—1,x;),Ci(al,...,a;i—1,2)) =1
N;Py(z1,...,2;) +$Ci(z1,...,2;) = Di—1

le degré en x; de N; est strictement inférieur & celui de C; ;

Ni(al,...,ai);«éo etP,-(al,...,ai):Di(al,...,ai)#o 5

sii > 1 alors P;_1 est défini comme la réduction de D; 1 modulo < Cy,...,C;_1 >.

Démonstration. Montrons d’abord que les propriétés du théoréme sont satisfaites pour ¢ =
r. En accord avec la proposition 6.4, par 'algorithme d’Euclide étendu appliqué a P, et C,
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en x,, nous considérons N, € k[z1,...,x,—_1,x,] de telle sorte que deg,, (N,) <deg,, (C;)
et Dy_1 € k[x1,...,z,—1] tels que
N,
P +$%C. =1
D, r+ r

Soit
(12) N,P. +D,_1$C, = D,_1
Fixons a € V(S) et supposons par I'absurde que d,_;(a,—1) = 0 ; ’ensemble des racines de
¢r(x) est constitué des racines de f distinctes de ay,...,a,—1. Soit b une racine de ¢, ().

Puisque p,(b) # 0 (voir Identité (10)), avec I'identité (12), nous aboutissons nécessairement
a l'identité n,(b) = 0 ; ce qui est impossible puisque les racines de ¢, sont distinctes et que
le degré de n, est strictement inférieur a celui de ¢,. Donc pour tout a € V(S)

pr—l(ar—l) = dr—l(ar—l) 7é 0

et pged(pr—1(xr—1),cr—1(zr—1)) = 1. De plus, comme d,_1(a,—1) # 0, nous avons

ny(ay) #0

Si, par récurrence, nous supposons avoir construit N,,...,N;,_1, P.,..., P; vérifiant les
différentes propriétés inductives du théoréme alors, en remplacant r par ¢ dans ce qui
précéde, nous obtenons les propriétés pour 7 — 1. Ainsi, le théoréme est démontré. O

Corollaire 6.6. Avec les notations du théoréme 6.5, pour tout r € [1,n — 2], nous avons
lidentité suivante
Ny N.Cry1(z1, ... 1,2, xy) =1 modulo < Cq,...,Cr >
soit pour tout a € V(S)
1

(13) ——— = Ni(a1)Na(a1,a2) - - Ny(aq, ..., ar)
crr1(ar)

7. EXEMPLE

Nous prenons ici un exemple simple illustratif avec le polynéome f = a% — 223 + 222 + 2.
Ses modules de Cauchy sont

Ci(zy) = xf—223 +223 42
Co(z1,29) = a5 —2(x3 + zym9 + %) + 2923 + 2(20 + 21) + 2329 + 23
C3(w1,29,73) = a3 +x3(21 + 22 — 2) — 2(22 + 1) + 25 + 2120 + 27 + 2
C4(x1,x2,a:3,x4) = T4t+x3+rT0+71 —2

Le discriminant de f est 3136 = 562 ; donc son groupe de Galois est pair et
v =v(f) =56

Nous avons
Co(z1, 1) = 423 — 627 + 4z,
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2
r7—4r1+2 .
—L—g— tel que:

N02($1,$1) + $Cl(l’1) =1

Comme cj(a1) =0 et ca(ay) = Ca(ar,a1) # 0, nous avons

Nous calculons N =

1
= Nf(a
(o)) (a1)
D’ou u
- =56.N(aj) =2(a® —4 2
) ealan) 6.N(a1) = 2(a] — 4a; + 2)

On vérifie facilement que 4(x? — 41 + 2)? est identique au discriminant de Ca(z1,72) en
x9 dans k[z1]/ < Cy >. Poursuivons la descente en calculant

V2
(14) " c3(az)
Nous avons
P, = Cs(z1,22,22) = 3x§ —2(2x9 + x1) + 22122 + x% +2
Ny = 223 — 2z +2)z2 + (=223 + 23 — 6)ag + 23 — 20, +4
Dy = 8a% — 2423 + 3821 — 1627 — 822 + 1621 + 8

tels que

NoPy + $Co(x1,22) = Dy
Le polynéme P, = 12x5f — 3696% + 3221 — 4 est la réduction de Dy modulo Cy. En calculant
les coeflicients de Bézout de P; et ', nous obtenons N1 = % tel que N1 P =1
modulo Cy. Soit

N1NyP, = 1 modulo < Cy,Cy >
D’ou pour tout a € V(S)

= 56N(a1)N2(a1, ag)Nl(al)
03(0,2)

Le résultat de la réduction de N (z1)Na(z1, 22) N1 (1) modulo < C, Cy > est le polynome

Vi = — (23 (23 — 4wy + 2) + 223 + 21 (—223 — 629 + 3) + 23(—323 + 1229 — 6) — 29 + 4)

tel que v3 = V3(a1, az) pour tout a € V(S). Comme v3 = ag — aq, nous en déduisons
as —ag = Vi(aj,a2) et
azt+as = 2—as—aq

Popposé du coefficient sous-dominant de ¢3(x). Ce qui donne

az — Gl(al,ag) et ay4 = Hl(al,ag)
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3,2
—xjx 3
TGi(x1,22) = # + Ex%x% + xlxg —z2% + 21’?%’2 — Gx%xg + 3x129 — 322
—23 + 322 =5z +5 et
3.2
7T 3
THi(z1,22) = 12 2 _ imfxg — 123 + 23 — 22329 + 623wy — 37179

—A4xy + 23 — 322 — 221+ 9

Les deux facteurs linéaires de c3(x) appartenant a kf[ai,az] sont ¢ = = — Gi(a1,a2) et
h =z — Hy(a1,az) ; autrement dit, nous avons G = x3 — Gy et H = x3 — H;.

Dans cet exemple, le groupe de Galois de f est A4. Nous avons calculé un ensemble tri-
angulaire engendrant ’idéal maximal 9t. Lorsque le groupe de Galois est pair et distinct
de A, pour calculer 91, il faut poursuivre les calculs avec, par exemple, 'algorithme Ga-
loisIdeal.

(1]
2]
3l
(4]

]

(6]
(7]

18]
(9]

[10]
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