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2 Algorithmes récursifs pour l’identification modale des structures de génie
civil 43
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Résumé

Problèmes inverses en génie civil

Ouvrage collectif
Contributions recueillies et présentées par

Pierre ARGOUL
Guillaume DUTILLEUX

Nelly POINT

Schématiquement, résoudre un problème inverse revient à essayer de restituer la
réalité à partir d’une image partielle et/ou brouillée. Les problèmes inverses constituent
un domaine foisonnant ; les applications sont multiples, les problématiques diverses et
les méthodes utilisées forcément variées.

Cet ouvrage collectif réalise un état de l’art sur différentes techniques inverses
utilisées au sein du réseau scientifique et technique du Ministère de l’écologie, de
l’énergie, du développement durable et de l’aménagement du territoire, dans le cadre
de la mécanique et du génie civil en particulier.

On y aborde des problèmes inverses divers : identification de paramètres mécaniques
d’un compacteur, de paramètres modaux, d’un système discret hystérétique, identifica-
tion des causes, détection et reconnaissance d’images, optimisation de mur anti-bruit,
détermination d’hétérogénéités et aussi plusieurs problèmes de tomographie appliqués
à la géophysique et à l’auscultation d’ouvrages d’art.

Les méthodes de résolution numérique proposées vont des méthodes maintenant
classiques d’optimisation dans le cadre régulier ou convexe, aux méthodes dites méta-
heuristiques de minimisation globale pour lesquelles est joint un cederom contenant
une boı̂te à outil en langage Scilab.

Mots-clés : problèmes inverses, identification de paramètres, optimisation globale,
identification modale, ondelettes, génie civil, tomographie.
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Abstract

Inverse problems in civil engineering

Collective publication
Contributions gathered and presented by

Pierre ARGOUL
Guillaume DUTILLEUX

Nelly POINT

Basically, solving inverse problems involves recreating reality from a partial and/or
blurred image. The range of inverse problems is broad, involving diverse issues, a host
of applications, and obviously a wide variety of methods. This collective publication
aims to draw up an inventory of the various inverses techniques used in the Ministry
of the Environment, Energy, Sustainable Development and Territorial Planning, in par-
ticular in Mechanical and Civil Engineering. Many different inverse problems are consi-
dered : identification of mechanical parameters for a compressor, of modal parameters
or of a discrete hysteretic system, identification of causes, detection and recognition of
images, optimization of noise barrier walls, characterization of heterogeneities as well
as various tomographic problems applied to geophysics and the close examination of
art works. The numerical resolution methods proposed here range from the now clas-
sic optimization methods in regular or convex case to metaheuristic methods of global
optimization, for which a CD with a toolbox in Scilab is included.

Mots-clés : inverse problems, parameters identification, global optimization, modal
identification, wavelets, civil engineering, tomography.



8



9

Présentation générale

Pierre Argoul,
Nelly Point

Dans le cadre de l’opération de recherches du Laboratoire Central des Ponts et
Chaussées « Identification, contrôle et problèmes inverses », nous avons souhaité
réunir plusieurs articles de synthèse sur les problèmes inverses dans un ouvrage col-
lectif. L’ouvrage présent, écrit par des chercheurs du LCPC et leurs collaborateurs
réalise un état de l’art sur différentes techniques inverses utilisées au LCPC et sur les
applications de ces méthodes au Génie Civil et Urbain.

Ce chapitre introductif est constitué d’une première partie qui présente les problè-
mes inverses, d’une seconde qui présente les différentes contributions de cet ouvrage
avec la classification retenue, et enfin d’une conclusion.

Présentation des problèmes inverses

Définitions

La terminologie « problème inverse » est apparue dans les années soixante, no-
tamment dans des problèmes de géophysique pour désigner la détermination, à partir
d’expériences de type entrée-sortie ou cause-effet, des inconnues intervenant dans
les équations de la physique. La notion de problème inverse désigne aujourd’hui la
reconstruction au mieux de l’information manquante pour pouvoir estimer soit les sol-
licitations (identification de sources ou de la cause), soit la valeur de paramètres
indéterminés (identification de modèles).

Pour ne citer qu’un seul exemple de problème inverse, nous avons retenu celui de
la découverte de la planète Neptune par Le Verrier. C’est un cas très célèbre d’iden-
tification de la cause. Au début du XIXe siècle, les astronomes ne connaissaient pas
encore l’existence de la planète Neptune ; seule la planète Uranus avait été découverte
par Herschel en 1781. Lorsqu’ils appliquaient la théorie de la gravitation universelle
de Newton au cas du mouvement d’Uranus, l’orbite et le mouvement calculés en te-
nant uniquement compte des perturbations de Jupiter et de Saturne, présentaient des
irrégularités par rapport à ceux observés. Encouragé par Arago, Le Verrier se lançait
dès 1844 dans le calcul par perturbations inverses des caractéristiques (masse, or-
bite, position actuelle) d’une planète hypothétique supposée produire sur Uranus l’effet
observé. Dans son mémoire à l’Académie des Sciences du 31 août 1846, Le Ver-
rier définissait les éléments de l’orbite de cette nouvelle planète. Le 23 septembre
1846, jour même où il recevait de Le Verrier une lettre précisant la position de l’objet
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prédit, l’astronome berlinois Galle l’observait. Arago déclarait ensuite à l’Académie des
sciences : « Mr Le Verrier a aperçu le nouvel astre sans avoir besoin de jeter un seul
regard vers le ciel ; il l’a vu au bout de sa plume ».

Avant de poursuivre sur les spécificités mathématiques de la problématique inverse,
examinons certains termes s’y rapportant. Ainsi, lorsque les paramètres ou les sources
sont accessibles directement par des mesures, on parle de mesure directe. Mais dans
de très nombreux cas, les informations recherchées ne sont pas directement mesu-
rables, mais sont reliées physiquement à des grandeurs mesurables, on est dans le cas
de mesure indirecte. Ces grandeurs mesurables sont évidemment dépendantes de la
physique du phénomène étudié mais aussi des appareils de mesure utilisés. Les lois
physiques qui relient les observables aux grandeurs recherchées sont généralement
mathématiquement complexes utilisant par exemple des équations intégrales ou des
équations aux dérivées partielles. La résolution du problème permettant le calcul des
observables en fonction des grandeurs inconnues que l’on qualifie de problème direct
est habituellement maı̂trisée et plus simple que celle du problème permettant le calcul
des grandeurs inconnues en fonction des observables qui est qualifié de problème
inverse.

En première approche, nous pouvons dire qu’un problème inverse résulte de la
confrontation de données expérimentales et des résultats de simulations numériques.
Il consiste à chercher à minimiser l’écart entre la mesure et le calcul.

Une des spécificités des problèmes inverses est d’être mal posé ou incorrecte-
ment posé au sens d’Hadamard : soit l’ensemble des données mesurées ne permet
pas d’avoir existence d’une solution du problème considéré, soit il n’y a pas unicité
de cette solution ou encore il n’y a pas stabilité de cette solution par rapport à une
perturbation des données.

Si en théorie, les données de mesures peuvent former un espace de dimension finie
ou infinie, en pratique elles sont discrètes et finies. Lorsque le nombre de paramètres
d’un modèle est inférieur au nombre de données des mesures, on est dans le cas d’un
problème sur-déterminé et on peut éventuellement ajouter un critère pour diminuer
ou éliminer les effets de données aberrantes. Si au contraire, le problème consiste
à déterminer des paramètres continus et par suite échantillonnés par un très grand
nombre de valeurs et si le nombre de résultats d’expériences est insuffisant, il s’agit
d’un problème sous-déterminé. Il est alors nécessaire d’utiliser des informations a
priori pour avoir un nombre réduit de solutions possibles ou au mieux une seule. Dans
ce cas, on obtient habituellement plusieurs solutions possibles et il est nécessaire de
préciser le niveau de confiance que l’on peut accorder à chacune d’entre-elles. Les
données peuvent aussi être affectées d’un coefficient de vraisemblance ou pondérées
de façon probabiliste. On parle alors d’une approche Bayésienne du problème in-
verse.

Finalement, une définition du problème inverse pourrait être : un problème mal posé
ayant pour but l’inversion d’un modèle physique à l’aide d’une image partielle de ses
effets.
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Champs d’utilisation - Développement historique

Les problèmes inverses constituent un champ scientifique essentiellement multi-
disciplinaire, associant les mathématiques à de multiples branches de la physique.
Les travaux fondateurs des années soixante-dix sur la résolution des problèmes mal
posés (notamment ceux des russes comme A.N. Tikhonov [TA77] et plus récemment
de ses élèves [BM91]) et ensuite l’analyse et la mise en oeuvre de stratégies d’in-
version pour les problèmes mal posés sont actuellement une branche reconnue des
mathématiques appliquées. On rencontre de nombreuses applications de l’analyse
inverse dans les sciences physiques ou mécaniques ; de façon non exhaustive : op-
tique, radar, calorimétrie, spectroscopie, géophysique, météorologie, océanographie,
acoustique, radioastronomie, contrôle non destructif, génie biomédical, instrumenta-
tion, imagerie, génie civil et génie mécanique. Cet ouvrage quant à lui, est limité aux
applications concernant la géophysique, le génie civil, la mécanique des matériaux et
des structures, la thermique, la reconstruction et l’amélioration d’images.

Un peu d’histoire récente. . . Les chercheurs et ingénieurs travaillant sur des données
géophysiques ont grandement contribué au développement de la théorie des problèmes
inverses. En effet, les géophysiciens essaient de comprendre le comportement interne
de la Terre au moyen de données enregistrées au niveau de sa surface. Avant 1970, les
méthodes développées étaient principalement empiriques. Les travaux de G. Backus
et de F. Gilbert [BG67]-[BG68] au début des années 70 constituent une première ex-
ploration systématique de la structure mathématique des problèmes inverses et sont
à l’origine du développement de nombreuses méthodes d’interprétation de données
en géophysique. Ainsi, pour résoudre certains problèmes inverses d’identification de
sources décrits par une équation intégrale linéaire de première espèce, ces auteurs
ont proposé une méthode numérique qui porte leur nom et qui a suscité de nombreux
articles et ouvrages. Elle a été souvent appliquée pour inverser des données sismiques
afin d’obtenir les profils de densité à l’intérieur de la Terre [BG70]. Notons également
l’ouvrage plus récent de W. Menke [Men89] sur l’analyse des données géophysiques
et la théorie inverse discrète.

En France, dans les années 80, A. Tarantola est un des précurseurs de la théorie
des problèmes inverses qu’il résoud principalement au moyen de modèles probabi-
listes (approche bayésienne). Les applications concernent le traitement des données
géophysiques. Il est l’auteur de plusieurs ouvrages [TM82], [Tar87] et de nombreux ar-
ticles [MT02] sur le sujet. L’utilisation des méthodes inverses pour le génie mécanique
et le génie civil connaı̂t un regain d’intérêt depuis une dizaine d’années avec les travaux
de H.D. Bui. L’équipe de recherche « Problèmes inverses-Identification-Optimisation »
du Laboratoire de Mécanique des Solides de l’Ecole Polytechnique regroupe autour
lui des chercheurs très actifs dans le domaine comme M. Bonnet, A. Constantinescu
et C. Stolz (cf. [BC99], [BC05], [BCM04], [PS01], [PS03]). L’ouvrage [Bui93] constitue
une excellente introduction aux problèmes inverses en mécanique des matériaux. Les
applications des techniques d’identification proposées concernent la détection non-
destructive et la caractérisation de défauts internes, des inhomogénéités et hétérogé-
néités, l’identification des singularités en mécanique de la rupture et l’identification
des paramètres physiques des matériaux. Un numéro spécial des Comptes Rendus
de l’Académie des Sciences [CR008], dédié à H.D. Bui, vient d’être consacré aux
problèmes inverses et aux problèmes non-linéaires au vu de leur importance dans
la mécanique des solides de nos jours.
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On peut aussi consulter trois sites internet spécialement dédiés aux problèmes in-
verses où l’on peut trouver des informations utiles telles que des listes de personnes
impliquées par ces problèmes, les annonces des séminaires et conférences passées
et à venir, les nouveaux ouvrages ainsi qu’un choix d’articles scientifiques sur le sujet :

http ://www.inverse-problems.net/ (Inverse Problems International Association : IPIA)

http ://www.me.ua.edu/inverse/ (Université d’Alabama )

http ://www.mth.msu.edu/ipnet/ (Inverse Problems Network : IPNet) .

Parmi les revues scientifiques consacrées aux problèmes inverses, on peut citer :

Journal of Inverse Problems in Science and Engineering (Taylor Francis Group -
G.S. Dulikravich, Editor),

Journal of Inverse Problems (IOP electronics journals - F.A. Grünbaum, Editor),

Journal of Inverse and Ill-Posed Problems (Walter de Gruyter - M.M. Lavrentiev,
Editor),

Inverse problems and Imaging (AIMS American Institute of Mathematical Sciences -
Lassi Päivärinta, Editor).

On peut également noter un numéro spécial du Journal européen des systèmes
automatisés sur l’identification des systèmes paru très récemment [GMP08].

Enfin, de façon plus modeste, voilà bientôt vingt ans que des recherches réalisées
au sein du LCPC concernent des applications des méthodes inverses au génie civil et
urbain, citons par exemple les thèses suivantes :

– les techniques de tomographie sismique avec les reconstructions géométriques
à deux et trois dimensions pour la reconnaissance géophysique : [Cot88],

– l’identification modale de structures sous vibrations : [Arg90] et [Cré90],
– l’identification du comportement vibratoire de bâtiments soumis aux séismes :

[Afr91],
– l’identification de paramètres dans les modèles de prévision de la pluie en hydro-

logie : [And98] ;
ainsi que quelques ouvrages plus récents relatifs aux problèmes inverses et rédigés
par des chercheurs du LCPC :

– les techniques de contrôle non destructif par exemple pour l’évaluation non des-
tructive de l’état d’altération des ouvrages en béton : [BA05],

– les plans d’expériences- un outil indispensable à l’expérimentation [Lin05].

Différentes approches pour les résoudre

La théorie de l’inversion ou des méthodes inverses est un ensemble organisé
de techniques mathématiques qui opèrent sur un nombre réduit de données d’un
problème afin d’obtenir une information utile, pertinente sur le système physique réel
étudié, à partir d’inférences tirées des observations. Ces techniques doivent tenir
compte du caractère éventuellement incomplet, imprécis et/ou redondant des données.
On ne se limite pas à la recherche de solutions au sens mathématiques du terme mais
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on cherche plutôt à inventorier l’ensemble complet des solutions définies à des incer-
titudes près. Parmi les nombreuses solutions, on opère ensuite un choix suivant des
critères additionnels (vraisemblance physique, informations supplémentaires a priori,
etc).

Dans le cas général, on recherche la ou les solution(s) stable(s) au sens de Ha-
damard. Dans cette optique, les méthodes d’investigation des problèmes inverses
peuvent être classées en trois grandes catégories suivant les fondements de chacune
à savoir :
• l’analyse fonctionnelle

Le problème inverse, mal posé par essence, est modifié en problème bien posé en
jouant sur le choix des espaces qui servent à décrire les variables et de leur topo-
logie qui permettent de définir les notions d’écart ou d’erreur. Ce choix relève prin-
cipalement de considérations physiques et non mathématiques. Les méthodes
correspondantes proposent généralement l’introduction de contraintes globales
sur les classes de solutions.

• la régularisation des problèmes mal posés
La solution obtenue par inversion régularisée va dépendre continûment des don-
ées et va tendre vers la solution exacte (en supposant qu’elle existe). La régulari-
sation d’un problème inverse consiste à une réécriture de celui-ci et s’articule
suivant deux lignes directrices :
– définir un cadre pour prendre en compte des informations a priori supplémentai-

res « extérieures aux mathématiques »,
– assurer la stabilité de la nouvelle solution qui tient compte des informations

additionnelles par rapports aux erreurs de mesure.
Pour régulariser un problème inverse, plusieurs manières existent, qui par ailleurs,
peuvent être combinées. En voici quelques-unes :
– régularisation de Tikhonov (méthode la plus connue cf. [TA77] [EHN96]) au

moyen de l’ajout dans la fonctionnelle à minimiser d’une fonctionnelle stabili-
satrice non-négative qui peut prendre des valeurs positives aussi petites que
possible et qui tient compte de l’information a priori disponible,

– réduction du nombre de paramètres afin de diminuer la sensibilité du critère
aux fluctuations des données,

– introduction de contraintes (égalités ou inégalités vérifiées par les inconnues)
dans la fonctionnelle à minimiser pour limiter la recherche à des valeurs physi-
quement acceptables,

– filtrage des données des essais par des techniques de traitement des signaux
(filtres fréquentiels, transformées de Fourier modifiées, transformées temps-
fréquence, etc.). Ainsi, les transformées temps-fréquence comme l’analyse en
ondelettes peuvent se révéler particulièrement adaptées pour analyser des
données qui évoluent au cours du temps,

– méthode de quasi-réversibilité initialement proposée par R. Lattès et J.L. Lions
[LL93] bien adaptée pour les problèmes de Cauchy comme par exemple, dans
les équations aux dérivées partielles elliptiques [Bou07]. Elle consiste à mo-
difier l’opérateur différentiel ou aux dérivées partielles, en général, en chan-
geant l’ordre des dérivées qui y interviennent de manière à obtenir un nouveau
problème qui est bien posé pour les données initiales ou les limites connues.
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• l’inversion stochastique ou bayésienne
Dans ce cas, toutes les variables sont considérées comme aléatoires afin de
représenter toutes les incertitudes. On s’intéresse alors à la fonction densité de
probabilité associée aux inconnues et aux données du problème à partir de la-
quelle on cherche des grandeurs caractéristiques : valeur moyenne, valeur de
plus grande probabilité, dispersion, corrélations, etc...

Comme nous l’avons mentionné au paragraphe précédent, un problème inverse
se ramène le plus souvent à un problème de minimisation entre calcul et résultats
d’expériences ou à un problème de maximisation de la vraisemblance et donc conduit
à un problème d’optimisation qui est souvent un problème en soi.

Les techniques numériques utilisées pour résoudre un problème d’optimisation
sont aussi variées que les domaines d’application des problèmes inverses eux-mêmes
(moindres carrés linéaires ou non-linéaires, maximum de vraisemblance, méthode de
Monte-Carlo, programmation linéaire, recuit simulé, algorithmes génétiques ou évolu-
tionnaires, méthodes du contrôle optimal, etc). L’objectif de cette introduction n’est pas
de dresser une liste détaillée des méthodes d’optimisation. Pour plus de renseigne-
ments, le lecteur peut se référer à une abondante littérature parmi laquelle nous avons
retenu les ouvrages suivants : les livres de Fletcher [Fle80] et Ciarlet [Cia82] sont des
grands classiques, l’ouvrage de Culioli [Cul94] est simple et présente les méthodes
numériques les plus usuelles, celui de Bergounioux [Ber01] concerne à la fois l’optimi-
sation et le contrôle tandis [Gro93] est plutôt orienté vers les problèmes inverses ; sur
les méthodes déterministes et les problèmes convexes, on peut consulter [HP95] et
sur les méthodes non déterministes et l’optimisation discrète [PR02]. Enfin, en 2009,
une encyclopédie en anglais sur l’optimisation sera rééditée [FP].

Notons que si le problème à traiter fait intervenir des paramètres assurant la régula-
rité et la stabilité du critère, on est dans le cadre de l’optimisation dite « classique ». Les
méthodes numériques pour l’optimisation classique calculent des dérivées premières
et/ou secondes de la fonction coût par rapport aux inconnues. Les algorithmes itératifs
pour l’optimisation font habituellement appel de façon répétitive à la résolution numéri-
que du problème direct associé. Le problème direct est fréquemment défini à l’aide
d’équations aux dérivées partielles ou de systèmes d’équations différentielles par rap-
port au temps. Là encore, les méthodes de résolution abondent et pour ne citer que
les plus courantes à savoir : les différences finies, les éléments finis et les équations
intégrales.

En l’absence d’hypothèses de régularité, il devient difficile de trouver un optimum
global ou de bons optimums locaux par les méthodes classiques ; il faut alors faire
appel à des méthodes de minimisation globale, par exemple de type génétiques ou
évolutionaires. Efficaces mais ne permettant pas toujours de disposer de théorèmes
de convergence, elles contituent ce que l’on peut appeler des méthodes d’optimisation
d’ordre zéro ou encore « métaheuristiques ». Les métaheuristiques sont généralement
des algorithmes stochastiques itératifs, qui progressent vers l’extremum global de la
fonction objectif par échantillonnage. Ces méthodes ont connu un essor considérable
ces dernières années grâce au développement des moyens de calcul. Les ouvrages
récents, [DPST03] en français et [dC06] en anglais, présentent une famille de métaheu-
ristiques telles que le recuit simulé, la recherche avec tabous, les algorithmes évolution-
naires et génétiques, les colonies de fourmis pour ne citer que les principales.
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Présentation de l’ouvrage

Les problèmes inverses sont un domaine foisonnant. Nous l’avons vu, les applica-
tions sont multiples, les problématiques diverses et les méthodes utilisées forcément
variées. L’objectif de cet ouvrage est de présenter un panorama de plusieurs méthodes
utilisées et de quelques problèmes traités au sein du réseau scientifique et technique
du Ministère de l’écologie, de l’énergie, du développement durable et de l’aménagement
du territoire, dans le cadre de la mécanique et du génie civil en particulier.

Cet ouvrage commence par des exemples de problèmes inverses linéaires sur-
déterminés en dimension finie. Typiquement ce sont des problèmes d’identification
de paramètres.

Le premier chapitre est un exemple type de problème inverse linéaire et il présente
une «Méthodologie pour l’identification des systèmes mécaniques articulés ». La réso-
lution proprement dite doit être précédée d’une première étape de recensement des
connaissances a priori, et d’une seconde étape qui consiste à extraire des mesures
les informations pertinentes, soit par filtrage, mise à l’échelle, etc. On détermine en-
suite les paramètres identifiables qui peuvent constituer un jeu minimal pour définir
le système dynamique considéré. Ces paramètres interviennent ici de façon linéaire
dans les équations différentielles du modèle. Pour conserver la linéarité du problème
inverse, on est amené à calculer numériquement des dérivées. On résout le problème
inverse correspondant qui est sur-déterminé. Une étape essentielle est l’évaluation de
la précision de l’estimation obtenue. Cette méthodologie est utilisée pour identifier
les caractéristiques mécaniques d’un compacteur.

L’identification modale est un cas particulier de l’identification de paramètres. Il
s’agit d’estimer les fréquences, les modes propres et les taux d’amortissement modaux
de systèmes mécaniques linéaires à paramètres constants à partir de leurs réponses
dynamiques dans le domaine des basses fréquences. C’est ce thème qui est abordé
dans les chapitres suivants.

On commence par «Algorithmes récursifs pour l’identification modale des structures
de génie civil ». L’identification présentée utilise le modèle linéaire ARMA et se fonde
sur des essais sous excitations ambiantes, c’est-à-dire pour lesquels l’entrée n’est
pas connue, et seule la sortie peut être mesurée. En l’occurrence, l’auteur s’intéresse
aux vibrations de câbles de ponts à haubans sous l’action du vent. L’accent est mis
sur l’aspect récursif des algorithmes (utile en théorie du contrôle, en traitement du
signal, en estimation statistique de paramètres). En utilisant à chaque instant de nou-
velles mesures disponibles, ces méthodes récursives temporelles permettent de suivre
l’évolution des paramètres modaux.

L’analyse en ondelettes est un outil fondamental pour le traitement des signaux de
mesure afin d’en faciliter l’analyse. Son utilisation permet d’identifier les paramètres
modaux et leur évolution au cours du temps. Dans le chapitre « Analyse en ondelettes
pour l’identification de paramètres en dynamique »trois exemples sont présentés utili-
sant respectivement trois types de données : les fonctions de réponses en fréquence
de poutres, les réponses après choc de plaques en plexiglass, et enfin les réponses
sous excitations ambiantes de bâtiments. Le chapitre se termine par une extension au
cas de l’analyse vibratoire de structures dynamiques non linéaires.
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Le chapitre sur la «Modélisation et l’identification de systèmes discrets hystérétiques
en dynamique », présente différents modèles d’hystérésis construits à l’aide de modèles
rhéologiques simples (ressorts, amortisseurs ou patins). Il utilise en prétraitement
l’analyse en ondelettes, de façon à préciser pour l’évolution simulée, les plages de
fonctionnement où le système évolue avec un nombre figé et connu de patins bloqués
ou débloqués. Globalement le problème est non linéaire, mais linéaire dans chacune
des plages détectées grâce à l’analyse en ondelettes.

Une autre manière de déterminer des changements de comportement est proposée
dans le chapitre sur des « Modèles probabilistes de détection de rupture de comporte-
ment ». Des exemples sont proposés comme la détection du point de rupture entre
les évolutions élastique et plastique d’un matériau sollicité en traction. Basées sur
les moindres carrés linéaires et sur des considérations de probabilités, ces méthodes
peuvent permettre de trouver à la fois le point de rupture et les paramètres correspon-
dant aux modèles respectifs avant et après le changement.

L’ouvrage se poursuit par des articles concernant cette fois ci la détermination des
causes et non plus des paramètres des modèles. On commence par des problèmes
inverses qui sont aussi sur-déterminés et le dernier chapitre est consacré à des
problèmes sous-déterminés issus de la géophysique.

Le premier exemple de ce type concerne l’« Assimilation thermique 1D par méthode
adjointe libérée ». Connaissant l’évolution de la température en un certain nombre de
points du milieu, il s’agit de déterminer la température initiale et le flux de chaleur
entrant. Le problème étant mal posé, il est régularisé à l’aide de la méthode de Ti-
khonov. Pour éviter le calcul du gradient de la fonctionnelle à minimiser, on utilise la
méthode de l’état adjoint, ce qui permet de réduire le coût de calcul. Les résultats
obtenus en choisissant la norme H1 sont meilleurs que ceux obtenus avec la norme L2.
La connaissance de la donnée initiale et du flux entrant permet de déterminer ensuite
l’évolution de la température ; ceci afin de prendre en compte l’effet de la température
dans l’état de précontrainte des structures.

Un autre exemple d’identification des causes concerne la détection et la recon-
naissance d’images. Mais les moindres carrés linéaires sont parfois mal adaptés
car ils ne prennent pas en compte le caractère aléatoire des mesures et des pa-
ramètres cherchés. Le chapitre « Théorie semi-quadratique, régularisation et estima-
tion robuste » montre comment, en ajoutant des paramètres dans la fonctionnelle de
la méthode classique des moindres carrés, on la transforme en une fonctionnelle qui
n’est plus quadratique mais qui permet de tenir compte des informations a priori dont
on dispose. Cette théorie est utilisée pour la détection et la reconnaissance d’images,
elle est également appliquée à la reconstruction d’images.

Mais dans certains cas, l’absence de régularité a priori de la fonctionnelle à mi-
nimiser, impose d’utiliser les « Algorithmes pour l’optimisation globale ». Ce chapitre
fait le tour de différentes méthodes d’optimisation globale fondées sur différentes
métaphores et qui ont montré leur efficacité comme le recuit simulé, les essaims de
particules, la sélection clonale, les algorithmes évolutionnaires, etc. Une boite à outils
en langage Scilab est fournie, avec aide en ligne et banc d’essai.

Les algorithmes génétiques, qui sont un cas particulier des algorithmes évolution-
naires, sont utilisés pour l’« Optimisation de forme de murs antibruit ». Le problème
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étant mal posé, il est d’abord régularisé. Les calculs mettent en oeuvre des méthodes
des éléments de frontières (ou méthodes intégrales) pour modéliser et résoudre le
problème direct.

Le chapitre suivant concerne des « Méthodes de Monte Carlo par chaı̂nes de
Markov pour l’identification de systèmes élastiques hétérogènes ». Ces méthodes se
basent sur l’échantillonnage aléatoire d’un certain domaine, qui dans le cas d’une ana-
lyse bayésienne est celui des entrées du système qu’il faut identifier. L’ensemble des
échantillons forme un chemin aléatoire et la convergence de la méthode dépend de
la nature de ce chemin. Dans l’algorithme par chaı̂nes de Markov utilisé un noyau de
transition régit le passage d’un échantillon au suivant et il s’adapte selon les résultats
antérieurs.

Enfin, certains problèmes sont des problèmes sous-déterminés, car les inconnues
sont de dimension infinie alors que les mesures sont en quantité finie.

Le chapitre « Méthodes inverses en géophysique » présente différentes contribu-
tions concernant la caractérisation de sous-sol, l’auscultation d’ouvrages d’art, ... La
caractéristique commune de ces problèmes est d’être largement sous déterminés. On
ne peut espérer une solution unique ; on peut, tout au plus, affecter à chaque solution
possible un indice de confiance. Les exemples traités concernent la dispersion des
ondes de surfaces et différents problèmes de tomographie : sismique, électromagné-
tique ou de résistivité électrique. Les méthodes de résolution font appel soit à des
linéarisations simplificatrices, soit à des modules de résolution non-linéaires.

Conclusion

Le but premier de cet ouvrage est de donner au lecteur une aide efficace dans son
approche des problèmes inverses. Les principales caractéristiques de la problématique
inverse sont rappelées et détaillées tout au long des différentes contributions. On
peut noter que le traitement d’un problème n’est pas en général « standard », no-
tamment pour ce qui est de sa formalisation et de son analyse mais aussi pour ce
qui est des méthodes de résolution. Cependant la formalisation et la résolution des
différents problèmes inverses présentés dans cet ouvrage peuvent générer des idées,
des procédés, des remarques qui peuvent être utiles d’une application à une autre ap-
plication. Nous espérons alors que les méthodes ou algorithmes décrits ici, qui consti-
tuent les briques de base pour la résolution de tels problèmes, pourront être largement
et facilement réutilisés.

En élargissant notre réflexion, dans notre monde où les méthodes de simulation
réalisent chaque jour des progrès étonnants, le cheminement inverse permet de re-
considérer, de repenser les notions classiquement acquises. Un exemple immédiat est
le concept de mesure qui repose de plus en plus sur l’imbrication de trois éléments :
l’expérimentation, les techniques de simulation directe et les algorithmes d’inversion.
Ainsi, la confrontation entre modèle et mesures devient une voie prometteuse qui per-
met soit une meilleure compréhension du phénomène physique étudié, soit la sur-
veillance de l’évolution de l’état du système à l’étude, ou encore la validation de me-
sures imparfaitement fiabilisées et pouvant considérablement perturber un bilan. En
poussant encore plus loin, la pensée inverse peut permettre par des raisonnements
différents et en bouleversant les notions classiques, d’inciter les étudiants, ingénieurs
et chercheurs à avoir des idées originales ouvrant des perspectives fécondes.
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Ponts et Chaussées, 1991.

[And98] H. Andrieu. Interprétation de la mesure radar météorologique pour l’hydro-
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de doctorat, University de Wales, 1990. 304 pages.

[Cul94] J.C. Culioli. Introduction à l’optimisation. Ellipses, 1994.
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timisation difficile. Algorithmes. Eds Eyrolles, 2003.

[EHN96] H.W. Engl, M. Hanke, and A. Neubauer. Regularization of inverse problems.
Kluwer, 1996.

[Fle80] R. Fletcher. Practical methods of optimization. John Wiley and Sons, 1980.

[FP] C.A. Floudas and P.M. Pardalos, editors. Encyclopedia of optimization.

[GMP08] H. Garnier, M. M’Saad, and T. Poinot. Identification des systèmes. vo-
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Chapitre 1

Méthodologie pour l’identification
des systèmes multicorps articulés :
application au compacteur

Pierre-Olivier Vandanjon,
Maxime Gauthier,
Charles-Eric Lemaire

Connaı̂tre le torseur des efforts appliqués par un engin de chantier sur le matériau
qu’il met en œuvre, améliorer la précision des mouvements d’une machine outil rapide,
implanter une commande avec retour d’effort sur un télémanipulateur du nucléaire,
. . .. Toutes ces applications utilisent une modélisation qui représente la réalité sous
la forme d’un système multicorps articulé. C’est-à-dire sous la forme d’une liste de
corps liés entres eux par des articulations de rotation ou de translation. Ces appli-
cations nécessitent de connaı̂tre le modèle dynamique qui relie les couples et forces
appliqués sur le système aux positions, vitesses, accélérations. Ce modèle dépend de
paramètres (masses, centre de gravité, inerties, . . .) des corps composant le système.
Ces paramètres ne sont généralement pas suffisamment connus par rapport aux ap-
plications visées. L’objet de ce chapitre est de proposer une méthode d’identification
des paramètres basée sur des mesures effectuées lors de mouvements du système
mécanique. En mesurant les forces, couples, positions, vitesse et accélérations, nous
déduisons avec une incertitude connue les paramètres du système. C’est un problème
inverse car il s’agit bien de remonter aux causes en analysant les effets. Nous
présentons l’application de cette méthode sur un engin de chantier : un compacteur
CATERPILLAR CB 544 (FIG. 1.1). Cette application, présentée en détail dans la thèse
de [Lem05], a permis d’estimer, pour la première fois, le torseur des efforts appliqué
par le compacteur sur de l’enrobé chaud lors d’un chantier routier.
Notre méthodologie passe par trois étapes :

1. planification de mouvements

2. analyse d’un mouvement

3. résolution

La première étape consiste d’abord à recenser toutes les connaissances a priori (avant
les expérimentations) que nous avons sur le système. Par exemple, sur un engin de
chantier, il s’agit de rassembler la documentation technique permettant de connaı̂tre
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FIG. 1.1 – Compacteur CATERPILLAR CB 544

la masse totale du compacteur, sa géométrie, les caractéristiques de son système vi-
bratoire, . . .. A partir de ces informations, des mouvements qui permettent une bonne
identification du modèle sont recherchés en simulation en se basant sur une analyse
physique. La deuxième étape consiste à extraire des mesures effectuées lors d’un
mouvement, les informations pertinentes qui seront utiles pour l’identification. Il s’agit
de filtrer les signaux, de retirer les informations redondantes et de synthétiser ces in-
formations sous une forme compacte, mise à l’échelle afin de pouvoir les réutiliser
facilement et, notamment, de les regrouper avec d’autres informations de manière
harmonieuse. La troisième partie est l’étape la plus classique de l’identification. Les
informations de chaque mouvement sont assemblées dans un système complet qui
est alors analysé pour en déduire un sous ensemble de paramètres essentiels. Nous
calculons alors une précision sur chaque paramètre. Si cette précision n’est pas sa-
tisfaisante, une nouvelle étape de planification est proposée. Ces trois étapes sont
indispensables à la réussite du processus d’identification. Trop souvent, la résolution
est menée sans avoir réfléchi préalablement au domaine de validité du modèle, aux
ordres de grandeur des paramètres, au type de filtrage à mettre en œuvre, à la façon
de synthétiser les informations de chaque expérimentations, à la manière de comparer
ces informations de manière cohérente. Dans ce cas, l’expérimentateur se retrouve
désemparé avec d’un coté, des valeurs de paramètres qui ne sont pas physiquement
interprétables et de l’autre, une quantité importante de données inexploitables.
Entre l’étape planification des mouvements et l’étape analyse des mouvements, il y
a la réalisation des expérimentations. Lors de la préparation et du déroulement des
expérimentations, la maı̂trise des systèmes de mesure est fondamentale. Elle est
nécessaire à la réussite de l’identification. Cette partie est spécifique à chaque do-
maine d’application, elle sort donc du cadre de ce livre dédié aux problèmes inverses.
En dehors du génie civil, cette méthodologie a été appliquée avec succès à

– un robot expérimental deux axes (SCARA) de l’IRCCyN par [Gau97],
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– un robot industriel six axes avec une chaı̂ne fermée, le SR400 de Renault Au-
tomation (RA, ACMA). Sur les 56 paramètres identifiables structurellement, 31
paramètres essentiels ont été identifiés par [Res96],

– un robot prototype RACE du CEA, constitué de trois axes avec une chaı̂ne fermée
par [Van95],

– un robot industriel six axes RX90 de Staubli. Sur les 76 paramètres identifiables,
42 paramètres essentiels ont été identifiés ;

– l’identification de raideurs articulaires et de structure des machines de travail très
grande vitesse (TGV), utilisées en transitique rapide, en collaboration avec SE-
PRO Robotique ou en usinage très grande vitesse (machines outils UGV, UTGV).
Ces machines sont décrites par des modèles multi-corps avec masses et raideurs
localisées par [Pha02],

– l’identification des paramètres dynamiques d’une voiture en collaboration avec
PSA par [Ven03].

Ce chapitre est divisé en cinq parties. La première présente le cadre du problème. Les
trois suivantes présentent les trois étapes de notre méthodologie. La dernière partie
conclut ce chapitre. Chaque partie est illustrée par une application sur le compac-
teur de chantier. Ces illustrations sont simplifiées pour des raisons pédagogiques. Une
présentation complète et rigoureuse est donnée dans la thèse de [Lem05].

1.1 Position du problème

L’identification est une étape de la modélisation, elle est liée à celle-ci. La méthodolo-
gie que nous proposons ici est liée à une modélisation usuelle en robotique qui est ex-
posée dans le livre de [Kha99]. Elle considère le robot comme un système multicorps
articulé c’est-à-dire des corps rigides reliés entres eux par des articulations rotoides
ou prismatiques éventuellement élastiques. L’intérêt majeur de cette modélisation pour
l’identification est qu’elle permet de construire des modèles dynamiques qui sont li-
néaires par rapport aux paramètres. L’objet de l’identification est de connaı̂tre ces pa-
ramètres et d’évaluer l’incertitude sur cette connaissance. Les paramètres à identifier
sont :

– les paramètres inertiels standards J , MS et M de chacun des corps,
– les paramètres des articulations élastiques k et c,
– les paramètres de frottement FV et FS.

La linéarité du modèle dynamique s’exprime mathématiquement pour l’articulation j
en dérivant par rapport aux paramètres, l’équation (1.1.1).

Γj +Qj = A(q)q̈ + C(q, q̇) + Γe + Γf (1.1.1)

avec :
– Γj l’effort d’actionnement de l’articulation j,
– Qj la projection des efforts extérieurs sur l’articulation j,
– A(q) la matrice d’inertie du robot,
– C(q, q̇) le vecteur des efforts de Coriolis, centrifuges, de gravité,
– Γe le vecteur des efforts élastiques,
– Γf le vecteur des efforts de frottement.

On obtient alors l’équation (1.1.2).

Γj +Qj =
∂(A(q)q̈ + C(q, q̇) + Γe + Γf )

∂XS

XS (1.1.2)
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où XS est le vecteur regroupant tous les paramètres de chaque corps. L’équation
(1.1.2) peut se mettre sous la forme :

Γj +Qj = DSj
(q, q̇, q̈)XS (1.1.3)

L’identification consiste à échantillonner l’équation (1.1.3) le long de mouvements ef-
fectués par le robot. En concaténant ces mesures et en les triant selon les articulations
actionnées, il est obtenu un système surdéterminé incompatible de m équations à p in-
connues avec m À p.

YS = WS(q, q̇, q̈)XS + ρ (1.1.4)

avec :

YS =




Γ1(1 . . . e) +Q1(1 . . . e)
...

Γn(1 . . . e) +Qn(1 . . . e)


 (1.1.5)

WS =




D1(1 . . . e)
...

Dn(1 . . . e)


 (1.1.6)

où :
– e est le nombre d’échantillons,
– n est le nombre d’articulations,
– p est le nombre de paramètres,
– m le nombre d’équation est égal à n · e,
– Γj(1 . . . e) est le vecteur (e× 1) des efforts de l’articulation j,
– Qj(1 . . . e) est le vecteur (e × 1) des efforts généralisés projetés sur l’articulation

j,
– Dj(1 . . . e) est la matrice (e × n) construite en échantillonnant la matrice ligne

d’identification de l’articulation j Dj(q, q̇, q̈),
– ρ est le vecteur des résidus dus aux bruits de mesure et aux erreurs de modèle,

il traduit l’incompatibilité du système.
L’approche la plus répandue en robotique est fondée sur la résolution au sens des
moindres carrés (MC) du système linéaire surdéterminé (1.1.4) ([Gau90]). L’estimation
de X est la solution au sens des moindres carrés du système surdéterminé (1.1.4) :

X̂ = argminX‖ρ‖2 = W+Y (1.1.7)

où :
– W+ = (W T W )−1W T est la matrice pseudo-inverse de W ,
– X̂ est la solution des moindres carrés.

Cette démarche est appelée méthode des moindre s carrés d’erreur d’entrée avec
modèle inverse. En effet, les forces et les couples, constituants Y , sont considérés
comme les “entrées” du système, les sorties sont les trajectoires : positions, vitesses
et accélérations (q, q̇, q̈) . L’équation (1.1.1) est le modèle dynamique inverse qui relie
les sorties aux entrées.
L’unicité de la solution X̂ dépend du rang de la matrice W . La perte de rang de W peut
avoir deux origines :

– une perte de rang structurelle, qui apparaı̂t quel que soit l’échantillonnage des
Dj. C’est le problème de l’identifiabilité structurelle des paramètres qui est résolu
avec le calcul des paramètres minimaux du modèle ;
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– une perte de rang liée au mauvais choix des échantillons des Dj. C’est le
problème de la stratégie optimale des mesures qui est résolu en réalisant une
identification à partir de mouvements excitants pour les paramètres.

Application au compacteur Pour illustrer la mise en équation du problème, l’exemple de
la bille d’un compacteur est présenté ici. Le modèle correspond à la rotation de la bille
autour de son axe actionnée par un moteur hydraulique. L’équation (1.1.1) prend la
forme suivante :

Γj +Qj = ZZjω̇
z
j + Y Z(ω̇y

j + ωx
j ωy

j ) + XZ(ω̇x
j − ωx

j ωy
j )

+MXjV̇
y
j −MYjV̇

x
j + FVj q̇j + FSjsigne(q̇j)

(1.1.8)

avec, les paramètres du modèle :
– XZj, Y Zj, ZZj les composantes de la matrice d’inertie de la bille,
– MXj, MYj les composantes du premier moment d’inertie de la bille,
– FSj, FVj les paramètres du modèle de frottement.

les variables du modèle :
– Γj le couple du moteur,
– Qj le moment des efforts extérieurs autour de l’axe de rotation de la bille,
– ωj =

[
ωx

j ωy
j ωz

j

]T et Vj =
[
V x

j V y
j V z

j

]T les composantes du torseur cinématique
de la bille qui s’exprime en fonction de q et q̇,

– qj l’angle de rotation entre le rotor et le stator du moteur.
La forme matricielle du modèle (équation 1.1.4) se met sous la forme :

YS = Γj +Qj (1.1.9)

WS =
[
ω̇z

j ω̇y
j + ωx

j ωy
j ω̇x

j − ωx
j ωy

j V̇ y
j −V̇ x

j q̇j signe(q̇j)
]

(1.1.10)

XS =
[
ZZj Y Zj XZj MXj MYj FVj FSj

]T (1.1.11)

1.1.1 Identifiabilité structurelle : les paramètres inertiels de base

La perte de rang structurelle est liée à la structure même du modèle. Elle apparaı̂t
quel que soit le mouvement q, q̇, q̈ échantillonné dans W . Elle traduit le caractère
non identifiable des paramètres XS par le fait que le paramétrage est surabondant.
Ce problème est résolu en calculant un jeu de paramètres identifiables Xb, appelés
paramètres de base ou encore paramètres minimaux car c’est le nombre minimal
des paramètres dynamiques qui permettent de calculer les effort moteurs Γ. Les pa-
ramètres inertiels de base sont obtenus en éliminant les paramètres inertiels standards
qui n’interviennent pas dans le modèle dynamique (1.1.3) et en regroupant d’autres pa-
ramètres sous forme de relations linéaires. Une méthode symbolique et des méthodes
numériques, basées sur la factorisation QR ou SVD d’une matrice W calculée avec un
échantillonnage aléatoire de D, ont été proposées dans [Gau90], [GK90], [Gau91] et
implantées dans un logiciel de calcul automatique des modèles de robots SYMORO+
([KC97]). A l’issue de cette étape de simplification, on obtient le jeu minimal de pa-
ramètres constituant les paramètres identifiables du modèle dynamique :

X =
[
XT

1 · · · XT
n

]T
Xi =

[
XT

bi
Xf

i Xe
i

]T
(1.1.12)

où Xb est le vecteur des paramètres inertiels de base et X est le vecteur des pa-
ramètres dynamiques identifiables, constitués des paramètres inertiels de base, des
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paramètres de frottement et des paramètres d’élasticité. Le modèle dynamique (1.1.3)
s’exprime alors sous une forme simplifiée et minimale en nombre de paramètres par :

Γ +Q = D(q, q̇, q̈)X (1.1.13)

où D(q, q̇, q̈) est le régresseur minimal associé au vecteur X des paramètres minimaux.

Application au compacteur Si l’on considère les contraintes sur les mouvements de
la bille : la bille du compacteur tourne seulement autour de son axe, on obtient des
composantes nulles dans le torseur cinématique de la bille (indicée j) :

ωj =
[
0 0 ωz

j

]T (1.1.14)

Vj =
[
g cos(qj) g sin(qj) 0

]T (1.1.15)

Il y a donc des paramètres qui n’interviennent pas dans le modèle de la bille, ils ne
sont pas identifiables. Le vecteur des paramètres minimaux est alors :

X =
[
ZZj MXj MYj FVj FSj

]T (1.1.16)

1.1.2 Biais des moindres carrés

L’échantillonnage du modèle minimal (1.1.13) permet d’obtenir un système linéaire
minimal surdéterminé de plein rang structurel :

Y = WX + ρ (1.1.17)

où W est la matrice (m× p) d’observation minimale, de plein rang structurel. Par souci
de simplicité, on supposera que X est de dimension p. On estime les paramètres
comme la solution des moindres carrés ordinaires de (1.1.17) :

X̂ = argminX‖ρ‖2 = W+Y (1.1.18)

Lors de la mise en œuvre pratique de cette méthode, les mesures expérimentales ou
les estimations de Γ(ti), Q(ti), q(ti), q̇(ti), q̈(ti) sont bruitées. ti, i = 1 · · · e, sont les
instants d’échantillonnage des mesures. Il en résulte que les matrices Y et W sont
perturbées et que l’estimation des moindres carrés peut présenter un biais lorsque
ces matrices aléatoires ne sont pas indépendantes. Les coefficients du régresseur
D(q, q̇, q̈), sont des fonctions non linéaires de q, q̇, q̈ et il est pratiquement impossible
de calculer l’effet théorique de ces perturbations sur le biais de l’estimation. On adopte
donc une stratégie qui vise à minimiser leurs effets en agissant sur deux points :

– filtrage des données pour calculer un système filtré équivalent à (1.1.17), mais
peu perturbé,

– identification à partir d’un mouvement riche en informations qui excite les pa-
ramètres, appelé mouvement excitant.

1.2 Planification

Dans la section précédente, il est question de procéder à l’identification à partir d’un
“mouvement riche en informations”. Il s’agit maintenant de trouver un critère quantitatif
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permettant de représenter ce concept qualitatif. Ainsi, nous pourrons comparer plu-
sieurs mouvements entres eux, avant leurs réalisations, et déterminer ceux qui sont
les meilleurs vis à vis de ce critère. Deux représentations d’un “mouvement riche en
informations” sont classiquement utilisées :

– un critère sur la précision moyenne de l’estimation : il s’agit d’améliorer globale-
ment le vecteur des paramètres identifiés par rapport à une perturbation.

– un critère sur la précision absolue de l’estimation : il s’agit d’améliorer l’écart-type
sur chacun des paramètres.

Nous modifions légèrement ces critères pour prendre en compte la précision relative
de l’estimation. Nous montrons que ceci rejoint une interprétation physique du concept
d’un “mouvement riche en informations”. Dans la suite, nous présentons ces différents
critères. Une application au compacteur illustre le choix de mouvements excitants.

1.2.1 Précision moyenne de l’estimation : conditionnement et perturbations

Considérons le système (1.1.4) avec m = p (système carré) par soucis de simplicité,
de solution X tel que :

Y = WX (1.2.1)

Soit XδY la solution du système perturbé sur Y :

Y + δY = WXδY (1.2.2)

XδY vérifie la relation suivante ([GvL96]) :

‖XδY −X‖
‖X‖ ≤ cond(W )

‖δY ‖
‖Y ‖ (1.2.3)

cond(W ) est le conditionnement de la matrice W , relativement à une norme 2. Ce
terme est analysé plus loin dans ce paragraphe.

Soit XδW la solution du système perturbé sur W , dans le cas de petites perturbations
δW :

Y = (W + δW )XδW (1.2.4)

XδW vérifie la relation suivante :

‖XδW −X‖
X

≤ cond(W )
‖δW‖
‖W‖ =

‖δW‖
Σp(W )

(1.2.5)

Σp(W ) est la plus petite valeur singulière de W .

Par soucis de simplicité, nous nous sommes limités au cas d’une matrice carrée. Il
existe des relations similaires pour un système surdéterminé (r× p) et lorsque Y et W
sont perturbés simultanément (voir ([GvL96]) pour une présentation détaillée).

Le conditionnement et la plus petite valeur singulière sont calculés numériquement
à partir de la décomposition en valeurs singulières (SVD) de W , sous la forme :

W = USV T (1.2.6)

où U (m ×m) et V (p × p) sont deux matrices orthogonales en colonnes et en lignes
telles que :

UT U = UUT = Im, V T V = V V T = Ip (1.2.7)
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où Im est la matrice (m×m) identité.

S =

[
Σ(W )

0(m−p)×p

]
= diag(Σi(W )) =




Σ1(W ) · · · 0

0
. . . 0

0 · · · Σp(W )


 (1.2.8)

Σ1 ≥ Σ2 ≥ · · · ≥ Σp ≥ 0 (1.2.9)

La diagonale de Σ(W ) contient les valeurs singulières de W classées par ordre
décroissant. Le conditionnement en norme 2 de W est le rapport de la plus grande
valeur singulière sur la plus petite :

cond(W ) =
Σ1(W )

Σp(W )
(1.2.10)

Les relations (1.2.3), (1.2.5), montrent que le conditionnement de W doit être proche
de un avec des valeurs singulières grandes. Cependant le conditionnement en norme
2 fournit un critère d’incertitude en norme 2, c’est-à-dire une mesure de l’incertitude
moyenne sur l’ensemble des composantes de X̂, qui ne prend pas en compte un
éventuel déséquilibre de ces composantes. D’où la nécessité d’estimer les incertitudes
sur chaque composante de X̂ ([PG93]).

1.2.2 Précision absolue de l’estimation

Dans cette partie, nous utilisons des résultats classiques de statistique établis en
supposant que dans (1.1.17), W est déterministe et ρ est un bruit additif indépendant
de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance :

Cρρ = E(ρρT ) = σ2
ρIm (1.2.11)

où E est l’espérance mathématique. La matrice de variance-covariance de l’erreur
d’estimation et les écarts-types sont alors estimés par les expressions suivantes :

CX̂X̂ = E
[
(X − X̂)(X − X̂)

]
= σ2

ρ(W
T W )−1 (1.2.12)

En utilisant la décomposition en valeurs singulières (SVD) ([GvL96]) de W (1.2.12), il
vient :

CX̂X̂ = σ2
ρV Σ−2V T (1.2.13)

En notant σ2
X̂i

= CX̂iX̂i
les coefficients sur la diagonale de CX̂X̂ , on définit l’écart-type

relatif par :
σX̂ri

=
σX̂i

|X̂i|
(1.2.14)

La variance σ2
ρ de l’erreur est estimée a posteriori par la relation :

σ̂2
ρ =

‖Y −WX̂‖2

m− p
(1.2.15)

Dans le cas idéal où cond(W ) = 1, on a Σ1(W ) = Σ2(W ) = · · · = Σp(W ), soit dans
(1.2.13) :

CX̂X̂ =

(
σρ

Σp(W )

)2

Ip (1.2.16)
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On obtient la même incertitude absolue sur toutes les composantes de X̂ :

σX̂i
=

σρ

Σp(W )
, i = 1 · · · p (1.2.17)

Cette relation suggère un premier critère d’excitation à minimiser proche de (1.2.10),
de la forme :

f1(W ) = cond(W ) +
1

Σp(W )
=

1 + Σ1(W )

Σp(W )
(1.2.18)

Ce critère tend à uniformiser les écarts types absolus σX̂i
. Il en résulte que les petits

paramètres sont mal estimés dans le cas où X̂ est déséquilibré, c’est à dire lorsque
certains paramètres ont des valeurs d’un ordre de grandeurs supérieurs à d’autres
paramètres, ce qui est usuel. Dans ce cas, l’écart type relatif est très important :

σX̂ri
est grand si |X̂i| est petit, à σX̂i

constant.

1.2.3 Précision relative de l’estimation

Un deuxième critère a été proposé dans [PG93], [Pre94] pour calculer des mou-
vements qui équilibrent les écarts types, relativement à des valeurs a priori X de X.
Les connaissances a priori X peuvent provenir des données constructeur ou d’une
première estimation obtenue sur des mouvements optimisés suivant le critère f1(W )
(issue de l’équation 1.2.18). En pondérant l’observation W et le vecteur des paramètres
X dans (1.1.4), on obtient un nouveau système avec des paramètres Xe équilibrés :

Y = Wdiag(X)diag−1(X)X + ρ = ΦXe + ρ (1.2.19)

où diag(X) est une matrice diagonale (p× p) avec les valeurs de X sur sa diagonale.

Φ = Wdiag(X) =
[
Φ;,1 · · · Φ:,p

]
=

[
W:,1X1 · · · W:,pXp

]
(1.2.20)

où Φ;,i et W;,i désignent les colonnes i de Φ et W respectivement. Φ représente la
matrice d’observation W dont les colonnes sont pondérées par les valeurs a priori X.
Ce système équilibré se résout comme le précédent (1.1.4). En particulier, dans le cas
idéal où cond(Φ) = 1, l’incertitude absolue est la même sur tous les coefficients de X̂e,
c’est-à-dire la même incertitude relativement aux connaissances a priori sur tous les
coefficients de X :

σX̂e
=

σρ

Σp(Φ)
=

σX̂i

|Xi|
= constante, i = 1, · · · , p (1.2.21)

Ce résultat suggère d’utiliser le critère f2(Φ) :

f2(Φ) = cond(Φ) +
1

Σp(Φ)
=

1 + Σ1(Φ)

Σp(Φ)
(1.2.22)

La relation :
cond(Φ) ≥ maxi ‖Φ:,i‖

mini ‖Φ:,i‖ (1.2.23)

autorise l’interprétation suivante du critère f2(Φ). Un mouvement qui minimise f2(Φ)
tend à équilibrer les contributions des paramètres a priori, Φ:,i = W:,iX i , dans le vec-
teur des mesures a priori Y = WX. La norme ‖W:,i‖ doit être grande pour rendre
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visible un petit paramètre X i dans Y et ainsi permettre son identification. Ce critère
rejoint une interprétation physique d’un “mouvement riche en informations”. Il faut que
chacun des paramètres inertiels ait une contribution égale dans les couples et forces
mesurées. Ceci amène à considérer plusieurs mouvements, chacun des mouvements
permettant d’exciter un groupe de paramètres différent. C’est alors l’ensemble de ces
mouvements séquentiels excitants qui fournira un système équilibré pour l’identifica-
tion. Un intérêt majeur de cette stratégie sous optimale est de pouvoir analyser chacun
des mouvements du point de vue physique et de contrôler ainsi le processus d’iden-
tification. Il faut bien noter ici que si les mouvements sont séquentiels, l’identification
reste globale. Une identification séquentielle sur des mouvements séquentiels amène
à des cumuls d’erreurs préjudiciable pour tous les paramètres identifiés.

1.2.4 Application au compacteur

Dans le cas du compacteur, nous avons défini notamment les mouvements suivants
après avoir bloqué le compacteur sur chandelle (FIG. 1.2) afin de supprimer toute
interaction avec le sol.

– trajectoires à vitesse constante afin d’exciter les paramètres de frottement
– trajectoires à accélération importante afin d’exciter les inerties

L’ensemble de ces mouvements permet d’aboutir à un système d’identification global
dont le critère d’excitation cond(Φ) est satisfaisant (voir section 1.4)

FIG. 1.2 – Compacteur sur chandelles

1.3 Analyse d’un mouvement

Une fois les mouvements séquentiels excitants réalisés, il faut les analyser. L’objet
de cette section est de fournir les outils permettant de synthétiser les informations
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pertinentes pour chaque mouvement. Nous présentons deux outils importants : la
dérivation numérique et le filtrage parallèle.

1.3.1 Dérivation

A. Différence centrée

Pour le calcul de la matrice d’observation W , il faut mesurer les positions, vitesses
et accélérations intervenant dans les équations du modèle dynamique. Très peu de
systèmes sont instrumentés de manière à mesurer l’ensemble de ces variables. Pour
la majeure partie des articulations rotoı̈des, c’est l’angle de rotation qui est mesuré,
généralement avec un codeur incrémental. Dans ce cas, les informations de vitesse
et accélération de rotation sont obtenues par dérivation numérique. La dérivation des
signaux numériques de codeur doit se faire avec certaines précautions, ([Gau97]). On
choisit l’approximation de la dérivée continue q̇(tk) par la différence centrée pour sa
simplicitée et l’absence de distorsion de phase.

ˆ̇q(tk) =
q(tk+1)− q(tk−1)

2T
(1.3.1)

D’un point de vue temporel, cette approximation implique une erreur déterministe dans
le calcul de la dérivée car ce n’est qu’une approximation de la dérivée continue q̇(tk).
Si on suppose que la position est continûment dérivable 2 fois (C2), alors on peut écrire
le développement de TAYLOR :

q(tk+1) = q(tk) + T q̇(tk) +
T 2

2
q̈(tk + αT ) (1.3.2)

avec 0 ≤ α ≤ 1 On obtient la majoration de l’erreur ˜̇q(tk) = q̇(tk)− ˆ̇q(tk) suivante :

‖˜̇q(tk)‖ ≤ 1

2
T max

t∈[tk−1, tk+1]
‖q̈(t)‖ (1.3.3)

On en déduit que l’estimation de la dérivée d’un signal par la différence centrée tend
vers la dérivée continue quand T tend vers 0.
D’un point de vue fréquentiel, la distorsion d’amplitude du filtre (1.3.1) par rapport à
la dérivée continue est caractérisé par une bande passante à fe/4 (FIG. 1.3). De ce
point de vue, la limite fréquentielle de l’estimation de l’accélération est donc fe/8. Or
pratiquement, la limite fréquentielle est beaucoup plus faible. Ceci est du au fait que la
position est souvent fournie par un codeur, et donc d’après l’équation (1.3.1), le bruit
sur la position est multiplié par environ f 2

e . Pratiquement, le bruit sur l’accélération est
100 millions de fois plus important que le bruit sur la position lorsque l’échantillonnage
est de 10 kHz. Pour réduire ce bruit, nous proposons un filtrage passe bas décrit dans
le paragraphe suivant.

B. Filtrage passe bas

Une mesure est constituée du signal et du bruit de mesure. D’un point de vue
fréquentiel, le signal est concentré dans une bande de fréquence qui dépend de la
physique du système alors que le bruit de mesure couvre généralement toutes les
fréquences. Dans nos applications, les informations pertinentes sont basses fréquences.
Or lorsque nous dérivons, nous multiplions par un gain très important la partie haute
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fréquence des mesures (ce qui est illustré par la figure (FIG. 1.3)), c’est-à-dire que
nous privilégions le bruit au dépend du signal utile. C’est pourquoi, les signaux sont
filtrés par un filtre passe bas pour atténuer les bruits hautes fréquences des mesures
avant d’être dérivés numériquement. Le choix de la fréquence de coupure est fait à
partir d’une analyse fréquentielle des mesures. Du point de vue de l’identification, si
l’on choisit une bande de fréquences trop large, l’écart-type sur le bruit de mesure σρ

va être grand et si l’on choisit une bande de fréquences trop étroite, les critères d’exci-
tation ne seront pas bons.
D’un point de vue pratique, le filtre de Butterworth d’ordre nbut est choisi pour sa
réponse plate dans la bande passante. Compte tenu de l’identification hors ligne, un
filtrage non causal aller et retour (procédure filtfilt de Matlab) est utilisé. Le choix de
ce type de filtrage garanti l’absence de distorsion de phase des signaux numériques
filtrés. Pour obtenir une atténuation suffisante du filtre sur les dérivées dans les
hautes fréquences, nbut = nder + 2, où nder est l’ordre de la dérivée la plus élevée.
Généralement nder = 2, ce qui correspond au calcul d’une accélération à partir d’une
position, donc nbut = 4. Il existe une méthode de calcul de la fréquence de coupure
du filtre passe bas utilisé en fonction de la distorsion à une fréquence donnée du filtre
passe bande dérivateur-filtre passe bas ([Pha02]). Cette méthode sert à initialiser les
paramètres des filtres passe bande pour des dérivées d’ordre élevé. Ces réglages sont
ensuite affinés avec une approche par une suite d’essais pour obtenir des réglages
satisfaisant du point de vue des indicateurs statistiques de la qualité de l’identifica-
tion. La figure FIG. 1.3 résume le principe de la dérivation et du filtrage des signaux
numériques, où il faut que :

– la fréquence d’échantillonnage soit suffisamment grande pour que l’estimation de
la dérivée soit bonne dans la bande de fréquences étudiée,

– l’ordre du filtre passe bas soit suffisamment grand pour que le filtre passe bande
ait une bonne atténuation dans les hautes fréquences,

– la fréquence de coupure du filtre passe bas doit correspondre à la dynamique du
système.

C. Application au compacteur

Dans l’exemple de la bille du compacteur, le stator du moteur hydraulique est fixe
par rapport au repère de l’atelier. Dans ce cas, on a la relation suivante :

ω̇z
j = q̈j (1.3.4)

Il est alors possible de construire la matrice d’observation W à partir de qj, q̇j et q̈j.
qj est mesuré à l’aide d’un codeur incrémental au niveau du moteur hydraulique. q̇j et
q̈j sont estimé à partir de qj par dérivation numérique et filtrage. Les paramètres de
réglage du filtre passe-bas de Butterworth sont les suivants :

– nbut = 4, car il y a une double dérivation numérique,
– Fc = 1 Hz, car la dynamique des essais réalisées se situe entre 0 et 1 Hz.

1.3.2 Filtrage parallèle

L’analyse fréquentielle effectuée pour le calcul des dérivées numérique peut être
appliqué au modèle d’identification dans son ensemble. Il faut déterminer la bande
fréquentielle dans laquelle le modèle du système mécanique est pertinent. Pour cela,
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FIG. 1.3 – Estimation de la dérivée d’un signal

une analyse fréquentielle des signaux est réalisée. Ensuite, pour concentrer l’identifi-
cation dans la bande de fréquences déterminée, nous effectuons un filtrage parallèle
passe bas de Y et de W . La distorsion de ce procédé de filtrage parallèle de Y et de
chaque colonne de W n’affecte pas la solution du système linéaire (1.1.4) ([Ric91]).
C’est pourquoi, nous choisissons un filtre de Tchebychev pour ses propriétés de cou-
pure. Avec le filtrage parallèle de Y et de W , nous obtenons un système dont la
représentation temporelle est redondante par rapport à la représentation fréquentielle :
une ligne du système peut être calculée en interpolant d’autres lignes. Nous devons
donc décimer notre système et sélectionner une ligne sur Fech/2Fc où Fech est la
fréquence d’échantillonnage. Nous obtenons alors le système filtré et décimé suivant
que nous suffixons par d pour décimé :

Y d = W dX (1.3.5)

A. Application au compacteur

Dans le cas de la bille du compacteur, l’acquisition des signaux a été faite à la
fréquence de 10kHz pour des raisons de traitement du signal spécifique ([LVG03]). Il
est donc nécessaire de filtrer et décimer les colonnes de la matrice d’observation W
ainsi que le vecteur des mesures Y . La fréquence de coupure du filtre passe-bas est
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réglée à 1Hz (pour ne retenir que la bande de fréquence où se situe la dynamique de
la bille), il a donc fallu retenir une ligne sur 5000. Sur une acquisition de 30 secondes,
la taille de la matrice d’observation initialement de 300000 lignes et 5 colonnes s’est
réduite à une matrice 60 × 5.

1.4 Résolution

Lorsque tous les mouvements planifiés ont été réalisés, nous obtenons un ensemble
de systèmes d’équations. Chaque système correspond à une expérimentation. Tous
ces systèmes doivent être assemblés de façon cohérente. C’est pourquoi, ils sont
pondérés avant d’être assemblés : il s’agit de pondérer chaque essai par la confiance
que nous lui attribuons. Pour mettre en œuvre cette pondération, nous utilisons une
décomposition QR du système (1.1.4). L’assemblage harmonieux des équations is-
sues de la phase expérimentale est décrit dans la deuxième partie de cette section.
L’étape suivante est la résolution de ces équations. Le point important de ce proces-
sus est l’estimation de l’incertitude sur les paramètres identifiés. Cette estimation est
un critère important de qualité de l’identification. L’étape finale est la validation des
résultats obtenus.

1.4.1 Réduction sous forme QR

Une transformation QR du système précédent (équation 1.3.5) donne :

W d = Qd ·Rd (1.4.1)

avec Q matrice orthonormale et R matrice triangulaire supérieure.
Il suffit dans la suite de ne garder que Rd, QdT

Y d, (ρd)2 et le nombre d’équations du
système décimé que nous noterons md. Ce dernier paramètre permettant de calcu-
ler la variance du système. Pour continuer l’exemple précédent, nous avions après fil-
trage parallèle une matrice d’observation comprenant 60 lignes et 5 colonnes. Après la
réduction sous forme QR, nous retenons une matrice triangulaire 5 × 5. Nous voyons
ici l’intérêt du filtrage, des moindres carrés et de l’utilisation du QR pour synthétiser
l’information : d’une matrice d’observation initiale 300000 × 5 et un vecteur de mesure
de couple de dimension 300000, nous aboutissons à une matrice 5 × 5, un vecteur
5× 1, un terme d’erreur au carré ρ2 et un nombre d’équations md beaucoup plus facile
à stocker, manipuler, interpréter.

1.4.2 Assemblage des matrices

Lorsque les essais ont été réalisés et que les traitements précédents ont été ef-
fectués sur chaque mouvement, nous obtenons n systèmes {Rk, QT

k Yk, ρ2
k, mk}, k al-

lant de 1 à n (nous avons retiré le suffixe d pour des raisons de présentation). Ces
systèmes sont de nature très différentes, sur certains les bruits de mesure et de
modèle sont faibles sur d’autres, ces bruits sont élevés. Il faut donc les normaliser.
Nous avons choisi de normaliser chaque système par sa variance. Plus la variance
est élevée, moins le système sera pris en compte dans le processus d’identification.
Ceci a une interprétation probabiliste, chaque système a un bruit de variance différent,
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il s’agit de normaliser ces bruits afin d’obtenir un bruit uniforme sur tous les systèmes.

Rpondere
k =

Rk

σk

(1.4.2)

QT
k Y pondere

k =
QT

k Yk

σk

(1.4.3)

avec :

σ2
k =

ρ2
k

mk − p
(1.4.4)

Ces matrices sont alors concaténées pour obtenir le système final.

Rfinal =




Rpondere
1

...
Rpondere

n


 (1.4.5)

Y final =




QT Y pondere
1
...

QT Y pondere
n


 (1.4.6)

ρ2final
=

k=n∑

k=1

ρ2
k (1.4.7)

mfinal =
k=n∑

k=1

mk (1.4.8)

Ce système subit lui-même une transformation QR :

Rfinal = Q ·R (1.4.9)

1.4.3 Identification des paramètres

Les paramètres sont identifiés par moindres carrés sur ce nouveau système (équation
1.4.9). Nous calculons un vecteur de paramètres en résolvant le système carré obtenu.

X̂ = R−1 ·QT Y final (1.4.10)

la variance est estimée en calculant :

σ̂2 =
ρ2final

+ Y finalT Y final − (QT Y final)T QT Y final

mfinal − p
(1.4.11)

1.4.4 Paramètres essentiels

Si les valeurs des paramètres sont trop déséquilibrées, il est très difficile de dimi-
nuer le critère f2(Φ). Il est alors préférable de simplifier le modèle en éliminant les
paramètres Xk tels que :

σX̂rk
=

σX̂k

|X̂k|
> 0, 1 (1.4.12)

L’interprétation de ce critère est double. D’une part, seuls les paramètres dont la valeur
identifiée a au moins un chiffre significatif sont conservés. D’autre part, la contribution
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relative des paramètres éliminés dans le calcul des efforts articulaires est faible sur
le mouvement optimisé. Les paramètres retenus sont appelés paramètres essentiels.
Ils définissent un modèle dynamique simplifié et précis. Il reste un détail technique à
prendre en compte : retirer des paramètres identifiable change le σrho de chaque essai,
il faut alors refaire l’étape de pondération et d’assemblage des essais avant d’identifier
le nouveau jeu de paramètres essentiel.
Le fait de qualifier un paramètre comme non essentiel n’est pas anodin, il faut s’assu-
rer qu’il n’existe pas de mouvement qui puisse exciter ce paramètre. C’est l’étape de
replanification qui utilise les concepts expliqués dans la section 1.2 afin de vérifier que
ce type de mouvement excitant est impossible compte tenu des limitations mécaniques
et des capacités d’actionnement.

A. Application au compacteur

Les différents essais ont été réalisés, les données ont été filtrées et assemblées
sous la forme d’une matrice d’observation W et d’un vecteur de mesure Y eux aussi
filtrés et décimés. Il est alors possible d’appliquer les équations des moindres carrés
pondérés. Cette application mène aux résultats exprimés dans (TAB. 1.1). Les pa-

Paramètres Unités X̂ σX̂ σX̂(%)
ZZj kg.m2 214 0, 26 0, 12
MXj m.kg 0, 82 0, 54 65
MYj m.kg 0, 50 0, 52 105
FVj N.m.s 72, 4 0, 33 0, 45
FSj N.m 55, 7 1, 8 3, 2

σρ = 41, 6 N.m cond(W ) = 75 cond(φ) = 571

TAB. 1.1 – Résultats de l’identification des paramètres du modèle de la bille

ramètres MXj et MYj sont mal identifiés (leur σX̂(%) est largement supérieur à 10%),
de plus les valeurs identifiés (X̂) sont faibles. Cette faible influence de ces paramètres
se retrouve dans le conditionnement important (cond(φ) = 571) ce qui indique qu’au
moins un des paramètres n’a pas d’influence dans la prédiction du vecteur de mesure.
Nous avons réalisé des mouvements qui augmentent l’excitation de ces paramètres
grâce au système de vibration du compacteur. Malgré ces nouveaux mouvements,
ces paramètres restent mal identifiés. C’est pourquoi une nouvelle identification a été
effectuée en enlevant les paramètres MXj et MYj du modèle, les résultats obtenus
sont donnés dans (TAB. 1.2). Dans ce cas, tous les paramètres sont bien identifiés et

Paramètres Unités X̂ σX̂ σX̂(%)
ZZj kg.m2 214 0, 28 0, 13
FVj N.m.s 71, 8 0, 34 0, 47
FSj N.m 56, 5 1, 8 3, 2

σρ = 42, 4 N.m cond(W ) = 49 cond(φ) = 52

TAB. 1.2 – Résultats de l’identification des paramètres du modèle de la bille

contribuent au modèle. Le conditionnement a fortement baissé.
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1.4.5 Validation

A. Validation des capacités prédictives du modèle identifié

Une fois les paramètres identifiés, nous vérifions les capacités prédictives de notre
modèle en s’assurant que le couple prédit correspond au couple mesuré dans les
conditions suivantes.

– validation directe : comparaison de Y et de WX̂, calculés sur les mêmes mou-
vements que ceux utilisés pour l’identification, visualisation du signal d’erreur ρ.
Cette première étape nécessaire afin de vérifier nos hypothèses statistiques sur
le bruit ρ doit être complétée par une validation croisée,

– validation croisée : la comparaison est effectuée sur des mouvements non utilisés
pour l’identification.

Application au compacteur Pour valider le modèle, il est possible de comparer le couple
mesuré au niveau du moteur hydraulique et le couple calculé à partir du modèle.
La figure (FIG. 1.4) donne un exemple de cette comparaison qui est une validation
supplémentaire de la qualité de l’identification.
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FIG. 1.4 – Comparaison du couple mesuré et du couple calculé

B. Validation par comparaison avec des données connues

Les données identifiées avec les valeurs a priori sont comparés aux données tech-
niques. Dans le cas du compacteur où il existe deux niveaux de vibrations, nous avons
bien vérifié que les paramètres liés au système de vibration, c’est à dire les premiers
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moments du balourd, variaient de manière cohérente suivant les données construc-
teurs. Un autre type de validation consiste à ajouter une masse connue, à refaire une
identification, et à vérifier que les différences trouvées dans les valeurs des paramètres
correspondent aux caractéristiques de la masse ajoutée. C’est ainsi, que nous avons
estimé la masse du conducteur du compacteur.

1.5 Conclusion

Les nombreuses applications menées avec succès ont prouvé que l’identifica-
tion par modèle inverse et moindres carrés est une approche intéressante pour les
systèmes mécatroniques depuis les robots jusqu’aux engins de chantiers et en général
pour tout système dont le modèle inverse s’exprime linéairement en fonction des pa-
ramètres physiques. Voici les étapes principales qui conduisent au succès de l’identifi-
cation :

– exprimer le modèle inverse sous une forme linéaire par rapport aux paramètres
physiques,

– calculer les paramètres identifiables,
– utiliser des mouvements riches en information, qui excitent bien les paramètres,
– concevoir un système de mesure adapté aux objectifs de l’identification,
– filtrer les données expérimentales pour obtenir un système linéaire surdéterminé

peu perturbé,
– éliminer les paramètres non significatifs pour n’identifier que les paramètres es-

sentiels,
– utiliser les formes factorisées (QR, SVD) pour le calcul numérique des moindres

carrés.
En suivant cette méthodologie, il n’a pas été observé de biais significatif sur les esti-
mations des paramètres.
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Chapitre 2

Algorithmes récursifs
pour l’identification modale
des structures de génie civil

Christian Crémona

2.1 Introduction

La réalisation d’essais vibratoires ou d’impact est pratiquée depuis très long temps,
il est vrai d’une manière intuitive et très pratique. Les charpentiers de marine, par
exemple, ont toujours tenu compte des impacts répétitifs du vent et des vagues dans
la conception des vaisseaux en bois. Les archers concevaient leurs flèches de sorte
qu’elles puissent résister au choc contre un os ou un tendon. Les essais vibratoires
n’ont pourtant été formalisés que pendant et après la seconde guerre mondiale. La
construction rapide d’avions a été un élément moteur du développement de ces es-
sais dont l’objectif était d’appréhender des phénomènes particuliers conduisant à cer-
taines défaillances sous sollicitations répétées et rapides. La réalisation d’essais dy-
namiques sur les ponts n’est pas récente et date même du XIXe siècle. La plupart de
ces premières tentatives faisaient parties des procédures d’inspection des ponts ferro-
viaires et servaient déjà de base à la surveillance du comportement vibratoire de ces
ouvrages. Les essais modernes ne sont que des prolongements plus sophistiqués de
ces toutes premières investigations à des fins d’amélioration des méthodes d’analyse,
des règles de conception des ouvrages et de leur suivi. Diverses raisons motivent la
réalisation d’essais dynamiques sur des ponts. Les mesures vibratoires sur ouvrages
permettent en effet [Cré05] :

– d’enrichir la connaissance sur le comportement dynamique de structures de
même type

– de vérifier les choix de la modélisation d’une structure
– d’évaluer l’intégrité d’un ouvrage
– de surveiller l’état d’un ouvrage par des mesures systématiques ou continues de

sa réponse dynamique.
L’un des objectifs d’une évaluation dynamique est la détermination - ou identification-
des caractéristiques modales de la structure. Cela inclut les fréquences propres, les
coefficients d’amortissement et les déformées propres. Afin de les identifier, il est
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nécessaire d’exciter la structure afin de produire une réponse sur chaque mode per-
tinent. Le recours à un type ou un autre d’excitation (impulsionnelle, harmonique,
ambiante) n’est pas neutre et chaque catégorie présente des avantages et des in-
convénients, et peut ne pas être adaptée à un ouvrage donné. La sélection d’une
excitation pour des essais vibratoires est donc un problème essentiel suivant l’analyse
que l’on poursuit. Le recours à des essais sous excitation ambiante est aujourd’hui
de plus en plus populaire parce que ce choix est plus proche des préoccupations des
ingénieurs soucieux d’appréhender le comportement des ouvrages dans leur fonction-
nement courant. L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme d’iden- tifica-
tion modale fonctionnant sous excitation ambiante. Les techniques d’identification sous
excitation ambiante, c’est-à-dire ne recourant pas à la connaissance et à la mesure de
l’excitation, sont aujourd’hui couramment utilisées ; citons par exemple les méthodes
de réalisation stochastique, de sous-espace ou du décrément aléatoire [CDFI05]. La
démarche présentée ici consiste à proposer une autre forme de méthode d’identifica-
tion permettant de suivre au cours du temps l’évolution des caractéristiques modales.

2.2 Identification des systèmes

Un problème important en dynamique des structures réside dans la détermination
précise des paramètres qui caractérisent les modes principaux d’une structure. Ces
paramètres - fréquences propres, décréments logarithmiques, modes propres - sont
alors des inconnues : leur connaissance permet la validation et l’amélioration du
modèle de comportement dynamique de la structure, d’analyser une partie de cette
dernière qui peut être difficile de modéliser analytiquement, ou d’évaluer l’intégrité de
la structure par comparaison avec un modèle numérique ou des mesures antérieures
[Cré05]. De ce fait, l’identification modale signifie l’estimation de ces caractéristiques
à partir des mesures des signaux d’excitation et de réponse. Une telle détermination
rend possible la prédiction du comportement de la structure dans toutes les situations.
Ceci est particulièrement le cas des structures à comportement linéaire puisqu’il est
possible de déduire la totalité des réponses pour tout type d’excitation à partir de la
connaissance de la réponse à des excitations particulières synthétisées dans la ma-
trice de transfert du modèle. L’idée sous-jacente de l’identification modale relève donc
plus de la détermination d’un modèle équivalent de la structure caractérisant le mieux
possible son comportement dynamique que la seule estimation des paramètres mo-
daux. Cette définition implique que l’identification modale n’est qu’un cas spécial d’un
problème plus général : l’identification des systèmes.

2.2.1 Objectifs

Les sciences visent à formuler des théories que le scientifique propose comme
concept de la nature qu’il étudie. Guidé par cette idée, il conçoit de nouvelles expériences
pour confirmer ces théories, dicter des modifications ou les rejeter complètement.
D’égale importance est la notion de modèle. Rosenblueth et Wiener [RW45] définissent
un modèle comme la représentation des aspects essentiels d’un système existant ou
à construire présentant la connaissance de ce système sous une forme utilisable. Sui-
vant une telle définition, un système est interprété comme une collection d’objets ar-
rangés de façon ordonnée avec sens, raison et objectif précis [Eyk74]. Toute chose
n’appartenant pas au système fait partie de son environnement. Suivant la frontière
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qu’il dessine avec son environnement, le système est caractérisé par des relations
d’entrée/sortie (figure 2.1).

SYSTEME

ENTREE SORTIE

FIG. 2.1 – Schéma général d’un système

La construction d’un modèle commence avec l’application des lois de la physique
(c’est-à-dire des théories). A partir de ces lois, un certain nombre de relations entre
les variables se déduisent. Si toutes les conditions internes et externes au système
sont connues quantitativement et si la connaissance du système est complète, alors
au moins en principe, les valeurs numériques de tous les coefficients de ces relations
peuvent être déterminées. Une telle situation est en fait très peu réaliste. Une telle
connaissance a priori est difficile à cause des incertitudes liées à l’environnement et à
une connaissance imparfaite du phénomène étudié. Même si la connaissance de par-
ties élémentaires du phénomène était parfaite, le démon de la complexité nous forcerait
à recourir à des simplifications. Ceci implique que les paramètres et l’état d’un système
sont parfois difficilement accessibles à des calculs a priori. Le problème discuté dans
ce chapitre est souvent dénoté problème inverse en analyse des systèmes : un his-
torique des entrées/sorties entre un système et son environnement étant donné, il faut
déterminer les équations qui décrivent le comportement du système. Zadeh [Zad62]
définit l’identification comme la détermination, sur la base d’entrées et de sorties, d’un
système pris dans une classe de systèmes pour lequel le système testé est équivalent.
Suivant cette définition, il est nécessaire de spécifier une classe de systèmes DM ,
une classe de signaux d’entrée U et le sens d’équivalent. Les éléments de DM sont
appelés modèles. L’équivalence est souvent définie en terme de critère V, une erreur
ou une fonction de vraisemblance, qui est fonction de la sortie y du système réel et de
la sortie ŷ d’un modèle de DM :

V = V(y, ŷ) (2.2.1)

Deux modèles M1 et M2 seront équivalents si les valeurs des critères sont iden-
tiques pour ces deux modèles. De telles définitions laissent une grande liberté dans la
construction de méthodes d’identification. Ceci se reflète notamment dans l’abondance
des techniques rencontrées dans la littérature. La sélection de la classe de modèles,
de la famille des signaux d’entrée et du critère d’équivalence est influencée par la
connaissance a priori sur le phénomène aussi bien que par l’objectif de l’identifica-
tion. Le caractère du signal d’entrée peut affecter considérablement l’identification, et
doit être en conséquence choisi avec attention. Il y a essentiellement deux conditions à
cela. La première est que le domaineDM soit le plus vaste possible afin que le système
étudié y appartienne. Le second point concerne la classe des signaux d’entrée qui doit
être suffisamment générale afin qu’aucun autre modèle ne soit équivalent à la réponse
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du système. Le concept d’identificabilité [GLS77] est en directe relation avec ces
problèmes. L’idée de base est qu’un paramètre est identifiable si il peut être déterminé
de manière unique à partir des données ; un ensemble de modèles est alors identifiable
si tous les paramètres de ces modèles le sont. Une absence d’identificabilité peut être
causée par des modèles surparamétrés ou des signaux d’entrée non appropriés : ces
deux problèmes se rencontrent couramment dans l’analyse expérimentale des struc-
tures, car dans un premier cas, l’expérimentateur est face à une structure continue (ce
qui nécessite souvent de surparamétrer les modèles), et dans le second cas, à des
sources d’excitation fluctuante en spectre et en énergie.

2.2.2 Identifications directes et récursives

L’identification implique qu’un ensemble de données (entrées/sorties) soit collecté
et que, en conséquence, cet ensemble de données sert à construire un modèle
équivalent. Une telle procédure est appelée identification directe. Cependant le
modèle peut être utilisé pour prendre des décisions ”en ligne”, c’est-à-dire durant l’ac-
quisition des données. Il est alors nécessaire que l’iden- tification du modèle infère
dans l’acquisition des données. Le modèle est alors actualisé à chaque instant où
de nouvelles mesures deviennent disponibles. Cette mise à jour ne peut être réalisée
que par des méthodes récursives temporelles dont les noms changent suivant le
domaine d’application :

– méthodes récursives d’identification en théorie du contrôle,
– méthodes adaptatives d’identification en traitement du signal,
– estimation séquentielle de paramètres en statistiques.
Il y a cependant deux désavantages majeurs lorsqu’on utilise des méthodes récursives

d’identification par rapport à des méthodes directes. La première implique d’imposer
des conditions initiales aux algorithmes récursifs et la seconde concerne la question
de la convergence et de la stabilité des schémas récursifs introduits.

2.3 Application à l’identification modale

2.3.1 Hypothèses

Avant toute considération de modèles, il est nécessaire de préciser trois hypothèses
de base. Ces hypothèses sont indépendantes de la technique numérique d’identifica-
tion, mais visent à fixer les propriétés physiques des structures ou systèmes qui ont
été étudiés. La structure a un comportement linéaire, impliquant l’existence de fonc-
tions de transfert. La seconde hypothèse concerne l’invariance temporelle des pa-
ramètres physiques (paramètres modaux).
Cette caractéristique mérite quelques commentaires : l’invariance temporelle est en
général inadéquate pour certaines applications industrielles ou mécaniques. Les va-
leurs des paramètres peuvent varier, et dans de tels cas, la procédure d’identification
peut être vue comme une procédure de poursuite de ces paramètres. Pour cette rai-
son, les méthodes récursives d’identification sont particulièrement bien adaptées. Un
exemple pratique est la surveillance vibratoire de câbles de haubanage dont le régime
vibratoire peut changer au cours du temps (accrochage par échappement tourbillon-
naire ou instabilité aéroélastique) qu’il est parfois intéressant et utile de détecter. Cette
hypothèse d’invariance a été admise dans nos études initiales, mais peut être relâchée
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au moyne de paramètres appropriés que l’on appelle facteur d’oubli. La dernière hy-
pothèse stipule une quantité suffisante d’informations disponibles durant l’identifi-
cation. Ceci implique que tous les modes de liberté pertinents peuvent être mesurés.
Cette hypothèse est à relier au problème d’observabilité et est conditionnée par les
propriétés des signaux d’excitations.

2.3.2 De l’identification des systèmes à l’identification modale

Deux objectifs peuvent expliquer le recours à l’identification modale : l’amélioration
de modèles numériques ou le suivi dans le temps du comportement de structures.
Le premier objectif consiste à relier modèle et données afin de construire un meilleur
modèle. Ceci est possible si les mesures et la technique d’identification sont fiables. Le
second objectif dépend de la finalité de l’iden- tification. Pour la surveillance vibratoire
de câbles de haubanage par exemple, cela signifie un contrôle en temps réel à cause
des modifications du régime vibratoire imposé par le vent : il s’agit alors d’estimations
sur des périodes courtes. De manière opposée, on peut recourir à des périodes d’es-
timation plus longues pour évaluer des modifications dans les propriétés physiques
d’une structure à cause de dommages. L’étape suivante consiste alors à localiser les
zones de défauts, et dans ce cas, l’estimation des paramètres modaux peut aider au
diagnostic. De façon générale, l’identification modale apparaı̂t comme une étape dans
une procédure plus complexe et le choix d’une méthode d’identification devra dépendre
de la raison de cette procédure. Il y a cependant qu’aujourd’hui un besoin très fort
existe pour tester des structures en service, et notamment des grands ouvrages de
génie civil. Ceci relève de l’objectif de mieux comprendre et expliquer le comportement
réel de la structure. Pour cela, les essais doivent être menés in situ et les techniciens
doivent travailler avec des forces externes parfois inconnues (vent, trafic,...). L’utilisation
de techniques d’identification est récente en génie civil, mais de nombreux résultats en-
courageants tendent à prouver que leur utilisation est pertinente, procurant des tests
non destructifs. Une grande majorité de techniques classiques d’identification modale
ont cependant été développées pour des essais en laboratoire, et elles présentent des
caractéristiques qui empêchent parfois de les utiliser sur des structures en service :

– traitement simultané de toutes les données (stockage important),
– manque d’adaptabilité vis à vis de modifications de paramètres en cours d’identi-

fication, ou de filtrage de perturbations numériques et/ou de données,
– absence de bases mathématiques et théoriques fiables.

Le premier problème est une conséquence du caractère explicite des méthodes. La
catégorie prédominante des algorithmes sont des algorithmes directs. L’acquisition
des données est réalisée en premier, puis l’identification est effectuée. Ceci requiert
l’invariance temporelle sur la durée de traitement, et des tailles de mémoire parfois
considérables. Les conditions d’essais doivent donc être parfaitement contrôlées.

Les techniques classiques d’identification cherchent à déterminer les matrices de
transfert du système, ce qui oblige à travailler en régime fréquentiel. Des techniques
de minimisation de type moindres carrés sont alors utilisées pour estimer les pa-
ramètres des fonctions de transfert. Les réponses impulsionnelles sont ensuite es-
timées par déconvolution afin de disposer d’un modèle temporel à caractère prédictif.
Cependant, les procédures de déconvolution sont très sensibles aux bruits de me-
sure et conduisent à des oscillations numériques. De plus les signaux ne sont pas
connus de façon continue et pour des structures en service, les signaux d’entrée
sont parfois totalement inconnus et les paramètres modaux peuvent également subir
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des modifications. Pour ces diverses raisons, le recours à des techniques d’identifi-
cation en régime temporel ont été recherchées. Les techniques classiques d’inden-
tification en régime temporel sont des techniques utilisant des réponses impulsion-
nelles. Ceci simplifie le développement numérique des routines d’identification, mais
reste également très sensible aux bruits de mesure. Le recours à des mesures de
réponse en régime forcé est plus délicat de mise en oeuvre, mais présente l’avan-
tage d’assurer une excitation permanente et d’estimer plus correctement l’ensemble
des modes pertinents [Cré05]. Dans le cadre d’identification de structures en service,
cela est particulièrement intéressant. Par exemple, l’estimation des paramètres mo-
daux d’un pont peuvent être estimés en utilisant l’excitation produite par le trafic ou le
vent. Pour des essais en laboratoire, le contrôle des entrées et le choix des classes de
ces dernières peuvent être correctement organisés. Pour une structure en service, l’en-
vironnement n’est pas forcément connu, ou même mesurable. il est donc nécessaire
de disposer de techniques se limitant à la seule connaissance et mesure de la réponse.
Cette élimination de l’excitation peut se faire en supposant que l’excitation est la sor-
tie d’un filtre stable [CB92]. Enfin développées par des ingénieurs mécaniciens pour
des ingénieurs mécaniciens, les techniques d’identification font complètement abstrac-
tion des informations statistiques. Il n’y a pas de procédures de filtrage du bruit par
exemple. Parce que les techniques d’identification modale sont aujourd’hui appliquées
à des structures de plus en plus complexes, il est devenu nécessaire de disposer d’al-
gorithmes d’identification fiables, robustes et présentant une adaptation aux problèmes
rencontrés lors de l’identification (changement de paramètres, erreurs de mesures,...).
Durant ces dix dernières années, les utilisateurs ont commencé à étudier les capacités
des algorithmes d’identification temporelle et ont été amenés à étudier ce qui était fait
depuis de nombreuses années en théorie du contrôle ou en traitement du signal. Ceci
a apporté un nouvel éclairage à l’identification modale. La méthode présentée dans ce
chapitre se place dans cette démarche en incluant également une vision résursive de
l’identification afin de permettre le suivi de paramètres modaux importants en phase
de fonctionnement d’une structure ou d’un ouvrage. L’objectif de ce chapitre est ainsi
de présenter une écriture innovante et récursive des équations de Yule-Walker très
souvent utilisées dans l’identification se séries chronologiques temporelles. L’intérêt de
cette ré-écriture de ces équations réside non seulement dans son caractère récursif,
mais aussi dans la vérification immédiate de sa convergence vers l’estimation off-line.
Pour cela, il est cependant nécessaire de préciser le modèle de travail retenu.

2.4 Modèles de travail

Puisque les conditions des expérimentations nécessitent l’échantillonnage des si-
gnaux de réponse - ou signaux de sortie- et des signaux d’excitation -ou signaux
d’entrée-, il est essentiel de disposer d’un modèle qui reflète l’historique de cet échantil-
lonnage. Un choix raisonnable consiste à modéliser le système dynamique par un
modèle de type ARMA (AutoRegressive Moving Average). Un modèle ARMA d’ordre
p − q exprime la réponse yk (vecteur de dimension ny) à l’instant tk au moyen d’un
expression récurrente

yk +

p∑
i=1

aiyk−i =

q∑
j=0

Bjfk−j (2.4.1)

où les ai sont scalaires et les Bj scalaires, vectoriels ou matriciels.
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La théorie des systèmes linéaires permet formellement de démontrer l’existence
d’un tel modèle. Dans [Cré90], une démonstration différente est faite pour exhiber
des relations entres les fréquences propres, les décréments et les modes propres
du système et les paramètres ai et Bj du modèle ARMA. L’approche retenue a été
de considérer un système (ou une structure) avec amortissement non proportion-
nel. Le recours à l’introduction de modes propres complexes et à l’utilisation d’une
décomposition de Jordan (dans le cas où les modes propres complexes ne constitue-
raient pas une base de l’espace initial) permet d’écrire de telles relations. Il convient
de souligner que le traitement mathématique ne se fait ni dans le domaine temporel,
ni dans le domaine fréquentiel ou de Laplace, mais dans le domaine en Z. Par le
théorème de Cauchy, il est ramené sous forme discrétisée dans le domaine tempo-
rel. Le modèle ARMA est alors exhibé, permettant de montrer que les ordres p et q
sont respectivement 2n et 2n− 1, n étant le nombre de modes à identifier, en d’autres
termes le nombre de modes présents dans la réponse de la structure. Il est également
possible de démontrer que le système est strictement causal, c’est-à-dire B0 = 0. Il
vient en particulier que les fréquences et les décréments sont obtenus directement
des racines du polynôme a(z) =

∑2n
i=0 aiz

2n−i. En effet, en notant λi la i-ème racine de
a(z), il vient :

fi =
1

2π∆t

√
1

4
log2 (<(λi)2 + =(λi)2) + arctan2

(=(λi)

<(λi)

)
(2.4.2)

ζi =
− 1

2∆t
log (<(λi)

2 + =(λi)
2)

fi

(2.4.3)

∆t est l’intervalle d’échantillonnage. Le modèle ARMA (2.4.1) se limite à décrire la
réponse temporelle échantillonnée de la structure par un système récurrent d’équations.

2.5 Expression récursive des équations de Yule-Walker

2.5.1 Hypothèses

L’une des premières hypothèses est de supposée que l’excitation est un bruit blanc.
C’est la définition même d’un modèle ARMA. Cette hypothèse peut cependant être
relachée en supposant que l’excitation est la sortie d’un filtre stable. Cremona [Cré90]
a démontré que, pour une telle excitation - appelée bruit coloré-, il était possible de
montrer que la partie autoregressive â(z) se decompose en le produit de a(z) par un
pôlynome dont les pôles seront des modes fantômes qu’il faudra distinguer des pôles
de a(z). Il va sans dire que cette tâche est difficile et repose dans la plupart du temps
sur des considérations physiques. En se plaçant dans l’hypothèse d’un bruit blanc,
il vient que l’état passé du système n’a aucune influence sur l’excitation présente :
E[tfkyl] = 0, pour k > l, où E[.] représente l’espérance mathématique. L’espérance de
toute combinaison linéaire des tfk−jyl, pour 0 ≤ j ≤ 2n−1 est nulle pour k−2n+1 > l.
En utilisant le modèle 2.4.1, il vient :

E

[
t

(
yk +

p∑
i=1

aiyk−i

)
yk−2n+1−l

]
= 0 (2.5.1)
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pour k − 2n + 1 > k − 2n + 1− l. En posant

Zk = (yk−2n+1−1, . . . , yk−2n+1−2n) (2.5.2)
Yk = (yk−1, . . . , yk−2n) (2.5.3)
θ = (a1, . . . , a2n) (2.5.4)

la relation 2.5.1 s’écrit :
E

[
tykZk + (θ tYk)Zk

]
= 0 (2.5.5)

La secondes des hypothèses consiste à remplacer l’espérance mathématique par
son estimateur empirique, ce qui suppose l’ergodicité des processus. Dans ce cas,
l’équation 2.5.5 devient :

E
[
tykZk + (θ tYk)Zk

]
=

k∑
i=4n

(
tyiZi + (θ tYi)Zi

)
= 0 (2.5.6)

ce qui conduit à l’équation matricielle :

θ

k∑
i=4n

tYiZi = −
k∑

i=4n

tyiZi (2.5.7)

Par simplification d’écriture, on pose :

Rk =
k∑

i=4n

tYiZi (2.5.8)

Tk = −
k∑

i=4n

tyiZi (2.5.9)

ce qui donne :
θRk = Tk (2.5.10)

Cette équation permet de constater qu’il ne s’agit pas d’une solution au sens des
moindres carrés classiques, en raison du fait que tYiZi introduit des séries de mesures
décalées. Elle est à rapprocher d’une démarche basée sur le principe de variables
instrumentales qui a été introduite pour contourner le caractère biaisé de l’estimateur
des moindres carrés. Par voie de conséquence, l’équation précédente permet de limi-
ter le biais que pourrait induire des mesures bruitées. La troisième hypothèse consiste
à supposer que les paramètres sont indépendants du temps. Cependant, pour tenir
compte de dérives de ces paramètres, un facteur d’oubli α compris entre 0 et 1 est
introduit dans les équations 2.5.11 et 2.5.12 :

Rk =
1

k − 4n

k∑
i=4n

αk−i tYiZi (2.5.11)

Tk = − 1

k − 4n

k∑
i=4n

αk−i tyiZi (2.5.12)

Ce facteur d’oubli permet de donner un poids mondre aux anciennes mesures par
rapport aux nouvelles.
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2.5.2 Première écriture récursive

Soit θk l’estimation de θ pour les k premières mesures :

θkRk = Tk (2.5.13)

On constate que l’on a :

Rk = tYkZk + αRk−1 (2.5.14)
Tk = −tykZk + αTk−1 (2.5.15)

L’équation 2.5.13 permet de tirer en conjonction avec les équations précédentes :

Tk = −tykZk + θk−1

(
Rk −t YkZk

)
= θkRk (2.5.16)

et donc :
θk = θk−1 +

(−tyk − θk−1
tYk

)
ZkR

−1
k (2.5.17)

Cette dernière équation montre comment l’estimateur de θ à l’instant k est corrigé à
partir de celui à l’instant k − 1 et des nouvelles mesures. La matrice Rk est appelée
matrice d’information.

2.5.3 Calcul de R−1
k

L’équation 2.5.17 met en évidence la nécessité de disposer de l’inverse de la ma-
trice Rk pour actualiser le vecteur de paramètres θk−1. Elle oblige donc à inverser
une matrice de dimension 2n × 2n à chaque itération, ce qui peut s’avérer prohibitif.
Pour éviter cette inversion systématique, il est préférable de remplacer l’expression
récursive 2.5.14 qui porte sur Rk, par une autre expression récursive portant sur R−1

k .
Le théorème d’inversion matricielle due à Kron permet d’écrire :

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B
(
DA−1B + C−1

)−1
DA−1 (2.5.18)

sous réserve que les matrices concernées soient de dimensions appropriées. En po-
sant A = αRk−1, B =t Yk, C = I, D = Zk, il vient :

(
αRk−1 +t YkZk

)−1
=

1

α
Pk−1 (2.5.19)

− 1

α
Pk−1

tYk

(
Zk

1

α
Pk−1

tYk + I

)−1

Zk
1

α
Pk−1

Cette équation permet donc d’écrire :

Pk =
1

α
Pk−1

(
I −t Yks

−1
k ZkPk−1

)
(2.5.20)

avec sk = ZkPk−1
tYk + αI. Ainsi, il n’est plus utile d’inverser la matrice d’information

qui est de dimension 2n×2n, mais d’inverser à chaque itération la matrice sk qui est de
dimension ny×ny, où ny est le nombre de points de voies de mesures (ou de signaux de
sortie). En général, ce nombre de voies de mesures, pour un ouvrage en service, est
bien inférieur au nombre de modes présents dans la réponse d’une structure continue.
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2.5.4 Remarque sur le facteur d’oubli

Le facteur d’oubli a pour objectif de réduire l’influence du passé sur les estimations
présentes. Ceci permet de pouvoir traquer des évolutions lentes ou faiblement rapides
du paramètre θ, et donc des caractéristiques modales que sont les fréquences et les
coefficients d’amortissement. Ceci conduit généralement à faire varier le paramètre α
lui-même pour tenter de suivre au mieux ces évolutions de paramètre. Pour cela, une
suite du type suivant est généralement considérée [Cré90] :

αk = α0αk−1 + (1− α0) (2.5.21)

Cremona [Cré90] montre que, pour une valeur initiale de ce schéma de 0,95, la valeur
α0 = 0, 99 procure des résultats optimisés dans le cas de sauts de paramètres.

2.5.5 Remarque les conditions initiales

Le choix des conditions initiales est un facteur important de la méthode. Concernant
la matrice d’information, cette dernière peut être choisie comme nulle, en absence de
données initiales, ce qui implique que son inverse doit avoir une norme de grande
valeur. Ceci conduit à retenir par exemple P4n = 108I, I étant la matrice identité de
dimension 2n × 2n. Pour le paramètre θ4n, la valeur initiale est un vecteur de compo-
santes nulles. Rappelons que, par construction, la forme récursive des équations de
Yule-Walker oblige de débuter le traitement après avoir engrangé au moins 4n acquisi-
tions temporelles sur l’ensemble des voies de mesures.

2.5.6 Convergence

Le schéma récursif proposé s’écrit donc :

θkP
−1
k = θk−1P

−1
k +

(−tyk − θk−1
tYk

)
Zk (2.5.22)

P−1
k = tYkZk + αkP

−1
k−1 (2.5.23)

L’équation 2.5.23 conduit à exprimer Pk en fonction de sa valeur initiale P4n :

P−1
k = µkP

−1
4n +

k∑
j=4n

ρjk
tYjZj (2.5.24)

avec

µk =
k∏

i=4n

αi (2.5.25)

ρjk =
k−1∏
i=j

αi j < k (2.5.26)

ρkk = 1 j = k

Introduisons le vrai vecteur de paramètres θ, noté θ0 ; il vient d’après 2.5.1 :

tyk +

p∑
i=1

ai
tyk−i = tNk = tyk + θ0 tYk (2.5.27)
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Nk représente le processus de la partie à moyenne mobile du processus ARMA et les
éventuelles erreurs de l’estimation liées par exemple au bruit de mesures. En utilisant
cette équation, on tire :

tykZk + θk−1
tYkZk = −θ0 tYkZk + tNkZk + θk−1

tYkZk (2.5.28)

=
(
θk−1 − θ0

)t
YkZk + tNkZk

Il est alors possible d’écrire :

θkP
−1
k = αkθk−1P

−1
k−1 + θk−1

tYkZk (2.5.29)

+
(
θ0 − θk−1

)t
YkZk − tNkZk

= µkθ4nP
−1
4n + θ0

(
k∑

j=4n

ρjk
tYjZj

)
+

(
k∑

j=4n

ρjk
tNjZj

)

P−1
k = µkP

−1
4n +

k∑
j=4n

ρjk
tYjZj (2.5.30)

Plusieurs remarques peuvent être faites concernant certains termes des équations
2.5.29 et 2.5.30 :

θ4n = 0 (2.5.31)
P−1

4n ≈ 0

1

k − 4n

k∑
j=4n

tNjZj ∝ E
[
tNjZj

]
= 0

La dernière des propriétés provient de l’équation 2.5.1. Ceci implique notamment :

1

k − 4n

k∑
j=4n

ρjk
tNjZj ∝ 0 (2.5.32)

Au moyen de ces propriétés remarquables ou asymptotiques, l’estimateur θk est donc
asymptotiquement équivalent à :

θk ≈ θ0

(
k∑

j=4n

ρjk
tYjZj

)(
k∑

j=4n

ρt
jkYjZj

)−1

(2.5.33)

et donc pour k →∞, θk → θ0.

2.6 Application

Cette section présente des applications pratiques de l’algorithme précédent pour la
détermination des caractéristiques modales de câbles. Le premier exemple concerne
une câble de pont à hauban soumis à l’action du vent. La réponse de ce câble est
donnée par la figure 2.2.

L’analyse spectrale et l’identification récursive temporelle sont présentées à la figure
2.3. Cette figure illustre une concordance de très bonne qualité entre les fréquences
dominantes identifiées par le spectre de puissance et celles estimées par la méthode
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FIG. 2.2 – Réponse vibratoire d’un câble long du pont de Saint-Nazaire

récursive présentée. Notons cependant que la technique temporelle requiert de dimen-
sionner le modèle ARMA en fixant a priori le nombre de modes (ici, 20) et d’imposer
des règles de rejet (corfficients d’amortissement négatifs et inférieurs à 3%).

La figure 2.3 met également en évidence que certaines fréquences sont moins
stables que d’autres. Par exemple, les fréquences à 2,7Hz et 4,5Hz font apparaı̂tre
deux lignes d’identification. Pour chaque fréquence, ces deux lignes correspondent à
deux pôles différents du polynôme a(z). Une bonne estimation impliquerait d’avoir ces
deux pôles conjugués, comme pour les autres fréquences, et disposer ainsi de deux
lignes fréquentielles confondues.

La figure 2.4 fournit un autre exemple de la réponse du même câble, mais pour des
conditions de mesures différentes. Deux fréquences proches à 1,7Hz et 1,8Hz appa-
raissent dans le spectre. L’algorithme récursif n’est capable d’identifier que la fréquence
à 1,8Hz. Cette fréquence correspond à la fréquence propre du câble et est associée à
un coefficient d’amortissement inférieur à 3%, alors que l’autre fréquence est éliminée
en raison d’un coefficient d’amortissement supérieur à ce seuil et donc peu réaliste
(le seuil de 3% est d’ailleurs un seuil élevé, car les coefficients d’amortissements de
câbles sont en générale beaucoup plus faibles).

La figure 2.5 présente une autre application à la mesure vibratoire d’une suspente
de pont bowstring. Le spectre met en évidence des fréquences inférieures à 70Hz.
L’algorithme récursif n’est pas à même de détecter la fréquence de 43Hz (Fig. 2.6).
L’une des raisons possible est que cette fréquence apparaı̂t rapidement au cours du
temps et que l’algorithme n’est pas capable de la suivre. La figure 2.7 présente les es-
timations des coefficients d’amortissement correspondants. Une bonne convergence
peut être notée, mettant en évidence l’efficacité de la technique.
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FIG. 2.3 – Comparaison entre spectre and fréquences identifiées par technique récursive
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FIG. 2.4 – Comparaison entre spectre and fréquences identifiées par technique récursive
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FIG. 2.5 – Spectre d’une suspente de bowstring sous excitation ambiante
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FIG. 2.6 – Fréquences identifiées par technique récursive
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FIG. 2.7 – Coefficients d’amortissement identifiés par technique récursive
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Chapitre 3

Analyse en ondelettes pour
l’identification de paramètres en
dynamique

Pierre Argoul,
Safia Bedaoui,
Silvano Erlicher,
Thien Phu Le,
Honoré Yin.

3.1 Introduction

La transformation en ondelettes est une décomposition temps-échelle qui s’est lar-
gement développée depuis les travaux de Jean Morlet et d’Alex Grossman [GM84] qui
en donnent un cadre mathématique rigoureux. Depuis, elle n’a cessé d’être exploitée
avec efficacité et succès pour des applications variées, comme par exemple, le traite-
ment de signaux non stationnaires ou la compression d’images.
La transformation en ondelettes continue (TOC) permet par exemple de capter la va-
riation temporelle des fréquences et des amplitudes instantanées contenues dans les
réponses transitoires ou de localiser les singularités contenues dans les réponses dy-
namiques. Ainsi, en donnant une meilleure structuration de l’information, elle facilite
grandement le processus d’identification des paramètres modaux à partir des réponses
vibratoires de structures mécaniques. Son emploi à des fins d’identification modale voit
le jour au milieu des années 90.
Le but de ce chapitre est de montrer les multiples avantages du traitement des
réponses vibratoires des structures par la TOC. Le premier paragraphe redonne
les expressions des fonctions de réponses en fréquence, réponses impulsionnelles
et réponses libres dans le cas de systèmes mécaniques discrets à comportement
linéaire, stationnaire et causal. Le paragraphe suivant traite de la transformation en
ondelettes en rappelant sa définition et les principales propriétés utiles pour l’identifi-
cation. L’« optimisation » des caractéristiques de l’ondelette est réalisée grâce à l’in-
troduction du facteur de qualité permettant de gérer les localisations temporelle et
fréquentielle de la TOC. Le troisième paragraphe présente plus précisément com-
ment utiliser l’analyse en ondelettes à des fins d’identification modale. Plusieurs uti-
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lisations de la TOC pour l’identification modale sont proposées et décrites suivant le
type de réponses vibratoires analysées : fonction de réponse en fréquence ou réponse
à un choc (réponse libre) ou encore réponse sous excitations ambiantes. Des appli-
cations sur des cas réels en laboratoire (vibrations de poutres et d’une plaque) sont
présentées. Le dernier paragraphe qui sert de conclusion, ouvre des perspectives sur
l’emploi de l’analyse en ondelettes à des fins d’identification dynamique pour des struc-
tures à comportement non linéaire. Une technique pour détecter et caractériser les
non-linéarités présentes dans le comportement est proposée, fondée sur le calcul d’in-
dicateurs instantanés.

3.2 Identification de paramètres en dynamique

La problématique de l’identification de paramètres en dynamique des structures, qua-
lifiée également de « vibrations inverses » par [Bui93], peut se résumer de la façon sui-
vante : comment, à partir d’une expérience vibratoire sur la structure étudiée, connaı̂tre
les caractéristiques du modèle qui représente son comportement mécanique ?
Les techniques d’identification ont d’abord été appliquées sur des structures à com-
portement linéaire. Dans ce cas, le comportement peut être représenté soit par des
fonctions de réponse en fréquence (FRF) dans le domaine fréquentiel, soit par des
réponses impulsionnelles (RI) dans le domaine temporel dont nous allons redonner
les expressions. Pour des systèmes discrétisés à N degrés de liberté (DdL) avec un
comportement supposé linéaire et stationnaire, les oscillations sont gérées par des
équations différentielles linéaires, du second ordre, à coefficients constants. On note
l le DdL du point d’application de la force d’excitation et k celui du point de mesure
de la réponse en déplacement. La FRF Hkl de type réceptance (rapport force sur
déplacement) s’écrit :

Hkl(ω) =
N∑

r=1

[
(Ar)kl

jω − pr

+

(
Ar

)
kl

jω − pr

]
(3.2.1)

où
(
Ar

)
kl

et pr sont respectivement le conjugué du résidu (Ar)kl et celui du re pôle
complexe de la fonction de transfert ; j =

√−1. Lorsqu’on suppose un amortissement
de type visqueux sous-amorti, les pôles pr solutions de :

p2
r − 2σr pr + ω2

0r
= 0, (3.2.2)

s’écrivent : pr = σr + jωr avec ωr re pulsation propre amortie et σr < 0 ; ωr et σr

sont liés à la re pulsation propre du système conservatif associé ω0r et au re taux
d’amortissement visqueux ξr par : ωr = ω0r

√
1− ξ2

r et σr = −ξr ω0r .
De la même façon, la RI notée hkl(t) s’exprime par :

hkl(t) =
N∑

r=1

(Br)kl eσrt cos (ωrt + (χr)kl) (3.2.3)

où (Br)kl = 1
ωr

√
(αr)

2
kl ω

2
r + ((βr)kl + σr (αr)kl)

2 et (χr)kl = − arctan
(βr)kl+σr(αr)kl

(αr)klωr

avec (αr)kl = (Ar)kl +
(
Ar

)
kl

et (βr)kl = − (Ar)kl pr −
(
Ar

)
kl

pr.
Nous terminons ces rappels par les expressions des réponses libres au DdL k en
déplacement, vitesse et accélération notées respectivement : uk(t), u̇k (t) et ük (t). Le
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principe de superposition modale permet d’écrire ces réponses libres réelles comme
la superposition de N composantes modales respectivement ukr (t), u̇kr (t) et ükr (t) :

uk (t) =
N∑

r=1

ukr (t) =
N∑

r=1

Re
(
Gr φkr eprt

)
(3.2.4)

u̇k (t) =
N∑

r=1

u̇kr (t) =
N∑

r=1

Re
(
Gr prφkr eprt

)
(3.2.5)

ük (t) =
N∑

r=1

ükr (t) =
N∑

r=1

Re
(
Gr p2

rφkr eprt
)

(3.2.6)

où Re (.) désigne la partie réelle du complexe entre les parenthèses ; par exemple :
Re (Gr φkr eprt) = 1

2

(
Gr φkre

prt + Ḡr φ̄kre
prt

)
; φkr est la ke composante du re vecteur

propre complexe φr solution de l’équation caractéristique : (p2
rM + prC + K) φr = 0

où M est la matrice de masse définie positive, K et C sont les matrices de rigidité
et d’amortissement visqueux supposées définies non négatives. Gr est le facteur de
participation complexe associé avec le re mode qui dépend des vecteurs conditions
initiales en déplacement u0 = u(0) et en vitesse v0 = u̇(0)

Gr = |Gr| ej arg Gr = 2
φT

r (prM u0+C u0 + M v0)

φT
r (2prM + C) φr

(3.2.7)

La composante modale ukr (t) s’écrit sous la forme : Υ(ukr) (t) cos
(
α(ukr) (t)

)
. L’ampli-

tude Υ(ukr) (t) = |Gr| |φkr| e−ξrω0r t est une fonction positive et décroissante exponentiel-
lement et la phase α(ukr) (t) = arg Gr + arg φkr + ωr t est la somme de trois termes :
une constante arg Gj qui dépend des conditions initiales modales, arg φkr ∈ (−π, π]
qui tient compte de la nature complexe de la forme modale et une fonction linéaire en
temps dont le coefficient est la re pulsation propre amortie. Dans le cas de modes réels,
arg φkr est égale soit à 0, soit à π, suivant le signe de φkr. On note que le signal ukr (t)
est un « chirp » dont les variations de l’amplitude Υ(ukr) (t) sont lentes par rapport aux
oscillations de la phase α(ukr) (t). La notion de chirp est liée à celle d’asymptocité qui
sera développée au paragraphe 3.4.2 suivant.
Dans la suite, on omettra les indices k et l par souci de simplification d’écriture, lors-
qu’ils ne sont pas nécessaires.

Les techniques d’identification modale visent à estimer les paramètres modaux d’une
structure (fréquences propres, taux d’amortissement modaux et formes modales). De-
puis les trente dernières années, elles n’ont cessé de se complexifier et le nombre des
algorithmes développés est toujours croissant. Ces derniers sont généralement fondés
sur les propriétés supposées pour le système dont la linéarité, l’invariance dans le
temps, l’observabilité1 et la réciprocité. La classification générale des méthodes d’iden-
tification modale devient actuellement une tâche difficile. Celle donnée par [MSH+98]
est fondée sur quatre critères classés par les auteurs selon leur importance.
Le premier critère est celui du domaine dans lequel les données sont traitées numéri-
quement (temporel ou fréquentiel). De façon générale, les méthodes dans le domaine
temporel ont tendance à donner de meilleurs résultats lorsque le contenu fréquentiel
des données s’étend sur une large plage et que le nombre de modes est élevé. A
l’inverse, les méthodes fréquentielles obtiennent de meilleurs résultats si le contenu

1L’observabilité caractérise la possibilité de retrouver l’état d’un système en observant sa sortie.



64 3. Analyse en ondelettes pour l’identification de paramètres en dynamique

fréquentiel est limité et si le nombre de modes est relativement faible. Cependant, les
méthodes dans le domaine temporel ne peuvent estimer que les modes se trouvant
dans la plage fréquentielle de l’analyse et ne peuvent pas prendre en compte les effets
résiduels des modes situés en dehors de cette plage, à l’inverse des méthodes dans
le domaine fréquentiel. Nous proposons de rajouter un troisième domaine : le domaine
temps-fréquence pour prendre en compte les techniques utilisant les transformations
temps-fréquence comme les analyses en ondelettes ou en gaborettes.
On attribue le second critère suivant que la procédure d’identification est appliquée soit
à partir des équations de la dynamique (« méthode directe » ), soit sur les paramètres
modaux (« méthode indirecte » ). Il est en rapport avec le concept de « boı̂te blanche »
ou « noire » utilisé pour qualifier les modèles en théorie des systèmes. Le modèle en
boı̂te blanche est associé au critère direct, fondé sur une connaissance physique du
phénomène et des lois fondamentales du mouvement et le modèle en boı̂te noire, au
critère indirect sans lien avec une connaissance physique du phénomène. Cette termi-
nologie grâce à la notion de modèle en « boı̂te grise » permet d’inclure des modèles
partiellement basés sur des connaissances physiques.
Le troisième critère concerne le nombre de modes analysés ; on parle de méthodes à
un ou à plusieurs DdLs.
Le dernier critère est fondé sur les nombres des entrées et des sorties pouvant être
pris en compte par la méthode ; on distingue les méthodes à « une entrée - une sortie »
de celles à « une entrée - plusieurs sorties » ou encore de celles à « plusieurs entrées
- plusieurs sorties »L̇’idée qui soutient ce critère est que les paramètres modaux ne
varient pas en théorie, lorsque l’on passe d’une FRF à une autre. Par conséquent, il
devient possible d’obtenir un ensemble des caractéristiques modales, plus consistant,
en traitant en même temps plusieurs FRFs ou plusieurs RIs.

3.3 La transformation en ondelettes

L’analyse temps-fréquence a toujours été un enjeu en traitement des signaux. Pour
l’étude des signaux transitoires, qui évoluent dans le temps d’une façon imprévisible,
la notion d’analyse fréquentielle ne peut être que locale en temps. Ces signaux ne
peuvent pas être représentés par une superposition d’ondes (sinusoı̈des de durée
infinie) mais comme une superposition d’ondelettes (ondes de courte durée).
Parmi les transformations temps-fréquence les plus couramment rencontrées, on peut
citer la transformation en ondelettes, la transformation en gaborettes (TG) et enfin celle
de Wigner-Ville (TWV).
La TG utilise une fonction « fenêtre » pour localiser l’analyse de Fourier, puis la fait
glisser sur une autre position, et ainsi de suite. Les « gaborettes » ou ondelettes de
Gabor sont construites à partir de la fenêtre par des translations et des modulations
(c’est-à-dire des translations en fréquence). Le compromis est qu’une fenêtre courte
favorise la résolution en temps au détriment de la résolution en fréquence et vice-versa.
La TWV est le représentant le plus connu de la classe de Cohen des distribu-
tions bilinéaires alors que les analyses en gaborettes et en ondelettes sont des
représentations linéaires. Bien qu’elle puisse prendre des valeurs négatives, la TWV
d’une fonction peut être considérée comme une densité dans le plan temps-fréquence
à cause de ses propriétés d’intégrations. La structure bilinéaire de la représentation
de Wigner Ville comporte de nombreux avantages (tel que la localisation temporelle
et fréquentielle, conservation de l’énergie...). Cependant son principal inconvénient est
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de générer des interférences issues des interactions entre composantes d’un signal ;
ce qui rend la lisibilité de cette « densité » plus délicate. Ainsi, pour l’analyse des si-
gnaux certains et aléatoires, [Fla89] propose un estimateur de type pseudo-Wigner
lissé afin d’améliorer la lisibilité.
Dans cette étude, nous nous sommes intéressés à la TOC à des fins d’identification
modale. Dans cet article, nous ne comparons pas la TOC à d’autres transformations
temps-fréquence comme par exemple la TG ou la TWV, déjà citées.
L’analyse en ondelettes permet une représentation du signal dans le temps (ou l’es-
pace) et dans les échelles. Grossmann et Morlet démontrent notamment dans [GM84]
que pour qu’un signal temporel puisse être décomposé sous forme d’une combinai-
son linéaire de fonctions élémentaires localisées en différents instants et ayant des
échelles différentes, il faut que la fonction mère présente quelques oscillations et donc
ressemble à une ondelette, une onde localisée, par comparaison au terme « onde »
seul, qui signifie une oscillation qui se propage indéfiniment.

3.3.1 Définitions

La TOC d’un signal u(t), d’énergie finie et continu par morceaux, est définie comme
suit :

Tψ [u] (b, a) =
1

a

∫ +∞

−∞
u (t) ψ̄

(
t− b

a

)
dt (3.3.1)

où ψ (t) est une fonction de classe L1 (R) ∩ L2 (R), continue par morceaux, appelée
ondelette mère, et ·̄ désigne le complexe conjugué. La variable b ∈ R introduit une
translation de l’ondelette mère le long de l’axe temporel. La variable a > 0 détermine
une dilatation de la variable temporelle t et peut être reliée à l’inverse d’une fréquence
angulaire : nous prenons (cf. relation suivante (3.4.15)), a = ωmax

ω
où ωmax désigne la

valeur de la pulsation telle que le module
∣∣∣ψ̂ (ω)

∣∣∣ de la transformée de Fourier de ψ (t)

est maximal. On rappelle que : ψ̂ (ω) =
∫ +∞
−∞ ψ (t) e−jωtdt où j =

√−1. L’ équation (3.3.1)
montre que la TOC est définie par le produit de convolution entre u(t) et P{ψa}(t) où P
est l’opérateur de parité défini par P{ψa}(t) = ψa(−t). On obtient ainsi une expression
duale de (3.3.1) en lui appliquant le théorème de Parseval :

Tψ [u] (b, a) =
1

2π

∫ +∞

−∞
û (ω) ψ̂ (aω) ejωbdω (3.3.2)

où û (ω) est la transformée de Fourier (TF) de u(t).
L’ équation (3.3.2) définit la TOC, pour toute valeur de a > 0, comme la TF inverse du
produit û (ω) ψ̂ (aω), et permet le calcul numérique de la TOC à l’aide des algorithmes
de transformées de Fourier rapides.

3.3.2 Propriétés et choix de l’ondelette mère

Un choix « optimisé » de l’ondelette mère à des fins d’identification par la TOC,
relève de trois critères : l’admissibilité, la progressivité et les localisations temporelle et
fréquentielle de l’ondelette mère.
Le premier critère d’admissibilité entraı̂ne que la TF de ψ est nulle à l’origine : ψ̂(0) = 0
et donc que ψ est de moyenne nulle [CHT98]. Il est essentiel car on démontre que si
l’ondelette est admissible, la TOC inverse existe.
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Le deuxième critère important pour l’obtention et l’extraction des arêtes est la progres-
sivité, qui par définition signifie que la TF de ψ est nulle pour des pulsations négatives :
ψ̂ (ω) = 0 pour ω ≤ 0. Cette propriété permet de relier directement le signal réel u(t)
avec le signal analytique(2) Zu(t) qui lui est associé. L’amplitude et la fréquence ins-
tantanées deviennent par conséquent plus faciles à extraire. L’importance de ce critère
est détaillé ci-après (dans les remarques faites après l’Eq. (3.4.14)).
Une autre propriété importante est la localisation en temps et en fréquence des on-
delettes mères et de la TOC. On cherche à concevoir des fonctions analysantes qui
se situent à mi-chemin des distributions de Dirac δ(t − τ) et des fonctions ejω t qui
sont parfaitement localisées respectivement en temps et en fréquence. Ces nouvelles
fonctions auront à la fois une bonne localisation fréquentielle et une bonne localisation
temporelle.
On utilise généralement pour définir les localisations temporelle et fréquentielle, les no-
tions de moyennes et d’écart-types dans les domaines temporel et fréquentiel qui sont
définis par rapport à la densité de probabilité respectivement : ϕ1(t) = |ψ(t)|2

‖ψ‖22
pour le do-

maine temporel et ϕ2(ω) =
|ψ̂(ω)|2
‖ψ̂‖2

2

pour le domaine fréquentiel [Mal00]. Pour l’ondelette

mère, les moyennes temporelle et fréquentielle sont notées tψ et ωψ et les écart-types
temporel et fréquentiel ∆tψ et ∆ωψ respectivement. La fonction mère ψ(t) est dite lo-
calisée au point de phase (tψ , ωψ) avec une incertitude µψ = ∆tψ ∆ωψ qui d’après le
principe d’incertitude d’Heisenberg vérifie : µψ ≥ 1

2
; entraı̂nant qu’une amélioration de

la localisation temporelle (i.e. une diminution de ∆tψ) va être accompagnée par une
détérioration de la localisation fréquentielle (i.e., une augmentation de ∆ωψ). Par ex-
tension, on définit les localisations temporelle et fréquentielle de la TOC en appliquant
les définitions précédentes à la version dilatée et translatée : ψb,a(t) = 1

a
ψ

(
t−b
a

)
. On

obtient alors les notions de moyennes : tψb,a
et ωψb,a

et d’écart-types : ∆tψb,a
, ∆ωψb,a

respectivement dans les domaines temporel et fréquentiel [Le03].
Pour caractériser la qualité du filtre de l’ondelette mère et par suite la localisation de la
TOC, [LA04] proposent le facteur de qualité Q défini comme le rapport de la pulsation
moyenne ωψ à la largeur de l’intervalle fréquentiel 2∆ωψ. Ce facteur permet aux auteurs
de comparer plusieurs ondelettes mères et ils montrent que pour une même valeur de
Q, les résultats obtenus par l’ondelette mère de Cauchy et par l’ondelette de Morlet
sont similaires.
Nous avons utilisé l’ondelette mère de Cauchy d’ordre n : ψβ,n (t) modifiée par le pa-
ramètre positif β. ψβ,n (t) et sa transformée de Fourier : ψ̂β,n (ω) sont définies respecti-
vement par :

ψβ,n (t) =

(
j

βt + j

)n+1

ψ̂β,n (ω) = 2π

(
ω

β

)n
e−

ω
β

n!
H (ω) (3.3.3)

où H (ω) est la fonction de Heaviside. Lorsque t désigne le temps, β a la dimension de
l’inverse d’un temps.
On montre aisément que l’ondelette de Cauchy modifiée est admissible et progres-
sive. On redonne son facteur de qualité : Q =

√
2n+1
2

, ses moyennes temporelle
et fréquentielle : tψ = 0 et ωψ = β

2
(2n + 1) = 2βQ2 ; les écarts-types temporel et

fréquentiel : ∆tψ = 1
β

1√
2n−1

= 1
β

1√
4Q2−2

et ∆ωψ et ∆ωψ = β
√

2n+1
2

= βQ et enfin la valeur

2Le signal analytique s’obtient à partir du signal réel en annulant les valeurs du spectre pour les fréquences négatives ; ceci a
pour effet de « complexifier » le signal initial.
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ωmax de la pulsation telle que ψ̂β,n (ω) est maximale : ωmax = βn = β
(
2Q2 − 1

2

)
. On

déduit l’incertitude : µψ = 1
2

√
1 + 2

2n−1
= Q√

4Q2−2
.

Nous retenons le cas β = 1 qui est le plus courant et pour simplifier l’écriture, nous

posons ψn (t) = ψ1,n (t) =
[

1√
t2+1

]n+1

ej (n+1)Arctg(t). La fonction ψn (t) est tracée (parties

réelle et imaginaire) en Fig. (3.1) et sa transformée de Fourier ψ̂n (ω) en Fig. (3.2)
(schéma à gauche) pour trois valeurs de n : n = 1, 4 et 15. On note que ψ̂n (ω) est
réelle, positive et nulle pour des pulsations négatives.
Le choix des paramètres de l’ondelette n et β doit tenir compte de deux exigences :

– la réduction des effets de bord
le calcul numérique de la TOC entraı̂ne un biais dû au fait que le signal enre-
gistré est de longueur finie comme illustré en Fig. (3.2) où l’on voit nettement les
perturbations sur le bord droit. Pour remédier à cette difficulté, un domaine de
« validité » où les effets de bords peuvent être négligés, est proposé dans le plan
temps-fréquence ; ce domaine est déterminé par deux hyperboles (cf. Fig. (3.2))
et deux horizontales [LA04] ;

– les effets du couplage fréquentiel
lorsque le signal analysé contient deux fréquences caractéristiques voisines
(deux modes de vibration proches), l’identification des paramètres modaux est
perturbée.

Pour cela, [LA04] fondent leur procédure sur le facteur de qualité et proposent un
intervalle de valeurs « acceptables » pour Q : Q ∈

[
Qmin = cf

ωr

2dω
, Qmax = ωrL

4ctµψ

]
avec

Qmin = cf
ωr

2dω
(3.3.4)

Qmax =
ωrL

4ctµψ

(3.3.5)

où µψ = ∆tψ ∆ωψ, ct et cf sont deux paramètres choisis pour limiter les effets de bord,
ωr est la fréquence d’intérêt généralement voisine d’une pulsation propre du système
et dω est un écart fréquentiel (par exemple l’écart minimum entre ωr et une fréquence
proche. On doit toujours vérifier Qmin < Qmax. Plus récemment dans [EA07], les au-
teurs raffinent la procédure en introduisant une nouvelle valeur Qξ de Q liée au taux

d’amortissement modal ξ considéré : Qξ = 1
2ξ

√
1 +

√
1− 4ξ2. Pour le calcul de Qξ, une

estimation « grossière » de ξ suffit (par exemple à l’aide de la méthode de la demi-
puissance). Le choix de Q peut alors se faire de la façon suivante :

– si Qmin ≤ Qξ alors Q = min(Qξ, 1/2(Qmin + Qmax)).
– si Qmin > Qξ alors Q = Qmin.

3.4 Analyse en ondelettes et identification modale

Ce paragraphe développe avec plus ou moins de détails, trois manières d’utiliser la
TOC pour l’identification modale à partir des fonctions de réponses en fréquence ou
des réponses transitoires, ou encore des réponses sous excitations ambiantes. Les
trois techniques d’identification modale proposées diffèrent suivant le type de signaux
mesurés. Elles sont dénotées respectivement (IMFRF) lorsque les signaux de mesure
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FIG. 3.1 – Ondelette mère de Cauchy ψn (t) : en haut partie réelle et en bas partie imaginaire pour .....
n = 1, -.-.- n = 4 et - - - n = 15.

sont des FRFs, (IMRL) lorsque ceux-ci sont des réponses libres et finalement (IM-
REA) lorsque l’on traite des réponses sous excitations ambiantes. Les deux premières
techniques (IMFRF) et (IMRL) sont présentées avec plus de détails.

3.4.1 à partir des fonctions de réponses en fréquence (IMFRF)

On propose d’appliquer la TOC aux FRFs dans le but d’établir des formules pour
identifier les paramètres modaux. On introduit alors la TOC d’une FRF H(ω) que l’on
note W (a, b). Pour simplifier l’écriture, on pose : ϕ

(
ω−b

a

)
= ψ

(
ω−b

a

)
. A partir de la rela-

tion (3.3.1) définissant la TOC, on obtient :

W (a, b) = Tψ [H] (b, a) =
1

a

∫ +∞

−∞
H(ω)ϕ

(
ω − b

a

)
dω (3.4.1)
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FIG. 3.2 – En haut : Transformée de Fourier de l’ondelette mère de Cauchy ψn (t) : pour ..... n = 1,
-.-.-n = 4 et - - - n = 15 et en bas : Module de la TOC d’un signal non-stationnaire - Illustration de l’effet
de bord

Si on suppose que H(ω) vérifie (3.2.1), l’équation (3.4.1) devient :

W (a, b) =
−j

a

N∑
r=1

(
Ar

∫ +∞

−∞

ϕ
(

ω−b
a

)

ω + jpr

dω + Ar

∫ +∞

−∞

ϕ
(

ω−b
a

)

ω + jpr

dω

)
(3.4.2)

Dans la suite, on suppose que ϕ(s) est une fonction analytique dans le demi-plan au-
dessus de l’axe réel. Les intégrales de l’équation (3.4.2) se calculent alors de manière
analytique à l’aide de la formule intégrale de Cauchy dans la théorie des fonctions à
variable complexe. On obtient :

W (a, b) =
2π

a

N∑
r=1

[
Arϕ

(−j pr − b

a

)
+ Arϕ

(−j pr − b

a

)]
(3.4.3)



70 3. Analyse en ondelettes pour l’identification de paramètres en dynamique

Dans [YDA04], les auteurs proposent comme ondelette mère les fonctions fraction-
naires suivantes :

ψx(s) =
1

(1 + js)x+1
= e−(x+1)log(1+js) (3.4.4)

dans laquelle x est un nombre réel positif. Lorsque x = n avec n entier naturel stric-
tement positif, on remarque que ψx(ω) = ψβ=1,n (ω) ; la dimension de β étant l’inverse
d’une pulsation.
On peut vérifier que ψx(s) satisfait les conditions exigées par une ondelette mère. On
choisit la détermination principale de la fonction logarithmique log(z) avec z = 1 + js
avec la coupure correspondant à l’axe des réels négatifs. log(z) est définie et analy-
tique dans le plan complexe privé de l’axe des réels négatifs ; par suite, le conjugué de
ψx(s) : ϕx(s) = ψx(s) = 1

(1−js)x+1 = e−(x+1)log(1−js) est défini et analytique dans le plan
complexe avec une coupure qui correspond à la partie de l’axe imaginaire au dessous
du point s = (0,−j). Finalement, puisque les valeurs de a sont toujours positives, la
fonction ϕx(s) est définie et analytique dans le demi plan au dessus de l’axe réel. On
note ensuite Wx(a, b) la TOC d’une FRF en remplaçant l’ondelette mère ψ par ψx dans
l’équation (3.4.1). De même, la relation (3.4.3) devient :

Wx(a, b) = 2πax

N∑
r=1

[
Ar

(a + jb− pr)
x+1 +

Ar

(a + jb− pr)
x+1

]
(3.4.5)

Au voisinage d’une pulsation propre, c’est-à-dire si |b − ωr| est suffisamment petit, on
suppose que la fonction Wx(a, b) est dans une large mesure, influencée par une seule
fonction fractionnaire :

Wx(a, b) ≈ 2πaxAr

(a + jb− λr)
x+1 (3.4.6)

La qualité de cette approximation dépend évidemment de l’interaction entre des modes
voisins. Une analyse de la fonction |a 1−x

2 Wx(a, b)| montre qu’elle décrit approximati-
vement une surface parabolique de révolution dont le sommet est proche du point
(a = −σr , b = ωr). Cette propriété suggère que les valeurs de σr et de ωr peuvent être
estimées en recherchant les maxima locaux de la fonction |a 1−x

2 Wx(a, b)|. Une méthode
pour estimer les paramètres modaux fondée sur cette propriété a été validée sur des
données analytiques et expérimentales [YDA04].
Dans la suite, on cherche à établir des formules d’estimation des paramètres modaux
par une démarche similaire à celle des formules des différences finies [YD00]. Pour
cela, on considère deux valeurs de Wx(a, b) aux points (a, b−) et (a, b+), avec b− <
ωr < b+, ωr étant la re pulsation propre amortie. L’approximation donnée en (3.4.6)
conduit aux équations suivantes :

Wx(a, b−) ≈ 2πaxAr

(a + jb− − pr)
x+1 (3.4.7)

Wx(a, b+) ≈ 2πaxAr

(a + jb+ − pr)
x+1 (3.4.8)

On peut alors estimer sans difficulté pr. En posant Rx =
(

Wx(a,b+)
Wx(a,b−)

) 1
x+1

, on obtient :

pr ≈ a +
j

2

[
b+ + b− + (b+ − b−)

Rx + 1

Rx − 1

]
(3.4.9)
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L’estimation du résidu Ar peut alors être déduite de l’une des équations (3.4.7) et
(3.4.8) :

Ar ≈ (a + jb+ − pr)
x+1

Wx(a, b+)

2πax
(3.4.10)

Par exemple, pour x = 1, les relations précédentes deviennent :

pr ≈ a +
j

2

[
b+ + b− + (b+ − b−)

√
W1(a, b+) +

√
W1(a, b−)√

W1(a, b+)−
√

W1(a, b−)

]
(3.4.11)

Ar ≈ (a + jb+ − pr)
2
W1(a, b+)

2πa
(3.4.12)

On rappelle que W1(a, b) = 1
a

∫ +∞
−∞ H(ω)ψ1

(
ω−b

a

)
dω avec ψ1(s) = 1

(1+js)2
. Les relations

(3.4.9) et (3.4.10) sont similaires à celles des différences finies. Mais elles donnent
une estimation plus précise des paramètres modaux grâce à la capacité de la TOC à
minimiser l’effet d’interaction entre des modes voisins.
Dans la pratique, la valeur de b− doit être inférieure à celle de la re fréquence propre ωr

et la valeur de b+ supérieure. La valeur moyenne de b− et de b+ doit être la plus proche
possible de celle de ωr.
Donc il faut commencer par estimer ωr qui correspond à la partie imaginaire de λr par
la méthode itérative suivante : à chaque étape d’itération, on estime λr et on déduit la
valeur de ωr qui servira de valeur moyenne de b− et de b+ à l’étape suivante. Une fois
la convergence atteinte, la valeur de ωr servira de valeur moyenne de b− et de b+ pour
l’estimation de l’amortissement et du résidu.
Une attention particulière doit être donnée au choix de la valeur de a. En théorie, la
précision de l’estimation est d’autant meilleure que la valeur de a est petite en raison
de l’interaction entre modes voisins. Dans la pratique, on constate que les résultats
d’estimation sont instables pour de très petites valeurs de a. On doit donc faire varier
a afin de trouver la valeur optimale. Quant à x, on peut prendre par exemple x = 1 ou
x = 3, mais de préférence des valeurs inférieures à 5 pour des raisons d’instabilité. De
manière générale, le fait d’augmenter la valeur de x minimise l’interaction entre modes
voisins mais peut rendre les résultats instables car sensibles aux données bruitées et
aux éventuelles non-linéarités au voisinage des fréquences de résonance.

3.4.2 à partir des oscillations libres (IMRL)

Le cas (IMRL) a été étudié plus intensivement durant les dix dernières années
par plusieurs chercheurs. Plusieurs ondelettes ont été proposées pour identifier les
fréquences propres et les taux d’amortissement modaux dont l’ondelette de Morlet
modifiée et l’ondelette de Cauchy précédemment introduite. L’effet du bruit sur les
mesures aussi bien que le traitement des effets de bords de la TOC et le choix
des paramètres optimaux de l’ondelette mère ont été étudiés par plusieurs auteurs :
[RFGP97], [LA04], [SSB03], [LTB04].
On s’intéresse ici aux signaux modulés en fréquence autour d’une fréquence porteuse
et modulés en amplitude par une enveloppe Υ(t). Ils peuvent se mettre sous la forme :
Υ(t) cos (α(t)). Une condition nécessaire pour l’utilisation de la TOC pour l’identification
modale à partir des réponses libres de structures est l’asymptoticité des signaux traités
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qui entraı̂ne que : ∣∣∣∣∣
Υ̇ (t)

Υ (t)

∣∣∣∣∣ ¿ α̇ (t) (3.4.13)

La relation (3.4.13) traduit que les variations de l’amplitude sont beaucoup plus lentes
que celles de la phase ([CHT98]). L’amplitude est quasi-constante à l’échelle d’une
pseudo-période T (t) = 2π

|α̇| . On rajoute généralement que la pseudo-période T (t) est

elle-même lentement variable entre deux oscillations successives : |α̈(t)|
α̇2(t)

¿ 1. De tels
signaux sont appelés des « chirps » [CMF99] (un signal harmonique avec amplitude
constante et une phase linéaire en temps, est un cas trivial de chirp).
Pour un système discret à N DdLs, linéaire avec des paramètres constants et faible-
ment amorti, on a vu en (3.2.4) que la ke composante uk du vecteur déplacement en
réponse libre peut se mettre sous la forme d’une somme de N composantes modales
ukr(t) qui sont compatibles avec la condition d’asymptoticité (3.4.13) dès que ξr ¿ 1√

2
.

Lorsque l’amortissement modal est faible, cette dernière condition est toujours vérifiée
et les réponses libres des systèmes linéaires sont asymptotiques. Finalement, pour
une composante modale asymptotique ukr(t), le signal analytique associé

Z(ukr)(t) = ukr(t) + j H [ukr] (t) (3.4.14)

avec H désignant la transformée de Hilbert, est sensiblement égal au signal complexe
associé z(ukr) (t) = Υ(ukr) (t) ei α(ukr)(t).
Lorsque l’ondelette mère est progressive, on montre qu’il existe un ensemble de points
dans le plan temps-échelle (b, a) autour duquel l’énergie de la TOC de ukr(t) se loca-
lise. Cet ensemble est appelé arête (« ridge » en anglais) et la valeur de la TOC sur
l’arête, le squelette (« skeleton » en anglais) de la TOC de ukr(t). Il existe plusieurs
définitions de l’arête suivant le critère de localisation de l’énergie choisie pour la TOC.
Une définition classique postule que le carré du module de la TOC est maximum sur
l’arête. Ainsi pour tout b, le module |Tψ [ukr] (b, a)| est maximum lorsque :

a = a(ukr)
r (b) =

ωmax

α̇(ukr) (b)
(3.4.15)

où α̇(ukr) (b) désigne la fréquence instantanée du signal ukr(t).
Plusieurs méthodes pour définir et extraire les ridges sont proposées dans l’ouvrage
([CHT98]), et les auteurs montrent que le squelette d’un signal asymptotique ukr cal-
culé sur une arête est proportionnelle au signal complexe associé z(ukr) (b) :

Tψ [ukr]
(
b, a(ukr)

r (b)
) ' 1

2
ψ̂ (ωmax) Z(ukr) (b) ' 1

2
ψ̂ (ωmax) z(ukr) (b) (3.4.16)

Intéressons nous ensuite au signal uk (t) =
∑N

r=1 ukr (t) exprimé en relation (3.2.4).
Dans ce cas, la TOC a N arêtes, une par composante du signal. Sur la se arête,
l’énergie liée à la composante uks est maximale tandis que la contribution due aux
autres composantes ukr pour r 6= s est négligeable dès que les fréquences propres
sont suffisamment éloignées les unes des autres. Ensuite grâce à la propriété de
linéarité de la TOC, on déduit de ce qui précède que :

Tψ [uk]
(
b, a

(uks)
r (b)

)
= Tψ

[∑N
r=1 ukr

] (
b, a

(uks)
r (b)

)
=

∑N
r=1 Tψ [ukr]

(
b, a

(uks)
r (b)

)

' Tψ [uks]
(
b, a

(uks)
r (b)

)
' 1

2
ψ̂ (ωmax) z(uks) (b)

(3.4.17)
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L’ équation (3.4.17) montre qu’il est possible d’isoler la composante modale uks(t) =
Re

(
z(uks) (t)

)
à partir de la TOC du signal multi-composante uk(t).

La décroissance des différentes contributions modales ukr(t) est associée au produit
modal σr du taux d’amortissement modal et de la re pulsation propre du système
conservatif associé. Leur contribution à la réponse libre globale décroı̂t avec des taux
de décroissance différents et après un certain temps qui dépend du produit modal et
de l’amplitude modale initiale, elle peut avoir un niveau énergétique trop faible qu’il de-
vient alors très difficile voire impossible d’extraire l’arête correspondante dans le plan
temps-fréquence. Pour remédier à cette difficulté, Erlicher et Argoul [EA07] définissent
pour chaque composante du signal un temps d’arrêt lorsque l’amplitude du signal
décroissant atteint un seuil critique.

L’ identification des paramètres modaux peut alors s’effectuer en trois étapes :
– D’après ce qui précède, la TOC de chaque signal enregistré produit une arête

centrée sur chaque fréquence propre du système (cf. relation (3.4.17)), sauf si
le point de mesure est situé sur un noeud de vibration de la structure. Chaque
arête illustre l’évolution temporelle de la fréquence instantanée correspondante.
Pour un système linéaire et stationnaire, l’arête dans le plan temps-fréquence
est une fonction constante en temps et égale à la pseudo-fréquence propre du
mode considéré de telle sorte que : 2πf̃r = ωr = ω0r

√
1− ξ2

r . Afin de déterminer
la valeur de chaque fréquence propre, Erlicher et Argoul [EA07] proposent de
moyenner en temps (pour les valeurs de bl où l’effet de bord est négligeable) et
pour les Nmes signaux de mesure, les valeurs obtenues pour la fréquence instan-
tanée correspondante. On pourrait raffiner la procédure en pondérant la moyenne
sur les Nmes signaux de mesure en mettant suivant la position du point de mesure
considéré un poids proportionnel à la forme du mode étudié.

– Chaque taux d’amortissement ξr peut être identifié en considérant que les signaux
analytiques extraits Z(ukr) (t) ont une décroissance exponentielle. Une procédure
de régression linéaire est alors utilisée sur les données ln

∣∣Z(ukr) (bl)
∣∣ ; les bl étant

à l’intérieur du domaine où l’effet de bord est négligeable. La pente σr et la valeur
à l’origine |Gr| |φkr| peuvent être identifiées. En utilisant la valeur ωr identifiée à
l’étape précédente, on peut déduire aisément ξr et ω0r .

– Soient Z(ulr) (b) et Z(ukr) (b) les signaux analytiques extraits par la TOC pour la
fréquence f̃r respectivement au point de référence l et au point générique k de la
structure. Le point de référence peut être choisi au voisinage d’un ventre de vibra-
tion du mode considéré. Le vecteur complexe Zur (b) = [Z(u1r)(b)

Z(ulr)(b)
, ..., Z(uNmesr)(b)

Zulr (b)
]T

formé par les rapports instantanés Z(ukr)(b)

Z(ulr)(b)
peut être interprété comme une l’évolu-

tion temporelle d’un vecteur propre instantané normalisé respectivement au point
de référence choisi.

Les différentes phases de la procédure d’identification sont décrites précisément dans
[EA07]. Plusieurs simulations numériques ont permis de valider la procédure [LA04] ,
[EA07].

3.4.3 à partir des réponses sous excitations ambiantes (IMREA)

Pour le cas (IMREA), une procédure d’identification fondée sur une fonction spec-
trale ondelette avec un choix adapté du facteur de qualité Q est proposée dans
[NAC05]) afin d’obtenir une identification « correcte » du facteur d’amortissement. Pour
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cela, on calcule la fonction spectrale en ondelettes (FSO) de la réponse aux excitations
ambiantes, par exemple en accélération ük pour le DdL k. La FSO permet d’estimer
la densité spectrale de puissance du signal accélérométrique analysé ük et est définie
par :

V ük
ψ,L(a) =

a

L

∫ L
2

−L
2

|Tψ [ük] (b, a)|2 db (3.4.18)

où L est la longueur d’enregistrement du signal.
On suppose que la fonction analysante ψ est telle que sa dérivée première et seconde
peuvent aussi jouer le rôle d’une fonction analysante (ce qui est le cas pour l’ondelette
mère de Cauchy). On peut alors utiliser indifféremment une vitesse, une accélération
ou un déplacement grâce aux propriétés de la TOC suivantes :

Tψ [ü] (b, a) = −1

a
Tψ̇ [u̇] (b, a) =

1

a2
Tψ̈ [u] (b, a) (3.4.19)

et relier la FSO d’un signal d’accélération à celle d’un signal vitesse ou déplacement
par :

V ük
ψ,L(a) =

1

a2
V u̇k

ψ̇,L
(a) =

1

a4
V uk

ψ̈,L
(a) (3.4.20)

L’estimation donnée par V ük
ψ,L(a) est lisse mais biaisée [CHT98] et un choix approprié

du facteur de qualité Q de l’ondelette mère permet de réduire ce biais. On suppose
que l’excitation ambiante peut être modélisée par un bruit blanc de moyenne nulle.
L’estimation des caractéristiques modales ω0r , ξr d’un pôle pr se fait ensuite par la
minimisation au sens des moindres carrés de l’écart entre la FSO mesurée et celle
de la réponse impulsionnelle pondérée de l’oscillateur linéaire associé [Ngu07]. Le
paramètre de pondération noté B permet de tenir compte à la fois de la masse modale
du re mode considéré et de la variance inconnue de l’excitation représentée par un
bruit blanc et est lui aussi identifié. Le problème de minimisation au sens des moindres
carrés s’écrit :

min
ω0r ,ξr,B

∫

Ia



V ük

L (a)−B
V ḧk

L (a)

maxa

{
V ḧk

L (a)
}





2

da (3.4.21)

où Ia est un intervalle des échelles a centré autour de n
ω0r

.
Comme nous l’avons déjà signalé, la solution du problème de minimisation dépend for-
tement du choix des paramètres de l’ondelette et donc du choix du facteur de qualité
Q. Pour illustrer ce phénomène, [Ngu07] s’intéresse au calcul de la FSO dans le cas
de la réponse ük(t) d’un oscillateur linéaire visqueux (ω01 = 10πrd/s et de ξ1 = 1.5%)
à un bruit blanc de moyenne nulle et de variance unitaire. En traçant les variations de
ω01 et de ξ1 estimés en fonction de Q, il s’aperçoit que la pulsation ω01 a tendance à
augmenter en fonction de Q alors que l’amortissement ξ1 diminue. Il propose alors de
choisir Q = Qmin+Qmax

2
où Qmin et Qmax ont été définis en 3.3.4. La figure (3.3) montre

la FSO du signal ük(t) et celle de la réponse impulsionnelle associée calculées pour
L = 200s et Q = 287. Les résultats obtenus pour les paramètres modaux par la FSO
sont comparés à ceux obtenus par la méthode du décrément aléatoire (pour plus de
détails sur la méthode du décrément aléatoire (RD random decrement en anglais) cf.
la thèse d’[Asm97]). Le tableau 3.1 présente la pulsation propre et le taux d’amor-
tissement estimés par les deux méthodes FSO et RD ; les résultats sont proches et
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estiment convenablement les caractéristiques modales de l’oscillateur. Une étude sta-
tistique sur 1000 échantillons de réponses de l’oscillateur à différents bruits blancs a été
ensuite réalisée ; elle montre que les distributions se concentrent et sont maximales au
voisinage des valeurs exactes avec une certaine dispersion [Ngu07].
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FIG. 3.3 – FSO du signal ük(t) et FSO de la réponse impulsionnelle associée

TAB. 3.1 – Paramètres modaux identifiés

Fréquence (Hz) | Amortissement (%)

Exact RD FSO | Exact RD FSO

5 4, 998 5, 052 | 1, 5 1, 45 1, 45

3.4.4 Applications à des données d’essais réels

Ce paragraphe est consacré à l’ application de deux des techniques décrites précé-
demment sur les mesures d’essais réels.

La technique (IMFRF) est appliquée sur les FRFs expérimentales d’un assemblage
par collage de trois poutres en plexiglass et la technique (IMRL) sur les réponses après
choc d’une plaque en plexiglass.
Dans [AHCB00], [Le03], [Ngu07] et [ANL08], les techniques (IMRL) et (IMREA) ont été
également appliquées aux réponses accélérométriques d’un bâtiment du programme
expérimental de l’ENTPE ; les résultats obtenus par chacune des deux techniques y
sont présentés et comparés.
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3.4.5 Application de la technique (IMFRF) aux FRFs d’un assemblage de poutres
en plexiglass

La technique (IMFRF) présentée précédemment a été validée sur des données
expérimentales d’un assemblage par collage de trois poutres en plexiglass. Le spectre
de la réponse montre trois fréquences de résonance dans la plage fréquentielle
étudiée. Chacune d’elles correspond en fait au premier mode de flexion pour chacune
des poutres. Les deux premières fréquences de résonance sont proches tandis que la
troisième est isolée des deux premières.
Sur les figures (3.4) et (3.5), on montre la dépendance sur la variable d’échelle a, des
résultats estimés en utilisant les formules présentées précédemment avec x = 1 ou
x = 3. Les valeurs des fréquences propres et des amortissements ont été divisées
par celles de référence estimées par la méthode exponentielle complexe. Bien que
sensible aux données bruitées, cette méthode sert souvent de méthode de référence.
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FIG. 3.4 – Estimation avec x = 1. Dépendance sur la variable d’échelle a des valeurs des fréquences
propres (à gauche) et amortissements (à droite) : ( ***) pour mode 1 ; (xxx) pour mode 2 ; ( +++) pour
mode 3. Chaque valeur est adimensionnelle après division par la valeur de référence.

On peut remarquer que si on fait diminuer la valeur de a, les résultats convergent vers
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des valeurs proches de celles estimées par la méthode exponentielle complexe, mais
deviennent instables pour les très faibles valeurs d’échelle. L’estimation est meilleure
avec x = 3 qu’avec x = 1 pour les fréquences propres mais moins satisfaisante pour
l’amortissement du premier mode à cause d’une mauvaise convergence pour le pre-
mier mode en particulier. Avec x = 3 et 20 < a < 50, la différence des valeurs des
fréquences propres estimées et celles de référence est inférieure à 0.2%. Avec x = 1
et 5 < a < 20, la différence entre des valeurs des amortissements estimées et celles
de référence est inférieure à 3%.
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FIG. 3.5 – Estimation avec x = 3. Dépendance sur la variable d’échelle a des valeurs des fréquences
propres (à gauche) et amortissements (à droite) : ( ***) pour mode 1 ; (xxx) pour mode 2 ; ( +++) pour
mode 3. Chaque valeur est adimensionnelle après division par la valeur de référence.

De manière générale, on peut obtenir une meilleure estimation en faisant une opti-
misation sur x. Mais dans les situations courantes, comme l’exemple d’application
précédente le montre, l’estimation est satisfaisante pour la fréquence propre avec x = 3
et pour l’amortissement avec x = 1.
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3.4.6 Application de la technique (IMRL) aux vibrations libres d’une plaque en
plexiglass

La technique d’identification modale est appliquée aux signaux d’accélération enre-
gistrés sur une plaque rectangulaire de plexiglass suspendue en deux de ses sommets
(cf. Fig. (3.6)). Les dimensions de la plaque sont 39.7 cms de large (axe des abscisses),
49 cms de long (axe des ordonnées) et 0.41 cm d’épaisseur. Les caractéristiques
mécaniques de la plaque sont les suivantes : une densité de masse de 1218.2 kg/m3,
un module de Young de 5150 MPa et un rapport de Poisson égal à 0.41.

FIG. 3.6 – Schéma de l’essai de vibration sur la plaque de plexiglass avec les six dispositions des quatre
accéléromètres disponibles lors de l’essai. La symétrie de la plaque a été exploitée afin de réduire le
nombre de signaux enregistrés.

Un modèle par éléments finis de la plaque a été utilisé pour obtenir les fréquences
modales (sans amortissement) qui sont données dans le Tableau 3.2. Le type de mode
de plaque est indiqué dans la deuxième colonne par les indices (m,n), où m(n) est
le nombre de lignes modales orthogonales à l’axe x(y) respectivement. La plaque est
soumise à un essai de chocs qui a été conçu de manière telle à assurer que la vibration
de la plaque soit libre dans la direction orthogonale à son plan moyen. Les chocs
sont produits en frappant la plaque avec une petite barre en acier aux points 1 et 2
indiqués dans la figure (3.6). Le pas de temps d’enregistrement est ∆t = 0.001953 s et
la longueur d’enregistrement est L = (1200− 1) ∆t = 2.3418 s. La fréquence de Nyquist
est ainsi : fNy = 1

2∆t
= 256 Hertz. Quatre accéléromètres étaient disponibles pour les

expériences. Pour chaque point de choc, six ensembles de mesures ont été effectués,
en modifiant à chaque fois la position de trois des capteurs tout en maintenant fixe le
premier, afin d’avoir un signal de référence. Les Nmes = 24 signaux ont été analysés,
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menant à l’identification de dix modes (Tableau 3.2). Les résultats sont détaillés dans
[EA07] ; les figures 3.7, 3.8 illustrent les résultats d’identification pour les deux premiers
modes de la plaque : (1,1) et (0,2), respectivement. La deuxième forme modale a une
partie imaginaire significative.

FEM Données 1 Données 2

Mode Type fj f̃j,ident ξj,ident Ĩ
(j)
np,ident f̃j,ident ξj,ident Ĩ

(j)
np,ident

(j) [Hz] [Hz] [%] [Hz] [%]
1 (1,1) 26.88 26.7 2.7 0.072
2 (0,2) 35.26 35.1 3.0 0.309
3 (2,0) 59.53 58.6 2.8 0.049
4 (1,2) 65.58 66.6 3.1 0.042
5 (2,1) 75.92 78.0 3.05 0.077
6 (0,3) 107.08 107.0 2.95 0.175
7 (1,3) 128.02 − − − 133.2 1.80 0.471
8 (2,2) 129.55 134.2 2.9 0.337 − − −
9 (3,0) 158.57 161.1 2.3 0.147 161.3 2.1 0.146

10 (3,1) 179.46 182.2 2.25 0.105 182.4 2.45 0.109

TAB. 3.2 – Plaque en plexiglass : Fréquences modales obtenues par un modèle conservatif utilisant les
éléments finis et fréquences modales identifiées par la technique proposée ; taux d’amortissement et
indices de non-proportionalité.

FIG. 3.7 – Plaque de plexiglass, mode 1. a) Arêtes extraites à partir des signaux enregistrés. b)
Représentation logarithmique des amplitudes des squelettes, avec les intervalles de temps appropriés
pour l’analyse modale. c) Partie réelle de la forme modale complexe identifiée. d) Partie imaginaire de
la forme modale complexe identifiée.

Une analyse particulière a été nécessaire pour l’identification du mode 7, ayant
presque la même fréquence que le mode 8 illustré en Fig. 3.10. En fait, quand le
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FIG. 3.8 – Plaque de plexiglass, mode 2. a) Arêtes extraites à partir des signaux enregistrés. b)
Représentation logarithmique des amplitudes des squelettes, avec les intervalles de temps appropriés
pour l’analyse modale. c) Partie réelle de la forme modale complexe identifiée. d) Partie imaginaire de
la forme modale complexe identifiée.

FIG. 3.9 – Plaque de plexiglass, mode 7. a) Arêtes extraites à partir des signaux enregistrés. b)
Représentation logarithmique des amplitudes des squelettes, avec les intervalles de temps appropriés
pour l’analyse modale. c) Partie réelle de la forme modale complexe identifiée. d) Partie imaginaire de
la forme modale complexe identifiée.
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FIG. 3.10 – Plaque de plexiglass, mode 8. a) Arêtes extraites à partir des signaux enregistrés. b)
Représentation logarithmique des amplitudes des squelettes, avec les intervalles de temps appropriés
pour l’analyse modale. c) Partie réelle de la forme modale complexe identifiée. d) Partie imaginaire de
la forme modale complexe identifiée.

choc induisant la vibration libre est imposé au point 1, le mode 8 est excité avec une
amplitude beaucoup plus grande que celle du mode 7. Réciproquement, quand le choc
est imposé au point 2, qui se trouve approximativement sur une ligne nodale du mode
8, seulement le mode 7 est excité à cette fréquence, et son identification devient facile
(cf. Fig. (3.9)).

En outre, les modes 9 et 10 avec des fréquences plus élevées sont bien excités en
imposant le choc au point 2. Par conséquent, les valeurs de la fréquence et du taux
d’amortissement de ces modes ont été identifiées également à partir de ce deuxième
procédé de mesure (voir les trois dernières colonnes du Tableau 3.2). Des indices de
non-proportionnalité Ĩ

(j)
np,ident ont été calculés pour tous les modes de la plaque (cf.

[EA07]).

3.5 Vibrations libres non linéaires et ondelettes

Il est fréquent qu’une structure industrielle ou civile sorte du domaine linéaire par
exemple lorsque des phénomènes de glissement prennent naissance aux joints de la
structure ou que le comportement du matériau rentre dans le domaine de plastifica-
tion ou encore que des zones endommagées apparaissent. Négliger les effets non
linéaires peut alors entraı̂ner une grande différence entre le comportement réel de la
structure et le comportement estimé par un modèle numérique, même pour des non
linéarités faibles. Dans ce contexte, le but de l’identification dynamique non linéaire est
de donner à l’ingénieur des outils théoriques et numériques pour tenter de localiser les
non-linéarités et d’en caractériser leur nature et finalement de les identifier à partir de
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l’auscultation vibratoire de la structure.

La transformation de Hilbert est un des premiers outils utilisés pour détecter et ca-
ractériser la présence de non-linéarités [Fel94]. Pour un système non linéaire, les
fréquences modales peuvent varier avec le temps et sont appelées fréquences ins-
tantanées ; ce phénomène ne peut pas être correctement analysé par l’analyse de
Fourier. Au contraire, les méthodes d’analyse temps-fréquence, notamment la TWV
[Coh95] et la TOC définie précédemment n’ont pas cette restriction. Elles ont été
récemment appliquées pour l’identification de structures non linéaires. La TWV a été
utilisée par [GPS98] pour classifier le type de non-linéarités et identifier les paramètres
instantanés d’un système non linéaire. Cette méthode nécessite un filtre passe-bande
si plusieurs fréquences sont présentes dans le signal comme c’est le cas pour un
système à plusieurs DdLs. En revanche, la TOC permet non seulement de capter
l’évolution en temps de la fréquence et de l’amplitude mais joue aussi le rôle d’un
filtre. Nous avons vu dans ce qui précède que l’emploi de la TOC facilite l’identifica-
tion modale de systèmes linéaires et stationnaires et donne des résultats prometteurs
lorsque deux modes propres sont couplés. Quelques résultats récents quant à l’identi-
fication des systèmes non linéaires par la TOC ont été présentés par [Sta98], [AL03],
[LA03]. On note l’utilisation de plus en plus fréquente de la TOC pour analyser des
réponses de systèmes non linéaires comme par exemple, dans le phénomène du pom-
page énergétique. Dans [GVK07], les auteurs appliquent la TOC, la transformation de
Hilbert et la décomposition modale empirique aux réponses sous chocs du système
constitué d’une barre à comportement linéaire reliée en bout à une masse très légère,
par une liaison essentiellement non linéaire.

[AL03] proposent quatre indicateurs instantanés appliqués aux réponses libres d’un
système faiblement non linéaire. Le principe de superposition modale n’est plus appli-
cable lorsque le comportement de la structure est non linéaire.

Pour des systèmes non linéaires conservatifs, [SS90b] introduit le concept de modes
normaux couplés MNC qui est développé par [BB99] pour analyser des systèmes
non linéaires discretisés faiblement amortis. La réponse libre en déplacement uk(t)
au point de mesure k d’un système non linéaire conservatif à N DdLs peut être ap-
prochée par une combinaison linéaire d’un terme constant Ψ0k qui représente la va-
leur moyenne de uk(t) et de termes harmoniques dont l’amplitude dépend d’un vec-
teur lié à un « mode » Ψrk et la phase à la pulsation propre correspondante Ωr :
uk(t) = Ψ0k +

∑N
r=1 Ψrk Ar cos (Ωrt + ϕr(t)) où Ψ0k et Ψrk sont fonctions de toutes

les amplitudes modales (A1(t), A2(t), . . . , AN(t)) et non pas uniquement de Ar(t). Les
termes de la somme sont encore des chirps ukr(t) et uk(t) peut encore se mettre sous

la forme : uk(t) = Ψ0k +
∑

ukr(t) = Ψ0k +
N∑

r=1

Υ(ukr)(t) cos
(
α(ukr)(t)

)
. Bellizzi propose

de normaliser le vecteur Ψk des composantes Ψrk suivant la matrice de masse. Le
MNC est donné par le couple (Ωk,Ψk) ∈ R+ × R et suite à la propriété de normali-
sation, Ak définit l’amplitude modale du ke mode non linéaire couplé. L’application des
techniques d’équilibrage harmonique [SS90a] fournit des équations algrébriques non
linéaires dont la résolution conduit au MNC comme une fonction du vecteur A dont
les composantes sont les amplitudes modales Ar. Dans [BGKM01], les amplitudes et
phases instantanées sont extraites au moyen d’une définition des arêtes étendues à
l’analyse continue en gaborettes et les MNC sont ensuite identifiés. La technique pro-
posée ici est fondée sur le même concept de MNC mais utilise l’analyse en ondelettes
continue.
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On note k0 l’indice du point de mesure où la valeur moyenne sur t de l’amplitude
Υ(uk0r)(t) est maximale. Les indicateurs sont appliqués sur les réponses accélérométriques
ük(t) au point de mesure k . Pour cela, on calcule les TOC des ük(t) aux différents
points de mesure et on extrait les différentes arêtes a

(ükr)
r (t) à l’aide des méthodes

précédemment décrites et on obtient le squelette : Tψn [ük]
(
t, a

(ükr)
r (t)

)
. Les quatre

indicateurs sont définis par :

pour k ≥ 1

fkr(t) =
1

2π

n

a
(ükr)
r (t)

(3.5.1)

rkr(t) =

∣∣∣Tψn [ük]
(
t, a

(ükr)
r (t)

)∣∣∣
∣∣∣∣Tψn [ük]

(
t, a

(ük0r)
r (t)

)∣∣∣∣

(
a

(ükr)
r (t)

)2

(
a
(ük0r)
r (t)

)2 (3.5.2)

dkr(t) = ln
∣∣Tψn [ük] (t, a

(ükr)
r (t)

∣∣ + 2 ln a(ükr)
r (t) + C(n) (3.5.3)

et pour k > 1

µkr(t) = arg
{
Tψn [ük] (t, a

(ükr)
r (t)

}− arg

{
Tψn [ük] (t, a

(ü(k−1)r)
r (t)

}
(3.5.4)

où C(n) = − ln(π)− (n + 2) ln(n) + n + ln(n!) ; fkr(t), rkr(t).
Comme α̇(ukr)(t) = n

a
(ükr)
r (t)

et

Tψn [ük]
(
t, a

(ükr)
r (t)

)
≈ −π

(
α̇(ukr)(t)

)2 nne−n

n!
Υ(ukr)(t) eiα(ukr)(t), on déduit que : fkr(t) ≈

α̇(ukr)(t)
2π

; rkr(t) ≈ Υ(ukr)(t)

Υ
(uk0r)

(t)
; µkr(t) ≈ α(ukr)(t) − α(u(k−1)r)(t) et dkr(t) ≈ ln

(
Υ(ukr)(t)

)
.

fkr(t) et rkr(t) désignent respectivement la re fréquence instantanée et le re “mode”
instantané (avec une amplitude positive). dkr(t) et µkr(t) caractérisent la dissipation
d’énergie suivant la re composante : dkr(t) la décroissance globale de l’énergie dans
la réponse transitoire de la re composante et µkr(t) caractérise la dissipation d’énergie
entre deux points de la structure k et (k − 1).
Pour des systèmes linéaires et stationnaires avec amortissement visqueux proportion-
nel, les relations précédentes (3.5.1), (3.5.2), (3.5.3) et (3.5.4) s’écrivent : fkr(t) = ωr

2π

, rkr(t) ≈
∣∣∣∣ φkr

φ
k0r

∣∣∣∣ , dkr(t) = Log |φkr| + Log |Gr| − ξrω0rt et µkj(t) = π
2
(sgn(φ(k−1)r) −

sgn(φkr)). Dans ce cas, pour le mode r, fkr(t), rkr(t) et µkr(t) sont constants ; fkr(t)
désigne alors la re pseudo-fréquence propre et µkj(t) redonne le signe de l’amplitude
du mode. Finalement, dkj(t) s’écrit sous la forme d’une droite avec une pente négative
dont la valeur est proportionnelle au taux d’amortissement du re mode.
L’étude de l’évolution temporelle de ces indicateurs, principalement leur déviation par
rapport au comportement linéaire avec amortissement proportionnel permet aux au-
teurs de détecter, localiser (si non-linéarité locale) et donner des informations utiles
pour la caractérisation et l’identification futures des effets non linéaires.
Ces indicateurs ont été calculés sur les résultats de la campagne d’essais menée en
2001 par l’Université de Liège(3). Le corps d’épreuve est constitué de l’assemblage
de deux éléments : l’élément principal est une poutre en acier encastrée à une de

3au sein du Laboratoire de Techniques Aéronautiques et Spatiales - Département Vibrations et Identification des Structures
dirigé par le Professeur Jean-Claude Golinval.
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ses extrémités et l’élément secondaire est une poutre mince en acier encastrée à
une extrémité dans un bâti fixe et fixée à l’autre extrémité, à la poutre principale au
moyen de vis (pour plus de détails sur l’essai et sur les caractéristiques géométriques
et mécaniques des poutres voir [Tho03]). La poutre de l’élément principal est instru-
mentée de sept accéléromètres régulièrement espacés et est soumise à un choc par
l’intermédiaire d’un marteau. On remarque six pics clairement visibles sur les FFTs
des réponses accélérométriques dont les fréquences correspondantes en Hz sont :
f1 ≈ 40, f2 ≈ 123, f3 ≈ 149.5, f4 ≈ 207, f5 ≈ 232, f6 ≈ 395. L’étude est restreinte
aux quatre arêtes situées au voisinage de 40, 123, 149, 5 et 395 Hz ; elles ont été ex-
traites avec des valeurs de Q respectivement égales à 17.33, 53.20, 64.69 et 170.69
(correspondant respectivement à n = 600, 5660, 8370 et 58270) et choisies de telle
sorte que les écarts-types temporel et fréquentiel de la TOC soient sensiblement iden-
tiques pour le calcul d’extraction des quatre arêtes : ∆tr = ar ∆tψn

= n
2πfr

1√
2n−1

≈ 0.069

s, ∆fr =
∆ωψn

2π ar
= fr

2n

√
2n + 1 ≈ 1.156 Hz. Les fréquences instantanées fkr(t) des trois

premiers modes et du premier mode sur-harmonique sont tracées en Fig. (3.11).

FIG. 3.11 – Poutre de Liège. Fréquences instantanées fkr(t) des trois premiers modes et du premier
mode sur-harmonique (r = 1, 2, 3 et 6) pour les 7 capteurs (k = 1, · · · , 7)

Un comportement non linéaire de type Duffing est mis ensuite en évidence pour la
« poutre » de Liège. Ainsi, la composante correspondant au sur-harmonique d’ordre 3
est nettement visible ; en effet, le rapport de la fréquence instantanée de cette com-
posante sur celle de la composante fondamentale est pratiquement constant et égal à
3.

Ensuite, on s’intéresse à l’expression de l’approximation au premier ordre (méthode
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KBM(4)) de la fréquence et de l’amplitude instantanées des vibrations libres d’un oscil-
lateur non linéaire avec une non-linéarité de type Duffing et un faible taux d’amortisse-
ment visqueux ξ. L’équation différentielle qui régit les vibrations d’un tel oscillateur se
met sous la forme : ü(t) + ω2u = −ε [f1(u̇) + ψ1(u)] avec : ψ1(u) = β ω3

h
u3 , f1(u̇) = 2ωu̇

et ε = h
ω

où la variable ε = ξ a une valeur « faible » . L’approximation au premier ordre
par la méthode KBM (5) s’écrit sous la forme d’un signal modulé en amplitude et en
phase : u1(t) = a(t) cos(α(t)) avec a(t) = a0 e−ht et α(t) = α0 +ωt+β 3

16h
ωa2

0

(
1− e−2ht

)
où a(0) = a0 et α(0) = α0

(6). L’expression analytique de la première fréquence ins-
tantanée en fonction de l’amplitude instantanée est de forme parabolique. La première
étape de la procédure d’identification consiste à extraire l’arête et la valeur de la TOC
sur l’arête des signaux transitoires mesurés. Les résultats de l’extraction permettent
de déduire la première fréquence instantanée du système en fonction de l’ampli-
tude instantanée. A partir de cette fréquence et de son expression analytique obte-
nue par la méthode KBM, on identifie les paramètres de l’oscillateur avec une non-
linéarité cubique. On note que l’erreur relative en norme L2 sur l’évolution temporelle
de la fréquence instantanée est de l’ordre de 10−3. En conclusion, pour la première
fréquence de résonance, le modèle avec un faible amortissement visqueux et une non
linéarité en déplacement de type cubique semble convenir.
Ces résultats constituent un premier pas dans l’utilisation prometteuse de la TOC pour
traiter les réponses dynamiques des structures non linéaires au niveau de la détection
et de la caractérisation des effets non-linéaires. Pour ce qui concerne l’identification
des paramètres de comportement, une modélisation préalable des effets non linéaires
est nécessaire ; la TOC permettant un pré-traitement efficace et pertinent de l’informa-
tion.

4La méthode Krylov Bogoliubov Mitropolsky (KBM) est basée sur la méthode de la variation des constantes pour les équations
différentielles faiblement non linéaires. Elle est appliquée ici au cas des vibrations libres d’un oscillateur non linéaire : la réponse
est choisie sous la forme d’un signal modulé en amplitude et en phase a(t)cos(ωt + ϕ(t)) avec l’amplitude a(t) et la phase ϕ(t)
qui varie « lentement » .

5L’approximation au premier ordre par la méthode de Krylov et Bogolyubov (KBM) est donnée par : u1(t) = a(t) cos(α(t))
avec lorsque t0 = 0 , a(0) = a0 et α(0) = α0.
t(a) = t0 + 1

ε

∫ a
a0

da
A1(a)

= 1
ε

∫ a
a0

da
A1(a)

α(t) = α0 + ω(t− t0) + ε
∫ t

t0
B1(a) dt = α0 + ωt + ε

∫ t
0 B1(a) dt

A1(a) = 1
2πω

∫ 2π
0 f1(−ωa sin(α)) sin(α) dα ne dépend que de f1.

B1(a) = 1
2πω a

∫ 2π
0 ψ1(a cos(α)) cos(α) dα ne dépend que de ψ1.

6A1(a) = 1
2πω

∫ 2π
0 f1(−ωa sin(α)) sin(α) dα = −2ω2a

2πω

∫ 2π
0 sin2(α) dα

A1(a) = −ω a et finalement t(a) = − 1
ωε

∫ a
a0

da
A1(a)

= − 1
h

Ln
(

a
a0

)
. D’où a(t) = a0 e−ht.

et encore :
ψ1(a cos(α)) = β ω3a3

4h
(cos(3α) + 3 cos(α))

B1(a) = 1
2πω a

β ω3a3

4h

∫ 2π
0 (cos(3α) + 3 cos(α)) cos(α) dα = β 3

8h
ω2a2 avec a(t) = a0 e−ht

B1(a) = β 3
8h

ω2a2
0 e−2ht

α(t) = α0 + ωt + ε
∫ t
0 B1(a) dt = α0 + ωt + β 3

8
ωa2

0

∫ t
0 e−2ht dt

= α0 + ωt + β 3
16h

ωa2
0

(
1− e−2ht

)
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sismique”), 2008.

[Asm97] J.C. Asmussen. Modal analysis based on the random decrement technique
- application to civil engineering structures. PhD thesis, University of Aal-
borg, 1997.

[BB99] S. Bellizzi and R. Bouc. Analysis of multi-degree of freedom strongly non-
linear mechanical systems with random input - part i : non-linear modes
and stochastic averaging. Prob. Eng. Mech., 14(3) :229–244, July 1999.

[BGKM01] S. Bellizzi, P. Guillemain, and R. Kronland-Martinet. Identification of cou-
pled non-linear modes from free vibration using time-frequency represen-
tations. J. Sound Vib., 243(2) :191–213, 2001.

[Bui93] H.D. Bui. Introduction aux problèmes inverses en mécanique des
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Chapitre 4

Modélisation et identification de
systèmes discrets hystérétiques en
dynamique

Claude-Henri Lamarque,
Frédéric Bernardin,
Jérôme Bastien,
Michelle Schatzman.

4.1 Introduction

Cette contribution présente des modèles permettant de décrire des phénomènes
avec hystérésis. Nous proposons une revue bibliographique rapide et nous abordons
de façon un peu plus détaillée une description particulière de la dynamique de sys-
tèmes mécaniques discrets exhibant un comportement hystérétique. Nous expliquons
sur quelques exemples très simples le formalisme retenu pour décrire ces systèmes.
Nous rappelons rapidement les résultats mathématiques généraux disponibles pour
ces systèmes. Nous montrons aussi qu’il est possible d’identifier les paramètres d’un
modèle à partir de données discrètes (mesures).

Les comportements hystérétiques peuvent être liés à des processus de natures
très diverses. Ils se produisent et sont observés en mécanique, en physique, aussi
bien qu’en biologie, ou en sciences sociales.

Il existe dans la littérature de nombreuses approches pour la modélisation d’hy-
stérésis : approches boı̂te noire (réseaux de neurones), approches analytiques avec
interpolation des sorties comme fonctions des données (exponentielles, hyperboles,
polynômes, arc-tangente etc.), ou approche par modèles différentiels supposant que
les entrées sont connues.

Des modèles mathématiques sont discutés dans les ouvrages [May91] ou [Vis94].
Les modèles décrivant des systèmes avec hystérésis présentent souvent des discon-
tinuités voire des irrégularités plus fortes encore.

On trouvera des exemples de systèmes hystérétiques abordés du point de vue
modélisation, expérimentation, analyse des réponses pour diverses applications dans
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[MCV02], [Ber01] et [KO93] (modèles à variables internes avec diverses significa-
tions physiques : par exemple approche de Ziegler-Green-Naghdi avec une variable
interne), [CSB03] (modèle statique, expressions analytiques et interpolation par arc-
tangente), [KS00] (modèle de Preisach modifié), [KRB+00] (modèles de Coleman-
Hodgdon, Jiles et Atherton), [KFSM01] (matériaux ferro-magnétiques et alliages à
mémoire de forme, modèle de Preisach et opérateurs hystérétiques appropriés inter-
polés par moindres carrés), [MDDWM03] (modèle par réseaux de neurones alternative
aux calculs par modèles de Preisach), [OD02] (alliages à mémoire de forme,approches
phénoménologique), [OHB03] (limites des modèles de Preisach, Coleman-Hodgdon,
Jiles et Atherton, dues aux matériaux, histoire complète des matériaux mal prise en
compte, modèle de Preisach partiel), [Sap03, SF03] (fluides magnéto- ou électro-
rhéologiques et matériaux intelligents amortissants, modèles avec petit nombre de
paramètres de type Bouc-Wen ou Spencer), [Kle97] (modèle physique de mémoire
non locale pour des systèmes à hystérésis).

Des travaux récents étudient la dynamique d’oscillateurs hystérétiques (modèles de
Masing et Bouc-Wen [CM96, LYL01, LZW02, VN02, LV04, BMMD07], système à un
degré de liberté [Ket98], système de type Masing à deux degrés de liberté [MCV02])
en utilisant des méthodes analytiques et/ou numériques, en allant jusqu’aux comporte-
ments chaotiques ([CMKM86, CKM86, Mad93, PS90, LZW02, Awr03, AD03, ADG04]).

La question de modèles généraux multi-application reste ouverte pour le large
spectre des phénomènes hystérétiques. La présence d’échelles différentes dans un
système physique et leur lien avec les phénomènes hystérétiques laissent aussi des
problèmes ouverts dans l’écriture d’un formalisme général.

En ce qui concerne les modèles mécaniques non linéaires, les ouvrages de Bro-
gliato [Bro96] et Palmov [Pal98] contiennent de nombreux exemples. Nous sommes
intéressés ici par ceux qui impliquent des termes de friction [Sha86].

De nombreux travaux ont été consacrés aux modèles à nombre de degrés de liberté
fini soumis à des sollicitations dynamiques

Certains travaux apportent des résultats d’existence et d’unicité ([Sch78, JP85,
LMM95, MF95, MF96a, MF96b, MM94, TPSL97]). D’autres ne s’occupent que des
comportements physiques : lois de frottement provenant d’expériences ([AF90], [FB95]),
phénomène de ”stick-slip” [AD90a, AD90b, BCPR95, IP93, PW81, Ste92], étude par
des méthodes analytiques ([CV95]). Des travaux décrivent expérimentations, identi-
fication et modélisation du frottement ([DS83b], [DS83a] et [TC96]). Des simulations
numériques fondées sur des schémas classiques sont proposées dans ([ST97, ST96,
Ste96]).

Dans ([DL72]) les auteurs envisagent des modèles avec termes élastiques linéaires
et frottement. Dans ce cas, l’existence et l’unicité sont obtenues pour le problème
mécanique via des inégalités variationnelles. Discrétisées, celles-ci débouchent sur
une schéma numérique tel que la convergence de la solution approchée vers la solu-
tion exacte a été prouvée ([GLT76a]) et [GLT76b]). Néanmoins ces travaux se placent
dans le cadre de problèmes stationnaires en temps.

A part quelques travaux comme ceux de Monteiro Marques ([MM94]), peu d’articles
abordent la question de la convergence de la solution approchée en dynamique.

Dans le cadre de l’étude de la micro-plasticité, Sidoroff et al. ([FS89]) examinent le
modèle classique de Masing stationnaire avec un nombre fini ou infini de degrés de
liberté.

Dans une série de papiers, nous nous sommes intéressés à la description de mo-
dèles hystérétiques de type élastoplastiques, par des inclusions différentielles [SBL99,
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BSL00, BSL02, LBB05], contenant éventuellement un terme de retard [LBH03, BL05,
LBH05] ou stochastique [Ber03, BSL04, Ber04] dans la lignée du type de modèle
précédent, mais en dynamique.

4.2 Briques et modèles élémentaires

Les modèles considérés dans tout cet article seront construits en assemblant des
briques élémentaires : points matériel (masses), ressorts, dashpots, et éléments non
réguliers de type frottement sec dit de Saint-Venant. Dans cette section, nous pré-
sentons des modèles simples à un point matériel dans deux configurations de base :
la mise en série ou l’assemblage en parallèle. A cette occasion, nous rappelons les
lois de comportements des briques élémentaires menant naturellement au formalisme
d’inclusions différentielles.

4.2.1 Assemblage en parallèle d’un ressort et d’un élément de Saint-Venant

Un point matériel de masse m, connecté en parallèle à un ressort de raideur k et
un élément de St-Venant avec un seuil α, est soumis à une force extérieure F ; soit x
l’abscisse de ce point. Ce système mécanique académique est régi par le modèle

mẍ + kx + ασ(ẋ) 3 F, (4.2.1)

avec les conditions initiales
x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0; (4.2.2)

où le graphe σ est défini par(cf Fig. 4.1a) :

σ(x) =





−1 si x < 0,

1 si x > 0,

[−1, 1] si x = 0.

(4.2.3)

Nous aurions pu ajouter un terme d’amortissement, ce que nous allons faire dans le
modèle élémentaire suivant.

1

y

x

(a)

σ

y

x

β

1

(b)

FIG. 4.1 – Tracé des graphes σ (a) et β (b).
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F

C

position de reference u

A

v

B

longueur reference longueur reference w

FIG. 4.2 – Un modèle viscoélastoplastique.

4.2.2 modèle élasto-plastique et modèle de Prandtl

Précisons le modèle viscoélastoplastique représenté en Fig. 4.2 : un point matériel
de masse m est cette fois connecté en série avec un ressort de raideur k, un élément
de St-Venant de seuil α et un dashpot de coefficient c, soumis à une force extérieure
F . Appelons u le déplacement de l’extrémité A du ressort par rapport à une position
de référence, v la différence entre AB et une longueur de référence, et w la différence
entre BC et une longueur de référence. x désigne l’abscisse du point matériel de
masse m par rapport à une position de référence, de sorte que :

x = u + v + w. (4.2.4)

Soit f la force exercée par A sur B. Supposons ici que c 6= 0 et α 6= 0. La loi de
comportement du ressort s’écrit

f = −ku, (4.2.5)

celle de l’élément de St-Venant

f ∈ −ασ(v̇), (4.2.6)

et celle du dashpot :

f = −cẇ. (4.2.7)

Le théorème fondamental de la dynamique et (11.4.2) se résument à :

mẍ = F − ku. (4.2.8)

Il est possible de reformuler (4.2.4), (11.4.2), (4.2.6), (4.2.7) et(11.4.5) pour avoir une
meilleure expression de la structure mathématique du problème. La différentiation
de (4.2.4) en temps, et (11.4.2), (4.2.6), (4.2.7) donnent

ku ∈ ασ(ẋ− u̇− ku/c). (4.2.9)

L’équation (4.2.9) implique la contrainte

ku ∈ [−α, α]. (4.2.10)

En introduisant le graphe β inverse du graphe σ par (cf Fig. 4.1b) :

β(x) =





∅ si x ∈]−∞,−1[∪]1, +∞[,

{0} si x ∈]− 1, 1[,

R− si x = −1,

R+ si x = 1.

(4.2.11)
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l’équation (4.2.9) est équivalente à

u̇ + β(ku/α) 3 ẋ− ku/c, (4.2.12)

avec des données initiales

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0, u(0) = u0. (4.2.13)

Le système mécanique de la Fig. 4.2 est modélisé par (11.4.5), (4.2.12) et (4.2.13).
Réciproquement, connaissant (u, x) on retrouve (v, w) via (4.2.4) et (4.2.7). En posant

η = α/k et y = ẋ,

le système (11.4.5), (4.2.12) et (4.2.13) est équivalent à




ẋ = y,

ẏ = (F − ku)/m,

u̇ + β(u/η) 3 y − ku/c,

(4.2.14)

avec les données initiales

x(0) = x0, y(0) = y0, u(0) = u0 ∈ [−η, η]. (4.2.15)

Le cas limite c −→ +∞ pour (4.2.14) et (4.2.15), correspond au modèle rhéologique
de Prandtl, gouverné par l’équation (4.2.15) et





ẋ = y,

ẏ = (F − ku)/m,

u̇ + β(u/η) 3 y.

(4.2.16)

Dans ce cas, le modèle de la Fig. 4.2 correspond à l’assemblage d’un ressort avec un
élément de St-Venant (cf Fig. 4.3).

F

longueur reference vposition de reference u

A B

FIG. 4.3 – modèle de Prandtl.

Avec ces briques élémentaires, de nombreux assemblages sont possibles, impli-
quant un ou plusieurs points matériels. Comme dans les assemblages classiques
série ou parallèle, un même comportement peut s’obtenir par différents modèles
équivalents. Nous décrivons maintenant quelques classes de systèmes plus généraux,
fondés sur deux briques élémentaires : d’abord, les éléments Pi (cf Fig. 4.4a) qui
consistent en l’assemblage en parallèle d’un ressort de raideur ki > 0 et d’un élément
de St-Venant de seuil αi > 0. La loi de comportement de Pi s’écrit :

fi = −kiui et gi ∈ −αiσ(u̇i). (4.2.17)
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Les éléments Si (cf Fig. 4.4b) consistent en l’assemblage en série d’un ressort de rai-
deur ki > 0 et d’un élément de St-Venant de seuil αi > 0, avec une loi de comportement
décrite par :

fi = −kiui ∈ −αiσ(v̇i). (4.2.18)

Nous supposons qu’il n’y a pas de terme résiduel de déformation lorsque la force
extérieure fi est nulle i.e. selon le modèle décrit en section 4.2.2, la position de référen-
ce choisie pour le point matériel et l’élément de St-venant est telle que fi est nulle
lorque ui vaut zéro.

i α i

α i

k i

iu

k

(b)

iu iv

(a)

FIG. 4.4 – Elément Pi (a) et Si (b).

4.2.3 Assemblage de n éléments Si en parallèle avec une masse

Cette combinaison est décrite sur la Fig. 4.5a, avec x l’abscisse du point matériel et
m sa masse.

En imitant la modélisation utilisée pour les exemples élémentaires, on montre que
ce système mécanique est gouverné par les inclusions différentielles





ẋ = y,

ẏ = F/m− (1/m)
n∑

i=1

kiui,

∀i ∈ {1, ..., n}, u̇i + β(ui/ηi) 3 y;

(4.2.19)

avec
y = ẋ et ∀i ∈ {1, ..., n}, ηi = αi/ki, (4.2.20)

et les données initiales

x(0) = x0, y(0) = y0, ∀i ∈ {1, ..., n}, ui(0) = ui,0 ∈ [−ηi, ηi]. (4.2.21)

Ce système est applé système rhéologique de Prandtl généralisé.
En faisant tendre l’un des αi vers l’infini, l’un des éléments Si devient un ressort pur,

ce qui rigidifie le modèle :




ẋ = y,

ẏ = F/m− (k0/m)x− (1/m)
n∑

i=1

kiui,

∀i ∈ {1, ..., n}, u̇i + β(ui/ηi) 3 y;

(4.2.22)
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(a)

1 1

2 2

n n

k α

k α

F

k α

m

k1

(b)

1

2 2

n n

α

k α

F

k α

m

k0

FIG. 4.5 – modèle rhéologique de Prandtl (a) et modèle de Prandtl généralisé avec un raidisseur linéaire
(b).

Le système mécanique correspondant est présenté sur la Fig. 4.5b (avec n éléments
Si et un ressort) : il s’agit du modèle de Masing discret.

4.2.4 modèles d’assemblage en série : n− Si et n masses

Présentons maintenant un exemple avec plus d’un point matériel : la classe des mo-
dèles avec n éléments Si et n points matériels connectés en série tels que proposés
en Fig. 4.6 ; pour i = 1, ..., n, xi est l’abscisse de la masse mi.

nk α m k α m k α m
F

1 1 1 2 2 2 n n

FIG. 4.6 – Association en séries de n éléments Si et de n points matériels.

A l’aide des notations

∀i ∈ {1, ..., n}, yi = ẋi et ηi = αi/ki,
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nous obtenons le modèle








ẋ1 = y1,

ẏ1 = (−k1u1 + k2u2)/m1,

u̇1 + β(u1/η1) 3 y1,

∀i ∈ {2, ..., n− 1},





ẋi = yi,

ẏi = (−kiui + ki+1ui+1)/mi,

u̇i + β(ui/ηi) 3 yi − yi−1,




ẋn = yn,

ẏn = (−knun + F )/mn,

u̇n + β(un/ηn) 3 yn − yn−1,

(4.2.23)

avec les conditions initiales

∀i ∈ {1, ..., n} xi(0) = xi,0, yi(0) = yi,0, ui(0) = ui,0 ∈ [−ηi, ηi]. (4.2.24)

4.2.5 Association en séries de n éléments Pi et de n masses

On peut aussi poursuivre le jeu en examinant le système de la Fig. 4.7 où pour
i = 1, ..., n, xi est l’abscisse de la masse mi.

1
α

2
α nα

k

F

k k
m m m

1
2

2

n
n

1

FIG. 4.7 – Association en séries de n éléments Pi-éléments et de n masses.

Le modèle s’écrit :
{

Ẋ = Y,

Ẏ + D−1 A(Y ) 3 D−1 H −D−1 KX,
(4.2.25)

avec les données initiales
X(0) = X0 et Y (0) = Y0, (4.2.26)

et les notations

X = (x1, ..., xn), Y = (y1, ..., yn), D = diag(m1, ...,mn),

H =




0
...
0
F


 et K =




k1 + k2 −k2 0 · · · 0 0
−k2 k2 + k3 −k3 · · · 0 0

. . . . . . . . .
0 · · · −ki ki + ki+1 −ki+1 · · ·

. . . . . . . . .
0 · · · 0 −kn kn




.
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Le formalisme mathématique fait apparaı̂tre la généralisation d’une fonction croissante
sous la forme de ce que l’on appelle un opérateur maximal monotone ([Bré73]) A ,
défini ici sur Rn par : quel que soit Y = (y1, ..., yn) ∈ Rp,

A(Y ) =
{

(gi − gi+1)1≤i≤n : g1 ∈ α1σ(y1),

∀i ∈ {2, ..., n}, gi ∈ αiσ(yi − yi−1), gn+1 = 0
}

.

4.2.6 Association en séries de n éléments Pi, d’un ressort et d’un point matériel

Le schéma de la Fig. 4.8 correspond à un modèle de Masing discret avec en série,
n élémets Pi et un ressort. En statique, il est équivalent à un assemblage en parallèle
de n éléments Pi et d’un ressort comme en Fig. 4.5b (cf [FS89]).

nα
2

k
2

αα

m

1

1k

k 0 F

k n

FIG. 4.8 – Association en séries de n éléments Pi, d’un ressort et d’une masse.

Soit k0 > 0 et x l’abscisse de la masse m. En introduisant des fonctions v1, ..., vn de
la même façon que le v du modèle du paragraphe (4.2.2), nous obtenons la mise en
équations : 




ẋ = y,

ẏ = F/m + γ

(
n∑

i=1

vi/ki − x

)
,

V̇ + KB(V ) 3 −k0yW,

(4.2.27)

avec les conditions initiales

x(0) = x0, y(0) = y0 et ∀i ∈ {1, ..., n}, vi(0) = vi,0 ∈ [−αi, αi]. (4.2.28)

γ est donné par

γ =

(
m

n∑
i=0

1

ki

)−1

,

et les vecteurs V et W par :

V = (v1, ..., vn) et W = (1, ..., 1).

Les coefficients de la matrice K valent

∀i, j ∈ {1, ..., n}, Ki,j =

{
k0 + ki si i = j,

k0 si i 6= j.

Cette matrice est symétrique, positive, définie. L’opérateur maximal monotone B est
défini sur Rn par

∀X = (x1, ..., xn) ∈ Rn, B(X) = β(x1/α1)× β(x2/α2)× ...× β(xn/αn).
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4.2.7 modèles avec effets différés

Pour prendre en compte des effets différés d’origine variée (rhéologique, symétries),
il est parfois nécessaire d’ajouter dans la description de la dynamique du modèle un
terme dépendant d’un ou plusieurs états, ou de l’histoire du déplacement ou de la
vitesse. Par exemple, pour un modèle de type (4.2.1), on obtient un modèle de type
([LBH03]) :
{

mẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) + g
(
ẋ(t− τ), x(t− τ), t

)
+ ασ(ẋ(t)) 3 F (t), pour t ∈ [0, T ]

x0, ẋ0 fonctions données sur [−τ, 0].

(4.2.29)
Le problème est plus complexe car de dimension infinie [LBH03, BL05, LBH05].

4.2.8 modèles avec sollicitations stochastiques

Lorsque la sollicitation extérieure est de nature stochastique, il est nécessaire d’écri-
re la modélisation dans un cadre mathématique approprié. Nous ne nous étendrons
pas ici sur les outils : le lecteur intéressé consultera [Ber03, BSL04, Ber04].

4.3 Rappels mathématiques : existence et unicité

Nous nous contenterons donc du cas déterministe. Les mathématiques nécessaires
aux contextes évoqués dans les deux sous-sections précédentes y ont été renvoyées
à la littérature. En résumé, nous dirons que des résultats d’existence et d’unicité sont
encore disponibles avec des hypothèses adaptées.

La plupart des modèles introduits depuis le départ prennent la même forme ma-
thématique, impliquant un opérateur maximal monotone. Un tel objet mathématique
permet d’étendre la notion de ”fonction croissante” à des graphes ([Bré73]).

Soit <,> le produit scalaire sur Rp. Soit A un graphe défini sur Rp à valeurs dans
l’ensemble des parties de Rp. A est monotone si et seulement si

∀x ∈ Rp,∀y ∈ Rp, ∀x1 ∈ A(x),∀y1 ∈ A(y), < x1 − y1, x− y >≥ 0 (4.3.1)

A est un graphe maximal monotone si de plus A est maximal dans l’ensemble des
graphes ordonnés par l’inclusion. Alors, la plupart des modèles peuvent être plongés
dans le formalisme des inclusions différentielles de type :

Ẋ(t) + f(t,X(t)) + A(X(t)) 3 0, t ∈]0, T ], (4.3.2)

avec des données initiales

X(0) donné (dans le domaine de définition du graphe A, noté D(A)). (4.3.3)

f désigne une fonction Lipschitzienne en son second argument, à valeurs dans Rp. A Y
donné dans Rp, f(., Y ) est une fonction dans L∞(0, T,Rp). Alors sous ces hypothèses,
on montre [BS02, BS00] la

Proposition 1. Pour tout X0 ∈ D(A), il existe une unique fonction X dans W 1,1(0, T ;Rp)
telle que

{
Ẋ(t) + f(t,X(t)) + A(X(t)) 3 0 presque partout sur ]0, T [,

X(0) = Ξ0 donné.
(4.3.4)
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Par exemple, le modèle le plus simple (4.2.1)-(4.2.2), peut s’écrire sous la forme
(4.3.4) en posant :

X = (ẋ, x)t = (x1, x2)
t, f(t,X(t)) = ([kx2 − F (t)]/m, x1)

t, A(X) = (ασ(x1)/m, 0)t,
(4.3.5)

avec les conditions initiales
X(0) = (ẋ0, x0). (4.3.6)

Ce type de résultat d’existence et d’unicité s’étend au cas des modèles avec re-
tard, et au cadre des inclusions différentielles stochastiques permettant de prendre en
compte des sollicitations extérieures aléatoires (modèles de séismes, de houle, bruit
variés).

Nous l’avons étendu également au cas de fonctions seulement localement lipschit-
ziennes en leur second argument ([LBB05]).

4.4 Aspects numériques

4.4.1 Schémas numériques

La formulation (4.3.4) débouche sur un schéma numérique de type Euler implicite
très simplement obtenu de la manière suivante, par discrétisation. Soit n ∈ N∗ ; soit
h = T/n et pour q ∈ {0, ..., n}, posons tq = qh. Nous résolvons alors





∀q ∈ {0, ..., n− 1}, Xq+1 −Xq

h
+ f(tq, Xq) + A(Xq+1) 3 0,

X0 = Ξ0.

(4.4.1)

simplement parce que pour un opérateur maximal monotone, le graphe I + λA avec
λ > 0 est inversible, d’inverse univoque. Alors le schéma est équivalent à

∀q ∈ {0, ..., n− 1}, Xq+1 = (I + hA)−1 (hf(tq, Xq) + Xq) . (4.4.2)

Appelons Xh la fonction linéaire interpolant les Xq. Cette fonction Xh converge vers la
solution X du système (4.3.4) dans C0([0, T ],Rp) (cf [CE75]).

On peut montrer que pour des opérateurs A particuliers (construits comme sous-
différentielles de fonctions convexes propres semi-continues inférieurement [Bas00,
Ber04, BS02, BS00]) que l’ordre de convergence du schéma vaut 1 (l’erreur entre la
solution approchée et la solution exacte est en O(h)). Dans le cas d’un opérateurs A
quelconque, cet ordre vaut simplement 1/2.

4.4.2 Exemples de simulation

Nous proposons deux exemples de simulations correspondant à des cas à la fois de
fonctions régulières seulement localement lipschitzienne sous sollicitation déterministe
(cf Fig 4.9 a) et à une réalisation d’une force extérieure aléatoire (cf Fig 4.9 b). Les
équations des modèles correspondant s’écrivent :




mẍ + k0x + cx3 + aẋ +
n∑

i=1

kiui = F (déterministe), ou σN (stochastique),

∀i ∈ {1, ..., n}, u̇i + β(ui/ηi) 3 ẋ,
(4.4.3)
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avec les conditions initiales

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0, ∀i ∈ {1, ..., n}, ui(0) = ui,0 ∈ [−ηi, ηi],

et les valeurs des paramètres m = 1, avec dans le cas déterministe k0 = 1/2, c = 0.65,
a = 0, F (t) = 3 cos(2t) et n = 3, et dans le cas stochatique k0 = 0, c = 1, a = 0.5, σ = 3
et n = 5 ; N(t) est le bruit obtenu à partir du mouvement brownien standard réel.
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FIG. 4.9 – Exemple de cycles d’hystérésis pour le modèle (4.4.3) avec sollicitation déterministe (à
gauche) et stochastique (à droite) : tracé de F (t)−mẍ(t) en fonction de x(t), t ∈ [600, 700].

Il est possible d’obtenir d’obtenir un cycle d’hystérésis non convexe dans le premier
cas, comme dans le second. Dans ce second cas, il n’est pas aussi commode que
dans le premier cas de disposer d’une courbe de charge/décharge débloquant tous les
patins sur un intervalle de temps défini à l’avance.

4.5 Identification

4.5.1 Principe pour le modèle de Prandtl généralisé

Tous les développements précédents ont pour but de fournir des modèles en vue de
l’identification et de la description du comportement sous sollicitation extérieure faisant
apparaı̂tre un cycle d’hystérésis. Ils permettent aussi par la modélisation et la simula-
tion directe de préfigurer un modèle en vue de son identification : le nombre d’éléments
de Saint-Venant est lié au déblocage des patins visible dans le phénomène physique
dans la gamme de sollicitation envisagée. Il est aussi lié aux pertes de régularité du
signal représentant le cycle.

Commençons par un exemple simple. Considérons un modèle de Prandtl généralisé
4.2.19. Supposons exercer une sollicitation extérieure F telle que l’on observe la
courbe de chargement (c’est le tracé de F (t) − mẍ(t) en fonction de x(t) pour
t ∈ [0, T ], T > 0) donnée par la figure 4.10. Nous considérons qu’il s’agit d’une moitié
de cycle d’hystérésis. Notons A1, . . . , An+1, An+2 les extrémités des segments qui le
constituent. Notons di, i = 1, . . . , n les différences des abscisses de Ai+1 et Ai : di > 0.
Notons aussi pi, i = 1, . . . , n + 1 les pentes des segments [Ai, Ai+1].

Si F est non constant sur tout sous-intervalle de [0, T ], alors x possède la même
propriété. En effet, si x est constant sur [t1, t2] ⊂ [0, T ], alors ẋ = 0, ẍ = 0 sur [t1, t2] et
par unicité de la solution des inclusions différentielles

u̇i + β(ui/ηi) 3 0, ui(t1) donné, (4.5.1)
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FIG. 4.10 – Courbe de chargement pour le modèle de Prandtl généralisé avec raidisseur linéaire.

ui(t) vaut ui(t1) sur [t1, t2]. Ceci impose que

F = mẍ + k0x +
n∑

i=1

kiui

est constante sur [t1, t2] ce qui est contraire à notre affirmation de départ.
Avec quelques hypothèses convenables, nous pouvons représenter la trajectoire

d’un système en coordonnées (x(t), F (t) −mẍ(t)). Supposons que les ηi, i = 1, . . . , n
vérifient :

η1 < η2 < · · · < ηn. (4.5.2)
Supposons que F n’est nulle sur aucun ouvert non vide de [0, T ] et que :

∀j ∈ {1, . . . , n}, uj(0) = −ηj, (4.5.3)

x est croissante sur [0, T ]. (4.5.4)
Alors il existe une séquence d’instants croissants telle que pour un j dans {1, . . . , n}
avec

t1 < t2 < . . . tj = tj+1 = · · · = T

on ait
x(tj)− x(0) = 2ηj, (4.5.5)

F −mẍ− (k0 +
n∑

i=j+1

ki)x est constant sur ]tj, tj+1]. (4.5.6)

D’après notre hypothèse sur F , x est strictement croissant sur [0, T ] et est donc inver-
sible. Posons :

ûj(t) = −ηj + x(t)− x(0)

et appelons ξ la fonction inverse de x. Définissons

tj =

{
ξ(2ηj + x(0)), si 2ηj + x(0) < x(T ),

T si 2ηj + x(0) ≥ x(T ).
(4.5.7)
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On vérifie que la fonction

uj(t) =

{
ûj(t), si 0 ≤ t < tj,

ηj si t ≥ tj,
(4.5.8)

est l’unique solution de {
u̇j + β(uj/ηj) 3 ẋ,

uj(0) = −ηj.
(4.5.9)

Donc, sur ]tj, tj+1], on a (4.5.6). En fait, (4.5.7) est équivalente à (4.5.5). Et les
équations (4.5.5) et (4.5.6) peuvent s’écrire sous la forme

∀j ∈ {1, . . . , n + 1}, pj = k0 +
n∑

l=j

kl, (4.5.10)

∀i ∈ {1, . . . , n}, di = 2ηi. (4.5.11)

D’autre part, les hypothèses k0 ≥ 0, ki > 0 et (4.5.10) ordonnent les pi :

pn+1 < pn < · · · < p1.

Les équations (4.5.2) et (4.5.11) impliquent

d1 < d2 < · · · < dn.

Ainsi (4.5.10) et (4.5.11) établissent une correspondance (bijection) entre les pa-
ramètres ki, ηi du modèle généralisé de Prandtl et les paramètres géométriques pj, dj

du demi-cycle d’hystérésis dans le plan (x, F −mẍ).
Ceci permet une identication partielle du modèle : elle est fondée sur le repérage

des ruptures de pentes dans le cycle d’hystérésis. En pratique, le cycle est un semi
de points et il faut utiliser un outil de traitement de signal adapté pour ce faire : nous
utiliserons une analyse en ondelettes.

Le point inférieur gauche du cycle (4.10) dépend des conditions initiales et de F : il
ne peut être identifié en général.

4.5.2 Un autre exemple

Supposons disposer d’une courbe de chargement théorique telle que la partie su-
périeure du cycle de la Fig. (4.9, à gauche). Si l’on sait identifier les points de perte
de régularité de cette courbe, on saura distinguer des phases temporelles de fonction-
nement du système avec des patins débloqués et les autres bloqués, ces nombres
étant connus et supposés croissants selon la courbe avec le nombre de ces points.
Il est alors possible très simplement (par moindres carrés) d’identifier les coefficients
des modèles que l’on suppose pouvoir simuler la courbe de chargement (la courbe
hystérétique), à condition de connaı̂tre la force extérieure F (t) ([BSL00, LBB05]). Lors
d’une expérimentation, la courbe de chargement disponible se réduit à un semis de
points discret, bruité. L’identification des ruptures de pentes (ou plus généralement
des pertes de régularité) est plus délicate. Nous utilisons une analyse en ondelettes,
comme celle présentée en Fig. (4.11).

En abscisse des courbes est porté le déplacement. En ordonnée de la courbe
inférieure discrète nous représentons F (t) − mẍ(t) en fonction du déplacement x(t)
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FIG. 4.11 – Amplitude des coefficients ondelettes en fonction du déplacement x.

dans le cas d’une sollicitation extérieure bruitée. Sur la courbe supérieure, nous
traçons en fonction de x(t) les coefficients d’une analyse en ondelette ([Per00, Cou05]).
Le schéma est tri-dimensionnel : en ordonnée de la courbe supérieure figurent les
échelles de l’analyse en ondelettes. La ”couleur” tracée représente la valeur du mo-
dule des coefficients. Pour des coefficients faibles, la couleur est blanche (seuillage).
Plus la couleur est foncée, plus grands sont les modules des coefficients. Le lieu des
maxima, permet de repérer les lieux (en temps et/ou en déplacement) de changement
de phase (de régularité) dans le signal. Ces changements peuvent s’étaler (tâches
sombres), mais laissent entre chacune d’elles, des plages où le modèle évolue avec
un nombre figé et connu, de patins bloqués ou débloqués. L’identification est menée sur
cette plage. La spécificité de l’analyse en ondelette utilisée est justement de concentrer
au maximum les tâches pour laisser une plage large.

A partir de simulations numériques fournissant des données discrètes contrôlées
(tout le comportement et les données sont connus), éventuellement bruité (le bruit
aussi est maı̂trisé), nous avons obtenu d’excellents résultats d’identification.

Le principe est simple : le calcul de la pente (la dérivée par rapport au déplacement)
de la courbe de chargement peut se faire de façon littérale en supposant que le
cycle de chargement peut être simulé par un modèle donné. Alors, une procédure
de moindres carrés permet d’identifier successivement les paramètres du modèle : rai-
deurs, amortissement, termes non linéaires, plage par plage, puisque sur chaque plage
isolée à l’aide de l’analyse en ondelettes le nombre de patins débloqués est connu et
incrémenté d’un patin, à condition d’avoir écrit le modèle initial avec des paramètres
de seuil croissants numérotant les patins successivement débloqués ([LBB05]).

L’application à des systèmes réels a fourni également des résultats conformes à la
physique attendue des systèmes.

4.6 Conclusion

Nous avons insisté sur la modélisation de systèmes mécaniques discrets en dyna-
mique, avec des termes de frictions permettant de simuler des comportements de type
hystérétique.
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Sur le principe, à condition de faire une hypothèse initiale sur le modèle mécanique
susceptible de renvoyer un comportement hystérétique observé, il est possible d’iden-
tifier un système à un, voire plusieurs degrés de liberté. La limitation réside dans l’hy-
pothèse d’une sollicitation extérieure connue, ce qui peut être le cas en laboratoire. Une
segmentation soigneuse des plages de fonctionnement à patin bloqué est nécessaire.
Elle peut être obtenue à l’aide d’une analyse en ondelette.
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Chapitre 5

Modèles probabilistes de détection de
rupture dans le comportement

Darius Ghorbandazeh,
Nelly Point

5.1 Introduction

Lorsque des observations changent de comportement à partir d’un certain moment, il
peut être utile de connaitre avec précision le moment où se produit ce changement.
L’objet de cet article est de présenter d’un point de vue théorique différents modèles
probabilistes de rupture puis d’illustrer l’utilisation de ces modèles par deux exemples.
Le premier concerne la détermination du seuil d’élasticité d’un matériau, de son mo-
dule de Young et des paramètres du comportement plastique grace à des données
expérimentales obtenues lors d’un test uniaxial de traction. Pour certains matériaux, la
courbe de traction ne présente pas de rupure de pente, ce qui rend l’identification du
domaine élastique peu précis si on n’utilise par un test de rupture de comportement.
Le second exemple utilise des données bancaires et permet de mettre en évidence une
corrélation entre un changement de la moyenne d’un taux d’échange et des élections.
Cet exemple n’est pas issu de la mécanique, mais il y a certainement des phénomènes
liés à la mécanique qui peuvent relever de ce type de rupture (cf. [GP92]).

5.2 Présentation de trois modèles de rupture

Les données observées constituent une suite de variables aléatoires X1, . . . , Xn qui
sont susceptibles de changer de loi après les k premières observations.

Nous considérons le problème de test suivant (cf. [Gho95]) :

− hypothèse nulle : les observations X1, . . . , Xn sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi Pθ

− hypothèse alternative : il existe un instant k , compris strictement entre 1 et n (ap-
pelé instant de rupture ) tel que : les observations X1, X2, . . . , Xk sont indépendantes
et identiquement distribuées suivant une loi Pθ1 et les observations Xk+1, . . . , Xn sont
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indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi Pθ2.

Les paramètres du modèle sont estimés à partir de la fonction de vraisemblance as-
sociée à chaqu’une des hypothèses (méthode du maximum de vraisemblance). Sous
l’hypothèse alternative, les estimateurs des paramètres θ1 et θ2 vont dépendre de l’ins-
tant k. Autrement dit, à chaque instant k nous avons une vraisemblance, donc pour
estimer le paramètre k, nous considérons la fonction appelée rapport des vraisem-
blances maximales (ou processus des vraisemblances).

Dans ce travail nous supposons que les observations dont nous disposons suivent des
lois normales. Ce choix est arbitraire, mais d’une part, pour la loi normale, le processus
des vraisemblances est simple à exploiter et d’autre part, la loi normale est assez
pertinente pour modéliser des fluctuations liées à des erreurs de mesure (cf. [Fer94]).
Nous désignons par ϕµ,σ2 la densité de la loi normale de paramètres µ et σ2 (notée
N (µ, σ2)). Cette densité est définie par :

ϕµ,σ2(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)

L’hypothèse nulle sera désignée par H0 et l’hypothèse alternative sera désignée
par H1.

5.2.1 Les modèles

Nous allons nous intéresser à trois modèles. Le premier est utile pour détecter la rup-
ture correspondant à un changement de moyenne, le deuxième pour détecter un chan-
gement de moyenne et de variance et le troisième est utile lorsque la moyenne reste in-
changé et que seule la variance change. L’un des domaines d’application du troisième
modèle est la modélisation des phénomènes climatologiques.

Modèle de détection de la moyenne Ce modèle sera appelé modèle M1

(M1)





H0 : X1, . . . , Xn suivent une loi N (µ0, σ
2
0)

H1 :





X1, . . . , Xk suivent une loi N (µ1, σ
2
1)

Xk+1, . . . , Xn suivent une loi N (µ2, σ
2
1)

Modèle de détection de la moyenne et variance Ce modèle sera appelé modèle M2
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(M2)





H0 : X1, . . . , Xn suivent une loi N (µ0, σ
2
0)

H1 :





X1, . . . , Xk suivent une loi N (µ1, σ
2
1)

Xk+1, . . . , Xn suivent une loi N (µ2, σ
2
2)

Modèle de détection de la variance Ce modèle sera appelé modèle M3

(M3)





H0 : X1, . . . , Xn suivent une loi N (µ0, σ
2
0)

H1 :





X1, . . . , Xk suivent une loi N (µ1, σ
2
1)

Xk+1, . . . , Xn suivent une loi N (µ1, σ
2
2)

L’estimation des paramètres de chaque modèle est fait par la méthode du maximum
de vraisemblance.

5.2.2 Estimation des paramètres du modèle M1

Sous l’hypothèse H0 la fonction de vraisemblance L0(µ0, σ
2
0, x) où x = (x1, . . . , xn), est

définie par :

L0 =
n∏

i=1

ϕµ0,σ2
0
(xi) =

1

(
√

2π)n (σ2
0)

n/2
exp

(
− 1

2σ2
0

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

)
(5.2.1)

Afin de pouvoir de calculer le maximum de la fonction de vraisemblance par rapport à
µ0 et σ2

0, on définit la fonction ”Log-Vraisemblance” par : ` = LogL. On a :

`0(µ0, σ
2
0, x) = −nLog(

√
2π)− n

2
Log(σ2

0)−
1

2σ2
0

n∑
i=1

(xi − µ0)
2 (5.2.2)

En dérivant par rapport à µ0 et σ2
0 on obtient :





∂`0

∂µ0

=
1

σ2
0

n∑
i=1

(xi − µ0)

∂`0

∂σ2
0

= − n

2σ2
0

+
1

2σ4
0

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

(5.2.3)

Le système (5.2.3) admet la solution :

µ̂0 =
1

n

n∑
i=1

Xi = Xn

σ̂2
0 =

1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)2

(5.2.4)



116 5. Modèles probabilistes de détection de rupture dans le comportement

En reportant (5.2.4) dans (5.2.1) on obtient l’expresssion de la vraisemblance maxi-
male :

L?
0(X) = L(µ̂0, σ̂

2
0, X) =

e−n/2

(
√

2π)n (σ̂2
0)

n/2
(5.2.5)

Sous l’hypothèse H1 la fonction de vraisemblance L1(µ1, µ2, σ
2
1, k, x) est définie par :

L1 =
k∏

i=1

ϕµ1,σ2
1
(xi)

n∏

i=k+1

ϕµ2,σ2
1
(xi)

=
1

(
√

2π)k (σ2
1)

k/2
exp

(
− 1

2σ2
1

k∑
i=1

(xi − µ1)
2

)

× 1

(
√

2π)(n−k) (σ2
1)

(n−k)/2
exp

(
− 1

2σ2
1

n∑

i=k+1

(xi − µ2)
2

)
(5.2.6)

d’où

L1 =
1

(
√

2π)n (σ2
1)

n/2
exp

{
− 1

2σ2
1

(
k∑

i=1

(xi − µ1)
2 +

n∑

i=k+1

(xi − µ2)
2

)}

et l’expression de la fonction Log-vraisemblance `1(µ1, µ2, σ
2
1, k, x) :

`1 = −nLog(
√

2π)− n

2
Log(σ2

1)−
1

2σ2
1

(
k∑

i=1

(xi − µ1)
2 +

n∑

i=k+1

(xi − µ2)
2

)
(5.2.7)

En dérivant par rapport à µ1 , µ2 et σ2
1 on obtient :





∂`1

∂µ1

=
1

σ2
1

k∑
i=1

(xi − µ1)

∂`1

∂µ2

=
1

σ2
1

n∑
i=k+1

(xi − µ2)

∂`1

∂σ2
1

= − n

2σ2
1

+
1

2σ4
1

(
k∑

i=1

(xi − µ1)
2 +

k∑
i=k+1

(xi − µ2)
2

)
(5.2.8)

Le système (5.2.8) admet la solution :

µ̂1(k) =
1

k

k∑
i=1

Xi = Xk

µ̂2(k) =
1

n− k

n∑
i=k+1

Xi = X
?

k

σ̂2
1(k) =

1

n

(
k∑

i=1

(Xi −Xk)
2 +

n∑
i=k+1

(Xi −X
?

k)
2

)
(5.2.9)

En reportant (5.2.9) dans (5.2.6) on obtient l’expresssion de la vraisemblance maxi-
male :

L?
1(k, X) =

e−n/2

(
√

2π)n (σ̂2
1(k))n/2

(5.2.10)
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D’où le rapport des vraisemblances maximales (processus de vraisemblance) pour le
modèle M1 :

R?
1(k, X) =

L?
1(k, X)

L?
0(X)

=

[
σ̂2

0

σ̂2
1(k)

]n/2

(5.2.11)

L’estimateur de k est déterminé par : k̂ = Arg Max
1<k<n

R?
1(k, X).

5.2.3 Estimation des paramètres du modèle M2

Sous l’hypothèse H1 la fonction de vraisemblance L1(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) est définie par :

L1 =
k∏

i=1

ϕµ1,σ2
1
(xi)

n∏

i=k+1

ϕµ2,σ2
2
(xi)

=
1

(
√

2π)k (σ2
1)

k/2
exp

(
− 1

2σ2
1

k∑
i=1

(xi − µ1)
2

)

× 1

(
√

2π)(n−k) (σ2
2)

(n−k)/2
exp

(
− 1

2σ2
2

n∑

i=k+1

(xi − µ2)
2

)
(5.2.12)

D’où l’expression de la fonction Log-vraisemblance `1(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) :

`1 = −nLog(
√

2π)− k

2
Log(σ2

1)−
n− k

2
Log(σ2

2)

− 1

2σ2
1

k∑
i=1

(xi − µ1)
2 − 1

2σ2
1

n∑

i=k+1

(xi − µ2)
2

(5.2.13)

En dérivant par rapport à µ1 , µ2 , σ2
1 et σ2

2 on obtient :





∂`1

∂µ1

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) =

1

σ2
1

k∑
i=1

(xi − µ1)

∂`1

∂µ2

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) =

1

σ2
2

n∑
i=k+1

(xi − µ2)

∂`1

∂σ2
1

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) = − k

2σ2
1

+
1

2σ4
1

k∑
i=1

(xi − µ1)
2

∂`1

∂σ2
2

(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, k, x) = −n− k

2σ2
2

+
1

2σ4
2

n∑
i=k+1

(xi − µ2)
2

(5.2.14)

Le système (5.2.14) admet la solution :
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µ̂1(k) =
1

k

k∑
i=1

Xi = Xk

µ̂2(k) =
1

n− k

n∑
i=k+1

Xi = X
?

k

σ̂2
1(k) =

1

k

k∑
i=1

(Xi −Xk)
2

σ̂2
2(k) =

1

n− k

n∑
i=k+1

(Xi −X
?

k)
2

(5.2.15)

En emportant (5.2.15) dans (5.2.13) on obtient l’expresssion de la vraisemblance
maximale :

L?
1(k,X) =

e−n/2

(
√

2π)n (σ̂2
1(k))

k/2
(σ̂2

2(k))
(n−k)/2

(5.2.16)

D’où le rapport des vraisemblances maximales (processus de vraisemblance) pour le
modèle M2 :

R?
3(k, X) =

L?
1(k, X)

L?
0(X)

=

[
σ̂2

0

σ̂2
1(k)

]k/2 [
σ̂2

0

σ̂2
2(k)

](n−k)/2

(5.2.17)

L’estimateur de k est déterminé par : k̂ = Arg Max
1<k<n

R?
3(k, X).

5.2.4 Estimation des paramètres du modèle M3

Contrairement aux deux modèles précédents les expressions des estimateurs de ce
modèle ne sont pas explicites. µ̂1(k), σ̂2

1(k) et σ̂2
2(k) vérifient les relations suivantes :





µ̂1(k) =
1

σ̂2
1(k)

k∑
i=1

(Xi − µ̂1(k)) +
1

σ̂2
2(k)

n∑
i=k+1

(Xi − µ̂1(k)) = 0

σ̂2
1(k) =

1

k

k∑
i=1

(Xi − µ̂1(k))2

σ̂2
2(k) =

1

n− k

n∑
i=k+1

(Xi − µ̂1(k))2

(5.2.18)

5.3 Plasticité

Un problème récurrent lors de l’étude du comportement plastique d’un matériau est
la détermination précise du domaine élastique et du module de Young. Pour certains
matériaux ne présentant pas de rupture de pente lors d’un test uniaxial de traction,
cette détermination n’est toujours facile. L’utilisation d’un test de rupture s’avère alors
utile.
La variable aléatoire gaussienne Xi représente alors l’écart entre la contrainte me-
surée σi et la contrainte évaluée en fonction de la déformation σ(εi) et selon le modèle
considéré : élastique linéaire ou plastique. La déformation est supposée croitre avec
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l’indice i. Pour les i avant k on cherche donc une fonction linéaire σ(εi) = αεi + β
où α va donner le module de Young et où β peut correspondre à un léger décalage
du à l’appareil de mesure. Pour les i après k on cherche une fonction non linéaire de
εi. Si on choisit pour décrire ce comportement non linéaire un polynôme du second
degré, on obtient un résultat peu satisfaisant : le point de rupture trouvé est représenté
sur la figure 5.1 par O . Par contre si on choisit une fonction correspondant mieux
au comportement plastique observé, en choisissant par exemple une repésentation
de la forme σ(εi) = a

√
εi + bεi + c, plus conforme au comportement des données

expérimentales, on obtient comme point de rupture le point X sur la figure 5.1. Les
coefficients α, β, a, b, c , sont obtenus simultanément. Comme pour chaque valeur de k
il faut calculer les coefficients des modèles, pour des raisons de temps de calcul il faut
approché les modèles par une approximation qui soit linéaire par rapport aux coeffi-
cients afin de pouvoir utiliser pour chaque valeur de k les moindres carrés linéaires.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−200

0

200

400

600

800

1000

1200
courbe de traction : inconel

x deformations

y 
co

nt
ra

in
te

s

X

O

FIG. 5.1 – Contraintes en fonctions des déformations

5.4 L’influence des élections françaises sur le taux d’échange

Dans cette partie, nous présentons une application pratique de l’analyse aux données
concernant le taux d’échange Franc-Deutsche Mark (qui n’existe plus) durant l’année
1993. La série utilisée contient 256 observations (du 1 Janvier 1993 au 24 Décembre
1993) d’une moyenne égale à µ̂0 = 1, 3472 et d’un écart-type égale à

√
σ̂2

0 = 1.4473.
L’objet de cet étude est d’analyser l’influence des élections françaises sur le taux
d’échange Franc-Deutsche Mark.
La figure suivante repésente les données brutes par ordre chronologique.
Pour gommer les petites fluctuations et mieux visualiser un point de rupture nous
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FIG. 5.2 – Présentation graphique des données brutes

avons regrouper les données en 13 et 20 classes. On constate qu’indépendamment
du nombre de classes les deux histogrammes gardent la même allure et présentent un
point de rupture que la méthode ci-dessus va permettre d’identifier.
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FIG. 5.3 – Répartition des données en 13 classes
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FIG. 5.4 – Répartition des données en 20 classes
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La figure 5.5 représente le rapport des vraisemblances maximales donné par la rela-
tion (5.2.11)
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FIG. 5.5 – Fonction de vraisemblance

On remarque que le maximum de la fonction de vraisemblance est atteint pour la 61ème

observation, ce qui correspond à la date 26 Mars 1993. La moyenne de la série avant
cette étant égale à 3, 4254 et celle d’après étant égale à 0, 6971. Il est intéressant de
constater que la date 26 Mars 1993 coı̈ncide avec les légistatives de 1993.

5.5 Conclusion

Il y a une large litérature sur la modélisation du phénomène de rupture en probabilité
([Fer94] , (cf. [Gho95])) , nous avons limité notre présentation à l’hypothèse d’une loi
de probabilité normale car cela se prête bien à l’estimation d’erreur de mesure mais
il existe d’autres modèles basés sur des hypothèses différentes. Il faut donc savoir
que ces méthodes existent et qu’elles donnent des résultats satisfaisants avec une
procédure somme toute assez simple.
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Chapitre 6

Assimilation thermique 1D par
méthode adjointe libérée

Frédéric Bourquin
Alexandre Nassiopoulos

6.1 Introduction

La précontrainte affecte le comportement vibratoire des structures. Ainsi, la détermi-
nation fiable et rapide de l’état de précontrainte associé à un champ de température
devient une étape cruciale dans de nombreux processus comme le contrôle de santé
en génie civil. La meilleure reconstruction possible du champ de température constitue
alors un élément clef de cette démarche.

Il existe de nombreuses stratégies pour détecter les endommagements d’une struc-
ture de génie civil : entre autres, une classe très attrayante de techniques repose
sur l’analyse vibratoire sous sollicitations ambiantes. Ces méthodes dites output-only
consistent soit à identifier le spectre basse fréquence de la structure à l’instant cou-
rant pour en déduire si celle-ci a subi un endommagement, soit à vérifier qu’un cer-
tain vecteur appartient toujours au noyau de la matrice de Hankel des matrices de
corrélation des mesures [BMG04]. Dans les deux cas, la structure intacte, ou de
référence, est censée être connue, ce qui est le cas pour chaque nouveau pont pour
lequel on dispose aujourd’hui d’un modèle mécanique plutôt précis à l’issue de la
construction. L’analyse modale opérationnelle et la détection en ligne d’endommage-
ments visent donc à détecter les évolutions du spectre de la structure. On dispose
maintenant d’une expérience pratique des algorithmes et de leur comportement sur
des cas réels comme par exemple le pont Z24 [Pee00]. L’analyse modale output-only
fondée sur des méthodes de sous-espace tirent profit des matrices de corrélation
et débouchent sur des algorithmes en ligne puissants [BMG04, MG04] de détection
d’endommagement, dont les domaines d’application incluent le génie aéronautique,
le génie mécanique, et le génie civil. Il existe beaucoup d’autres méthodes (voir par
exemple [SCF00, SFHW01], [Cre04, FHS+03]).

Or le comportement dynamique de la structure sous surveillance peut varier sous
l’influence de plusieurs facteurs, y compris les variations de température [RBS+00]. En
fait, selon les conditions aux limites de la structure et la distribution de température,
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des variations thermiques éventuellement uniformes peuvent causer des variations
très importantes du spectre de la structure [FHS+03], jusqu’à 10 %, en raison de
la précontrainte additionnelle. La température peut même modifier les conditions de
frontière et le nombre de points de contact entre les piles et le tablier du pont. En fait,
la température peut engendrer une déflexion aussi importante que le poids propre du
pont [IRvA+01]. Ainsi les effets environnementaux peuvent être de plusieurs ordres de
grandeur plus importants que l’effet des endommagements structuraux. Par ailleurs,
les méthodes de contrôle structural fondées sur un modèle de la structure souffrent
de toute modification non identifiée du comportement vibratoire de la structure qui nuit
alors à la robustesse des lois de contrôle.

Par conséquent, comme mentionné dans [FHS+03] et dans une grande partie
de la littérature sur le contrôle de santé, il est obligatoire d’éliminer les effets ther-
miques. Cette élimination reste un défi dans ce domaine. La plupart des tentatives
dans cette direction ont favorisé des approches en boı̂te noire comme l’apprentis-
sage de réseaux de neurones, en vue de corréler la température aux mesures exten-
sométriques [FHS+03, SWF03]. Voir [Kul02, Kul03, Kul04] pour l’usage de l’analyse
en composantes principales, fondée sur la corrélation entre les signatures observées.
Mais les données d’apprentissage doivent inclure au moins un cycle complet de condi-
tions en service avant que l’on puisse appliquer un algorithme de détection d’endom-
magement. Par ailleurs, la méthode proposée ne permet pas de prendre en compte de
manière appropriée les événements climatiques exceptionnels.

Par ailleurs, il faut noter que le nombre de capteurs de température sur de grands
ouvrages peut atteindre plusieurs centaines [Won04], ce qui témoigne de l’importance
de cette grandeur physique et de ses variations spatiales.

En outre, la longévité des structures en béton est dictée par l’évolution de la tempé-
rature au jeune âge, d’où l’intérêt d’évaluer le champ de température aussi tôt que
possible. Dans le même esprit, la vérification en temps réel de la bonne prise du béton
ne peut que tirer parti d’une connaissance fine du champ de température et de son
évolution.

Ainsi la température ne constitue pas qu’un simple paramètre de nuisance qui doit
être rejeté d’un modèle qui tiendrait compte seulement de la dynamique de la structure.
Au contraire, une surveillance multi-physique complète combinée à une modélisation
thermomécanique inverse pourrait jouer un rôle important dans la correction statique
des mesures cinématiques comme dans les méthodes de contrôle de santé fondées
sur l’analyse vibratoire ainsi que dans le contrôle de chantier en vue des questions de
durabilité et de productivité, sans compter le contrôle actif ou semi-actif des structures.
Sur la base de mesures thermiques en un certain nombre de points, il est donc es-
sentiel de reconstruire le champ de température réel à chaque instant afin d’en tenir
compte explicitement dans les algorithmes de contrôle de santé ou de contrôle actif
des structures.

Le travail présenté ici vise la reconstruction du champ de température dans une
structure à partir de mesures de l’évolution de la température dans un intervalle de
temps donné fournies par un certain nombre de capteurs ponctuels. Cette question est
un cas particulier d’une classe de problèmes très importante citée dans la littérature
sous le nom de problèmes inverses de transfert de chaleur [BBC85], [Ali94], [zO00], et
qui fait l’objet d’un nombre très important de publications. Elle se trouve aussi au cœur
de l’assimilation de données en météorologie.

Parmi les techniques de résolution que l’on rencontre dans la littérature, les méthodes
dites explicites tentent, après discrétisation le plus souvent par différences finies,
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d’inverser l’opérateur qui au contrôle associe les mesures [BBH96],[RB86]. D’autres
méthodes qualifiées d’implicites sont des méthodes itératives qui évitent l’inversion
directe de cet opérateur [CdCV91], [MRdCV99], [Ali94], [AAR95]. Elles présentent
souvent un caractère régularisant intrinsèque [AAR95], [Han95]. Dans cette direc-
tion, la formulation par moindres carrés semble être un cadre très favorable pour le
développement d’algorithmes rapides et robustes [JzB91]. La régularisation de type Ti-
khonov [EHN94] est souvent utilisée pour corriger le caractère mal posé du problème.

La démarche mise en œuvre dans cet article est celle du contrôle optimal [Lio68]
appliqué à la reconstruction des flux extérieurs et de la température initiale. On obtient
en postraitement la température courante par résolution de l’équation de la chaleur.
Cette méthode, parfois appelée méthode adjointe à cause de l’utilisation systématique
de l’état adjoint pour calculer le gradient de la fonctionnelle à minimiser, présente de
nombreux avantages, dont la généralité. Elle s’impose ici car on souhaite en effet traiter
des situations multidimensionnelles et des géométries éventuellement complexes.

Le problème étant mal posé, on est amené à le régulariser. On montre alors que le
choix d’une norme produit de type H1 au lieu de L2 permet d’améliorer fortement la
précision de la température reconstruite par une libération de l’état adjoint à l’instant
final.

6.2 Formulation générale du problème

Dans ce paragraphe, on considère un solide occupant un domaine Ω dans IRd, d ≥
1, de frontière ∂Ω. Par la suite, on se limitera au cas où d = 1.

6.2.1 L’équation de la chaleur

En l’absence de changement de phase et en négligeant la dissipation intrinsèque, la
distribution de température θ(x, t) dans le solide est régie par l’équation de la chaleur

ρc
∂θ

∂t
− div(Kgrad θ) = f dans Ω× [0, T ] (6.2.1)

où x = (x1, x2, x3) ∈ Ω est la variable d’espace, t ∈ [0, T ] la variable de temps, f =
f(x, t) désigne la source de chaleur interne distribuée, ρ = ρ(x) la masse volumique
du matériau, c = c(x) sa capacité calorifique et K son tenseur de conductivité. Le
tenseur K est symétrique, défini positif et se réduit souvent à un tenseur diagonal. Si
la conduction est isotrope, il s’écrit K = k(x)Id, où k = k(x) désigne le coefficient
scalaire de conductivité et Id la matrice identité.

A l’instant initial, le champ de température est donné par θ(x, 0) = θ0(x), et à chaque
instant le solide est soumis à une température extérieure θext(x, t) et à un flux de cha-
leur g(x, t) le long de sa frontière ∂Ω. On peut résumer les interactions avec le milieu
extérieur par la condition de Fourier-Robin

(Kgrad θ) · ~n + α(θ − θext) = g sur ∂Ω× [0, T ] (6.2.2)
où α = α(x|∂Ω) ≥ 0 désigne le coefficient d’échange, et ~n le vecteur unitaire normal à
Ω le long de ∂Ω.

Les conditions aux limites de type Dirichlet (respectivement Neumann) peuvent être
vues comme des conditions aux limites de type Fourier-Robin avec un coefficient α qui
tend vers l’infini (respectivement vers zéro).
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6.2.2 Reconstruction de la température

En l’absence de source de chaleur interne, la température dans Ω est donc régie
par le problème d’évolution





ρc
∂θ

∂t
− div(K grad θ) = 0 dans Ω× [0, T ]

(K grad θ) · ~n + α(θ − θext) = g sur ∂Ω× [0, T ]
θ(x, 0) = θ0(x) dans Ω

(6.2.3)

Si on pose Φ(x, t) = g(x, t) + αθext, le problème s’écrit




ρc
∂θ

∂t
− div(K grad θ) = 0 dans Ω× [0, T ]

(K grad θ) · ~n + αθ = Φ sur ∂Ω× [0, T ]
θ(x, 0) = θ0(x) dans Ω

(6.2.4)

Notons que le couple {θ0, Φ} détermine de manière unique la solution θ(x, t) du
problème (6.2.4). Par contre, il n’est pas possible d’identifier indépendamment θext et
g. Dans la perspective d’une identification seul Φ a un sens.

On suppose qu’à l’instant final T on dispose de M mesures {θd
k(t)}M

k=1 de la tempéra-
ture sur tout l’intervalle de temps [0, T ], fournies par des capteurs ponctuels placés aux
points {xk}M

k=1. A partir de ces mesures, l’objectif fixé est de reconstruire la donnée
θ(x, T ) ou, à défaut, la donnée θ(x, T − ε), avec ε petit.

Parmi les méthodes possibles, on éliminera d’emblée le filtrage de Kalman en temps
continu qui conduirait à la résolution d’équations de Riccati en très grande dimension
ce qui est pratiquement hors d’atteinte sans réduction préalable.

Une autre manière de parvenir au champ de température à l’instant final est d’es-
sayer de déterminer le couple {θ0, Φ} qui a donné naissance au champ de température
dont on connaı̂t la valeur aux points de mesure. Au lieu de résoudre l’équation de la
chaleur dans le sens habituel, avec comme données les conditions initiale et aux li-
mites, l’objectif fixé est de retrouver ces données à partir d’une solution (partiellement)
connue. Il s’agit alors d’un problème inverse. Bien entendu, il n’est pas évident que
cette approche puisse déboucher sur des algorithmes en temps réel, c’est pourquoi
l’on s’intéresse à des méthodes rapides quoique généralistes.

Le problème peut être formulé comme un problème de minimisation au sens des
moindres carrés d’une fonctionnelle mesurant l’écart entre les mesures et le champ
de température reconstruit. Cet écart peut être par exemple mesuré par la fonction de
coût quadratique J :

J({θ0, Φ}) =
1

2

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)2

dt (6.2.5)

Le problème à résoudre s’écrit alors
{

Trouver {θ0 ∗, Φ∗} tel que
J({θ0 ∗, Φ∗}) = min

{θ0,Φ}
J({θ0, Φ}) (6.2.6)

La minimisation de cette fonction de coût par rapport au couple d’arguments {θ0, Φ}
doit fournir la condition initiale θ0 ∗ et la condition aux limites Φ∗ qui donnent le champ
de température θ(x, t) dont la valeur aux points {xk}M

k=1 est la plus proche possible
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des mesures {θ(xk)}M
k=1. La minimisation a un sens par rapport à une norme donnée

qu’il conviendra de préciser par la suite en même temps que l’espace fonctionnel dans
lequel sera recherché le couple {θ0, Φ}.

6.2.3 Un problème mal posé

Le problème est par nature mal posé à cause des propriétés de l’équation de la
chaleur, qui ‘lisse’ les informations de haute fréquence. Ceci peut être illustré avec
l’exemple simple ci-dessous :

Soit l’équation de la chaleur simplifiée avec conditions de Dirichlet




∂θ

∂t
−∆θ = 0 dans Ω× [0, T ]

θ = 0 sur ∂Ω× [0, T ]
θ(x, 0) = θ0(x) dans Ω

On cherche à développer θ(x, T ) = f(x) en série de Fourier. A cette fin, on introduit
le problème de valeurs propres

{
∆φk + λkφk = 0 dans Ω
φk = 0 sur ∂Ω

avec ‖φk‖ = 1. Alors θk(x, t) = φk(x)e−λkt (x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]), est solution de
l’équation de la chaleur. On en déduit que ‖θk(·, T )‖ ≤ e−λkT bien que ‖θk(·, 0)‖ = 1. Il
résulte de la compacité de la résolvante du Laplacien en domaine borné que

lim
k→∞

‖θk(·, T )‖ = 0.

La 1ère formule asymptotique de de Weyl permet d’affiner cette conclusion. En effet,
λk ∼ k

2m
d , d étant la dimension de l’espace dans lequel on se place, et 2m l’ordre de

l’opérateur différentiel (2m = 2 pour le Laplacien). Cette dernière expression montre
que les contributions des modes de haute fréquence (lorsque k →∞) n’ont quasiment
plus d’effet à l’instant final. Ce phénomène est responsable du caractère mal posé
du problème inverse, dont la résolution nécessitera des techniques particulières afin
de reconstruire correctement ces contributions des modes de haute fréquence. Ce
phénomène de ’lissage’ signifie aussi que lors de la résolution du problème inverse,
les modes de haute fréquence sont amplifiés. Un léger bruitage des mesures conduit
alors à des solutions du problème inverse divergentes, et la résolution numérique est
instable. En fait, si les données sont irrégulières le problème inverse n’a pas de solution
car la température est très réguliere dans Ω.

On pourrait de même montrer que le flux extérieur Φ à l’instant final n’a pas d’effet
sur les données de mesure issues des capteurs noyés à l’intérieur de la structure.

6.2.4 Régularisation de Tikhonov

Pour rendre bien posé le problème de la minimisation de la fonctionnelle 6.2.5,
on a recours à la stratégie de régularisation de Tikhonov ([EHN94]) qui consiste à
rajouter un terme quadratique à la fonctionnelle qui lui confère des propriétés de stricte
convexité. La nouvelle fonctionnelle s’écrit
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J({θ0, Φ}) =
1

2

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)2

dt +
ε

2
‖{θ0, Φ}‖2 (6.2.7)

où ‖ · ‖ désigne la norme de l’espace dans lequel on recherche le couple {θ0, Φ}. Le
choix de cet espace a une influence déterminante sur les résultats, comme on le verra
plus loin.

On cherchera donc à résoudre le problème
{

Trouver {θ0 ∗, Φ∗} tel que
J({θ0 ∗, Φ∗}) = min

{θ0,Φ}
J({θ0, Φ}) (6.2.8)

Il conduit inévitablement à une solution approchée, mais qui tend vers la solution
idéale lorsque ε → 0. Par contre ce problème est mathématiquement bien posé, ce qui
rend sa résolution numérique stable.

La minimisation de la fonctionnelle fait appel à des méthodes itératives telles que la
méthode du gradient conjugué, dont la mise en œuvre ne sera pas expliquée ici.

Il existe d’autres méthodes de régularisation, comme celle de Morozov qui consiste
à minimiser ‖{θ0, Φ}‖2 sous une contrainte du type

∣∣θ − θd
∣∣ ≤ δ où δ représente une

incertitude de mesure.

6.3 Minimisation dans L2

Dans ce qui suit, on se place dans le cas unidimensionnel : Ω = [0, L]. Donc ∂Ω =
{0, L}. On notera x1 = 0, x2 = L. La fonction Φ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], peut alors
s’écrire comme un couple de fonctions {Φ1(t), Φ2(t)} sur [0, T ] où Φ1(t) = Φ(0, t) et
Φ2(t) = Φ(L, t).

L’espace L2 constitue un choix naturel pour la minimisation car il permet de développer
la méthode de manière assez simple. On cherche donc les triplets {θ0, Φ1, Φ2} de
températures initiales et de flux imposés à la frontière dans l’espace V = L2(0, L) ×
(L2(0, T ))

2, équipé du produit scalaire (u, v)V =

∫ L

0

u0v0dx +
2∑

i=1

{∫ T

0

uividt+

}
où

u = {u0, u1, u2} et v = {v0, v1, v2}. On note ‖ · ‖V la norme correspondante, i. e.
‖v‖V =

√
(u, v)V .

On considère alors le problème
{

Trouver {θ0 ∗, Φ∗
1, Φ

∗
2} ∈ V tel que

J({θ0 ∗, Φ∗
1, Φ

∗
2}) = min

{θ0,Φ1,Φ2}∈V
J({θ0, Φ1, Φ2}) (6.3.1)

où

J({θ0, Φ1, Φ2}) =
1

2

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)2

dt

+
ε

2

[∫

Ω

(
θ0(x)

)2
dx +

2∑
i=1

{∫ T

0

(
Φi(t)

)2
dt

}] (6.3.2)

et où θ est solution du problème d’évolution
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ρc
∂θ

∂t
− ∂

∂x
(K

∂θ

∂x
) = 0 dans Ω× [0, T ]

−(K ∂θ
∂x

(x1, t)) + αθ(x1, t) = Φ1(t) sur [0, T ]

(K ∂θ
∂x

(x2, t)) + αθ(x2, t) = Φ2(t) sur [0, T ]

θ(x, 0) = θ0(x) dans Ω

(6.3.3)

Ce problème quadratique est bien posé car la fonctionnelle J est α-convexe et
différentiable. En effet, il suffit de vérifier la dépendance continue de la solution θ par
rapport aux données. Il est classique que, lorsque {θ0, Φ1, Φ2} ∈ V , alors la solution
θ de l’équation (6.3.3) vérifie θ ∈ L2 (0, T ; H1(0, L)) et donc θ(xk, t) ∈ L2 (0, T ) avec
dépendance continue par rapport aux données.

6.3.1 La méthode de l’état adjoint

On suit ici la méthode très classique [Lio68] dont la mise en œuvre ne pose
aucune difficulté particulière. On en rappelle les étapes afin que le lecteur puisse
éventuellement reproduire les calculs.

Les méthodes de descente nécessitent le calcul du gradient de la fonctionnelle.
L’état adjoint, solution d’une équation de la chaleur auxiliaire, donne immédiatement
accès au gradient.

On pose D = J({θ0 + δθ0, Φ1 + δΦ1, Φ2 + δΦ2}) − J({θ0, Φ}). De la définition de la
fonctionnelle, il s’ensuit que

D =

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)
δθ(xk, t)dt

+ε

[∫ L

0

θ0δθ0dx +
2∑

i=1

{∫ T

0

ΦiδΦidt

}]
+O

∥∥∥{δθ0, δΦ1, δΦ2}
∥∥∥

2

V

(6.3.4)

où δθ vérifie le système tangent :





ρc
∂δθ

∂t
− ∂

∂x
(K

∂δθ

∂x
) = 0 dans Ω× [0, T ]

−(K∂δθ
∂x

(x1, t)) + αδθ(x1, t) = δΦ1 sur [0, T ]

(K∂δθ
∂x

(x2, t)) + αδθ(x2, t) = δΦ2 sur [0, T ]

δθ(x, 0) = δθ0(x) dans Ω

(6.3.5)

On pose L =

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)

δθ(xk, t)dt. Pour obtenir une expression du gra-

dient, il est nécessaire d’écrire la différence D comme une forme linéaire continue des
arguments {δθ0, δΦ1, δΦ2}. Grâce à 6.3.4, il suffit en fait d’écrire L de cette façon. Pour
cela, on a recours à la théorie du contrôle optimal, et on introduit l’état adjoint p(x, t)
du système, donné par l’équation :
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−ρc
∂p

∂t
− ∂

∂x
(K

∂p

∂x
) =

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)

δxk
dans Ω× [0, T ]

−(K ∂p
∂x

(x1, t)) + αp(x1, t) = 0 sur [0, T ]

(K ∂p
∂x

(x2, t)) + αp(x2, t) = 0 sur [0, T ]

p(x, T ) = 0 dans Ω

(6.3.6)

dont une formulation faible en espace s’écrit :




∀w ∈ V −
∫ L

0

ρc
∂p

∂t
wdx +

∫ L

0

K
∂p

∂x

∂w

∂x
dx+

∑
i=1,2

{αp(xi, t)w(xi, t)} =
M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)
w(xk, t)

p(x, T ) = 0

(6.3.7)

Dans (6.3.7), à chaque instant t on choisit w = δθ. Après intégration en temps sur
[0, T ] et une intégration par parties du premier terme, on obtient

∫

[0,L]×[0,T ]

ρcp
∂δθ

∂t
dxdt +

∫ L

0

ρcp(x, 0)δθ(x, 0)dx +

∫

[0,L]×[0,T ]

K
∂p

∂x

∂δθ

∂x
dxdt

+
2∑

i=1

{∫ T

0

αpδθ(xi, t)dt

}
=

∫ T

0

M∑

k=1

(θ(xk, t)− θd
k(t))δθ(xk, t)dt

(6.3.8)

L’équation de la chaleur tangente peut s’écrire en formulation faible




∫ L

0

ρc
∂δθ

∂t
vdx +

∫ L

0

K
∂δθ

∂x

∂v

∂x
dx +

∑
i=1,2

δθ(xi, t)v(xi, t)

=
∑
i=1,2

αδΦi(t)v(xi, t) ∀v ∈ V

δθ(x, 0) = δθ0(x)

(6.3.9)

Dans (6.3.9), à chaque instant t on choisit v = p, puis on intègre en temps. On
obtient

∫

[0,L]×[0,T ]

ρc
∂δθ

∂t
pdxdt +

∫

[0,L]×[0,T ]

K
∂δθ

∂x

∂p

∂x
dxdt+

∑
i=1,2

{∫ T

0

αδθ(xi, t)p(xi, t)dt

}
=

∑
i=1,2

{∫ T

0

δΦi(t)p(xi, t)dt

} (6.3.10)

En combinant les deux équations et en tenant compte du fait que δθ(x, 0) = δθ0(x),
on obtient
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L =

∫ L

0

ρcp(x, 0)δθ0(x)dx +
∑
i=1,2

{∫ T

0

p(xi, t)δΦi(t)dt

}
(6.3.11)

L({δθ0, δΦ1, δΦ2}) est une forme linéaire et continue de {δθ0, δΦ1, δΦ2} dans V . On
en déduit par identification que le gradient de J peut être écrit en fonction de θ0, de
{Φ1, Φ2} et de l’état adjoint p :

∇J({θ0, Φ1, Φ2}) = {ρc p(x, 0) + εθ0, p(x1, t) + εΦ1(t), p(x2, t) + εΦ2(t)} (6.3.12)

6.3.2 Résultats

On considère une poutre de longueur L = 1. Pour fixer les idées, on normalise tous
les paramètres physiques à l’unité : K(x) = 1, ρ = 1, c = 1, α = 1. Par ailleurs, on
choisit T = 0.5 et on discrétise par des éléments finis P1-Lagrange en espace (30
éléments) et par un schéma d’Euler rétrograde en temps (500 pas de temps). On me-
sure la température en trois capteurs équirépartis sur l’intervalle Ω = [0, L]. On arrête
l’algorithme de gradient conjugué lorsque l’écart entre les mesures et la température
reconstruite aux points de mesure passe sous le seuil de 10−6, c’est-à-dire après en-
viron 20 itérations. Les mesures aux capteurs θd

k(t) correspondent à des données de

FIG. 6.1 – Evolution du flux imposé sur la frontière (à gauche), température initiale et finale (à droite)

synthèse issues de la résolution de l’équation de la chaleur (6.2.4). La température
initiale et le flux imposé à la frontière sont décrits sur la figure 6.1. Tester un algo-
rithme inverse sur des données de synthèse, donc atteignables, s’appelle parfois un
crime inverse, traduction de inverse crime. Il s’agit d’une première étape de validation
de l’algorithme, la stabilité devant faire l’objet de tests avec des données bruitées. Il se
trouve que l’algorithme proposé présente de bonnes propriétés de stabilité par rapport
aux erreurs de mesure, mais, dans un souci de concision, on omettra ici de développer
cet aspect.

Quoique l’algorithme ait effectivement trouvé une température initiale et un flux
tels que la température calculée coı̈ncide presque exactement avec les mesures de
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synthèse (fig 6.2), les premiers résultats mettent en évidence les limites pratiques de
cette approche. En effet, par construction de l’algorithme, comme

pn(x, T ) = 0 , ∀x, ∀n ∈ Z,

les valeurs de flux au temps final t = T ne varient pas au cours des itérations (fig 6.4).
Dans le résultat final, même après convergence, ces valeurs seront égales à celles
données lors de l’initialisation de l’algorithme, c’est à dire

Φn(x, T ) = Φ0(x, T ) ∀x, ∀n ∈ Z
Par conséquent, la solution sur Φ est dégradée au voisinage de l’instant final (t → T )
(fig 6.3). Ceci entraı̂ne (fig 6.3) la dégradation partielle de la solution θ(x, T ), qui est
pourtant celle que l’on recherche.

FIG. 6.2 – fonctionnelle L2 : Température cible et température reconstruite au niveau des capteurs

FIG. 6.3 – fonctionnelle L2 : écart entre la température cible et la température reconstruite à l’instant
final (à gauche), et à tout instant (à droite)
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FIG. 6.4 – fonctionnelle L2 : écart entre le flux imposé et reconstruit

Cette difficulté est répertoriée dans la littérature [Ali94] mais on ne connaı̂t pas
de traitement systématique débouchant sur des algorithmes ne nécessitant pas d’in-
tervention manuelle. L’objet du paragraphe suivant est de proposer une stratégie de
régularisation des fonctions inconnues θ0(x) et Φ(x, t) qui libère la valeur finale de
l’état adjoint. A cette fin, on quitte le cadre L2.

6.4 Reconstruction dans H1

6.4.1 Position du problème

On rappelle que Ω = [0, L]. La frontière ∂Ω = {0, L} du domaine n’est ainsi
constituée que des deux points x1 = 0 et x2 = L. Comme précédemment, la fonction
Φ(x, t), x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], peut s’écrire comme un couple de fonctions {Φ1(t), Φ2(t)}
sur [0, T ] où Φ1(t) = Φ(0, t) et Φ2(t) = Φ(L, t). L’idée est de rechercher le triplet
{θ0, Φ1, Φ2} dans l’espace W = H1(Ω) × (H1(0, T ))

2. Ceci aura pour effet de fournir
des solutions présentant plus de régularité, notamment près des bords. Comme on le
verra par la suite, l’algorithme ainsi construit présentera l’avantage de ne pas figer la
valeur de Φ(x, T ).

On équipe l’espace W du produit scalaire
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(
u, v

)
W

= ᾱ

∫ L

0

u0v0dx + α̃

∫ L

0

du0

dx

dv0

dx
dx+

2∑
i=1

{
β̄

∫ T

0

uividt + β̃

∫ T

0

dui

dt

dvi

dt
dt

} (6.4.1)

où u = {u0, u1, u2} ∈ W, v = {v0, v1, v2} et où ᾱ, α̃, β̄, β̃ ∈ R+ désignent des
constantes positives ajustables.

On note
∥∥∥{θ0, Φ1, Φ2}

∥∥∥
W

=
√({θ0, Φ1, Φ2}, {θ0, Φ1, Φ2}

)
W

On considère le nouveau problème
{

Trouver {θ0 ∗, Φ∗
1, Φ

∗
2} ∈ W tel que

J({θ0 ∗, Φ∗
1, Φ

∗
2}) = min

{θ0,Φ1,Φ2}∈W
J({θ0, Φ1, Φ2}) (6.4.2)

où

J({θ0, Φ1, Φ2}) =
1

2

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)2

dt +
ε

2

∥∥∥{θ0, Φ1, Φ2}
∥∥∥

2

W
(6.4.3)

et où θ est encore solution de l’équation (6.3.3).

6.4.2 Calcul du gradient

La fonctionnelle à minimiser s’écrit

J({θ0, Φ1, Φ2}) =
1

2

∫ T

0

M∑

k=1

(θ(xk, t)− θd
k(t))

2dt +
ε

2

[
ᾱ

∫ L

0

(
θ0(x)

)2
dx

+α̃

∫ L

0

(∂θ0(x)

∂x

)2
dx +

∑
i=1,2

(
β̄

∫ T

0

(
Φi(t)

)2
dγdt + β̃

∫ T

0

(∂Φi(t)

∂t

)2
dt

)] (6.4.4)

et l’équation de la chaleur sous forme variationnelle s’écrit :



∀v ∈ W

∫ L

0

∫ T

0

ρc
∂θ

∂t
vdxdt +

∫ L

0

∫ T

0

K
∂θ

∂x

∂v

∂x
dxdt

+
∑
i=1,2

∫ T

0

αθ(xi, t)v(xi, t)dt =
∑
i=1,2

∫ T

0

Φi(t)v(xi, t)dt

θ(x, 0) = θ0(x)

(6.4.5)

où (x1 = 0, x2 = L).
Le calcul du gradient de la fonctionnelle nécessite l’introduction, comme plus haut,

de l’équation adjointe à l’équation de la chaleur qui s’écrit, sous une forme variation-
nelle,





∀w ∈ W −
∫ L

0

∫ T

0

ρc
∂p

∂t
wdxdt +

∫ L

0

∫ T

0

K
∂p

∂x

∂w

∂x
dxdt+

∑
i=1,2

∫ T

0

αp(xi, t)w(xi, t)dt =

∫ T

0

M∑

k=1

(
θ(xk, t)− θd

k(t)
)
w(xk, t)dxdt

p(x, T ) = 0

(6.4.6)
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On pose D = J({θ0 + δθ0, Φ1 + δΦ1, Φ2 + δΦ2}) − J({θ0, Φ1, Φ2}). Les mêmes étapes
de calcul conduisent à une expression de D en fonction de p(x, t) :

D =

∫ L

0

p(x, 0)δθ0(x) dx +
∑
i=1,2

∫ T

0

p(xi, t)δΦi(t)dt

+ε
({θ0, Φ1, Φ2}, {δθ0, δΦ1, δΦ2}

)
W

+O
∥∥∥{δθ0, δΦ1, δΦ2}

∥∥∥
2

W

(6.4.7)

où x1 = 0, x2 = L . Mais pour déterminer le gradient de J on cherche un triplet Q =
{P, Q1, Q2} tel qu’on puisse écrire D sous la forme

D =
(
{P,Q1, Q2}, {δθ0, δΦ1, δΦ2}

)
W

+O
∥∥∥{δθ0, δΦ1, δΦ2}

∥∥∥
2

W
(6.4.8)

La recherche de Q = {P, Q1, Q2} consiste alors à résoudre trois problèmes indépendants.

Tout d’abord, on résout, par reconstructionapproximation de Galerkin par exemple,
l’équation variationnelle





Trouver P ∈ H1(0, L) tel que∫ L

0

p(., 0)w = α̃

∫ L

0

Pw + ᾱ

∫ L

0

dP

dx

dw

dx
∀w ∈ H1(0, L)

(6.4.9)

La solution existe car p ∈ L2 (0, T ; H1(0, L)
⋂

(C)0(0, T ; L2 (0, L)). On peut donc
définir p(x, 0) ∈ L2(0, L).

Cette équation s’écrit aussi sous la forme classique



−ᾱ

d2P

dx2
+ α̃P = p(., 0) sur [0, L]

dP

dx
(0) =

dP

dx
(L) = 0

(6.4.10)

La détermination de Q1 et Q2 se fait de manière analogue. Le problème à résoudre
est, pour i = 1, 2, x1 = 0, x2 = L :





Trouver Qi ∈ H1(0, T ) tel que∫ T

0

p(xi, .)w = β̃

∫ T

0

Qiw + β̄

∫ T

0

dQi

dt

dw

dt
∀w ∈ H1(0, T )

(6.4.11)

Ce problème est analogue au problème précédent, à la différence près qu’il est posé
sur [0, T ]. La régularité de l’état adjoint p suffit à établir l’existence d’une solution
unique, que l’on peut calculer par la méthode des éléments finis.

Remarquer que le problème aux limites correspondant s’écrit



−β̄

d2Qi

dt2
+ β̃Qi = p(xi, t) sur [0, T ]

dQi

dt
(0) =

dQi

dt
(T ) = 0

(6.4.12)

On voit donc que le flux régularisé Qi dépend de toutes les valeurs de p(xi, t) et ne
s’annule pas systématiquement à l’instant t = T .

Ainsi, le gradient de J({θ0, Φ1, Φ2}) s’écrit :

∇J({θ0, Φ1, Φ2}) =
{

P (x) + εθ0, Q1(t) + εΦ1, Q2(t) + εΦ2

}
(6.4.13)
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D’après la remarque précédente, le flux à l’instant final Φ(x, T ) ne reste pas constant
au fil des itérations.

Par ailleurs, ni la fonctionnelle (6.4.3) à minimiser ni l’espace sur lequel on mini-
mise n’impose de condition de compatibilité entre le flux Φi(x, 0) et celui associé à la
température initiale, soit ∓K dθ0

dx
(xi) + αθ0(xi), i = 1, 2. Bien que cette dernière quan-

tité n’ait pas de sens lorsque θ0 ∈ H1(0, L), on peut imposer cette compatibilité de
façon approchée par projection sur quelques modes thermiques et pénalisation. On ne
détaillera pas ici l’analyse correspondante.

6.4.3 Résultats

On étudie la même situation qu’au paragraphe 6.3. Malgré l’absence de compatibi-
lité à l’instant initial, la température finale (fig 6.5) est reconstruite de façon beaucoup
plus précise avec la nouvelle fonctionnelle (6.4.3) qu’avec celle utilisée au paragraphe
6.3. On note que la température reconstruite se superpose presqu’exactement à la
température cible. L’imprécision sur l’un des flux à l’instant initial se trouve gommée
par le caractère régularisant de l’équation de la chaleur. Elle compense par ailleurs
l’imprécision sur la température initiale au voisinage du bord.

Dans le cas où les données de synthèse se trouvent remplacées par des données
bruitées, on constate une très bonne stabilité de l’algorithme. Par souci de concision,
on ne présente pas ici cette étape importante de la validation.

FIG. 6.5 – Reconstruction dans H1 : flux (à gauche) et température finale (à droite). Les grandeurs
cibles et les grandeurs reconstruites sont quasiment superposées

6.5 Conclusions

Le cadre H1 pour minimiser la fonctionnelle d’erreur permet une bien meilleure re-
construction de la température finale que le cadre L2. La méthode proposée s’étend
presque naturellement au cas multidimensionnel.

Par ailleurs, le recouvrement partiel des intervalles de temps de reconstruction suc-
cessifs ainsi que la sauvegarde des directions de descente en vue d’une prise en
compte ultérieure devraient accélérer nettement la reconstuction au fil du temps.
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Enfin, une projection sur base réduite pourrait s’avérer très utile pour traiter les
structures tridimensionnelles.

La reconstruction des précontraintes d’origine thermique ne constitue qu’un post-
traitement de type thermo-élastique. Il est alors essentiel de bien connaı̂tre les vraies
conditions aux limites qui évoluent également avec la température. La prise en compte
de la température réelle et des sensibilités des modes à la température fait l’objet d’une
recherche active.
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Chapitre 7

Théorie semi-quadratique,
régularisation et estimation robuste

Pierre Charbonnier,
Jean-Philippe Tarel,
Sio-Song Ieng

7.1 Introduction

Les images numériques ont de plus en plus de domaines d’application de nos jours.
Il convient d’ailleurs de prendre ici le mot “image” au sens large de cartographie d’une
propriété physique, éventuellement complexe ou vectorielle, en tout cas non limitée
à l’intensité photométrique. Ces images doivent souvent être obtenues par le calcul,
à partir de données issues de capteurs, voire à partir d’autres images. Les images
optiques elle-mêmes sont issues de systèmes imageurs qui peuvent introduire du flou
ou des perturbations aléatoires – le bruit – dont il convient de les débarrasser pour les
rendre exploitables. On peut parler, de manière générique, de reconstruction d’image.

Le terme vision par ordinateur, quant à lui, regroupe les techniques visant à ana-
lyser automatiquement les images afin d’en ressortir des informations utilisables par
des systèmes de détection, de commande ou de reconnaissance. L’approche clas-
sique consiste à extraire dans les images des primitives géométriques qui sont ensuite
abstraites, grâce à l’utilisation de modèles mathématiques. Il s’agit alors d’estimer les
paramètres permettant d’ajuster au mieux un modèle aux données observées. Plus
récemment, on a vu apparaı̂tre des méthodes, rendues accessibles par la montée
en puissance des ordinateurs, qui utilisent l’ensemble des valeurs de l’image. Elles
capturent l’apparence globale des objets à travers des modèles statistiques. L’analyse
d’une image implique, là encore, un ajustement de paramètres.

Ces deux types d’applications, reconstruction et analyse d’images, peuvent sembler
très différents. Dans les deux cas, cependant, on peut considérer que les données p
auxquelles nous avons accès sont une réalisation bruitée d’une relation fonctionnelle
R(f) dont on souhaite estimer les paramètres f . Pour résoudre ce problème inverse,
il est nécessaire d’introduire des connaissances sur le bruit. De plus, il est souvent
souhaitable – et parfois nécessaire – d’introduire une connaissance a priori sur la
nature de la solution recherchée, on parle alors de régularisation. Le cadre bayesien
est le plus générique pour spécifier ces informations de nature statistique.
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Le paragraphe 7.2 est consacré à la description du modèle et des principaux es-
timateurs associés. Nous verrons également que les hypothèses gaussiennes classi-
quement utilisées sont inadaptées. Ainsi, dans le cas de l’estimation de paramètres,
elles ne permettent pas de gérer correctement la présence de données erronées. En
reconstruction d’image, elles entraı̂nent un lissage excessif des contours. Nous propo-
sons au paragraphe 7.3 une présentation unifiée de modèles basés sur des densités
de probabilité non gaussiennes (ou d’énergies non quadratiques). Ces modèles per-
mettent de relâcher le comportement gaussien lorsque cela devient nécessaire. La
théorie semi-quadratique précise les conditions à imposer aux fonctions employées
pour autoriser un tel comportement. On montre que cela revient à introduire une va-
riable auxiliaire dont le rôle est à la fois de “marquer” les données et de partiellement
linéariser le problème, simplifiant ainsi l’algorithmique associée. Nous illustrons au pa-
ragraphe 7.4 deux applications d’estimation robuste de paramètres dans le cadre de
la détection automatique de la signalisation routière. Nous montrons également le gain
de qualité obtenu en reconstruction d’image régularisée.

7.2 Le modèle quadratique et ses limites

7.2.1 Modèle génératif linéaire

Dans un premier temps, on se donne un modèle déterministe de formation des
données, ou modèle génératif. Dans la pratique, un modèle linéaire s’avère souvent
suffisant et on écrira cette relation (en variables discrètes) :

p = Rf. (7.2.1)

La forme de la matrice R, connue, dépend de l’application traitée. Dans le cas de la re-
construction d’image, les données p et l’image inconnue, f , sont arrangées sous forme
de vecteurs par ordonnancement lexicographique. Le vecteur p peut être vu comme
une somme des colonnes de la matrice R, chacune étant pondérée par la valeur du
pixel de f correspondant. On comprend ainsi que chaque colonne de R représente
la fonction d’étalement d’un point de l’espace objet (en anglais Point Spread Function
ou PSF). Ce modèle s’applique par exemple au cas de la reconstruction tomogra-
phique, où la PSF est différente pour chaque point. Cela peut également être le cas
en déconvolution mais, la plupart du temps, la PSF est considérée spatialement inva-
riante. Dans le cas du débruitage, la matrice R est simplement égale à l’identité.

En ce qui concerne l’analyse d’images, prenons l’exemple de la régression qua-
dratique. On dispose d’une liste de coordonnées {xi, yi}i=1···N de points d’intérêt, ex-
traits d’une image par un détecteur, et que l’on suppose alignés selon une courbe.
Une relation sous-jacente de la forme y = a + bx + cx2 est vérifiée pour chaque
couple de coordonnées. La relation (7.2.1) s’écrit donc en collectant les ordonnées
{yi} dans le vecteur p. Les inconnues, a, b et c forment le vecteur f et la matrice R est
formée d’un vecteur-colonne de 1, du vecteur des abscisses {xi}, et du vecteur des
monômes de degré deux {x2

i }. Ce modèle peut aisément être étendu à des combinai-
sons linéaires d’autres fonctions que les monômes. On peut ainsi modéliser des rela-
tions non linéaires entre les coordonnées, mais le modèle génératif (7.2.1) demeure
linéaire par rapport à f .

Le modèle (7.2.1) résume la partie déterministe de la connaissance que l’on peut
avoir du processus de formation des données. Il est cependant incomplet, car il ne tient
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pas compte de la nature des perturbations aléatoires sur l’observation, ou bruit. Très
souvent, celui-ci est considéré additif et indépendant de f et (7.2.1) devient alors :

p = Rf + n. (7.2.2)

Dans le cadre de l’estimation bayesienne, on adjoint à ce modèle des informations de
nature statistique, sur les différentes variables qui interviennent.

7.2.2 Structure probabiliste et estimation bayesienne

Une première densité de probabilité intéressante traduit le caractère aléatoire des
mesures : P(p|f). Elle quantifie la vraisemblance d’une observation connaissant les
valeurs des paramètres. Il s’agit en fait de la densité de probabilité du bruit, n = p −
Rf . Une hypothèse très classique considère que le bruit est additif, gaussien, centré,
isotrope, indépendant et identiquement distribué (iid). Dans ce cas :

P(p|f) ∝ exp

(
− 1

2σ2
‖p−Rf‖2

)
. (7.2.3)

On peut rechercher les paramètres rendant la plus plausible l’observation en maximi-
sant la vraisemblance. Dans le cas gaussien, on retrouve l’estimateur classique des
moindres carrés :

f̂ = arg min
f

1

2σ2
‖p−Rf‖2. (7.2.4)

L’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) présente de bonnes propriétés sta-
tistiques [Kay93]. Il considère cependant la variable f comme un paramètre déterminis-
te. Au contraire, l’approche bayesienne considère f comme une variable aléatoire dont
la distribution P(f) traduit la connaissance a priori sur la solution recherchée. Dans ce
cadre, la probabilité associée à p est obtenue en intégrant par rapport à f la vraisem-
blance conjointe :

P(p) =

∫
P(p, f) df =

∫
P(p|f) P(f) df. (7.2.5)

Cependant, cette intégrale est souvent inexploitable analytiquement et on a recours à
une estimation ponctuelle qui correspond implicitement à une approximation classique
en inférence bayesienne. Elle considère que la distribution conjointe est suffisamment
“piquée” pour qu’on puisse approcher son intégrale par la hauteur du pic multipliée par
sa “largeur”, σpic : P(p) ' σpic maxf P(p, f) ∝ P(p|f̂) P(f̂), où l’estimée f̂ est donnée
par :

f̂ = arg max
f

P(p|f) P(f). (7.2.6)

La distribution maximisée étant proportionnelle à la loi a posteriori P(f |p), cet estima-
teur est appelé maximum a posteriori (MAP). Les connaissances a priori sur f prises
en compte par le MAP peuvent s’avérer très utiles dans des problèmes d’estimation
comme la régression, par exemple. On peut ainsi limiter la sensibilité aux bruits, l’in-
fluence des forts degrés ou bien contraindre les coefficients de la courbe autour d’une
valeur connue ou prédite, notamment dans le cas d’un algorithme de suivi. Pour cela,
on impose à f une densité de probabilité, par exemple gaussienne, N (f̄ , Σ) :

P(f) ∝ exp

(
−1

2
(f − f̄)T Σ−1(f − f̄)

)
. (7.2.7)
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En reconstruction d’image, introduire une information a priori est non seulement utile,
mais absolument nécessaire. En effet, les problèmes inverses rencontrés sont en
général mal posés et la résolution au sens des moindres carrés est instable. Une tech-
nique classique, la régularisation de Tikhonov, pénalise la norme de f ou, plus souvent,
celle de son gradient. Cela revient également à introduire un a priori gaussien :

P(f) ∝ exp

(
− 1

2σ2
‖∇f‖2

)
. (7.2.8)

Dans le cas de distributions gaussiennes, en passant au logarithme dans (7.2.6), on
retrouve l’estimateur des moindres carrés pénalisés. Soit, dans l’exemple ci-dessus,
en collectant les constantes :

f̂ = arg min
f

‖p−Rf‖2 + λ2‖∇f‖2. (7.2.9)

Lorsque la contrainte porte sur f et non sur son gradient, on retrouve le filtre classique
de Wiener. Notons que l’estimation au sens du MV peut être vue comme le cas limite
du MAP où P(f) est uniforme.

7.2.3 Limites des estimateurs gaussiens

Les densités de probabilité (pdf selon l’abréviation anglaise) mises en jeu dans le
cadre de l’estimation bayesienne sont souvent de forme gaussienne :

P(u) ∝ exp

(
−1

2

N∑
i=1

u2
i

)
, (7.2.10)

où la variable muette ui peut représenter soit un résidu ni = (p−Rf)i (cas de l’estima-
tion) soit la valeur d’un pixel fi, d’une composante ou de la norme du gradient : (∇xf)i,
(∇yf)i ou (|∇f |)i (cas de la régularisation, cf. §7.4.3). Maximiser P(u) est équivalent à
minimiser une forme quadratique :

J(f) =
1

2

N∑
i=1

u2
i . (7.2.11)

Malheureusement, ce type de modèle est notoirement sensible aux fortes déviations
ui. Prenons l’exemple de la régression linéaire (cf. figure 7.1). La présence d’une seule
donnée erronée suffit à créer une valeur forte de résidu. L’algorithme chargé de mini-
miser J(f) a tendance à limiter en priorité ce résidu de la seule façon possible, c’est-
à-dire en agissant sur les coefficients f du modèle. On dit que le point de rupture
de cet estimateur est de 0 : une seule donnée erronée suffit à modifier le résultat de
l’estimation.

Dans le cas de la régularisation, la fonction quadratique s’oppose à la création de
forts gradients dans la solution. Celle-ci aura donc un aspect trop lisse (cf. fig. 7.7(e)
ou 7.8(c)). On souhaiterait, au contraire, obtenir une solution formée de régions lisses,
séparées par des bords francs.

Le problème inhérent au modèle gaussien est qu’il ne considère qu’un seul type de
données alors qu’il y en a deux, en réalité. Dans le cas de la régression, on distingue
les données conformes au modèle (ou “inlier”) qui correspondent aux résidus faibles
tandis que les données erronées (ou “outlier”) entraı̂nent de fortes déviations. Il s’agit
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FIG. 7.1 – Influence d’une donnée erronée sur l’estimation de paramètres au sens des moindres carrés :
la droite de régression en pointillés correspond à la série marquées par des étoiles, celle en trait plein
correspond à la série marquée par des cercles.

de trouver un moyen de limiter l’influence des données erronées sur l’estimation. Dans
le cas de la régularisation par le gradient, les valeurs faibles du gradient correspondent
au bruit, qu’il convient de lisser, tandis que les grandes valeurs correspondent aux dis-
continuités ou contours présents dans les images, que l’on souhaite en fait préserver.

7.3 Théorie semi-quadratique

Intuitivement, on peut envisager deux façons de sortir du comportement quadra-
tique. La première consiste à utiliser une fonctionnelle de la forme :

J(f) =
1

2

N∑
i=1

ϕ(ui). (7.3.1)

Cette formulation est connue sous le nom de M-estimateur [Hub81] en estimation ro-
buste (ϕ est souvent notée ρ dans ce cadre) ou de modèle à phi-fonction en régularisa-
tion. Toute la question réside alors dans le choix de la fonction ϕ. Prenons l’exemple de
la quadratique tronquée min(u2, 1). Pour une faible valeur de ui, cette fonction garde
le comportement quadratique habituel. Par contre, à partir de ui = 1, la valeur de la
fonction ne change plus et ce, quelle que soit la valeur de ui. L’algorithme de minimisa-
tion n’a donc pas particulièrement intérêt à modifier cette valeur en agissant sur f . La
forte déviation perd ainsi toute influence sur le résultat. L’inconvénient de cette fonction
est qu’elle présente un point anguleux en 1, ce qui est une source potentielle d’in-
stabilité. Une fonction continue serait préférable. Mais l’asymptote horizontale est-elle
nécessaire ? Du point de vue de l’optimisation, une fonction convexe serait préférable.
De fait, de nombreuses fonctions ont été proposées dans la littérature (voir un état
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de l’art dans [Cha94] pour la régularisation). Quelques exemples sont donnés dans le
tableau 7.1.

La seconde approche consiste à utiliser une variable auxiliaire pour “marquer” ex-
plicitement les données [GG84]. Considérant une variable binaire bi ∈ {0, 1}, on peut
définir le critère augmenté suivant :

J∗(f, b) =
1

2

N∑
i=1

bi(ui)
2 + (1− bi). (7.3.2)

La variable b est appelée “processus de ligne” en reconstruction régularisée. Le second
terme de cette fonctionnelle est un coût associé à la détection d’une forte déviation
permettant d’éviter le minimum dégénéré où tous les bi seraient nuls. L’intérêt de cette
formulation est que le critère est quadratique lorsqu’on fixe b (d’où l’appellation “semi-
quadratique”) : c’est celui des moindres carrés pondérés.

Pdf de u Fonction Abrév. ϕ(u) ϕ′(u)/2u ( 7.3.4-7.3.6) Convexité

Gauss Quadratique Q u2 1 non oui
Quasi-Laplace Hyper-surfaces HS 2

√
1 + u2 − 2 1√

1+u2
oui oui

Cauchy (Lorentz) Hebert & Leahy HL log(1 + u2) 1
(1+u2)

oui non

- Geman & McClure GM u2

1+u2
1

(1+u2)2
oui non

TAB. 7.1 – Exemples de fonctions ϕ proposées dans la littérature et leurs dénominations les plus usuelles
dans les approches déterministe et probabiliste. Leurs tracés sont donnés fig. 7.2.

Naturellement se pose la question de l’estimation des valeurs de b. En l’absence
d’information supplémentaire, cela doit se faire à partir des données, donc de u. Consi-
dérons l’optimisation par rapport à b de J∗(u, b) [BZ87]. La fonction quadratique étant
inférieure à 1 sur [0, 1], le minimum est réalisé pour bi = 1 si ui < 1 et bi = 0 si-
non. On remarque alors l’équivalence entre ce modèle et le précédent. De même que
précédemment, un comportement moins “binaire” serait cependant souhaitable. Peut-
on généraliser cette technique à une variable auxiliaire à valeurs réelles ?

La théorie semi-quadratique répond à ces questions en définissant une famille de
fonctions ϕ qui assure le comportement souhaité. Elle montre l’équivalence entre ce
modèle et un modèle où la prise en compte de la nature des données est explicite,
grâce à une variable auxiliaire réelle. En cela, elle étend à la fois les travaux de Hu-
ber [Hub81] en estimation robuste et de Geman et al. [GR92, GY95] en régularisation.

7.3.1 Propriétés des fonctions ϕ

Les fonctions de potentiel ϕ proposées dans la littérature semblent d’allures très
différentes (voir figure 7.2). Leur étude a été proposée dans le cas de la régularisation
dans [Cha94] et dans [BFCAB95]. Elle se base sur un examen des équations normales
liées à l’optimisation du critère. En estimation robuste, les fonctions considérées étant
paires, on peut écrire le critère (7.3.1) pour ui = |ni|, où n = p − Rf est le résidu.
Le minimum de J est atteint lorsque sa dérivée est nulle, soit (puisque sign(x) = x

|x|)
lorsque, ∀j = 1 . . . D :

1

2

N∑
i=1

ϕ′(|ni|)sign(ni)
∂ni

∂fj

=
1

2

N∑
i=1

ϕ′(|ni|)
2|ni|︸ ︷︷ ︸

Pondération.

× 2ni
∂ni

∂fj︸ ︷︷ ︸
Cas quadratique

= 0. (7.3.3)
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FIG. 7.2 – A gauche : exemples de fonctions ϕ(u) ; à droite : fonctions de pondération ϕ′(u)
2u (avec un

coefficient d’échelle arbitraire sur u [Cha94]).

On voit que si ϕ′(|ni|)
2|ni| tend vers 0, la donnée correspondante n’entre pas en jeu dans la

somme, ce qui est souhaitable pour les forts résidus. Par contre, cette pondération doit
tendre vers 1 pour que la donnée soit totalement prise en compte, comme dans le cas
des faibles résidus. En résumé, les conditions à vérifier pour obtenir un comportement
différencié selon les valeurs de u sont les suivantes :

lim
u→0

ϕ′(u)

2u
= M, 0 < M < +∞ (7.3.4)

lim
u→∞

ϕ′(u)

2u
= 0 (7.3.5)

ϕ′(u)

2u
strictement décroissante. (7.3.6)

En général, M est choisi égal à 1. Ces conditions comparent les comportements de
la fonction ϕ et de la quadratique, en termes de dérivées. Les deux fonctions évoluent
de la même façon près de 0 (7.3.4), mais la fonction ϕ est sous-quadratique à l’in-
fini (7.3.5). La condition (7.3.6) assure la cohérence du modèle. De fait, on constate
sur les exemples de la figure 7.2 que les fonctions ϕ ont des fonctions de pondération
au comportement similaire.

7.3.2 Extensions semi-quadratiques

On peut montrer que les fonctions réelles ϕ paires, croissantes, vérifiant les condi-
tions (7.3.4-7.3.6) et quelques autres hypothèses “techniques”, sont telles que :

ϕ(u) = min
b∈[0,1]

(
bu2 + Ψ(b)

)
, ∀u et binf =

ϕ′(u)

2u
, (7.3.7)

où Ψ est une fonction strictement convexe définie à partir de ϕ et b est la variable
auxiliaire. On parle d’extension multiplicative. Ce résultat généralise un théorème in-
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troduit dans [GR92], initialement limité aux fonctions à asymptote horizontale. On a
également, sous les mêmes conditions, une extension additive :

ϕ(u) = min
b∈R+

(
(b− u)2 + ξ(b)

)
,∀u et binf =

(
1− ϕ′(u)

2u

)
u, (7.3.8)

où ξ est une fonction strictement convexe définie à partir de ϕ. Ce résultat est basé sur
les travaux de [GY95].

7.3.3 Algorithmique

En reportant les équations (7.3.7) et (7.3.8) dans (7.3.1), on obtient respectivement
les critères augmentés suivants :

J∗(f, b) =
1

2

N∑
i=1

bi(ui)
2 + Ψ(bi) =

1

2
‖u‖2

B +
1

2

N∑
i=1

Ψ(bi), (7.3.9)

avec B = diag(bi) et :

J#(f, b) =
1

2

N∑
i=1

(bi − ui)
2 + ξ(bi) =

1

2
‖u− b‖2 +

1

2

N∑
i=1

ξ(bi). (7.3.10)

Ces critères augmentés d’une variable sont, en fait, plus simples à minimiser que le
critère original. En effet, la minimisation directe de J conduit à des équations non
linéaires. Par contre, à b fixée, les critères augmentés sont quadratiques et conduisent
donc à la résolution d’équations normales linéaires, de la forme Af = c. Notons que
dans cette minimisation, les fonctions Ψ et ξ n’interviennent pas (il n’existe d’ailleurs
pas d’expression analytique simple de ξ). De plus, lorsque la variable f est fixée
le critère augmenté est convexe en b et la valeur du minimum est donnée dans
(7.3.7) et (7.3.8). Cette valeur dépend de la fonction de pondération et d’après (7.3.4)
et (7.3.5), il est clair que la variable auxiliaire b joue le rôle de “marqueur” de données
(“inlier/outlier”, “bruit/discontinuité” dans nos applications).

Bien que des algorithmes stochastiques existent [GR92, Jal01], les propriétés semi-
quadratiques sont, la plupart du temps, exploitées sous forme d’algorithmes détermi-
nistes opérant par minimisations alternées par rapport à chacune des variables. En
général, on positionne initialement tous les bi à 1, ce qui revient à commencer par un
algorithme des moindres carrés classique. Dans le cadre de l’estimation robuste, on
retrouve pour la forme multiplicative l’algorithme des moindres carrés (re-)pondérés
itératifs (Iterative Reweighted Least Squares ou IRLS) et pour la forme additive l’al-
gorithme des moindres carrés avec remise à jour des résidus, proposé dans [Hub81].
Dans le cas de la régularisation, les algorithmes sont nommés ARTUR [CBFAB97]
pour la forme multiplicative et LEGEND pour la forme additive [Cha94]. Ces algo-
rithmes convergent dans le cas des fonctions ϕ convexes. Dans le cas non-convexe,
ils convergent vers un minimum local à condition que les points critiques de la fonc-
tionnelle soient isolés. Notons que la convergence est généralement plus lente dans
le cas de la seconde forme semi-quadratique, mais que celle-ci permet d’obtenir des
algorithmes moins calculatoires lorsque f est de grande dimension (seul le second
membre des équations normales est modifié à chaque étape). Le compromis peut donc
être intéressant dans le cas d’algorithmes de reconstruction d’image, par exemple.
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Pour une synthèse et des résultats récents concernant la vitesse de convergence des
algorithmes semi-quadratique, le lecteur pourra se référer à [All02].

Enfin, pour améliorer la convergence des algorithmes, on peut adopter une stratégie
de continuation, dans la philosophie du GNC (Graduated Non Convexity) de [BZ87].
Cela consiste à utiliser d’abord une fonction convexe (ex. ϕHS), puis à repartir du
résultat obtenu en employant une fonction non convexe “peu sévère” (ex. ϕHL), etc.

7.3.4 Approche Lagrangienne

Il y a plusieurs façon de présenter la théorie semi-quadratique et les algorithmes
associés, chacune apportant un éclairage particulier.

Nous en avons récemment [TIC02, TIC07b] proposé une reformulation dont l’objectif
est de montrer plus directement le lien avec la théorie de l’optimisation. En effet, en
introduisant la fonction φ(u2

i ) en place de ϕ(ui) dans (7.3.1), nous montrons qu’il est
possible de reformuler le problème sous la forme d’une optimisation sous contrainte en
introduisant la variable auxiliaire wi = u2

i . Les pondérations bi = φ′(u2
i ) s’interprètent

alors comme les valeurs des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes.
Même si cela n’est pas requis pour la dérivation des algorithmes, on peut également
interpréter (7.3.9) comme une forme duale. De nouvelles conditions suffisantes sont
alors obtenues sur φ pour pouvoir poser et résoudre cette reformulation :

– H0 : φ est définie sur R+ ainsi que ses dérivées première et seconde,
– H1 : φ est croissante, φ′(t) > 0,
– H2 : φ est concave, φ′′(t) < 0.

La reformulation lagrangienne est également possible pour la version additive, mais en
ajoutant une hypothèse sur φ : φ′(t) ≤ 1.

L’étude de ces conditions met en lumière le rôle central que jouent les propriétés
de convexité et de monotonie dans la théorie semi-quadratique : la forme multiplicative
repose sur la convexité et la décroissance de la fonction −ϕ(

√
u) = −φ(u) ; la forme

additive repose sur la convexité et la croissance de la fonction u2 − ϕ(u) = u2 − φ(u2).
Il est alors intéressant de noter que les conditions (7.3.4-7.3.6) sont suffisantes, aussi
bien pour la forme multiplicative que pour la forme additive.

La reformulation lagrangienne aboutit aux mêmes algorithmes que le développe-
ment semi-quadratique décrit dans les section précédentes. Une telle méthodologie
a cependant l’avantage de faciliter la preuve de convergence, en la replacant dans le
cadre classique de la théorie de l’optimisation autour du théorème de Khun et Tucker.
Elle permet assez naturellement des extensions à de nouveaux types de problèmes,
comme : l’estimation simultanée des paramètres de plusieurs instances d’un modèle
linéaire [TCI07, TIC07b] qui démontre des liens intéressant avec l’approche Estimation
Maximisation (EM) [DLR77], le recalage entre deux jeux de données lorsque la mise
en correspondance est inconnue et la transformation à estimer est affine [TIC07a], la
régression d’un modèle de région paramétré sur des données images [BT07].

7.3.5 Hyper-paramètres

Dans ce qui précède nous avons, par souci de simplicité, éludé le paramètre
d’échelle. Dans (7.3.1), la variable ui doit, en réalité, être divisée par un facteur δ
qui ajuste le comportement de la fonction à la dynamique des données. D’autre part,
lorsque le critère est régularisé, un coefficient λ2 permet de pondérer les termes de



152 7. Théorie semi-quadratique, régularisation et estimation robuste

vraisemblance et d’a priori. Ces hyper-paramètres sont en général laissés au choix
de l’utilisateur. Il est cependant possible de les fixer de manière plus automatique
(voir [Ien04] pour l’estimation robuste et [Jal01] dans le cas de la reconstruction
régularisée).

7.4 Applications

Nous illustrons maintenant quelques applications de la théorie semi-quadratique en
analyse d’images, puis en reconstruction régularisée.

7.4.1 Régression robuste pour la détection et le suivi des marquages routiers

Nous nous intéressons ici à la détection et au suivi des marquages routiers à partir
d’images numériques. Dans des applications telles que l’aide à la conduite, la robus-
tesse des traitements aux perturbations est d’une importance cruciale.

Le principe du système développé [Ien04] (cf. fig. 7.3) consiste à effectuer dans
un premier temps une détection des centres supposés des marquages, puis à les ap-
procher par ajustement de courbes. Le fonctionnement de quelques détecteurs est
détaillé dans [TIC07b]. Ils se basent sur des techniques simples de seuillage et ex-
ploitent des informations géométriques a priori sur la largeur des marquages, ce qui
rend les algorithmes relativement moins sensible à certaines variations d’intensité que
les détecteurs de contours classiques. Cependant, les cartes de détection demeurent
relativement bruitées et la régression semi-quadratique trouve ici un champ d’applica-
tion naturel.

Dans cette application, la relation sous-jacente entre les coordonnées images (x, y)
des points de marquage est choisie de type polynomial :

y =
D∑

j=0

Xj(x)fj, (7.4.1)

où Xj(x) représente la valeur en x d’une fonction de base. Selon l’angle de prise de
vues, on peut utiliser différentes formes de polynômes (cf. tableau 7.2). En collectant
les équations correspondant aux N points de mesure, on obtient un système de la
forme (7.2.2). Un modèle original de bruit, appelé famille exponentielle lissée, a été
proposé dans [TIC02] et se base sur la fonction de potentiel suivante :

ϕα(u) =
1

α

(
(1 + u2)α − 1

)
. (7.4.2)

Cette famille paramétrée par α s’avère bien adaptée à la modélisation des résidus dans
notre application. D’autre part, en faisant varier α, elle permet une transition continue
entre les différents modèles de bruit classiques (de Gauss pour α = 1 à Geman &
McClure pour α = −1, en passant par ϕHS pour α = 0.5). La robustesse de certains de
ces estimateurs a été établie mathématiquement et peut atteindre le maximum possible
de 50% de données aberrantes [ITC07].

Un algorithme semi-quadratique est obtenu à partir de l’approche lagrangienne
décrite au paragraphe 7.3.4. La figure 7.3 montre un exemple d’application de cet al-
gorithme pour la détection d’une ligne de marquage dans des conditions d’illumination
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 7.3 – (a) Image de route dans des conditions d’éclairement difficiles. (b) Centres de marquages
extraits (·) : on note la présence de nombreuses fausses alarmes. Ajustement (c) gaussien, (d) robuste :
en blanc, degré 1 ; en gris, degré 2 ; en noir, degré 3.

difficiles. Notons que cet algorithme est utilisé en routine dans le logiciel IREVE pour le
calibrage des caméras des MLPC IRCAN (Imagerie Routière par CAméra Numérique).

Il est possible d’intégrer à la fonctionnelle un terme de régularisation quadratique
permettant de contrôler le degré de la courbe obtenue, voire de prendre en compte
les corrélations existant entre les fonctions de base. Il est également possible de tenir
compte dans l’a priori d’un résultat d’ajustement précédent. L’estimateur s’intègre donc
naturellement dans un algorithme de suivi par filtrage de Kalman [TIC02]. Cela pose le
problème de la définition de la matrice de covariance de l’estimée, laquelle ne peut être
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qu’approchée dans le cas de l’estimation robuste. Plusieurs formes de matrice ont été
comparées [TIC07b]. L’algorithme de suivi a été testé avec succès à bord de véhicules
équipés pour l’aide à la conduite au LIVIC [Ien04].

Une extension à l’ajustement simultané de plusieurs courbes a été proposée ré-
cemment [TCI07] à partir du cadre lagrangien. La figure 7.4 en donne un exemple
d’application. Il s’agit de détecter simultanément toutes les lignes longitudinales d’une
grille de marquage utilisée pour l’étalonnage de caméras. On peut constater qu’en
utilisant un modèle gaussien, l’algorithme produit un résultat erroné malgré une initia-
lisation manuelle très proche de la solution. Au contraire, l’algorithme produit de très
bon résultats, à partir d’une initialisation pourtant plus éloignée, lorsqu’on utilise un
modèle robuste de vraisemblance.

7.4.2 Modèles d’apparence pour la détection et la reconnaissance de la signa-
lisation verticale

La détection d’objets dans des images est un sujet difficile qui a fait l’objet de nom-
breux travaux par le passé. Les approches par modèles d’apparence, notamment, ren-
contrent un succès certain depuis le début des années 90 [TP91]. Elle permettent la
représentation de classes d’objets et l’apprentissage de variations de forme, d’orien-
tation ou d’illumination. Nous en présentons ici une application à la détection et à la
reconnaissance de la signalisation verticale dans les scènes routières [Dah01].

Dans cette approche, toute image est représentée par un vecteur dont chaque com-
posante est la valeur de niveau de gris d’un pixel. Une telle représentation, globale,
de l’apparence est évidemment peu parcimonieuse : c’est pourquoi on a en général
recours à des techniques de réduction de dimension. Nous utilisons pour notre part
l’analyse en composantes principales (ACP). Elle permet de modéliser une base B
d’images d’apprentissage à l’aide d’une image moyenne µ et d’un nombre réduit de
vecteurs propres uj, représentant les axes principaux de variation du nuage de points.
Dans notre modèle, toute image peut se décomposer comme une combinaison linéaire
de ces vecteurs de base, à une erreur w près :

p = µ +
J∑

j=1

fjuj + w. (7.4.3)

Nous retrouvons un modèle génératif linéaire similaire à (7.2.2). L’intérêt de ce type
de modèle est que J est relativement faible (typiquement, quelques dizaines de co-
efficients, à comparer aux centaines de milliers de pixels des images traitées). Les
comparaisons nécessaires à la détection et à la reconnaissance s’en trouvent donc
fortement simplifiées.

Polynôme Prise de vue Expression

Usuel Verticale y =
∑D

j=0 fjx
j

Hyperbolique Perspective y = f0x + f1 +
∑D

j=2

fj

(x−xh)j

(xh=ligne d’horizon)

Fractionnaire Perspective y =
∑D

j=0 fjx( j
D )

TAB. 7.2 – Types de polynôme en fonction de l’angle de prise de vue. Les polynômes fractionnaires ne
nécessitent pas la connaissance de la position de la ligne d’horizon.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 7.4 – (a) Image originale de la grille d’étalonnage. (b) Centres de marquages extraits (·). (c) Initia-
lisation de 10 lignes pour l’ajustement des marquages verticaux. (d) Lignes ajustées dans l’hypothèse
de distribution gaussienne pour le bruit. (e) Initialisation de 12 lignes. (f) ajustement robuste simultané
des marquages, potentiel ϕα, α = 0.1.
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p

P(p|B)

...

B

FIG. 7.5 – Principe de l’algorithme de détection.

Le principe de l’algorithme de détection d’objets d’intérêt dans une scène est illustré
figure 7.5. En chaque position de l’image, on extrait un vecteur d’observation p dont on
évalue la vraisemblance P(p|B), par rapport au modèle appris sur la base B. Cette
valeur est affectée à la position de l’extrait. Lorsque toute la scène a été parcourue, on
dispose d’une carte de vraisemblance. La position des objets d’intérêt éventuellement
présents dans la scène est alors obtenue par seuillage. La vraisemblance de l’obser-
vation, P(p|B), est donnée par :

P(p|B) ∝ P(p|f̂ ,B) P(f̂ |B), (7.4.4)

où f̂ = arg maxf P(p, f |B) est l’estimée au sens du MAP des paramètres du modèle.
Nous avons montré [DCH04] que l’association d’un modèle robuste de distribution
du bruit, P(p|f,B), et d’un modèle a priori, P(f |B), bien adapté permet d’améliorer
de manière significative les performances des systèmes de détection existants. La fi-
gure 7.6 illustre cela sur un exemple synthétique. La base d’images d’apprentissage
contient 43 signaux de danger, sous 36 angles de rotation chacun. On ne retient que
30 vecteurs propres. La méthode faisant référence jusqu’à présent, utilisant des hy-
pothèses gaussiennes [MP97], est mise en défaut sur cette image. Une meilleure dis-
crimination est obtenue en associant l’estimation robuste à une modélisation a priori
adaptée aux données. Dans cet exemple, on connaı̂t la forme analytique de cette
dernière distribution, mais nous avons également proposé une méthode, basée sur
l’algorithme mean shift [Che95], permettant de gérer des formes arbitraires de distri-
butions [VHC03].

La reconnaissance, quant à elle, est effectuée en comparant les coordonnées dans
l’espace propre estimées, f̂ , à celles des panneaux d’apprentissage. Ici encore, l’utili-
sation d’un estimateur robuste améliore les performances du système [Dah01], comme
le montre la figure 7.6. Dans cette expérience, le panneau est en partie caché par une
inscription jaune. Le panneau reconnu à partir de l’estimée au sens du MV gaussien
est le panneau temporaire à fond jaune, alors que le panneau reconnu dans le cas
robuste est correct. On note que l’estimation fournit, de plus, une carte des données
erronées.
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(a)

(b) (c)

(d) (e) (f) (g)

FIG. 7.6 – (a) Image analysée. Ligne centrale : expérience de détection. Cartes de vraisemblance pour
des hypothèses de bruit et d’a priori (respectivement) : (b) gaussien-gaussien et (c) robuste-non gaus-
sien. Les plus fortes vraisemblances apparaissent en clair. Ligne du bas : expérience de reconnais-
sance. (d) image analysée. (e) images reconstruite. (f) carte des données erronées, b. (g) panneau
reconnu.

7.4.3 Reconstruction régularisée

Nous nous intéressons ici aux problèmes de reconstruction sous le modèle génératif
linéaire. Il s’agit d’un problème inverse mal posé. Existence et unicité de la solution
peuvent être obtenues respectivement en calculant la solution au sens des moindres
carrés et en prenant la solution de norme minimale : on parle alors d’inversion généra-
lisée. En décomposant R en valeurs singulières, R = UDV T , on obtient :

f̂+ = R+p où R+ = V D+UT , (7.4.5)

D+ étant la matrice diagonale contenant l’inverse des valeurs singulières non nulles de
R, et des 0 aux positions des valeurs singulières nulles. On résout ainsi le problème
de l’inversion de (7.2.1) mais pas celui de la stabilité en présence de bruit (7.2.2). En
effet la matrice R est toujours mal conditionnée et l’inversion de ses valeurs singulières
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 7.7 – (a) Image originale “cameraman”. (b) Image floue (défocalisation de rayon 2 pixels) et bruitée.
(c) Inverse généralisée (7.4.5). (d) Algorithme de Landweber, 100 itérations (7.4.6), SNRvar = 15, 7dB.
(e) Régularisation de Tikhonov (7.4.7), λ = 2, SNRvar = 14, 9dB. (f) Régularisation semi-quadratique
ICM-DCT, λ = 2, δ = 15, 100 itérations, SNRvar = 18, 4dB.
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faibles conduit à une amplification des hautes fréquences du bruit, qui peuvent même
dominer la solution (cf. figure 7.7). Il est possible d’y remédier en éliminant les va-
leurs singulières faibles ou bien en calculant l’inverse généralisée par une descente de
gradient sur le critère des moindres carrés (algorithme de Landweber) :

f̂
(k+1)
LW = f̂

(k)
LW + γRT (p−Rf̂

(k)
LW ), (7.4.6)

et en arrêtant la solution après un nombre fini d’itérations. La régularisation de Tikho-
nov, évoquée au paragraphe 7.2.2, consiste à ajouter une contrainte quadratique sur
la solution ou ses dérivées. Dans le cas d’une régularisation sur le gradient, la solution
vérifie les équations normales :

(RT R− λ2∆)f̂T = RT p, (7.4.7)

où ∆ est l’opérateur Laplacien. On peut montrer que ces 3 solutions correspondent
chacune à une façon de filtrer les valeurs singulières faibles. On parle de régularisation
linéaire. Son défaut est d’agir globalement sur les images et de ne pas respecter les
fortes variations locales, correspondant aux contours (cf. figure 7.7).

Afin de préserver les discontinuités, on remplace le terme quadratique de régula-
risation par un terme de la forme (7.3.1). En variables continues, le critère régularisé
s’écrit alors :

J(f) = ‖p−Rf‖2 + λ2

∫

Ω

ϕ(|∇f |) (7.4.8)

où Ω représente le domaine image. Le lecteur pourra se référer à [BF00] pour une
étude en variables continues en lien avec la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (EDP). Nous utiliserons ici, comme dans [Cha94], une formulation discrète sé-
parable :

J(f) = ‖p−Rf‖2 + λ2
∑

j

ϕ ((Dxf)j) + λ2
∑

j

ϕ ((Dyf)j) . (7.4.9)

Par rapport à la formulation continue, ce critère a le défaut de ne pas être isotrope.
Par contre, l’aspect séparable peut être intéressant pour l’implantation. Le critère J est
étendu à deux variables selon l’un ou l’autre des développements semi-quadratiques et
une stratégie déterministe de minimisations alternées par rapport à chaque variable est
mise en œuvre. Chaque étape de l’algorithme comprend donc le calcul des variables
auxiliaires b

(k+1)
x et b

(k+1)
y selon les expressions (7.3.7) et (7.3.8) et la résolution des

équations normales. Dans le cas multiplicatif (algorithme ARTUR), elles s’écrivent :

(RT R− λ2∆
(k+1)
A )f̂

(k+1)
A = RT p, (7.4.10)

où :
∆

(k+1)
A = −DT

x B(k+1)
x Dx −DT

y B(k+1)
y Dy,

avec B
(k+1)
x = diag(b

(k+1)
x ) et B

(k+1)
y = diag(b

(k+1)
y ). Dans le cas additif (algorithme

LEGEND), on résout :

(RT R− λ2∆)f̂
(k+1)
L = RT p + λ2DT

x b(k+1)
x + λ2DT

y b(k+1)
y (7.4.11)

La première forme converge en général plus rapidement que la seconde, en nombre
d’itérations. Par contre, cette dernière est intéressante car le premier terme ne varie
pas au cours des itérations k. On peut, par exemple, le factoriser par l’algorithme de
Cholesky pour faciliter ensuite les calculs [Cha94]. Dans le cas de la déconvolution,



160 7. Théorie semi-quadratique, régularisation et estimation robuste

avec conditions aux bords circulaires, la transformée de Fourier permet de diagonali-
ser ce terme. On peut cependant lui préférer la transformée en cosinus discret lorsque
la PSF est symétrique. Cela sous-entend des conditions aux bords symétriques, cor-
respondant aux conditions de Neumann associées aux équations normales. On obtient
ainsi l’algorithme ICM-DCT [Jal01]. Les figures 7.7 et 7.8 présentent les résultats obte-
nus en déconvolution à l’aide de l’algorithme ICM-DCT, en comparaison d’estimateurs
classiques. Le gain en qualité, évident visuellement, est confirmé en termes de rap-
port signal-sur-bruit (SNR). Celui-ci est mesuré à partir des variances de l’image de
référence, f et de l’image reconstruite f̂ : SNRV AR = 10 log10(σ

2
f/σ

2
f−f̂

). Les filtres uti-
lisés fig. 7.7 et 7.8 modélisent respectivement une défocalisation et un bougé supposés
connus.

La régularisation semi-quadratique a été appliquée avec succès à de nombreux
problèmes de reconstruction comme, entre autres, la stéréovision, l’estimation de mou-
vement, la tomographie ou encore l’imagerie micro-ondes (diffraction inverse) [BF00].

7.5 Conclusion

L’hypothèse classique de distribution gaussienne (correspondant à une énergie qua-
dratique) s’avère inadaptée dans de nombreux problèmes réels où les données se
composent en réalité de deux catégories (”inlier/outlier”), nécessitant chacune un trai-
tement adapté. On fait alors appel à l’estimation robuste combinée à la régularisation
lorsque le problème est mal posé. Nous avons présenté un cadre général, la théorie
semi-quadratique, permettant de sortir du comportement purement quadratique, soit
par l’introduction d’une fonction bien choisie qui atténue l’influence des fortes déviations,
soit par l’introduction directe de variables auxiliaires et d’un terme de pénalité éner-
gétique associé. La théorie semi-quadratique permet d’établir le lien entre ces deux
approches et précise les conditions de choix possibles, en termes simples. De plus,
ceci conduit le plus souvent à des algorithmes rapides et faciles à implanter. Cette
théorie se situe à la confluence des statistiques robustes [Hub81], des champs mar-
koviens [GG84], des approches variationnelles [AK02], d’approches statistiques telles
que l’EM [CI04] et de l’analyse convexe [LHY00]. C’est ce qui en fait le succès, même
si elle n’est pas toujours identifiée en tant que telle. Elle permet en effet de poser et
de résoudre de multiples problèmes pratiques, comme nous l’avons illustré par des
exemples : la détection et le suivi des marquages routiers, la reconnaissance des pan-
neaux de signalisation, et l’amélioration de la qualité d’image.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 7.8 – (a) Image originale “ecodyn”. (b) Image floue (bougé horizontal de 12 pixels) et bruitée. (c)
Régularisation de Tikhonov, λ = 1, SNRvar = 14, 5dB. (d) Reconstruction régularisée semi-quadratique
par ICM-DCT, λ = 1, δ = 7, 100 itérations, SNRvar = 18, 1dB, où la plaque minéralogique est de
nouveau lisible. (e-f) Discontinuités entre lignes, bx et entre colonnes by (visualisation en log).



162 7. Théorie semi-quadratique, régularisation et estimation robuste



BIBLIOGRAPHIE 163

Bibliographie

[AK02] G. Aubert and P. Kornprobst. Mathematical Problems in Image Proces-
sing : Partial Differential Equations and the Calculus of Variations, volume
147 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, 2002.
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Chapitre 8

Des méthodes de Monte Carlo par
chaı̂nes de Markov pour
l’identification des systèmes
élastiques hétérogènes

Maurizio Brocato

8.1 Introduction

Les méthodes de Monte Carlo sont souvent utilisées pour la solution de problèmes
inverses, en particulier lorsqu’on a recours à des approches bayesiennes. Ils se basent
sur l’idée d’échantillonner aléatoirement les entrées du système (qui sont les incon-
nues du problème inverse) en vérifiant à posteriori chaque échantillon sur la base
d’informations statistiques disponibles sur les sorties du système.

Dans ce chapitre on présente des approches de ce type, dans le cas particulier des
systèmes élastiques hétérogènes qui sont caractérisés par une hétérogénéité de type
inclusions dans une matrice. On suppose connaı̂tre le comportement élastique des
ces deux phases, et on souhaite en déterminer la distribution spatiale. A cette fin on
se donne des informations sur la déformée du système sous chargement connu.

Ce cas d’étude est intéressant pour les applications et se prête à généralisation
pour traiter des problèmes plus complexes. Les applications vont de l’analyse d’image
quantitative par l’élasticité à l’étude des matériaux élastiques-endommageables. La
généralisation à des systèmes constitués de plus de deux phases peut être obtenue
en considérant ceux-ci par des niveau d’approximations successives.

Le traitement quantitatif d’images par analyse élastique (« quantitative elasticity ima-
ging ») est un domaine de recherche en expansion. L’identification par des mesures de
déformation de parties d’un corps ayant un comportement élastique différent de celui
de la matrice dans laquelle elles sont incluses s’avère utile et prometteuse pour les
applications biomédicales ([BB02]). En fait, les formations tumorales dans les tissus
biologiques, par exemple, se présentent comme des inclusions, avec des parois re-
lativement marqués, ayant un comportement élastique différent de celui du tissu de
base. Si le comportement de l’inclusion et du tissu sont connus à priori, le nombre
d’inclusions et la forme et la position de chaque inclusion reste à déterminer.
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Une deuxième famille des problèmes qui offrent la possibilité d’application immédiate
de la méthodologie qu’on présente dans ce chapitre est celle des matériaux élastiques
endommageables. C’est un domaine d’intérêt pour l’ingénierie, par exemple, lorsqu’on
souhaite déterminer l’état actuel d’une structure. Dans ce contexte l’approche se trouve
en compétition avec d’autres, plus répandus, s’appuyant sur l’analyse de données dy-
namiques ou acoustiques, mais il peut s’avérer utile lorsque le recours à des telles
méthodes est peu praticable. Par exemple dans le cas des enceintes de confinement
des centrales nucléaires, la détermination de l’état actuel du béton dans la structure
ne peut pas s’effectuer – pour des raisons de sécurité – par excitation dynamique de la
structure ; une approche statique comme celle présentée ci dessous peut alors devenir
intéressante.

Comme pour l’exemple précédent, les matériaux élastiques endommageables, et
en particulier le béton lorsque ce modèle s’applique, présentent souvent, suite à un
chargement ayant induit de l’endommagement, des zones de raideur réduite (endom-
magées) séparées du reste du matériau sain par des interfaces relativement nettes.
Ceci est dû à la localisation de l’endommagement et c’est un phénomène souvent ob-
servé, peut être à l’exception de cas particuliers. Certes, ladite typologie matrice/inclu-
sions résulte d’une schématisation – et les résultats devront être interprétés par consé-
quent. Il est du domaine du jugement de l’ingénieur de voir si elle s’applique correcte-
ment, ce qui n’est sûrement pas le cas si l’endommagement est faible (n’ayant donc
pas encore localisé) ou trop important (laissant plutôt supposer que des fissures se
sont formés dans certains endroits). En tout cas, cette schématisation étant acceptée,
on fait face au problème de la détermination de l’emplacement et de l’étendu des zones
endommagées en supposant connaı̂tre leur niveau d’endommagement, et donc leur
comportement élastique ainsi que celui du matériau sain.

D’une façon schématique, dans les deux cas cités en exemple, on doit traiter le
problème suivant : identifier la distribution spatiale de l’hétérogénéité d’un solide consti-
tué de parties souples et rigides, dont seuls les coefficients de l’élasticité sont connus.
Ce problème est analysé dans ce chapitre et étudié par le biais d’un exemple. Il s’agit
de l’exemple d’un fil constitué de maillons élastiques, tous d’égale longueur et de rai-
deur variable dans une classe binaire ; on doit déterminer la composition du fil en
partant de données statistiques obtenues par un essai de traction statique.

Pour les calculs on fixe à 32 le nombre de maillons et à 1/2 le rapport entre les
raideurs des deux constituants. La seule information qu’on se donne sur le fil est de
nature statistique, soit la probabilité du champ de déplacement du fil lors d’une mise
en traction uniforme.

L’analyse inverse sera bayesienne : on cherche a inférer de l’information statistique
sur le paramètre qui décrit l’hétérogénéité du fil en partant d’informations sur le com-
portement de ce fil dans des essais de traction et d’éventuelles informations connues
à priori sur le système. En particulier on cherche à déterminer quelle valeur de ce
paramètre est la plus probable compte tenu de l’information disponible, ce qui nous
conduit à la recherche de la valeur dominante de la distribution obtenue à posteriori par
l’analyse bayesienne. Cette recherche sera menée par une méthode de Monte Carlo
par chaı̂nes de Markov, suivant des variations de l’algorithme de Metropolis-Hastings
qui ont été choisies car elles semblent convenir au traitement de systèmes de grande
dimension, lorsqu’une certaine économie de calcul est souhaitée. En comparant les
différents choix on obtient donc des indications sur les avantages et désavantages de
chaque variation par rapport aux autres.

Les méthodes de Monte Carlo se basent sur l’échantillonnage aléatoire d’un cer-
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tain domaine, qui dans le cas d’une analyse bayesienne est celui des entrées du
système qu’il faut identifier. L’ensemble des échantillons constitue un chemin aléatoire
et la convergence de la méthode dépend de la nature de ce chemin. Souvent, à fin
de garantir la convergence, on construit des chemins qui ont les propriétés d’une
chaı̂ne de Markov. Une telle chaı̂ne est définie par la donnée d’une distribution initiale
(choix du premier point de la chaı̂ne) et d’un noyau de transition (l’opérateur qui régit
le passage d’un échantillon au suivant). Une chaı̂nes ainsi définie est dite de Markov
lorsque chaque échantillon est choisi en relation seulement avec son antécédent ; c’est
cette propriété du noyau qui suffit à garantir la convergence de la méthode de Monte
Carlo. Les algorithmes basés sur celui de Metropolis reposent sur un mécanisme de
proposition-test-acceptation qui est mis en place à chaque pas du chemin aléatoire et
configure le noyau de la chaı̂ne de Markov.

Les variations de cet algorithme qu’on va examiner dérivent de propositions récentes :
l’algorithme « hit-and-run » discret ([KSZ]), la technique des chaı̂nes de Markov adap-
tives ([GRS98]), et les techniques basées sur la modification de la probabilité d’accep-
ter les échantillons dans l’algorithme de Metropolis-Hastings ([GM01, Mir98]).

L’algorithme « hit-and-run » discret suit des chemins aléatoires sur des ensembles
discrets bornés ; sa convergence vers la distribution uniforme sur le réseau entier d’un
hypercube de dimension n est polynomiale d’ordre n5 ([KSZ]). L’algorithme « hit-and-
run » continu est très efficace pour sa capacité de sélectionner des candidats différents
(« mixing », propriété qui réduit les probabilités que le chemin aléatoire se bloque).
Cette capacité est conservée par son descendant conçu pour les systèmes discrets.

Les techniques adaptives ont été introduites après [GRS98] dans le but d’améliorer
la performance des algorithmes. Elles se basent sur l’idée de construire des noyaux
de transition des chaı̂nes dépendants d’un ou plusieurs paramètres, qui peuvent être
réglés en cours de processus en fonction de l’information tirée des pas antérieurs du
calcul. On obtient ainsi un chemin aléatoire dont l’aléa évolue et s’adapte aux infor-
mations que le chemin lui-même a put fournir sur le domaine qu’il parcours. Afin de
préserver la propriété de convergence de la chaı̂ne il faut ensuite modifier la probabi-
lité d’acceptation des candidat après les avoir testés.

Tant les techniques « hit-and-run » que les adaptives ont le but de favoriser la
différence entre candidat et prédécesseur : si le candidat est trop proche de son
prédécesseur le chemin aléatoire risque de se bloquer en correspondance des ex-
trema locaux de la distribution échantillonnée. Si ce problème se réduit, le risque que
le candidat proposé soit rejeté après calcul augmente, ce qui rend l’algorithme plus
onéreux en calculs. Du bilan entre ces deux effets dérive l’intérêt à régler le noyau de
transition des chaı̂nes de telle sorte que le taux de rejet tend vers une valeur optimale.

Une des techniques adaptives qui a été proposée récemment se base sur l’idée de
modifier au cours du processus la probabilité d’accepter les échantillons de sorte qu’il
dévient possible de retarder le rejet d’un candidat ([Mir98]). Ceci permet la réduction
du nombre de calculs inutiles, car il donne plus des chances que un candidat soit
accepté une fois qu’un calcul a été mené à partir de celui-ci. Seulement un rejet définitif
conduit en effet au sacrifice du temps de calcul qui a été dédié à cette opération,
alors que un rejet suspendus permet éventuellement de capitaliser ce temps de calcul
si le candidat est finalement accepté, même si en retard. Pratiquement un candidat
rejeté est réessayé à nouveau avant d’être définitivement rejeté ou accepté ; le nombre
d’essais avant rejet définitif peut éventuellement être choisi supérieur à deux. Dans
des situations plus complexes, on peut par ce biais mener le chemin aléatoire à se
repartir en plusieurs branches. Le problème de la préservation du caractère markovien
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de la chaı̂ne qu’une telle approche permet de construire est résolu en conservant la
propriété dite de micro-réversibilité ou de bilan détaillé. Cette propriété – postulée par
la quasi-totalité des algorithmes Monte Carlo car elle est condition suffisante pour la
convergence – exprime l’idée que pour n’importe quelle couple d’échantillons, disons
A et B, la probabilité que le système passe de A à B doit être la même que celle d’aller
de B à A. Dans le cas des techniques adaptives avec rejet retardé, pour rétablir ce
bilan des probabilités, un candidat rejeté une fois doit passer un test plus sévère pour
être accepté lors qu’il est examiné à nouveaux.

Dans ce chapitre on considère l’application des méthodes de Monte Carlo par
chaı̂nes de Markov sur des systèmes discrets pour l’analyse inverse de structures de
grande dimensions. Il est donc intéressant de disposer de méthodes qui permettent
d’effectuer un nombre minimal de calculs directs afin de déterminer la valeur do-
minante de la distribution à posteriori avec approximation suffisante. A cette fin on
considère de techniques adaptives qui conduisent, éventuellement, à un rejet anticipé
des échantillons candidats, basé sur une prévision de leur probabilité de réussite qui
est faite sur la base des pas précédents du chemin aléatoire. Cette procédure s’appa-
rente donc de celle discuté dans [Mir98], mais elle inverse les termes de la gestion du
temps de calcul, visant – si l’analogie avec des concepts économiques est accepté –
une réduction du risque des investissements plutôt qu’une récupération plus efficace
des crédits.

L’estimation faite à priori de la capacité d’un échantillon de devenir un bon candi-
dat s’appuie, comment on l’a dit précédemment, sur la connaissance de l’ensemble
échantillonné qu’on a acquise pendant les pas précédents du chemin aléatoire. L’idée
de base est celle de pénaliser les directions de marche qui se sont avérées infruc-
tueuses dans le passé et favoriser par contre celles qui ont généré de bons candidats.
Il faut comparer ce type de procédure avec les approches qui proposent la construction
d’une approximation de la distribution à posteriori afin de traiter des cas dans lesquels
celle-ci nécessite de calculs onéreux ([GMR05, HJR05]).

Dans la partie suivante de ce chapitre on introduit le problème inverse qu’on trai-
tera comme exemple, en donnant une représentation paramétrique de l’ensemble des
distributions de l’hétérogénéité qu’on va prendre en compte, qu’on appellera « consti-
tutions » pour abréger. Ensuite on présente des différents générateurs de chemins
aléatoires : un simple algorithme de Metropolis et un Metropolis-Hastings avec mo-
dification de la loi candidate qui conduit à des rejets anticipés éventuels. Finalement
on donne des résultats numériques relatifs aux différentes variations proposées et une
analyse statistique des résultats qui peuvent être obtenus par la meilleure d’entre elles.

8.2 Description du problème

8.2.1 Géométrie et définitions

On considère un fil composé de 32 segments, tous de longueur unité et raideur
aléatoirement repartie dans la classe binaire {1, 1/2}. Par sa nature binaire, une telle
constitution correspond à un nombre entier entre 0 et 232 − 1.

Soit N = {0, 1, 2, . . . , 232 − 1} et S l’ensemble des constitutions du fil,

S = {(s1, s2, . . . , s32) | si ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, 2, . . . , 32}} . (8.2.1)

Soit x ∈ [0, 32] une coordonnée réelle le long du fil et u le champ de déplacement
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du fil avec une extrémité bloquée (u(0) = 0) et l’autre chargée par une tension unité.
A cause de la constitution du fil ce champ est continu avec dérivée uniforme par mor-
ceaux, qui vaut 1 ou 2 et subit éventuellement des sauts seulement pour des valeurs
entiers de x. Soit U l’ensemble des tels champs de déplacement lorsqu’on fait varier
la constitution. Soit V l’ensemble des champs de déplacement comme les précédents,
mais qui ne respectent pas forcement la condition sur la dérivée ; évidemment U ⊂ V .

Pour une constitution donnée n ∈ N , un modèle nous donne une estimation
théorique du champ de déplacement qui lui correspond u ∈ U . Soit k(n) la liste
des raideurs qui correspondent à la constitution n ∈ N (32 éléments obtenus de la
représentation binaire de n en remplaçant 0 → 1 et 1 → 1/2). Le champ de raideur est
k(x; n) := kdxe(n), le déplacement calculé dans U est

u(x; n) =

∫ x

0

dy

kdye(n)
=

bxc∑
i=1

1

ki(n)
+

x− bxc
kdxe(n)

; (8.2.2)

On prend sur le fil 32 points à partir de x̄1 = 1/2, espacés de 1, x̄1, . . . , x̄32, et on
définit d{v} de dimension 32 comme la liste des valeurs pris par une fonction v ∈ V sur
ces points :

d1{v} = v(x̄1), . . . , d32{v} = v(x̄32) . (8.2.3)

On démontre facilement que pour une liste donnée d = d{u} il existe un seul champ
u ∈ U .

Soit D ⊂ R32 l’ensemble des listes qui sont l’image d’un champ dans U et d’une
constitution dans N .

On imagine tester le fil en condition de traction uniforme ; le résultat d’un tel essai
soit la liste m = (m1, . . . , mm) ∈M ⊂ Rm, m étant par exemple le nombre de points de
mesure qu’on se donne le long du fil (qui ne sont pas forcement 32). Une mesure m ne
correspond pas forcement à une liste, ni à une sous-liste, dans D ; pour simplifier, on
prend m ∈ M ⊂ R32 comme la liste des déplacements mesurés aux points x̄1 = 1/2,
. . . , x̄32 = 63/2. La mesure d’un champ u ∈ U est donc m ≈ d{u} ∈ D.

Pour chaque n ∈ N existe une et une seule liste binaire {bi ∈ {0, 1} | i ∈ {0, . . . , 31}}
telle que n = bi2

i ∈ N ; par conséquent l’ensemble des constitutions peut être vu
comme celui des sommets d’un hypercube d’ordre 32 dont les arêtes suivent les vec-
teurs {2i | i = 0, . . . , 31}. Tout n ∈ N peut donc aussi être représenté par une liste de
coordonnées {bi}.

L’application (n,m) ∈ N 2 → ((232 + n + m) mod 232) ∈ N donne à N la structure
d’un groupe. On appelle glissements vers la gauche ces opérations et on les notes
par un signe +. De même on considère des glissements vers la droite (n,m) ∈ N 2 →
((232 + n−m) mod 232) ∈ N , qui seront indiqués par le signe −.

Les glissements, vers la droite ou la gauche, sont les éléments de deux copies
de N ; comme tels ils peuvent être décomposés en somme de glissements le long
des arêtes de l’hypercube, c’est à dire en somme de 2i, i ∈ {0, . . . , 31}. Notez que des
glissements d’arrête égales 2i ∈ N répétés j fois sont équivalents à un seul glissement
d’arrête le long de la direction 2i±j (le signe dépend de la direction du glissement), alors
que deux glissements opposés s’annulent mutuellement.

La dénomination de glissement est justifié par le fait qu’une telle opération fait glisser
(vers la gauche ou vers la droite) de groupes de maillons le long du fil.
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8.2.2 Probabilités

On notera toute fonction de probabilité par la même lettre π, en spécifiant dans
l’argument son objet. Cet abus de notation n’est pas étendu aux champs, auxquels on
donne des symboles différents ; dans ce cas l’argument, si présent, dénote la valeur
du champ dans le point qu’il indique.
N avec l’algèbre borélienne et une mesure Π, telle que Π(N ) = 1, est un espace

de probabilité ; il en va de même de S et D. On considère aussi que l’espace des
données expérimentales M est muni d’une mesure de probabilité, par exemple on
considère simplement celle héritée de D. Le concept de probabilité dans un espace
de fonctions, tel que U et V, peut être précisé suivant la définition donnée par [Pug65]
pour la densité de probabilité d’une fonction aléatoire v, qu’on notera π{v}.

Soit π(n), n ∈ N , la fonction de distribution de probabilité à priori donnée sur n
(cette fonction représente ce qu’on sait sur N avant toute expérimentation) et π(n|m)
la probabilité à posteriori sur le même n, qui dérive d’un certain résultat expérimental
m ∈M (il s’agit donc de la connaissance qu’on souhaite obtenir par les essais).

La probabilité π(n|m) nous dit comment le modèle défini par n correspond aux
données expérimentales m (« fitness function »). Elle peut être obtenue suivant Bayes
(voir par exemple [Tar87]) :

π(n|m) =
L(n)π(n)

π(m)
, (8.2.4)

où L(n) := π(m|n) est la vraisemblance de n par rapport aux données (il s’agit de la
fonction obtenue en fixant m et en faisant varier n dans la probabilité conditionnelle de
m pour n donné) et π(m) est la probabilité à priori de m (ce qu’on sait à priori sur la
probabilité d’obtenir une certaine réponse du fil lors des essais).

Afin de simplifier les plus que possibles les termes du paradigme de Bayes (8.2.4),
on introduit les hypothèses suivantes :

– toute constitution du fil a à priori la même probabilité de se manifester (π(n) =
2−32, qui signifie qu’on sait générer des nombres entiers aléatoires distribués uni-
formément sur N ),

– toute mesure a à priori la même probabilité d’être obtenue (π(m) = 2−32).
Les éléments de N et U se correspondent un à un par l’application (8.2.2) ; par

conséquent π(n) = π{u(·; n)} et π(m|n) = π{m|u(·; n)}. Cette propriété nous permet
de définir L en partant de la fonction aléatoire u plutôt que de la variable aléatoire
discrète n, avec l’avantage que la première est directement liée à la géométrie et à la
mécanique du problème.

Sous ces conditions – idéales certes, mais qui ne nuisent pas à la généralité de la
démarche – (8.2.4) se réduit à

π(n|m) = L{n} . (8.2.5)

8.2.3 Information expérimentale

Afin de préciser l’objet de l’analyse inverse, on choisi au hasard un paramètre dans
N , n̄ = 2 935 142 778, qui dans la suite représente la « vrai » constitution du fil qu’on
doit identifier. Sa représentation binaire b(n̄) est :

(0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0); (8.2.6)
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conventionnellement, les zéros dans cette représentation correspondent aux segments
plus rigides et le début de la liste correspond à l’extrémité bloquée du fil.

Le vrai champ de déplacement peut être calculé à partir de n̄ à l’aide de l’équation
(8.2.2), mais le résultat des essais qu’on suppose avoir menés afin de générer l’infor-
mation nécessaire pour l’analyse inverse, n’est pas censé être suffisant à déterminer
exactement ce champ de déplacement. Fictivement, on imagine que la campagne
d’essais nous a donné une distribution de probabilité sur l’ensemble des champs de
déplacement, qui contient l’effet des erreurs de mesure.

Dans les limites de la présente étude on se donne cette distribution, mais on re-
marque que, étant qu’elle devrait être obtenue expérimentalement, d’autres choix sont
possibles et également arbitraires.

On postule d’abord que la vraisemblance de la valeur en un point x d’une fonction
v ∈ V est

L(v(x), x) =





2−dxe + (µ(x)− 2−dxe) v(x)−x
u(x;n̄)−x

si x ≤ v(x) ≤ u(x; n̄)

2−dxe + (µ(x)− 2−dxe) 2x−v(x)
2x−u(x;n̄)

si u(x; n̄) < v(x) ≤ 2x

0 sinon

(8.2.7)

où u(x; n̄) est la valeur exacte du déplacement en ce point et la valeur maximale µ est
obtenue par normalisation :

∫ 2x

x

L(y, x)dy = 1 ⇒ µ(x) :=
2

x
− 2−dxe . (8.2.8)

Notez que L(u(x), x) > 0 ∀x si v ∈ U .

FIG. 8.1 – L(v(x), x) pour x = 2 ; les carrés correspondent aux densités de Dirac de la distribution de
probabilité à priori π(u(x; n)) pour x = 2.

La probabilité fonctionnelle L{v} peut être obtenue de (8.2.7) par des passages
proches de ceux donnés dans [Pug65] pour les fonctions aléatoires. Dans le but de
mener des calculs numériques il est néanmoins intéressant de choisir un ensemble de
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 8.2 – Tracé de la fonction L(u(x), x) par niveaux de gris dans des différentes parties du plan
x− u(x) ; le blanc correspond au zéro.

coordonnées qui permet de représenter avec approximation adéquate le processus à
la limite qui est considéré dans [Pug65]. Sans rentrer dans les détails il suffit d’observer
que les points de mesure pris sur le fil, x̄i i = 1, . . . , 32, sont tels que, pour u ∈ U ,

L{u} =
32∏
i=1

L(u(x̄i), x̄i)/
32∏
i=1

L(u(x̄i; n̄), x̄i) . (8.2.9)

Ce résultat peut être prouvé à partir des définitions données dans [Pug65], mais
on considère qu’il correspond assez bien à l’intuition pour rendre l’inclusion de sa
démonstration non nécessaire dans ce contexte.

La fonction (8.2.9) permet de tester les algorithmes qu’on va proposer. Pour la définir
on a fait appel à la connaissance de la fonction déplacement qui correspond à la vrai
constitution du fil, qui est l’inconnue du problème inverse. Il ne faut donc pas oublier
qu’il s’agit d’un passage fictif, car en réalité L doit être une donnée expérimentale.
Par ailleurs, grâce à cette définition fictive, la valeur dominante de la vraisemblance
correspond exactement à la vrai constitution du fil. Afin de tester ces algorithmes on
cherchera donc à déterminer la valeur dominante de L.

Dans la figure 8.3 on trace ladite fonction dans un voisinage de la vrai constitution,
c’est à dire de la valeur dominante qu’on suppose ignorer et on se propose de chercher
par méthode Monte Carlo.
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FIG. 8.3 – Vraisemblance (8.2.9) dans un voisinage de 2 935 142 778, où elle prend sa valeur maximale
1.

8.3 Méthode de Monte Carlo

8.3.1 Algorithmes utilisés

On considère deux différents algorithmes qui, suivant l’emploi courant, on appelle
– algorithme de Metropolis indépendant (utilisé comme base de comparaison)
– algorithme de Metropolis-Hastings à marche aléatoire,

Dans les deux cas on se donne de façon aléatoire une constitution de départ n0 et on
construit un chemin aléatoire {n0, n1, . . . , ni, . . .} ayant les propriétés d’une chaı̂ne de
Markov grâce à des règles de proposition et acceptation des candidats appropriées.
Les algorithmes employé ne diffèrent que pour ces règles.

A chaque pas i un candidat n? est choisi sur la base d’une distribution qu’on appelle
loi instrumentale ou candidate, π(n?|ni), telle que

∑
n?∈N

π(n?|ni) = 1 ∀ni ∈ N , (8.3.1)

et accepté (c’est à dire ni+1 = n?) ou rejeté avec probabilité d’acceptation

πMH(ni+1 = n?) = min

{
π(n?|m)π(ni|n?)

π(ni|m)π(n?|ni)
, 1

}
(8.3.2)

Le choix de la loi candidate fait la différence entre les deux algorithmes considérés ;
elle est uniforme pour le Metropolis indépendant, ce qui réduit dans ce cas la probabi-
lité d’acceptation à

πM(ni+1 = n?) = min

{
π(n?|m)

π(ni|m)
, 1

}
(8.3.3)

8.3.2 Loi candidate

Les algorithmes qu’on va étudier reposent sur une loi candidate de la forme
π(n?|ni) = π(n? − ni), où n? − ni est un glissement de ni à n?.

Pour définir le type de glissements entre constitutions qui seront pris en compte
dans l’algorithme, on rappelle la définition donnée §8.2.1. Pour une constitution donnée
n (vue comme sommet d’un hypercube), l’opération

n → n + e

p∑
j=1

aj2
qj , (8.3.4)
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où e ∈ {−1, 1}, {qj | j = 1, . . . , p} est une liste d’entiers successifs modulo 31, qu’on
appellera indices d’arêtes, et {aj ∈ {0, 1} | j = 1, . . . , p} sont les amplitudes d’arêtes,
identifie une constitution dans un voisinage de p sommets autour de n.

On appelle pas sur p sommets n’importe quel glissement qui peut être défini par le
choix de

1. sa longueur p ∈ {0, . . . , 31}, c’est à dire le nombre maximale de sommets qui
seront éventuellement intéressé par le mouvement,

2. sa direction e (gauche, +1, ou droite, −1),

3. son premier indice d’arrête q1 ∈ {0, . . . , 31} (car tout autre glissement d’arrête qui
compose le mouvement pourra être choisi par la règle qj = (q1 + j − 1) mod 31,
j = 2, . . . , p),

4. les amplitudes aj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , p (c’est à dire l’ensemble des glissements
d’arrête qui sera effectivement pris en compte dans la liste {qj}).

Avec la définition de pas donnée, pour un choix de p, une constitution n? est hors
d’atteinte en un seul pas à partir d’une autre constitution n si n? − n est donné par la
somme de plus de p glissement d’arrête consécutifs (20 étant pris après 231), ou s’il a
des amplitudes d’arrête de signe opposé. Ces relations étant symétriques, il s’avère
que n? est hors d’atteinte à partir de n si et seulement si n l’est à partir de n?.

Dans le but de construire un chemin aléatoire il est utile de proposer de pas sur
l’hypercube de longueur bien choisie, de façon à assurer le compromis demandé entre
le besoin de propager le chemin dans des zones différentes et celui d’économiser les
rejets.

Pour un choix de p on introduit :

1. une probabilité π(e) sur la direction du pas e ∈ {−1, 1},
2. une probabilité π(q1) de faire un pas ayant q1 comme première arrête de la liste,

3. p − 1 probabilités π(qj), j = 2, . . . , p, qu’un pas emprunte simultanément d’autres
arrêtes.

Les différents choix qui correspondent à cette liste conduisent à l’algorithme (8.3.3) ou
(8.3.2) suivant si la symétrie π(n?|ni) = π(ni|n?) est conservée ou non à tous pas i.

On considère effectivement ces deux cas :
– on construit une chaı̂ne de Markov en proposant naı̈vement et en testant à chaque

pas par le biais de (8.3.3) des mouvements générés par des probabilités π(e) et
π(qj), j = 1, . . . , p, qui ne dépendent pas des résultats précédents ;

– on adopte une loi candidate qui dépend de l’issue d’un certain nombre de pas
précédents (et on se donne une probabilité d’acceptation modifiée à fin de conser-
ver la réversibilité du processus), de façon à éviter des pas avant qu’ils donnent
lieu à un candidat, et donc avant avoir mené un test, qui sera de type (8.3.2).

Ce deuxième algorithme est pris en compte en vue d’applications dans lesquelles
l’effort, en termes de calcul numérique, nécessaire pour l’évaluation de π(n?|m) dans
(8.3.2) doit être évité dans les limites du possible.

Dans le premier cas la probabilité π(q1) est choisie uniforme dans {0, . . . , 31}, tandis
que les autres p−1 arrêtes ont probabilité 1/2 de faire partie du glissement. La direction
est aussi choisie sur la base d’une probabilité uniforme π(e) = 1/2.

Par ces choix, aucun des paramètres et des lois de distribution qui contribuent à
la définition d’un nouveau candidat ne dépend ni de la constitution correspondante
au dernier pas du chemin ni des pas précédents. Par conséquent π(n?|ni) (qui est la
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probabilité que la constitution n? soit atteinte au (i + 1)-ème pas du chemin) est nulle
si et seulement si n? est hors d’atteinte à partir de ni. En tout cas π(n?|ni) = π(ni|n?)
et (8.3.3) peut être utilisé de façon immédiate pour construire une chaı̂ne de Markov.

L’algorithme qu’on obtient ainsi peut être vu comme un cas particulier d’un hit-and-
run discret de [KSZ]. Suivant des définitions proches de celles données à la fin du
§8.2.1, l’ensemble des constitutions peut être considéré comme un réseau d’entiers
dans un hypercube de dimension Q et taille 32/Q, Q ∈ {1, 2, 4, 8, 16, 32} (au §8.2.1 on
se place dans le cas Q = 32). Cet ensemble peut alors être encadré dans une boı̂te
dont la taille et les dimensions sont celles données ci-dessus, et on peut suivre [KSZ]
pour construire son chemin aléatoire markovien. La taille de la boı̂te qu’il faut prendre
à cette fin correspond à la longueur maximale des pas qu’on fixe dans l’algorithme que
nous venons de proposer. Notez que ledit algorithme hit-and-run s’obtient du nôtre
pour n’importe quel Q ≤ 16.

Dans le cas du seconde algorithme proposé, on défini chaque pas sur la base d’une
procédure à deux étapes :

1. on choisi un ensemble de glissement par la procédure naı̈ve de l’algorithme précé-
dent,

2. on teste chacun des glissements de cet ensemble par un critère qui dépend du
résultat de tout test d’acceptation mené précédemment (8.3.2), et éventuellement
on en rejette un certain nombre.

Cela donne lieu, éventuellement, à un rejet anticipé des candidats. La probabilité
de rejet anticipé sera faite évoluer comme suit : chaque fois que un candidat est rejeté
sur la base du test (8.3.2), les directions menant de l’étape actuelle du chemin vers ce
candidat seront pénalisées, alors que leur choix dans un mouvement successif sera
favorisé dans le cas contraire. Pour obtenir ce résultat on introduit un handicap h

(i)
r ,

r ∈ {−32, . . . , −1, 1,. . . ,32}, pour chaque glissement d’arrête orienté sgn(r)2|r|−1, qu’il
sera augmenté d’une unité à chaque rejet, réduit à chaque acceptation. On fait ensuite
appel à l’handicap total pour fixer une barrière lors du choix des amplitudes d’arrête aj

qui définissent le pas n? = ni + e
∑p

j=1 aj2
qj (e ∈ {−1, 1}) :

– aj = 0 si un tirage au sort de probabilité uniforme dans I(i) est inférieur à l’handi-
cap h

(i)
ej ,

– aj = 1 sinon.
Par cet algorithme un pas peut être rejeté (si par exemple toute direction de glisse-

ment qu’il comporte se font refuser à cause de leur handicap) avant de devenir un vrai
candidat à tester pour faire partir de la chaı̂ne en construction. Si un tel événement se
produit s fois successives, la borne supérieure de l’intervalle de barrage I(i) est levée
de s÷m unités, de sorte à débloquer le processus (seule cette borne dépend donc de
i dans I(i)).

Le rejet anticipé modifie la probabilité à priori sur N ; plus exactement, si un glisse-
ment donné (positif ou négatif) d’un certaine zone du fil s’est montré inutile dans des
pas précédents, alors l’algorithme résistera avant de le prendre en compte à nouveau ;
si, au contraire, il existe des glissements d’une partie du fil qui se sont montrés utiles,
alors l’algorithme aura tendance à les proposer nouveau.

Ce comportement peut être réglé par le choix de trois paramètres : la largeur initiale
de la fenêtre de l’handicap I(0), la valeur initiale de celui-ci h

(0)
r (pris uniformément

sur r ∈ {−32, . . . ,−1, 1, . . . , 32} au début du chemin) et le paramètre de déblocage m.
Dans les exemples numériques présentés ci-dessus on prend I(0) ≡ [0, 10] et h

(0)
r = 2
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pour tout r ∈ {−32, . . . ,−1, 1, . . . , 32}, et on fixe m = 5.
Pour rétablir la réversibilité du chemin il faut inclure le rapport entre lois candidates

π(ni|n?)/π(n?|ni) dans la probabilité d’acceptation, comme montré dans (8.3.2).
Si on analyse, dans le cas du rejet anticipé, la probabilité des constitution qui

peuvent être atteintes à partir de ni, on voit que π(n?|ni) = π1(n
??|ni)π2(n

?|n??), où
π1 est le même que dans la loi candidate naı̈ve du premier algorithme et π2 est la pro-
babilité que un candidat réussisse le test de rejet anticipé. La symétrie de π1 implique

π(ni|n?)

π(n?|ni)
=

π2(n
??|n?)

π2(n?|n??)
, (8.3.5)

et donc on peut se concentrer sur le rapport au membre droit de (8.3.5) pour expliciter
le ratio des lois candidates dans (8.3.2).

Soient n? et n?? tels qu’on puisse atteindre l’un à partir de l’autre ; par définition, on
peut décomposer n? − n?? en p glissement d’arrête de signe égale, et n?? − n? sera
donné par la somme opposée :

∃| q1 ∈ {0, . . . , 31}, {aj} ∈ {0, 1}p, e ∈ {−1, 1} :
n? − n?? = e

∑p
j=1 aj2

q1+j−1 ;
(8.3.6)

la probabilité d’une transition de n?? à n? au pas i suivant la direction e s’obtient alors
en combinant les p probabilités indépendantes des différents glissements d’arrête qui
compose ce pas,

π2(n
?|n??) =

p∏
j=1

min

(
1,

max I(i) − h
(i)
ej

measI(i)

)
, (8.3.7)

et la probabilité π2(n
??|n?) de revenir en arrière de n? à n?? est obtenue de (8.3.7) en

changeant h
(i)
ej avec h

(i)
−ej.

En conclusion (8.3.5) et (8.3.7) nous permettent d’expliciter le ration des lois candi-
dates qui apparaı̂t dans (8.3.2) :

π(ni|n?)

π(n?|ni)
=

∏p
j=1 min

(
measI(i), max I(i) − h

(i)
−ej

)

∏p
j=1 min

(
measI(i), max I(i) − h

(i)
ej

) . (8.3.8)

8.4 Résultats numériques

Les deux algorithmes ont été testés en prenant en compte des pas de différente lon-
gueur ; dans la suite on compare les résultats de ces choix. L’algorithme à candidature
modifiée basé sur des pas de longueur 4 se montre plus efficace que les autres qui ont
été testés ; par conséquent on mène une analyse statistique des résultats qui peuvent
être obtenus dans ce cas, afin d’évaluer le nombre minimale de pas qu’il faut inclure
dans le chemin aléatoire pour obtenir, de façon suffisamment probable, une évaluation
raisonnable de la valeur dominante de la vraisemblance.

8.4.1 Comparaison des algorithmes

Dans la figure 8.4 on montre des chemins de 1000 pas construits par l’algorithme
simple de Metropolis, en prenant des pas qui peuvent comprendre plus qu’un seul
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

FIG. 8.4 – Chemins de 1000 pas dans le plan constitution vs. vraisemblance, obtenus par algorithme
de Metropolis indépendant, avec pas composés au plus de 1, 2, 4, 8, 16 glissements d’arrête (montrés
respectivement du haut à droite vers le bas à gauche).

glissement d’arrête. On montre l’issue des calculs menés en prenant 1, 2, 4, 8 ou 16,
glissement d’arrête par pas.

Ces résultats montrent que cet algorithme requiert des chaı̂nes relativement longues
pour atteindre des résultats relativement peu approchés de la valeur dominante de la
vraisemblance (qui est connue dans cet exemple). Les taux de rejet dans la construc-
tion du chemin sont : 39.2%, 42.7%, 48.4%, 57.6% et 77.3%, respectivement pour les cas
1, 2, 4, 8 et 16.

Des chaı̂nes de 1000 pas construites par l’algorithme à loi candidate modifiée sont
présentées en figure 8.5. Le taux de rejet total (anticipé et final) pour les différents
test est 33.2%, 36.0%, 37.0%, 41.8%, 43.0% et 40.7%, pour des pas dont la longueur
maximale est 1, 2, 4, 8, 16 et 32 (dans ce cas chaque pas couvre toute la longueur du
fil), respectivement. A noter que ces taux de rejets sont tous inférieurs à l’optimum de
Roberts, Gelman et Gilks (76.6%, démontré pour de densités de probabilité normales).

Le cas donné par le deuxième algorithme, avec 4 glissements d’arrête par pas au
plus, donne les meilleurs résultats et mérite plus d’attention.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 8.5 – Chemin de 1000 pas dans le plan constitution vs. vraisemblance, obtenus par algorithme de
Metropolis-Hastings à marche aléatoire donnant lieu à rejets anticipés, pour des pas composés au plus
de 1, 2, 4, 8, 16, 32 glissement d’arrête (montrés respectivement du haut à droite vers le bas à gauche).

En réduisant la probabilité d’acceptation (8.3.2) à

πMHr(ni+1 = n?) = max

(
0,

πMH(ni+1 = n?)− r

1− r

)
r ∈]0, 1[ , (8.4.1)

on focalise d’avantage sur les échantillons plus vraisemblables et on réduit donc le
nombre des calculs numériques à mener lorsqu’on cherche la valeur dominante de la
vraisemblance. On considère r = 0.8 et on analyse les résultats de plusieurs calculs
afin de définir l’ensemble de paramètres le plus appropriés pour ce type de calcul.

En plus on se donne deux cas : l’algorithme avec rejet anticipé tel que décrit précé-
demment, mais avec acceptation (8.4.1), et un cas proche simplifié, obtenu en impo-
sant (8.3.8) égale à 1. Ce dernier cas est proposé sur la base de considérations em-
piriques et produit des chaı̂nes non réversibles (donc non markoviennes, ce qui, par
ailleurs, ne garantit plus la convergence du calcul), mais fourni de résultats meilleurs
du précédent au moins dans le cas présent.

Pour obtenir des informations sur le chemin le plus court qu’il faut se donner afin de
prédire de façon acceptable la valeur dominante de la vraisemblance, on compare les
résultats de chemin dont la longueur est limitée à 75, 100 et 250 pas. Les résultats,
donnés en figure 8.6 et 8.7 montrent que le cas de chemin limités à 100 pas fournit
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des résultats suffisamment approché de la valeur dominante recherchée et, au même
temps, implique un coût numérique raisonnable.

La figure 8.6 donne les histogrammes du maximum estimé de la vraisemblance
dans les trois cas : les résultats ne sont pas bons si on se limite à 75 pas (rarement
vraisemblables plus qu’à 20%) ; avec 100 pas on obtient des meilleurs résultats (vrai-
semblance à 60% dans la plus part des cas) ; les résultats obtenus avec 250 pas ne
sont pas remarquablement meilleurs que ceux obtenus avec 100.

(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

FIG. 8.6 – Histogrammes de la valeur maximale obtenue pour la vraisemblance (valeur théorique 1) dans
1000 chemins de 75, 100 et 250 pas respectivement de haut en bas droite. La première colonne (a, b,
c) contient les résultats de l’algorithme à rejet anticipé, la deuxième (d, e, f) montre ceux du processus
non markovien.

La figure 8.7 montre le nombre de maillons faux identifiés sur le fil dans les différents
cas. Elle confirme la faiblesse du choix de la limite à 75 pas et la bonne performance du
cas à 100 pas déjà notée en figure 8.6. Par rapport au nombre de maillons faux le cas
avec 250 pas s’avère plus intéressant (ce qui n’était pas évident dans la comparaison
avec le cas à 100 pas menée sur la base de la vraisemblance).

Notez qu’on adopte un comptage des maillons faux qui considère chaque différence
avec le vrai fil comme un erreur. Par conséquent, par exemple, la présence d’une
inclusion souple décalé d’une longueur par rapport à sa position correcte correspond
à deux maillons faux.
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(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

FIG. 8.7 – Histogrammes du nombre de maillons faux trouvés avec 1000 chemins de 75, 100 et 250
pas, respectivement de haut en bas droite. Les deux colonnes se réfèrent au processus markovien et
non comme à la figure 8.6.

8.5 Conclusions

L’application de la méthode de Monte Carlo à l’analyse inverse d’un fil élastique
hétérogène, présentée dans ce chapitre, montre la possibilité d’application dans des
cas plus difficiles, mais caractérisés par la recherche d’un motif composé par des
constituants connus.

En particulier un algorithme de Metropolis-Hastings modifié a été présenté qui
donne des bons résultats avec un coût (en terme de nombres de calculs directs) rai-
sonnable : pas plus que 100 calculs directs se rendent nécessaires pour obtenir, dans
la plus part des cas, résultats quantitatifs sur des détails de 1/32 de la longueur du fil.
En figure 8.8 on montre ce qu’on peut obtenir avec un chemin de 25 000 échantillons
par la méthode proposée la plus efficace (empirique, non markovienne).

La méthode a été appliquée au cas d’une poutre en béton armé en flexion trois
points soumise à des chargements supérieurs à la limite de son élasticité. L’application
se base sur l’idée qu’il se forme sur la poutre un motif de zones plus ou moins raides
qu’on cherche à identifier. En adoptant un modèle d’endommagement scalaire pour
le béton (qui prévoit une éventuelle réduction de la raideur du matériau en fonction
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FIG. 8.8 – Chemin de 25 000 pas.

d’un paramètre compris entre 1, pour le matériau sain, et 0, qui dénote la rupture), on
observe en fait la formation de bandes fortement endommagées dans la zone centrale
à l’intrados de la poutre, qui sont alternées avec des bandes très peu endommagées
ou saines (voir figure 8.9, image inférieure).

Ce résultat numérique classique correspond, en réalité, à l’ouverture de fissures se
propageant à partir des fibres tendues de l’intrados. Mais si on accepte la description
simplifiée du phénomène donnée par la théorie de l’endommagement, un problème
inverse se pose de la nature de celui discuté dans ce chapitre : déterminer quel est
l’emplacement des zones endommagées, dont la raideur est supposée connue (égale
à 10% de la raideur initiale), qui donne la meilleure correspondance entre la déformée
mesurée expérimentalement et celle calculée.

A cette fin on considère une expérience fictive, pendant laquelle la poutre est en-
dommagée par des chargements cycliques lents. A la fin d’un certain nombre de tels
cycles (cinq dans l’exemple traité) on imagine instrumenter la poutre avant de conduire
un dernier cycle : le but de l’analyse inverse est l’identification de l’état d’endommage-
ment à la fin de tous les cycles, sans connaı̂tre celui à la fin de l’avant dernier, mais en
connaissant la déformée de la poutre au cours du dernier cycle.

Sans rentrer dans les détails du calcul, on montre en figure 8.9 un champ d’endom-
magement identifié par la méthode inverse et le champ calculé directement.
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FIG. 8.9 – Comparaison du champ de l’endommagement identifié par méthode inverse (en haut) avec
le champs de référence obtenus en partant de la distribution « exacte » de l’endommagement calculée
à partir de l’état naturel suivant tous les cycles de chargement (en bas). Seulement la moitié à gauche
de la poutre est représentée.
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Chapitre 9

Algorithmes pour l’optimisation
globale

Guillaume Dutilleux

9.1 Introduction

De façon générale, lorsqu’une relation de cause à effet est identifiée, l’expres-
sion problème inverse s’applique à des situations où seul l’effet est accessible et où
la relation ne peut être inversée. En l’absence de solution analytique, la résolution
d’un problème inverse, c’est-à-dire la détermination des causes à partir des effets se
ramène un problème d’optimisation. La fonction optimisée traduit en général l’écart
entre des effets observés et une modélisation des effets à partir des causes.

Malheureusement, les fonctions à optimiser dans ce contexte ne sont que très
rarement convexes sur l’espace exploré. Le bagage classique d’un cours d’analyse
numérique n’est donc d’aucun secours en la matière, et il faut se tourner vers des
algorithmes d’optimisation globale. Ce chapitre se fixe comme objectif d’en présenter
quelques uns parmi les plus importants de ceux qui sont fondés sur des métaphores
ou métaheuristiques et de mettre en évidence les aspects remarquables de chacun.

Le corps de ce chapitre présente tout d’abord les grands principes sous-jacents à
ces algorithmes. On verra qu’ils tirent leur efficacité empirique d’un certain nombre
d’observations élémentaires. La présentation des algorithmes commence par une mé-
taphore classique tirée de la physique : l’algorithme du recuit simulé. La suite traite de
métaphores issues de la biologie, en commençant par une métaheuristique dérivée
de l’étude du comportement social, qui s’incarne dans l’algorithme d’essaims de parti-
cules. On pourra apprécier sa facilité de mise en oeuvre et son efficacité. Ce rapide tour
d’horizon se poursuit avec les algorithmes évolutionnaires, qui s’inspirent quant à eux
de la sélection naturelle. Dans cette catégorie, la présentation se limite aux algorithmes
génétiques et aux stratégies d’évolution. Le point fort des premiers est la polyvalence,
celui des secondes l’efficacité en variables continues. La présentation des algorithmes
choisis s’achève par la description de la sélection clonale qui part d’une analogie avec
le système immunitaire des vertébrés. L’algorithme a ceci de remarquable que ses
résultats sont très répétables et qu’il permet d’obtenir plusieurs solutions de qualité à
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la fois. La dernière section aborde quelques aspects pratiques de la résolution d’un
problème inverse par optimisation globale.

Pour chaque algorithme, le lecteur trouvera une présentation des heuristiques et
de l’algorithme canonique qui en est issu, le cas échéant des éléments très brefs
sur les preuves de convergence, et des références pour approfondir le cas d’un al-
gorithme. L’application de chaque algorithme est illustrée dans le corps de ce chapitre,
et éventuellement dans d’autres chapitres de cet ouvrage qui traitent de la résolution
de problèmes concrets du génie civil. Ce chapitre sur les algorithmes est associé à un
CDROM qui contient une implantation de chaque algorithme en langage Scilab. Une
annexe à ce chapitre présente les résultats d’un banc d’essai des algorithmes sur une
dizaine de problèmes d’optimisation académiques classiques.

Seul le cas de l’optimisation d’une fonction à valeurs réelles est traité ici. L’accent est
mis sur l’optimisation de variables continues. Cependant, un algorithme adapté au cas
discret est présenté. Il s’agit de l’algorithme génétique. Les algorithmes décrits n’im-
posent aucune contrainte de régularité à la fonction coût, qu’il s’agisse de dérivabilité,
d’appartenance à un espace de fonctions particulier. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire
que celle-ci soit calculable, ni même définie explicitement.

Terminologie Dans la suite, l’expression «espace de solutions» est employée pour
désigner l’espace dans lequel s’effectue la recherche de l’optimum. Un point de cet
espace est appelé « solution candidate» . Enfin, on se place dans le cas de la minimi-
sation d’une fonction. La fonction dont on cherche le minimum sur l’espace de solutions
est appelée « fonction coût» .

9.2 Principes généraux

Les algorithmes classiques d’optimisation interprêtent la topologie locale de la fonc-
tion à traiter, par exemple via le calcul du gradient, du hessien. Face à une fonction
multi-modale quelconque, ces informations sont souvent un leurre qui mène tout droit
dans un minimum local. Il faut donc s’en passer, du moins pour l’exploration à grande
échelle de l’espace de solutions. En l’absence de l’information topologie, il faut re-
courir à d’autre règles pour progresser dans l’exploration. Les sections qui suivent se
proposent d’en faire un bref tour d’horizon.

9.2.1 Le hasard fait bien les choses

Pour tous les algorithmes présentés ici, l’exploration de l’espace des paramètres à
optimiser s’appuie massivement sur des variables aléatoires. Celles-ci servent d’une
part à faire évoluer directement la ou les solution(s) candidate(s). C’est même l’unique
mécanisme de mise à jour dans le recuit simulé, comme on le verra plus tard, étant
donné que cet algorithme ne manipule qu’une seule solution candidate à la fois. Une
fluctuation aléatoire d’amplitude suffisante permet à l’exploration de sortir d’un mini-
mum local. L’arrière-plan biologique souvent donné au sujet conduit à parler de «mu-
tations» pour désigner les variations d’origine aléatoire.

Les tirages aléatoires servent d’autre part à formuler des choix, par exemple à
décider si on doit introduire une variation aléatoire dans une des solutions candidates
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ou effectuer un croisement entre deux solutions candidates, comme dans les algo-
rithmes génétiques.

L’aléatoire sert enfin à faire évoluer les paramètres internes des algorithmes, comme
dans le cas de la stratégie d’évolution. Dans cet algorithme, une matrice de covariance
est associée à chaque solution candidate. Le schéma itératif qui modifie cette matrice
dépend en partie de termes aléatoires.

Une conclusion de ceci est que des optimisations successives de la même fonction
coût, toutes choses égales par ailleurs, ne mèneront pas nécessairement au même
résultat, à moins que le générateur de nombres aléatoires que l’on utilise ne soit
réinitialisé à chaque nouvelle minimisation.

Il est clair que les variations apportée par les tirages aléatoires doivent être maı̂tri-
sées de manière à assurer tout de même la convergence vers un point de l’espace des
solutions. Ceci mène directement à la question du réglage des paramètres internes des
algorithmes.

9.2.2 Le travail collectif est préférable

Comme mentionné ci-dessus, les algorithmes présentés manipulent généralement
un ensemble de solutions candidates. On parle donc d’une « population» formée
d’« individus» pour désigner cet ensemble, compte tenu de l’origine biologique des
métaphores étudiées. L’interaction entre solutions candidates constitue le deuxième
grand mécanisme de déplacement dans l’espace des solutions. Cette interaction peut
prendre la forme d’une combinaison linéaire ou non. Ainsi, dans le cas des algorithmes
génétiques ou des stratégies d’évolution, deux individus parents laissent la place à un
individu fils par l’opérateur de « recombinaison» dont deux formes seront présentées
plus loin. La recombinaison est appelée ”opérateur d’exploitation” par certains auteurs,
car elle permet d’accéder à une autre zone de l’espace de solutions, sans interven-
tion externe. Cet opérateur est complémentaire de la mutation en ce qu’il tend à faire
converger les individus les uns vers les autres.

Autre possibilité, selon une approche sociale à taille de population fixe, un individu
performant va pouvoir influencer les mouvements de ses congénères :

~v′ = ~v + ... + φ(~p− ~x) (9.2.1)

où (~x,~v) décrit la position et la vitesse de la solution candidate dans l’espace de so-
lutions, ~p la position de la meilleure solution candidate, et φ une variable aléatoire
uniforme. C’est ce mécanisme qui est à l’oeuvre dans l’essaim de particules et de
manière plus raffinée dans l’algorithme de sociétés et civilisations.

9.2.3 Aller du général au particulier

On vient de noter la place centrale qu’occupent les nombres aléatoires dans les
algorithmes d’optimisation étudiés ici, ainsi que la nécessité de garder une cohérence
dans l’exploration, de manière à éviter l’écueil du mouvement brownien. L’idée sous-
jacente à au moins deux algorithmes présentés dans la suite (recuit simulé et stratégie
d’évolution) est que la recherche de l’optimum doit se faire à une échelle décroissante
au fil des itérations, de manière globale et grossière au début et de manière locale
et fine à la fin. La stratégie d’évolution y parvient en réduisant l’écart-type des fluc-
tuations permises pour les solutions candidates durant la phase de mutation. Dans le
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recuit simulé, c’est la probabilité d’acceptation d’une variation défavorable, i.e. qui fait
augmenter la valeur de la fonction coût, qui diminue dans le temps. C’est certainement
ce dernier algorithme qui donne sa forme la plus éloquente au mécanisme évoqué ici.
On parle de « consigne de refroidissement» .

9.2.4 Se souvenir du chemin parcouru

Dernière heuristique, la recherche de l’optimum est d’autant plus efficace qu’elle ne
passe qu’une fois par un endroit donné de l’espace de solutions et évite l’apparition
de cycles. La recherche taboue, qui n’est pas présentée ici, faute de place, est un
algorithme doté d’une mémoire de court terme qui permet par comparaison d’éviter
à l’exploration de revenir au même endroit, en tout cas avant un nombre minimal
d’itérations. Des raisons pratiques imposent que cette mémoire soit de court terme.
Dans le cas contraire, décider si une zone de l’espace a déjà été visitée deviendrait ra-
pidement dispendieux. L’implantation de cette heuristique en variables continues n’est
pas immédiate car elle nécessite la définition d’un voisinage. Le système immunitaire
des vertébrés propose un autre mécanisme de mémoire qui permet de réagir plus vite
et plus intensément à un élément du non-soi déjà rencontré dans le passé d’un or-
ganisme. Cette mémoire n’est pas non plus éternelle. Ce mécanisme est détaillé à la
section sur l’algorithme de sélection clonale.

9.3 Une métaphore physique : le recuit simulé

9.3.1 Principe

Le recuit, par opposition à la trempe, est un traitement métallurgique qui consiste
à laisser refroidir lentement une pièce métallique après l’avoir chauffée. A haute tem-
pérature, les atomes qui constituent la pièce présentent une agitation très importante.
Leur position dans la matière peut donc changer sensiblement à ce stade, et ce de
façon aléatoire. A mesure que la température diminue, la mobilité des atomes décroı̂t,
et les réarrangements se produisent de plus en plus localement, jusqu’à ce que plus
aucun mouvement ne soit possible. La lenteur du refroidissement permet de s’appro-
cher de la cristallisation parfaite. Celle-ci est caractérisée par une énergie minimale
et une résistance mécanique élevée. On observe le même phénomène en géologie,
avec la formation des roches issues d’un magma. A composition égale, avec un refroi-
dissement rapide, on obtient des roches peu cristallisées voire amorphes, comme les
basaltes ou les obsidiennes. Quand le refroidissement est lent, on obtient des granites.

Du recuit a été tiré le concept de consigne de refroidissement évoqué plus haut.
Pour revenir au problème d’optimisation, on peut faire le parallèle entre les paramètres
à optimiser et les atomes chauffés. On définit une température pour l’optimisation qui
est une fonction décroissante du nombre d’itérations. La minimisation de la fonction
coût s’obtient en modifiant la solution courante par un tirage de variable aléatoire. Si
la fluctuation introduite abaisse la valeur de la fonction, elle est conservée. Si elle
l’augmente, la variation n’est conservée que relativement à une probabilité d’accep-
tation, laquelle diminue avec la température de l’optimisation. Comme la température
décroı̂t, les variations défavorables sont de moins en moins souvent acceptées. C’est
Métropolis que le premier a eu l’idée de simuler le recuit sur le principe qui vient d’être
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FIG. 9.1 – Organigramme du recuit simulé

décrit [MRR+53]. L’analogie et l’application à l’optimisation numérique est due à Kirk-
patrick [KGV83].

9.3.2 L’algorithme de base

L’algorithme du recuit simulé est présenté sur la figure 9.1.
Il faut préciser la nature du schéma de refroidissement soit la relation Tk = f(T0, k)

où les indices font référence respectivement à l’itération courante et l’état initial. De-
puis l’apparition de l’algorithme, un très grand nombre de schémas de ce type ont été
proposés, voir par exemple [[vLA87],p 72]. On peut les regrouper en schémas fixes et
adaptatifs. Les schémas fixes sont les plus couramment utilisés car ils sont aussi les
plus immédiats :

– La loi géométrique qui est la plus utilisée car la plus simple : Tk = T0α
k avec

0 < α < 1.
– La loi logarithmique : Tk = T0

1+log(k+1)

– La loi inverse : Tk = T0

1+k

– La loi puissance : Tk = T0(
Tf

T0
)

k
kmax où Tf est la température finale.

Parmi les schémas adaptatifs, on peut citer :

Tk+1 =

(
1− Tk

∆(Tk)

σ2(Tk)

)
Tk (9.3.1)

où σ désigne l’écart-type des valeurs de fonction coût. ∆(Tk) est à définir. On peut
éventuellement choisir une fonction constante.

9.3.3 Convergence

Le recuit simulé est un schéma itératif qui transforme la solution courante en une
solution voisine. Un tel comportement correspond à celui étudié par la théorie des
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chaı̂nes de Markov. Au regard de celle-ci, on peut obtenir un algorithme homogène
ou inhomogène, selon la consigne de refroidissement retenue. Dans le premier cas,
l’algorithme est décrit par une séquence de chaines de Markov homogènes, une par
valeur de température. Dans le second, il est décrit par une seule chaine de Markov
inhomogène. Pour plus de détails sur l’application des chaines de Markov au recuit
simulé, le lecteur peut se référer à [[DPST03], Annexe A].

On montre que, sous certaines conditions, l’algorithme converge asymptotiquement
vers la région optimale avec une probabilité égale à 1. Les conditions changent se-
lon que l’algorithme est homogène ou inhomogène. Dans un contexte d’ingénierie, ce
résultat de convergence asymptotique présente peu d’intérêt. En outre, la preuve de
convergence suppose un schéma de refroidissement trop lent pour être utilisé sur un
problème concret.

9.3.4 Utilisation

Du fait qu’il ne manipule qu’une seule solution candidate, le recuit simulé est d’im-
plémentation plus simple que les autres algorithmes présentés dans ce chapitre. Cette
simplicité se paie par des performances moins bonnes en général. Aussi, le recuit
simulé est plutôt destiné à l’optimisation sur un petit nombre de variables, lorsque la
fonction objectif n’est pas d’une évaluation trop coûteuse.

Comme on vient de le voir, la théorie du recuit simulé n’est d’aucun secours quand il
s’agit d’utiliser vraiment l’algorithme, et le nombre de paramètres à définir peut rebuter.
Il apparaı̂t cependant que le schéma géométrique de refroidissement donne de bons
résultats, avec une raison supérieure à 0.9. Initiative intéressante, Siarry présente des
recommandations concernant le réglage du recuit simulé sur une fonction coût quel-
conque [[DPST03], 1.7].

Le code Scilab mis à disposition avec ce chapitre est une implantation de l’al-
gorithme décrit dans [CMMR87]. En ce qui concerne l’utilisation de ce dernier, les
fonctions nécessaires résident dans le fichier sa.sci qui contient les fonctions utili-
sateur sa() et sa_param(). Avant tout appel à sa(), il faut avoir défini costfunc() qui
contient la fonction à minimiser, et paramétré l’algorithme avec sa_param(). Cette fonc-
tion prend comme seul argument un vecteur colonne contenant la solution candidate.

L’aide en ligne des fonctions de sa.sci peut être affichée en entrant help sa_ dans
Scilab. Pour la commodité de la lecture, les arguments d’entrée de la fonction principale
sont donnés ci-dessous :

[best,cost,nev,evolution,best_it]=sa(param,nvar,span,init,tol,evmax);

//entrée

//param : tlist, voir help sa_param

//nvar : entier, nombre de variables à optimiser

//span : matrice (nvar,2), domaine de variation de chaque paramètre

//init : vecteur (nvar,1) ou [], point de départ

// si [] le point de départ est basé sur une v.a. uniforme définie sur span

//tol : scalaire, seuil de convergence sur la valeur de la fonction coût

//evmax : entier, nombre maximal d’évaluations de costfunc()

//sortie

//best : vecteur (nvar,1), meilleur résultat obtenu pour x

//cost : scalaire, coût le plus bas obtenu

//nev : entier, nombre effectif d’évaluations de costfunc()

//evolution : matrice (n,nvar+1), contient l’historique de la minimisation.

//Pour chaque ligne les nvar dernières colonnes contiennent le meilleur individu

//x de l’itération et la première colonne costfunc(x)

//best_it : entier, itération pour laquelle le meilleur résultat a été atteint
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Un exemple d’utilisation de la bibliothèque sa.sci est donné pour la fonction f5 de
De Jong qui présente 25 minima locaux [Jon75].

function r=f5(x,y)

per=[-32,-16,0,16,32];

aj1=[per,per,per,per,per];

m=ones(1,5);

aj2=[-32*m,-16*m,0*m,16*m,32*m];

r=(500+sum(([1:25]+sum(([x;y]*ones(1,25)-[aj1;aj2]).^6,’r’)).^(-1)))^(-1)

endfunction

x=-60:60;y=x;

Sfgrayplot(x,y,f5);

xtitle(’f5 : minimum global 0.001996 en (x,y)=(-32,-32)’,’x’,’y’)

function r=costfunc(x)

r=f5(x(1),x(2));

endfunction

nvar=2;

tl=sa_param(nvar);//paramétrage par défaut

tl.cs.To=1e9;//temperature initiale

itmax=1e6;//nombre maximum d’itérations

tl.Neps=20;//sortie si stationnarité sur 20 itérations

[best,cost]=sa(tl,nvar,ones(nvar,1)*[-200,200],[101;101],1e-8,itmax)

Dans la suite, la physique laisse la place à la biologie. Quatre métaphores inspirées
du vivant à différentes échelles y sont présentées. A partir de ce point, tous les algo-
rithmes abordés manipulent plusieurs solutions candidates à la fois.

9.4 Une métaphore sociale : l’essaim de particules

9.4.1 Heuristique de base

James Kennedy, l’un des inventeurs de l’essaim de particules est chercheur en psy-
chologie sociale. Sa recherche d’un modèle numérique d’interaction sociale l’a conduit
à étudier comportements grégaires dans le règne animal.

Chez de nombreuses espèces animales, il est rare de rencontrer un individu seul
dans son milieu. Il sera plus probablement intégré à un groupe. On parle alors de
banc pour les poissons ou d’essaim pour les insectes et de nuées chez les oiseaux.
Au-delà du caractère spectaculaire des mouvements de tels ensembles, avec la re-
marquable coordination qu’elle suppose lors des déplacements, il faut insister sur les
avantages évolutifs qu’apporte à l’espèce considérée le mode de vie en essaim. L’es-
saim minimise la probabilité de rencontre avec un prédateur. Pour modéliser finement
la trajectoire d’un essaim, un hypothèse centrale est d’ailleurs que chaque membre
de l’essaim vise à se rapprocher du centre de celui-ci. De la même manière, dans un
contexte de ressources alimentaires concentrées dans certaines zones de l’espace ex-
ploré, le déplacement en essaim permet une recherche plus efficace dont le fruit profite
au plus grand nombre [Wil00]. On sait aujourd’hui que chez nombres d’espèces, les
individus fondent en partie leur comportement sur l’information diffusée de manière vo-
lontaire ou non (on parle alors de communication par inadvertance [Dan05]) par leurs
congénères. Enfin, la recherche a mis en évidence le rôle du groupe dans la réussite
d’une navigation à grande distance, comme celle de la migration [Sim04].

Même en se limitant à la recherche de nourriture, il est clair que l’exploration de
l’environnement par un essaim peut déjà être vue comme un processus d’optimisa-
tion. L’algorithme d’essaim de particules a été défini à partir des travaux de Reynolds
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ainsi que Heppner et Grenander sur la simulation des déplacements des oiseaux
[Rey87][HG90]. Une fois réalisée l’abstraction qui consiste à passer de l’espace phy-
sique à un espace de paramètres de dimension arbitraire, de la fonction ”nourriture
disponible” à une fonction mathématique quelconque, une méthode d’optimisation à
part entière se dessine. Pour plus de détails sur la genèse de l’algorithme d’essaim de
particules, consulter les travaux de Kennedy et Eberhart [KE95][KES01].

9.4.2 L’algorithme

L’algorithme d’essaim de particules travaille donc sur plusieurs particules. Chacune
est dotée d’un vecteur position et d’un vecteur vitesse dans l’espace des paramètres.
A chaque itération, pour chaque particule, ce couple de vecteurs est mis à jour en
fonction de la trajectoire passée de la particule et de celle de la meilleure particule, au
regard de la fonction coût à minimiser.

Il existe plusieurs versions de l’algorithme d’essaim de particules qui suscite un
intérêt soutenu depuis plusieurs années. On présente ici la version en variables conti-
nues dite « avec constriction de type 1» décrite dans [[CK02], p70]. Ce choix se jus-
tifie parce que cette version donne les meilleurs résultats sur un jeu de fonctions test
réputées difficiles [CK02]. L’algorithme est donné ci-dessous :

Initialiser la population (pi et vi)

Faire

Pour i dans 1,2,...taille de la population

si f(xi)<f(pi) alors pi=xi

pg=min(pvoisins)

Pour d dans 1,2,...dimension

vid=Khi(vid+phi1(pid-xid)+phi2*(pgd-xid))

xid=xid+vid

Fin pour

Fin pour

Jusqu’à ce que le critère de fin soit satisfait

La signification des variables est la suivante :
– pi est la position de l’individu i dans l’espace des paramètres ;
– vid est la vitesse selon l’axe d de l’espace des paramètres pour l’individu i, vi est

le vecteur vitesse ;
– pg est la meilleure position pour l’itération courante. Elle est déterminée sur un

voisinage de l’individu i. Dans l’implantation Scilab, on a pris un voisinage étendu
à toute la population ;

– phi1 et phi2 sont des v. a. uniformes sur l’intervalle [0, φ] ;
– la variable Khi est fixée à partir des paramètres internes φ et κ selon l’étude

analytique de la stabilité et de la convergence donnée dans [CK02].
Outre la possibilité de définir un voisinage différent [MKN04], il existe deux types de
variantes de l’algorithme d’essaim de particules. Le premier concerne la valeur de
Khi. Le second introduit un schéma légèrement différent de mise à jour de vid sous la
forme d’un écrétage au-delà de vmax. Le but est d’éviter la tendance de l’algorithme à
la divergence.

A. Variantes

A partir de cet algorithme, Angeline en a bâti un autre qui combine sélection natu-
relle par processus de croisement, mutation et sélection comme dans les algorithmes
évolutionnaires présentés plus loin, et interaction sociale. Sur des fonctions test les
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performances comparées à l’essaim de particules sont variables pour les dimensions
faibles, sans amélioration significative en grande dimension. On peut noter que les pa-
ramètres internes de l’essaim de particules sont statiques dans la version présentée
ici, certains auteurs ont étudié des versions à paramètres dynamiques. Pour l’étude
des variations autour de l’essaim de particules, le lecteur se reportera à [KES01].

En reprenant l’idée de l’effet positif des interactions à l’intérieur d’un groupe Ray et
Liew sont allés plus loin en introduisant un niveau hiérarchique intermédiaire entre les
individus et leur leader. L’algorithme obtenu s’appelle sociétés et civilisation [RL03].
Les deux principes qui le fondent sont :

– Une civilisation émerge et progresse grâce aux relations de coopération entre les
sociétés qui la composent ;

– Les individus d’une société interagissent mutuellement dans le but de progresser.
Le niveau hiérarchique intermédiaire est obtenu en opérant des regroupements entre
individus appelés « sociétés» . Chaque société est dotée d’un ou plusieurs leaders
désignés par leur performance supérieure. La confrontation des différents leaders per-
met de définir un ou plusieurs leaders de civilisation. Dans une société, l’évolution des
individus est orientée par les leaders de la société. Le leaders de civilisation influencent
les leaders de société.

L’algorithme montre les meilleures performances connues, surtout en termes de
vitesse et de respect des contraintes, sur trois problèmes de résistance des matériaux
dont la difficulté n’a pas pu être évaluée. Les caractéristiques de ces problèmes sont
de porter sur un faible nombre de variables, mais d’inclure des contraintes.

B. Performance et convergence

Malgré son extrême simplicité, l’algorithme d’essaim de particules se montre ca-
pable de trouver le minimum de fonctions à topologie complexe [CK02].

En parallèle aux investigations empiriques, Clerc a étudié l’algorithme d’essaim
de particules sur un plan théorique [CK02]. Il montre qu’un modèle généralisé sous
la forme d’un système différentiel à 5 paramètres peut être associé à l’algorithme
dans le cas d’un seul degré de liberté. L’étude du rôle de ces paramètres permet de
dégager des classes de comportement et en particulier le schéma dit de « constriction
modérée» qui assure la convergence tout en permettant une bonne exploitation de
l’espace de solutions.

Les résultats sur une particule à 1 degré de liberté se généralisent à n degrés de
liberté. En revanche, la théorie de l’interaction entre les particules reste à construire.

C. Pratique

Réglage des paramètres Par défaut, κ = 0.8, d’après l’étude de convergence [CK02], et
φ = 4.5 donnent de bons résultats. Le nombre de particules utilisé couramment varie
entre 10 et 50, soit ordinairement moins que dans les algorithmes génétiques. Sur les
fonctions test de De Jong, 20 particules suffisent à obtenir de bons résultats.

Utilisation du code Scilab La bibliothèque Scilab qui implante la variante d’essaim de
particules retenue s’appelle pso.sci, dans laquelle pso() est la fonction appelée par
l’utilisateur. Les arguments d’entrée et de sortie de cette fonction sont les suivants :
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function [best,cost,nbiter,dur,evolution,pop_fin]=pso(npart,nvar,span,init,tol,evmax,kappa,phimax);

//entree

//npart : scalaire, nombre de particules constituant l’essaim, 20 par défaut

//nvar : scalaire, la dimension de l’espace étudié

//span : matrice(nvariables,2), minimum et maximum de chaque variable

// ou matrice(1,2) : minimum et maximum identique pour toutes les variables

//init : vecteur (nvar,1) optionnel, valeurs initiales

// si [], initialisation par v.a. uniforme

//tol : //seuil de convergence sur la valeur de costfunc

//evmax : entier, nombre maximal d’appels de fonctions

//kappa : scalaire optionnel, sert au calcul du coefficient de constriction, 0.8 par défaut

//phimax : scalaire optionnel, sert au calcul du coefficient de constriction, 4.5 par défaut.

//sortie

//best : vecteur, meilleur individu de l’essaim

//cost : scalaire, meilleure valeur

//nbiter : entier, nombre d’itérations

//dur : scalaire, duree de l’optimisation

//evolution : matrice (nit,nvar+1), historique de l’optimisation,

//evolution(i,1) contient le minimum à l’itération i,

//evolution(i,2 : $) le meilleur individu à l’iteration i

//pop_fin : tlist, essaim final

Rappel : avant tout appel à pso(), il convient d’avoir défini costfunc() qui corres-
pond à la fonction à minimiser. Un exemple élémentaire d’application à la fonction de
Rosenbrock est donné ci-dessous :

stacksize(3e7);

function z=Rosenbrock(x,y)

v=[x;y];

dim=size(v,1);

z=sum(100*(([v(2:dim,:);v(1,:)]-(v.^2)).^2)+((v-1).^2),’r’ );

endfunction

xset(’window’,0); xbasc();

x=-2:0.1:2;y=x;

fplot3d(x,y,Rosenbrock,alpha=55,theta=65);

xtitle(’Fonction de Rosenbrock’)

function z=costfunc(z)

z=Rosenbrock(z,[]);

endfunction

//optimisation en dimension 30 avec 20 particules

//domaine initial [-20,50]^30

//40000 evaluations de fonction au maximum

[best,cost]=pso(20,30,[-20,50],[],1e-4,40000)

9.5 Une métaphore darwinienne : les algorithmes évolutionnaires

9.5.1 Aspects généraux

Par bien des aspects, la vie d’une espèce animale ou végétale peut être vue com-
me un problème d’optimisation à grande échelle. Une compétition apparaı̂t entre des
espèces dont les niches écologiques se recouvrent. L’habitat d’une espèce est su-
jet à des changements qui peuvent être des sources de stress pour ses membres.
Lorsqu’une ressource vitale se fait rare, la compétition devient intra-spécifique. Ces
grandes classes de facteurs opèrent une pression sélective sur le vivant. Seuls les
individus, ou les espèces, les plus aptes peuvent survivre. On reconnaı̂t là un des prin-
cipes de la théorie darwinienne de l’évolution [Dar99][Fut05]. Pour faire face à cette
pression sélective, le vivant se bat avec l’arme aveugle de l’hérédité. Le brassage de
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FIG. 9.2 – Organigramme d’un algorithme évolutionnaire

gènes qui intervient avec la reproduction sexuée, les mutations, dues aux erreurs de
la machinerie enzymatique de manipulation du génotype - la banque de gènes que
contient chaque cellule d’un individu d’une espèce donnée -, ou à des facteurs en-
vironnementaux, contribuent à produire des variations non dirigées du phénotype -
l’ensemble de traits physiques qui caractérisent l’individu et ses performances dans
l’environnement où il se trouve -. Non dirigées, parce qu’elle peuvent être positives ou
négatives en termes de performance.

Dans les années 1960, soit environ un siècle après la théorie darwinienne, plusieurs
équipes ont commencé à travailler indépendamment sur des algorithmes inspirés de
l’évolution des populations d’êtres vivants. Si on considère une seule espèce, une
analogie peut être établie entre l’ensemble des individus et l’ensemble des solutions,
la performance dans l’environnement et la valeur de la fonction coût. Les opérateurs
de base pour la production de nouvelles solutions candidates sont inspirés de ceux
qu’implique l’évolution d’une population : croisement (crossover en anglais), mutation.
Les algorithmes obtenus sont habituellement rangés dans la classe des « algorithmes
évolutionnaires» . Un membre de cette classe est conforme à l’organigramme présenté
sur la figure 9.2. Le membre le plus connu est celui des algorithmes génétiques (GA)
[Hol75]. On y range aussi les stratégies d’évolution (ES) [Rec65] et les programmes
d’évolution [Fog64]. Les derniers sont peu utilisés c’est pourquoi, on se limite au GA et
aux ES dans la suite. Comme dit en introduction, on verra que, sur l’axe du compromis
polyvalence/performance, le GA se situe du côté de la polyvalence, et l’ES du côté de
l’efficacité. La version canonique de chaque classe est présentée séparément dans les
deux sections qui suivent.

9.5.2 Variables discrètes : les algorithmes génétiques

A. L’algorithme canonique

Les GA respectent la dualité phénotype/génotype. En effet, il opèrent non pas sur
les paramètres à optimiser, mais sur un codage de ceux-ci, d’où leur nom. L’obtention
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FIG. 9.3 – Fonctionnement de l’opérateur de croisement dans un GA à trois points.

du code génétique d’une solution candidate consiste, dans un premier temps, à rem-
placer chaque valeur de paramètre par sa représentation sous la forme d’une chaı̂ne
binaire. Ici, il n’est pas nécessaire que les paramètres de départ soient des nombres.
Les différentes chaı̂nes de bits sont ensuite mises bout à bout pour former ce que
l’on peut appeler un chromosome. Cette chaı̂ne de bits globale est regroupée avec
les autres chaı̂nes obtenues pour chaque individu considéré, et l’on obtient ainsi une
population.

A l’itération i, donnons-nous p individus. En choisissant au hasard deux individus q
fois, on obtient q individus (q > p) en appliquant l’opérateur de recombinaison ou de
croisement qui fabrique une nouvelle chaı̂ne de bits à partir de deux chaı̂nes sources,
de telle sorte qu’un bit positionné en k dans la chaı̂ne résultante soit le bit k de l’une
des deux chaı̂nes de départ. Dans le GA canonique, le croisement se fait en un seul
point. La figure 9.3 montre le fonctionnement d’un opérateur de croisement à 3 points.
Le descendant subit ensuite l’opérateur de mutation, qui introduit une inversion de bit
selon une probabilité donnée en un point de la chaı̂ne. Ce point est sélectionné par
tirage d’une variable aléatoire uniforme. La probabilité de mutation doit rester faible,
sous peine de transformer l’algorithme en marche aléatoire.

Les différents q descendants ainsi obtenus sont décodés, puis la valeur de la fonc-
tion coût est calculée pour chacun. On sélectionne p individus parmi ces descendants.
La sélection est probabiliste, au sens où elle donne la préférence aux individus perfor-
mants, mais peut accorder la vie sauve à de «mauvais» individus. On effectue un test
de convergence. Et ainsi de suite jusqu’à ce que le critère de convergence ou de sortie
soit atteint (Cf figure 9.2).

B. Du GA canonique au GA performant

En pratique, il s’avère que l’algorithme canonique, même optimisé quant à ses pa-
ramètres internes, est parfois bien peu efficace sur les problèmes réels d’optimisation.
Un certain nombre d’ajustements sont possibles.
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Des variations contrôlées D’une manière générale, si l’on suppose que l’analogie avec
la nature conserve son sens, il est établi que les modifications du code génétique
d’un individu sont soit faibles, soit létales [Kim92]. Reprenons le fonctionnement des
opérateurs avec cet élément en tête.

Croisement Le croisement ignore que la chaı̂ne qu’il découpe est le résultat de la
mise bout à bout de sous-chaı̂nes codant chacune une variable. Ses recombinaisons,
où le point de transition dans la chaı̂ne est quelconque, peuvent donc avoir des effets
désastreux. La tendance est donc à la conception de crossovers qui basculent d’un
individu à l’autre en un nombre fini de points possibles, à savoir les limites d’une sous-
chaı̂ne à une autre, c’est-à-dire d’une variable à une autre.

Mutation L’opérateur de mutation tel qu’il fonctionne ici peut introduire des change-
ments énormes. Il suffit qu’un bit de poids fort soit inversé, et la valeur de la variable,
une fois le décodage effectué changera du tout au tout, ce qui va à l’encontre de la
règle des mutations faibles. La parade consiste à remplacer le codage binaire simple
par un codage de Gray [[Mic99], p98]. Ce codage permet en effet de réduire l’amplitude
de la variation introduite par un changement de bits.

Un codage respectueux du problème Le codage de type entier utilisé par les GA se prête
mal à la représentation de variables ayant un domaine de variation très large. La seule
manière de maintenir la finesse de la représentation des nombres est en effet l’aug-
mentation du nombre de bits affectés au codage de chaque variable, ce qui ne fait
qu’accroı̂tre le coût de calcul. C’est pourquoi de plus en plus de GA modifiés appa-
raissent, dont les opérateurs s’appliquent à des nombres codés en virgule flottante
[[Mic99], p100]. Mais leur simplicité se perd avec ce changement.

Dynamisme et apprentissage Les paramètres d’un GA, dans sa forme canonique, sont
statiques. Il semble qu’une efficacité supérieure pourrait être atteinte en rendant l’al-
gorithme adaptatif, même s’il faut se garder d’affirmer l’intérêt systématique du dy-
namisme des paramètres [[Mic99], 4.4], et au-delà, de donner une mémoire à l’al-
gorithme [SS96]. On voit ici réapparaı̂tre des idées mises en pratique dans le recuit
simulé [MCPB00] ou la recherche taboue.

Exploiter la variété L’enchaı̂nement croisement, mutation, sélection définit en fait un
cadre extrêmement souple. La recherche sur les GA a produit de très nombreuses
illustrations de cette souplesse, en ce qui concerne l’implémenttation des opérateurs,
la manière de sélectionner les individus, et leur durée de vie [[Bäc96], 2.3]

Des opérateurs spécifiques Enfin, il est reconnu que des opérateurs spécifiques du
problème traité, en complément de ceux de mutation et de croisement, sont critiques
pour la vitesse de convergence d’un GA.
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C. Comportement et convergence

De même que pour le paramétrage, les résultats de convergence sont rares, voire
inexistants, malgré l’abondance des travaux sur les GA. Comme on l’a observé pour le
recuit simulé, si la convergence globale au sens des probabilités est établie théorique-
ment, c’est un résultat inutile en pratique [Bäc96]. Comme dit précédemment, il serait
en fait nécessaire de disposer de résultats de vitesse de convergence. Ce manque de
résultats semble dû à l’absence de théorie à laquelle rattacher le fonctionnement des
GA. La théorie ad hoc dite « des schémas» s’avère peu opératoire.

Des études empiriques suggèrent que l’opérateur de croisement est inutile sur cer-
taines classes de fonctions. Un travail récent indique une relation quadratique entre le
taux de mutation et la performance [CMV+04].

De même, les caractéristiques des problèmes auxquels les GA sont bien adaptés
sont loin d’être éclaircies.

D. Pratique

Encore plus que le recuit simulé, le GA peut rebuter du fait du grand nombre de pa-
ramètres internes à définir et à régler. L’algorithme génétique est en fait un schéma très
général qui laisse une très grande liberté. La théorie déficiente n’aide guère l’utilisateur
à faire des choix. La contrepartie est l’extraordinaire adaptabilité des GA.

Les GA ne sont pas conçus à l’origine pour l’optimisation de variables continues,
du fait du codage binaire qu’ils impliquent. Sur ce terrain, les ES peuvent leur être
préférées en général. Toutefois, les GA sont bien adaptés à des problèmes qui mélan-
gent variables discrètes et variables continues. D’autre part, la discrétisation a ceci
d’intéressant qu’elle permet de définir des bornes infranchissables pour l’espace de
solutions.

Si la littérature insiste sur la nécessité d’un jeu soigneusement choisi de paramètres,
il n’existe pas à ce jour de méthode générale d’analyse de la relation paramètres
performance d’un GA [CMV+04]. La méthode la plus courante consiste à procéder
à des essais répétés avec différents jeux de paramètres. La contribution de Grefens-
tette est sans doute symptomatique, puisque cet auteur fixe les paramètres d’un GA
par...optimisation à l’aide d’un autre GA dont les paramètres sont d’efficacité empiri-
quement établie [Gre86]. Le procédé ne manque pas d’efficacité, sous réserve que le
problème d’optimisation initial ne soit pas trop lourd. Cela revient toutefois à repousser
le problème un niveau plus haut, puisque l’arbitraire du choix de paramètres demeure.
De Jong a proposé une taille de population comprise entre 50 et 100, un taux de croi-
sement de 0.6 et un taux de mutation de 0.001 comme réglage de base d’un GA. Avec
ce réglage, les performances du GA canonique utilisé dans le cadre du banc d’essai
qui est présenté en annexe sont mauvaises. Elles sont bien meilleures avec un taux
de mutation de 0.01. D’autres auteurs sont arrivés à des valeurs différentes comme le
montre [CMV+04]

Une implantation Scilab d’un GA canonique est contenue dans la bibliothèque
ga.sci. Cette bibliothèque contient deux fonctions utilisateur : ga_parentPopulation()
qui sert à constituer une population initiale, et ga() qui effectue la boucle principale du
GA. Les prototypes de ces deux fonctions sont donnés ci-dessous :

function ppop=ga_parentPopulation(nvar,nb_ind,span,nbits)

//nvar : entier, nombre de variables

//nb_ind : entier, nombre d’individus

//span : matrice à 1 ligne 2 colonnes ou nvar lignes 2 colonnes,
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//intervalle(s) de définition des variables.

//Dans le premier cas, même intervalle pour toutes les variables

//nbits : entier ou vecteur d’entiers, nombre de bits sur lesquels

//représenter nvar.

function

[best,cost,nev,dur,evolution,best_it,pop]=ga(np,nd,xr,mr,nvar,span,init,tol,evmax)

//entrées

//np,nd : entiers, nombre de parents et de descendants

//xr, mr : réels dans [0,1], taux de croisement (resp. mu\-ta\-tion)

//nvar : integer, nombre de variable dans

//span : intervalle de définition des variables

//init : population initiale

//tol : réel, seuil de convergence

//evmax : entier, nombre maximum d’évaluations de costfunc()

//sorties

//best : vecteur (nvar,1) meilleur individu

//cost : scalaire, coût du meilleur individu

//nev : entier, nombre effectif d’évaluations

//dur : scalaire, durée de calcul, s

//evolution : matrice (nit,nvar+1), historique de l’optimisation,

//evolution(i,1) contient le minimum à l’itération i,

//evolution(i,2 : $) le meilleur individu à l’iteration i

//best_it : entier, itération à laquelle le meilleur individu a été obtenu

//pop : tlist, population finale

Le listing Scilab suivant donne un exemple élémentaire d’utilisation de la fonction
ga() sur la fonction f2 de De Jong :

function z=DeJongf2(x,y)

v=[x;y]

z=100*(v(1,:).^2-v(2,:).^2).^2+(1-v(1,:)).^2;

endfunction

function z=costfunc(z)

z=DeJongf2(z,[])

endfunction

xset(’window’,0); xbasc();

x=-2:0.1:2;y=x;

fplot3d(x,y,DeJongf2,alpha=55,theta=65);

xtitle(’Fonction f2 de De Jong’)

nvar=2; //nombre de variables

nb_ind=50; //nombres d’individus parents

//population parente initiale

ppop=ga_parentPopulation(nvar,nb_ind,[-50,50],16);

//optimisation sur 20000 évaluations de fonction avec

//une probabilité de croisement de 0.5

//une probabilité de mutation de 0.01

[best,cost]=ga(nb_ind,2*nb_ind,0.5,0.01,nvar,[],ppop,1e-6,20000)

Le lecteur trouvera une application d’un GA en génie civil dans le chapitre rédigé
par Denis Duhamel sur l’optimisation de formes de murs anti-bruit.

9.5.3 Variables continues : les stratégies d’évolution

A. Algorithme

Représentation gaussienne Conçues à des fins d’optimisation numérique [Rec94], les
ES vont moins loin que les GA dans l’analogie avec le vivant, en n’opérant que sur
le phénotype. Il n’est donc pas nécessaire de coder les variables à optimiser pour les
manipuler dans l’algorithme. Les ES représentent les individus comme des vecteurs
aléatoires gaussiens, notés traditionnellement ~N(~x,C). La moyenne est le vecteur ~x
contenant les variables du problème, et la matrice de covariance C est séparée en



202 9. Algorithmes pour l’optimisation globale

deux vecteurs. ~σ correspond aux variances, ~α aux covariances au sens strict, ou ro-
tations. Quoiqu’il soit possible d’introduire des dépendances entre variables, ce choix
est rarement fait. C est donc en général diagonale.

Initialisation La population initiale de vecteur moyenne ~x peut être issue d’informations
a priori sur la position du minimum, ou d’un tirage d’un vecteur aléatoire uniforme
convenablement centré et mis à l’échelle. Les termes de la matrice de covariance sont
fixés à des valeurs abritraires non nulles.

Opérateurs Les opérateurs s’appliquent à toutes les composantes de l’individu, moyen-
nes, comme les variances et covariances strictes. Nous supposerons dans la suite que
le problème compte n variables. N(a, b) désigne ici une variable aléatoire gaussienne
de moyenne a et d’écart type b.

Recombinaison L’opérateur de recombinaison s’appuie sur le phénotype de deux indi-
vidus S et T, de la même manière que l’opérateur de croisement sur le génotype pour
les GA :

(~x′, ~σ′, ~α′) = R ((~xS, ~σS, ~αS), (~xT , ~σT , ~αT )) (9.5.1)

Bäck détaille 6 formules non triviales de recombinaison des composantes des vec-
teurs initiaux [Bäc96]. Se référant à la littérature, il précise qu’il est préférable d’utiliser
deux formules différentes selon que l’on considère les variables du problèmes ou les
covariances. Pour les variables, il préconise la recombinaison discrète ; pour les cova-
riances, la recombinaison «pan-mictique» :

x′i = xS,i ‖ xT,i, i ∈ {1, ..., n}
σ′i = σS,i + 1

2
(σT,i − σS,i) , i ∈ {1, ..., n}

α′i = αS,i + 1
2
(αT,i − αS,i) , i ∈ {1, ..., n (n− 1) /2}

(9.5.2)

Mutation Le descendant ainsi obtenu passe par l’opérateur de mutation. Celui-ci s’ap-
plique dans un premier temps aux variances et rotations, puis aux variables, comme
suit :

σ′i = σie
τ ′N(0,1)+τNi(0,1) i ∈ {1, n}

α′i = αi + βeNi(0,1) i ∈ {1, n (n− 1) /2}
~x′ = ~x + ~N(~0, ~σ′, ~α′)

(9.5.3)

On reconnaı̂t ici quelque chose qui s’apparente à la consigne de refroidissement du
recuit simulé. Les paramètres internes de l’ES évoluent au fil des itérations.

Les facteurs τ τ
′ et β sont établis dans la littérature à :

τ ∝
(√

2
√

n
)−1

τ ′ ∝ (√
2n

)−1

β ≈ 0.0873

(9.5.4)

La valeur de la fonction coût est calculée pour chacun des λ individus de la descen-
dance. Un classement est effectué, puis une sélection de µ individus. La notation
consacrée est (µ, λ)-ES pour ce schéma démographique. L’autre forme possible est
la (µ + λ)-ES qui effectue la sélection sur la réunion des parents et des descendants.
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Ce schéma est dit « élitiste» . A la différence des GA, la sélection se fait strictement
selon le rang. Les mauvais individus n’ont aucune chance de survie.

L’école allemande qui est à l’origine de l’ES a aussi proposé plus récemment une
variante majeure de l’ES : l’ES avec adaptation de la matrice de covariance ou CMAES
[HA96]. La place manque pour la décrire en détail. Une implantation Scilab de cet
algorithme est cependant fournie.

B. Théorie et convergence

Même si on est loin de l’analyse convexe, le cadre probabiliste dans lequel les ES
sont définies permet d’obtenir des résultats théoriques un peu plus forts que pour les
GA. En particulier, une expression analytique de probabilité de vitesse de convergence
a été établi dans le cas général d’une (µ, λ)-ES. Il est toutefois difficile à exploiter en
pratique pour des tailles de population parente supérieures à l’unité [[Bäc96],2.1.7]. Un
certain nombre de résultats sont en outre disponibles sur des fonctions académiques,
comme la sphère ou le corridor.

La règle d’ajustement de l’écart-type dans le schéma présenté ci-dessus est issue
d’investigations théoriques.

Bäck fournit une comparaison empirique entre ES et GA sur cinq fonctions aca-
démiques de topologie variée. L’avantage est aux ES dans tous les cas, souvent de
plusieurs ordres de grandeur [Bäc96].

C. Pratique

La théorie ne dit rien sur la taille de population parente à retenir. Empiriquement,
il apparaı̂t que celle-ci peut rester sensiblement plus faible que dans le cas d’un GA,
sans nuire à la performance. On peut prendre comme référence un effectif égal au
nombre de variables à optimiser. Une population parente inférieure à 4 limite fortement
le choix d’individus dans l’opérateur de recombinaison. Pour un nombre de variables
élevé, on peut s’en tenir à un nombre d’individus nettement plus faible que le nombre
de variables. La règle est de produire 7 fois plus de descendants qu’il y a de parents.
L’élitisme n’est pas souhaitable. C’est donc une (µ, λ)-ES qu’il convient d’utiliser.

La bibliothèque Scilab associée à l’ES est contenue dans le fichier es.sci. Outre
la définition d’une fonction costfunc() respectant les règles définies précédemment,
deux appels de fonctions sont nécessaires pour réaliser une optimisation par ES. La
fonction estol() permet de préciser le critère de sortie de l’algorithme. La fonction
es() contient la boucle principale de l’ES. Les prototypes de ces deux fonctions sont
rappelés ci-dessous :

function tl=es_tol(cost,sdev,sdevx)

//cost : scalaire, seuil sur le coût : sortie si costfunc(x)<cost

//sdev : scalaire, sortie de l’optimisation si le plus grand écart-type de l’ES est inferieur à sdev

//sdevx : scalaire, sortie de l’optimisation l’écart-type intra-population est en dessous de sdevx

//tl : tlist, résultat

function [best,cost,nev,dur,evolution,best_it,pop]=es(mu,la,nvar,span,init,tol,evmax);

//entrées

//mu : entier, nombre de parents

//la : entier, nombre de descendants

//nvar : entier, nombre de variables à optimiser

//span : vecteur (1,2) ou matrice (nvar,2), intervalle de définition des paramètres

//init : matrice, population initiale

//tol : tlist produite avec es_tol()

//evmax : entier, nombre maximum d’évaluations de costfunc()
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//sorties : idem ga()

Le listing Scilab suivant donne un exemple élémentaire d’utilisation des fonctions
es() et cmaes() sur la fonction de Griewangk :
stacksize(3e7);

//convexité à grande échelle et multimodalité à petite échelle

function z=Griewangk(x,y)

v=[x;y];

dim=size(v,1);

z=1/4000*sum((v-100).^2,’r’)..

-prod(cos(((v-100)’*inv(sqrt(diag(1:dim))))’ ),’r’ )+1;

endfunction

xset(’window’,0); xbasc();

x=-300:10:300;y=x;

fplot3d(x,y,Griewangk,alpha=85,theta=45);

xtitle(’Fonction de Griewangk - vue d’’ensemble’)

xset(’window’,1); xbasc();

xset(’colormap’,graycolormap(256))

x=70:130;y=x;

Sfgrayplot(x,y,Griewangk);

xtitle(’Fonction de Griewangk - détail de la surface’)

function z=costfunc(z)

z=Griewangk(z,[]);

endfunction

//minimisation en dimension 30 avec une (10,70)-ES

//initialisation dans [-300,300]^30

//40000 évaluations de Griewangk

[best,cost]=es(10,70,30,[-300,300],[],es_tol(1e-6,0,0),40000)

//minimisation en dimension 30 par CMAES

[best,cost]=cmaes(10,-1,-1,-1,30,[-300,300],[],1e-6,40000)

A titre d’exemple d’application pratique, le problème de la détection automatique de
la signalisation verticale a été traité à l’aide d’une ES [DC03].

9.6 Une métaphore immunitaire : la sélection clonale

9.6.1 Quelques mots sur le système immunitaire

Cette section se borne à décrire un aspect du système immunitaire des vertébrés
qui sert de base à l’algorithme de sélection clonale. Pour une présentation du système
immunitaire dans son entier, le lecteur est prié de se reporter à la littérature spécialisée,
comme [Alb02][JWT04].

Dans son fonctionnement normal, le système immunitaire des vertébrés assure la
défense spécifique de l’organisme contre les pathogènes qui l’assaillent continuel-
lement. Par spécifique, on entend la défense contre un pathogène particulier. Ces
pathogènes que l’on nomme antigènes peuvent être de nature très variable, métaux
lourds, composés organiques de synthèse, bactéries,...

Le système immunitaire sécrète des protéines particulières appelées anticorps qui
permettent la neutralisation et la destruction des antigènes.

La fabrication d’un anticorps est codée pour partie dans les gènes de l’immunité.
Ce codage se traduit par la production d’un certain nombre de «briques de base»
protéı̈ques pour confectionner un anticorps. On appelle recombinaison somatique, le
mécanisme qui mène aux anticorps fonctionnels par arrangement et assemblage de
ces briques de base. La diversité de molécules produites par la recombinaison est pro-
digieuse. On estime en effet à 1011 le nombre de types d’anticorps qui sont présents
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FIG. 9.4 – Principe de la sélection clonale

à un instant donné dans le corps humain. C’est un des aspects remarquables du
système immunitaire.

L’interception d’un antigène par le système immunitaire suppose l’existence d’un
anticorps présentant une complémentarité ou affinité suffisante avec l’antigène. La
réponse du système immunitaire consiste entre autres à moduler la multiplication des
cellules productrices d’anticorps, appelées Lymphocytes B, en fonction de leur affinité
avec l’antigène. Ce mécanisme est illustré sur la figure 9.4. Un lymphocyte B ne produit
qu’un seul type d’anticorps. La multiplication s’effectue par clonage, c’est à dire copie
à l’identique. Les clones obtenus occuperont deux fonctions, soit la production de nou-
veaux anticorps pour la neutralisation d’autres occurrences de l’antigène, soit le rôle de
mémoire, en vue d’une intrusion ultérieure de l’antigène. Dans ce cas, le réponse du
système immunitaire serait à la fois plus intense, par la quantité d’anticorps produits,
et plus rapide. La durée de vie d’un Lymphocyte B mémoire est de plusieurs mois à
plusieurs années.

Au vu de cette présentation très grossière et très incomplète de la réponse humo-
rale chez les vertébrés, une analogie se dégage entre l’affinité de l’association an-
tigène / anticorps et l’optimisation. Le système immunitaire présente donc deux ca-
ractéristiques hautement souhaitables en optimisation. D’une part le système immu-
nitaire est capable de produire une grande diversité de solutions candidates. D’autre
part il est doté d’une capacité d’apprentissage et de sélection.

De la multiplication contrôlée des lymphocytes B, de Castro et von Zuben ont tiré
l’algorithme de sélection clonale [dCvZ02] qui est présenté dans la suite. D’autres au-
teurs se sont appuyés sur le réseau immunitaire qui permet d’expliquer le maintien
sur le long terme de la mémoire des réponses immunitaires passées, sans que cette
mémoire ne soit trop dispendieuse pour l’organisme qui l’héberge [FMT98].

Ces aspects du système immunitaire ne sont pas les seuls qui se prêtent à des
analogies avec des questions d’ingénierie et l’optimisation n’est pas la seule appli-
cation envisageable. Une autre application, peut-être plus immédiate est celle de la
reconnaissance de formes. Pour une revue des applications des systèmes d’immunité
artificielle, le lecteur pourra consulter [Das98].
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FIG. 9.5 – Organigramme de l’algorithme de sélection clonale

9.6.2 Présentation de l’algorithme

L’organigramme de l’algorithme de sélection clonale adapté à l’optimisation est pré-
senté sur la figure 9.5.

L’algorithme manipule une population d’anticorps de taille N . Chaque anticorps
contient un jeu de valeurs pour les paramètres à optimiser. La population initiale peut
être produite par tirage aléatoire. Pour les itérations supérieures, cette population se
compose de N − d anticorps sélectionnés au fil des itérations précédentes et d’un
complément de d nouveaux anticorps produits par tirage aléatoire. Cette population
est évaluée pour la fonction coût considérée. Elle est classée par rang de mérite
décroissant. Les d derniers anticorps sont éliminés. Les anticorps qui restent subissent
une phase de clonage. Le nombre de clones peut-être une fonction décroissante de
l’affinité ou une constante. Selon de Castro et von Zuben, la première règle convient
bien à la recherche du minimum global, la seconde à la recherche de plusieurs mi-
nima de bonne qualité. La phase de maturation a pour but d’introduire des variations
dans les clones obtenus. La référence [dCvZ02] est assez vague sur la nature de cet
opérateur. Dans le code mise à disposition avec le présent chapitre, on a implanté une
opérateur de mutation similaire à celui de l’algorithme génétique canonique. Les Nc

différents clones mutés sont évalués, classés. On ne garde que les N − d meilleurs,
avant de régénérer une population d’effectif N et de reprendre la boucle à son début,
jusqu’à ce que le critère de sortie soit atteint.

9.6.3 Performance et convergence

L’algorithme de sélection clonale est assez récent et la théorie sous-jacente est
moins développée que pour les autres algorithmes présentés jusqu’ici. Les auteurs de
la publication de référence ne donnent aucun résultat sur la probabilité ou la vitesse
de convergence. Il serait étonnant qu’on ne parvienne pas à prouver que l’algorithme
converge vers le minimum global avec une probabilité égale à 1. L’effet des paramètres
internes est seulement étudié empiriquement sur des fonctions multimodales. Point
remarquable, la complexité de l’algorithme de sélection clonale est en O(Nc), alors
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que celle d’un algorithme évolutionnaire est en O(N2).
L’évaluation empirique sur un nombre conséquent de fonctions test qui a été réalisée

au LRPC de Strasbourg (Cf. annexe) met en évidence les excellentes performances de
cet algorithme. Celui-ci s’affirme comme le meilleur l’ensemble des fonctions étudiées.
Autre point à relever, la dispersion des résultats donnés par la sélection clonale est
très faible, par rapport aux algorithmes concurrents.

9.6.4 Utilisation du code mis à disposition

Comme mentionné plus haut, l’algorithme peut être réglé pour rechercher un seul
minimum, ou plusieurs minima de bonne qualité. Le code associé au premier (resp.
second) cas est rassemblé dans gcs.sci (resp. lcs.sci). Les prototypes des fonctions
associées sont rappelés ci-dessous.

//version "globale" -- recherche de l’optimum global

function

[best,cost,nbiter,dur,evolution,pop_fin]=gCS(N,be,rho,d,nvar,span,init,tol,evmax)

//version "locale" -- maintien de plusieurs optima

function

[best,cost,nbiter,dur,evolution,pop_fin]=lCS(N,be,rho,d,nvar,span,init,tol,evmax)

//entrées

//N : entier, taille de la population

//be : scalaire, facteur multiplicatif (be > 1/N)

//rho : scalaire, facteur de decroissance (ro >= 1), calcul du taux de mutation

//d : entier, nombre de nouveaux elements aleatoires (0 <= d < N)

//nvar : entier, nombre de variables à optimiser

//span : [min,max] ou [min1,max1;...;minn,maxn], domaine de définition des variables

//init : matrice (nvar,N) optionnelle, point de depart de l’optimisation,

// si [] -> initialisation par v.a. uniforme sur span

//tol : scalaire, seuil de convergence

//evmax : entier, nombre maximal d’évaluations de la fonction cout

//sorties : idem ga()

Concernant le choix des paramètres, on peut poser sans grand risque N = 10,
be = 1. La valeur optimale de rho est susceptible de varier largement. Il est conseillé
de ne pas prendre une valeur de d supérieure à 2, sous peine de voir l’optimisation se
transformer en mouvement brownien. L’optimisation de ces deux derniers paramètres
ne donne pas les mêmes valeurs, selon que l’on utiliser gCS() ou lCS().

Le listing Scilab suivant présente la minimisation de la fonction de Powell à l’aide de
gCS() :

function [alpha,A,B]=Powell_initb(dim)

// vect aléatoire dans [-pi;pi] fixé -> position du minimum

alpha=2*%pi*rand(dim,1)-%pi;

A=200*rand(dim,dim)-100;

B=200*rand(dim,dim)-100;

endfunction

function z=Powellb(x,y)

v=[x;y];

z=sum(((((A*sin(alpha))..

+(B*cos(alpha)))*ones(1,size(v,2)))..

-((A*sin(v))+(B*cos(v)))).^2,’r’);

endfunction

function z=costfunc(z)

z=Powellb(z,[]);

endfunction

[alpha,A,B]=Powell_initb(2);

x=-%pi:0.1:%pi;y=x;
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fplot3d_loop(x,y,costfunc);

xtitle(’Fonction de Powell’)

nvar=30;

N=10; be=1; ro=5; d=2;

[alpha,A,B]=Powell_init(nvar);

[best,cost]=gCS(N,be,ro,d,nvar,%pi*[-1,1],[],0,10000);

Dutilleux et Ecotière présentent une application de la sélection clonale à l’identifica-
tion de paramètres intrinsèques de chaussées drainantes dans [DE06].

9.7 Pratique de l’optimisation globale

9.7.1 Nombres aléatoires

L’implantation informatique d’un générateur de nombres aléatoires dont la distribu-
tion observée corresponde à la distribution spécifiée reste un exercice délicat, même
pour les lois uniforme et gaussienne. La portabilité de ce genre de fonctions pose sou-
vent problème. La position orthodoxe est donc d’affirmer qu’il est donc prudent de tes-
ter le générateur avant de l’utiliser dans un des algorithmes présentés précédemment
[DPST03].

Toutefois d’autres auteurs ont montré que la substitution d’oscillateurs chaotiques
aux générateurs de nombres aléatoires classiques pouvait améliorer d’un facteur 10
les résultats obtenus sur les fonctions tests de De Jong [CFFX03]. Parmi les oscilla-
teurs essayés, la fonction logistique et une fonction dite «gaussienne» sont les plus
performantes. L’interprétation de ce phénomène n’est pas établie. Il semble que ce soit
le caractère aléatoire qui prime le respect d’une certaine distribution.

9.7.2 L’apport de l’expertise

Même si les algorithmes présentés ici sont conçus pour échapper aux minima lo-
caux, ils ne sont pas à l’abri de la convergence prématurée, et, statistiquement, la
convergence est d’autant plus rapide que le volume de l’espace de recherche est réduit
au minimum et que le point de départ de la recherche est proche de l’optimum.

La connaissance du problème physique à traiter peut être incorporée à deux ni-
veaux. D’une part, elle peut servir à produire une «bonne» population initiale. D’autre
part, l’intervalle dans lequel chaque variable est à rechercher doit être incorporé à
la définition du problème. Dans le cas d’optimisation avec codage binaire, l’opérateur
de codage doit être défini au plus juste. Avec ce type de codage, on est certain que
l’évolution de la population candidate restera à l’intérieur des limites fixées au départ.
En variables continues, il est prudent d’introduire des contraintes sur l’appartenance
des variables à leur ensemble de définition. On évite ainsi que l’algorithme ne diverge
vers des zones non pertinentes. A titre d’exemple, la détermination de la vitesse d’un
tramway à partir de sa signature acoustique intègre une règle telle que : la vitesse du
véhicule est positive et inférieure à 60 km/h [Dut04]. Autre exemple, le problème de
la détection de la signalisation verticale mène aussi à la définition d’un ensemble de
contraintes a priori [Sia07].



9.7 Pratique de l’optimisation globale 209

9.7.3 Evaluer des algorithmes sur une fonction

Il a déjà été mentionné que le caractère stochastique de l’optimisation signifie que
deux optimisations successives sans réinitialisation du générateur de nombres aléa-
toires donneront des résultats a priori différents. Dans la mesure du possible, faire des
statistiques sur plusieurs optimisations est préférable, pour les réglages de l’algorithme
comme pour l’optimisation elle-même. Tous les algorithmes ne sont pas égaux sur ce
point, puisque la sélection clonale présente généralement une dispersion de résultats
très faible.

Lorsqu’il s’agit de comparer deux algorithmes différents sur un problème, le nombre
d’itérations est souvent peu pertinent. Il est préférable de travailler à nombre constant
d’évaluations de la fonction coût.

9.7.4 Définir une fonction coût

Le cas typique de la résolution de problème inverse est celui de l’identification d’un
modèle à partir de mesures. On est donc amené à définir un écart entre l’un et l’autre.
La formulation qui vient immédiatement à l’esprit est celle des moindres carrés. Celle-ci
présente le tort d’accorder beaucoup de poids au points aberrants. On peut lui préférer
le filtrage médian, ou un critère de coût semi-quadratique. Voir à ce sujet la contribution
de Pierre Charbonnier dans cet ouvrage.

Lorsque l’identification s’effectue sur un ensemble de valeurs d’un paramètre (cas
d’un spectre), d’autres définitions de l’ajustement sont possibles, comme la dérivée par
différences finies.

Dans la mesure du possible, faire une représentation graphique de la fonction coût
peut aider à définir une fonction coût pertinente.

La durée de calcul est un obstacle fréquent à la résolution de problème inverse et
l’essentiel de cette durée est dû à la fonction coût. Lorsque celle-ci est très coûteuse,
selon le problème, il peut exister des possibilités de recalcul partiel, ou de rempla-
cement de calculs répétés par des valeurs tabulées. Des auteurs ont aussi proposé
une optimisation reposant pour partie sur une approximation de la fonction coût qui
s’évalue plus rapidement que cette dernière [JOS02]. L’optimisation sur une approxi-
mation résultant d’un apprentissage est vouée à l’échec, surtout quand la dimension de
l’espace de solutions augmente. Les auteurs obtiennent des résultats satisfaisants, soit
en évaluant à chaque itération les meilleurs individus de manière précise et les autres
via l’approximation, soit en évaluant la population entière de façon précise toutes les n
itérations.

9.7.5 Optimisation avec contraintes

La contrainte la plus simple est celle qui porte sur l’appartenance d’une variable
à son ensemble de définition, le cas échéant. Pour les algorithmes génétiques ou la
sélection clonale, sous réserve d’une représentation entière, le respect de la contrainte
est codé dans la représentation elle-même. Si on n’y prend pas garde pour les autres
algorithmes, les itérations peuvent mener les solutions courantes en dehors de l’es-
pace des solutions réalistes ou physiquement admissibles. La solution qui consiste à
rejeter une transition hors domaine et à en produire une autre est en général nuisible
à l’optimisation. Il vaut mieux lui préférer une pénalisation des valeurs hors domaine
sous la forme de termes qui viennent s’ajouter à la fonction coût proprement dite. Il
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importe alors de s’assurer que le poids de ces termes est suffisant pour dissuader
suffisamment les divagations.

Faute de place et d’expérience de l’auteur sur le sujet, ce chapitre ne traite pas
de l’optimisation avec contraintes. L’ouvrage classique de Michalewicz y consacre un
chapitre [Mic99]. Le même auteur a publié un article de synthèse spécifiquement sur
ce point [Mic95]. Voir aussi [Coe02] pour un état de l’art plus récent.

Enfin, on rappelle que l’algorithme de société et civilisation qui dérive de l’essaim
de particules est conçu pour manipuler des contraintes et qu’il a donné des résultats
prometteurs sur des problèmes d’ingénierie.

9.7.6 Utilisation de la boı̂te à outils d’optimisation Scilab.

Le code Scilab mis à disposition sur le CDROM est organisé de telle sorte que
chaque bibliothèque .sci contienne tout le code requis pour un algorithme donné. La
plupart du temps, l’usage se limite à l’appel d’une seule fonction. Le code est aussi
proposé sous la forme d’une boı̂te à outils (toolbox) Scilab, avec exemples et aide en
ligne. Les implantations en Scilab ont été évaluées sur plusieurs fonctions test clas-
siques. Cette évaluation fait l’objet d’une annexe à cet article. Elle est consultable sur
le CDROM

Il faut évidemment avoir défini au préalable une fonction coût, qui doit s’appeler
costfunc() et accepter a priori une matrice contenant autant de lignes que de va-
riables et un nombre de colonnes arbitraire. Il n’est pas nécessaire que le corps de
cette fonction soit écrit en Scilab. Scilab s’interface en effet très facilement avec du
code C, fortran, Ada, Java. Une architecture client/serveur est également possible. On
trouve toutes les informations nécessaires pour l’interfaçage avec C et fortran dans
[CDG+01], qui constitue d’ailleurs une excellente introduction à Scilab en général,
quoique Scilab ait beaucoup évolué depuis la publication de cet ouvrage.

9.8 Conclusion

Cinq métaheuristiques pour l’optimisation globale, inspirées, soit de la physique, soit
de la biologie ont été présentées succinctement.

Ces algorithmes d’optimisation globale doivent toujours être vus comme des solu-
tions de dernier recours, lorsque les méthodes locales échouent. D’une part, la théorie
concernant leur convergence est en général assez mince. D’autre part, l’obtention d’un
optimum de bonne qualité nécessite souvent un grand nombre d’évaluations de la fonc-
tion coût. Il n’en reste pas moins que ces algorithmes sont irremplaçables dans bon
nombre de problèmes notoirement difficiles.

Le recuit simulé et l’essaim de particules ont le mérite de la simplicité de mise
en oeuvre. Les algorithmes évolutionnaires sont incontournables. Du point de vue de
l’optimisation de variables continues, même s’ils sont de loin les plus utilisés, les al-
gorithmes génétiques sont surtout à recommander pour des problèmes mixtes, qui
combinent variables discrètes et continues. Moins connues, les stratégies d’évolution
sont pourtant mieux adaptées. Parmi tous les algorithmes décrits ici, la sélection clo-
nale semble être l’algorithme le plus performant, en termes de minima obtenus et de
dispersion des minima. Autre point remarquable, moyennant un paramétrage appro-
prié, la sélection clonale permet d’identifier plusieurs minima à la fois.
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Cependant, en vertu du No Free Lunch theorem, il n’existe pas d’algorithme « à
tout faire» [WM97]. D’autre part, la faiblesse de la théorie associée à ces algorithmes
a été mise en évidence. De ce fait, expérimenter avec plusieurs d’entre eux est une
bonne approche. C’est pourquoi ce chapitre est accompagné d’implémenttations Sci-
lab validées des 5 algorithmes étudiés (SA, GA, ES, PSO, GCS), ainsi que de deux
variantes de ces algorithmes (CMAES et LCS). En complément, quelques recomman-
dations pratiques devraient aider le débutant en optimisation globale.

Dans le futur, la théorie de la convergence des métaheuristiques devrait progresser.
Pour autant, la mise à disposition de vitesses de convergence pour les différents es-
pace des fonctions n’est pas pour demain. En revanche, la panoplie d’algorithmes ne
manquera pas de s’élargir. Les principes présentés ici devraient aider le lecteur à les
aborder.
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swarm : simpler, maybe better. IEEE Transactions on Evolutionary Com-
putation, 8(3) :204–210, 2004.

[MRR+53] N. Metropolis, A.W. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A.H. Teller, and E. Teller.
Equation of state calculations by fast computing machines. Chem. Phys,
21 :1087–1092, 1953.

[Rec65] Ingo Rechenberg. Cybernetic solution path of an experimental problem.
Royal Aircraft Establishment, 1965.

[Rec94] Ingo Rechenberg. Evolutionsstrategie’94. Frommann-Holzboog, 1994.

[Rey87] Craig W. Reynolds. Flocks, herds and schools : a distributed behavioral
model. Computer Graphics, 21(4) :25–34, 1987.

[RL03] Tabrapa Ray and K.M. Liew. Society and civilization : an optimization al-
gorithm based on the simulation of social behavior. IEEE Transactions on
Evolutionary Computation, 7(4) :386–396, 2003.
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[SS96] Michèle Sebag and Marc Schoenauer. Contrôle d’un algorithme génétique.
Revue d’intelligence artificielle, 10 :389–428, 1996.

[vLA87] P.M.J. van Laarhoven and E.H.L. Aarts. Simulated Annealing - Theory and
Applications. Reidel, 1987.

[Wil00] Edward O. Wilson. Sociobiology : the new synthesis. Belknap, 2000.

[WM97] David H. Wolpert and William G. Macready. No free lunch theorems for
optimization. IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 1(1) :67–
82, 1997.



216 BIBLIOGRAPHIE



217

Chapitre 10

Optimisation de forme de murs
antibruit par algorithmes génétiques

Denis Duhamel

10.1 Introduction

Nous proposons ici une application des algorithmes génétiques à l’optimisation de
forme des murs antibruit. Pour réduire le bruit au voisinage des routes, il est cou-
rant de construire des murs antibruit pour protéger les habitations situées derrière. La
construction de murs efficaces et capables de fournir une atténuation importante du
bruit est un enjeu important pour l’amélioration de la qualité de l’environnement. Il est
bien connu que la position et la hauteur de la barrière sont des paramètres impor-
tants de son efficacité. Il est possible d’augmenter l’atténuation en construisant un mur
de hauteur plus élevée. Cependant pour des raisons pratiques ou esthétiques, il n’est
généralement pas souhaitable d’avoir des murs trop hauts. Il est par conséquent utile
d’essayer d’optimiser l’efficacité d’un mur pour une hauteur maximale donnée.

Un grand nombre de personnes se sont intéressées à ce problème d’un point de
vue expérimental ou numérique. Pour des barrières de formes complexes, [Sez80] a
proposé d’effectuer les calculs par la méthode des éléments de frontière (BEM) pour
pouvoir estimer l’efficacité d’un mur avec précision. Par la suite [HCWH91, HCCW91,
CH94] ont calculé par BEM à deux dimensions un grand nombre de formes différentes
comme un mur droit, circulaire, en Y ou en T avec différents revêtements plus ou moins
absorbants. Ils ont pu déterminer que la forme en T présentait une amélioration claire
par rapport aux autres cas. Plusieurs études expérimentales ont aussi été effectuées.
Dans [MO80, FHK98] des mesures sur modèle réduit ont été réalisées sur un grand
nombre de formes et de nouveau il en a résulté que la forme en T recouverte d’un
matériau absorbant présentait un avantage clair. Des tests sur des murs réels effectués
par [WCH94, Wat96, WM96] sur des formes en T ou des murs doubles ont permis de
montrer qu’ils amélioraient l’atténuation de 1 à 3 dB par rapport à une barrière droite
et sans absorbant.

Dans les études précédentes les auteurs proposent différentes formes de barrière
avec ou sans absorbant et testent leur efficacité par des méthodes numériques ou
en ayant recourt à des moyens expérimentaux. Pour améliorer l’efficacité des murs,
ils essaient d’imaginer de nouvelles formes, par exemple en changeant la forme du
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sommet que l’on sait être importante pour la diffraction des ondes. Ensuite il faut tester
cette nouvelle forme pour estimer le gain obtenu. Cependant cette approche ne permet
pas de proposer une méthode systématique pour obtenir des formes intéressantes.

Dans ce travail nous proposons d’utiliser une approche différente avec une méthode
couplée basée sur les éléments de frontière pour calculer le champ de pression au-
tour du mur et sur les algorithmes génétiques pour optimiser la forme. Nous rappel-
lerons d’abord le principe du calcul par équation intégrale puis nous l’appliquerons à
quelques exemples. Le but n’est pas réellement de proposer des formes avec une ap-
plication pratique immédiate mais d’estimer le gain potentiel sur l’efficacité des murs
qui pourrait être obtenu en utilisant des formes plus efficaces que celles que l’on utilise
actuellement.

10.2 Calcul du champ de pression

Le problème étudié est décrit sur la figure 11.4 qui présente un mur de forme
arbitraire. La modélisation est bidimensionnelle ce qui est suffisant si nous nous

Source sonore

Points de mesure du son

FIG. 10.1 – Mur antibruit de forme complexe.

intéressons uniquement à la propagation normale au mur. Dans [Duh96] il est montré
que les calculs 2D et 3D conduisent au même résultat en terme d’atténuation. Une
source sonore émet un bruit d’un coté du mur et nous nous intéressons au niveau
de bruit de l’autre coté dans l’objectif de le minimiser. Pour simplifier l’étude et pour
mettre en lumière l’influence de la forme nous ferons l’hypothèse que les surfaces du
mur et du sol sont rigides. Le champ de pression sera supposé harmonique avec une
dépendance en temps du type e−iωt et est par conséquent solution de l’équation de
Helmholtz.

∆p(x, ω) + k2p(x, ω) = s(x, ω) (10.2.1)
où p est la pression au point x et à la fréquence ω, k = ω

c
est le nombre d’onde, c est la

vitesse du son et s(x, ω) est le terme de source dans l’air qui, dans le cas d’une source
ponctuelle au point xs, est égal à −δ(x− xs). Comme la barrière et le sol sont rigides,
le champ de pression doit vérifier la condition suivante sur les deux surfaces

∂p

∂n
= 0 (10.2.2)

De plus le champ de pression doit satisfaire la condition de radiation à l’infini qui s’écrit
sous la forme.

lim
r→∞

(
∂p

∂r
− ikp) = 0(

1√
r
) (10.2.3)
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Pour des barrières de formes complexes, le champ de pression peut être calculé par la
méthode des éléments de frontière. La fonction de Green G est le champ de pression
produit au point x par une source ponctuelle au point y et est solution de

∆G(x, y) + k2G(x, y) = −δ(x− y) (10.2.4)

En dimension deux, elle est donnée par

G(r) =
i

4
H0(kr) +

i

4
H0(kr′) (10.2.5)

où r = |x− y| est la distance entre le récepteur et la source, r′ = |x− y′| la distance
entre le récepteur et la source image par rapport au sol et H0 est la fonction de Hankel
d’ordre zéro et de premier type. Avec cette fonction de Green le champ de pression est
solution de l’équation suivante sur la surface du mur uniquement.

c(x)p(x) = pinc(x) +

∫

Γ

[
∂G(x, y)

∂ny

p(y)−G(x, y)
∂p(y)

∂ny

]
dy (10.2.6)

où Γ est la frontière du mur, n la normale extérieure dirigée vers le fluide et pinc est
le champ de pression incident qui est produit par les sources sonores dans le milieu
fluide en l’absence du mur. Le coefficient c(x) dépend de la position et est donné par





c(x) = 1 x ∈ Ωext

c(x) = 0 x ∈ Ωint

c(x) = 1
2

x ∈ Γ
(10.2.7)

Nous avons noté Ωext le domaine occupé par l’air et Ωint l’intérieur du mur. Il est bien
connu que cette équation peut admettre plusieurs solutions pour un ensemble discret
de fréquences correspondant aux fréquences de résonance du domaine intérieur au
mur. Le problème peut être résolu par la méthode de Burton et Miller [BM] qui consiste
à résoudre l’équation (10.2.6) plus sa dérivée normale multipliée par une constante
que l’on prend égale à i/k. Après quelques transformations décrites dans [Fad02], la
relation finale se met sous la forme.

1

2

∫

Γ

q(x)p(x)dx +

∫

Γ×Γ

q(x)G(x, y)
∂p(y)

∂ny

dydx−
∫

Γ×Γ

q(x)
∂G(x, y)

∂ny

p(y)dydx

+
i

k

[
1

2

∫

Γ

q(x)
∂p(x)

∂nx

dx +

∫

Γ×Γ

q(x)
∂G(x, y)

∂nx

∂p(y)

∂ny

dydx

+

∫

Γ×Γ

∂q(x)

∂τx

G(x, y)
∂p(y)

∂τy

dydx− k2

∫

Γ×Γ

q(x)nx.nyG(x, y)p(y)dydx

]

=

∫

Γ

q(x)pinc(x)dx +
i

k

∫

Γ

q(x)
∂pinc(x)

∂nx

dx

(10.2.8)

où q(x) est une fonction test définie sur Γ. Cette équation est résolue par les techniques
classiques de la méthode des éléments de frontière après maillage de Γ. Le champ de
pression peut ensuite être calculé en tout point du domaine extérieur par la formule
(10.2.6). Dans la suite nous nous intéresserons à la minimisation du son derrière la
barrière en utilisant la fonction de coût suivante.

J = 10 log10

[
1

npnf

nf∑
i=1

np∑
j=1

|p(xj, ωi)|2/4.10−10

]
(10.2.9)
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C’est la valeur en décibels de la moyenne du carré de la pression sur un nombre np de
points en espace et sur nf fréquences. La modification du nombre de points np permet
d’avoir une zone de contrôle plus ou moins grande tandis que la modification de nf

permet d’agir sur la bande de fréquence sur laquelle est effectuée le contrôle.
Comme J peut être une fonction très complexe de la forme de la barrière, de la

fréquence, des np points de contrôle et qu’elle peut uniquement être estimée numé-
riquement, une méthode d’optimisation sophistiquée est nécessaire. Les algorithmes
génétiques sont justement des méthodes d’optimisation adaptées aux problèmes com-
plexes avec des fonctions de coût présentant de nombreux minimums locaux. Cette
méthode ne nécessite que des évaluations de la fonction mais pas de ses dérivées
ce qui est bien adapté au type de problème que l’on considère car la dérivée de la
fonction (10.2.9) est difficile à calculer. Le problème mathématique est de trouver le
minimum de la fonction J définie sur un ensemble U donnant les configurations pos-
sibles du système. Un point dans U est un individu et est codé par un chromosome.
Dans notre problème un point dans U est une forme de barrière et le codage se fait
sous forme d’une matrice de zéros et de uns. Le domaine que peut occuper la barrière
est un rectangle que l’on divise en une matrice de sous rectangles comme sur la figure
11.5. Le vide est codé par 0 et la matière par 1. A partir de cette matrice, on définit la
forme de la barrière en éliminant les éventuels trous intérieurs. Le contour extérieur du
mur définit la frontière qui est maillée par des éléments quadratiques à trois noeuds.
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FIG. 10.2 – Construction de la géométrie à partir des données binaires.

Le calcul par équation intégrale permet donc d’associer une valeur de la fonction
de coût (10.2.9) pour chaque matrice de zéros et de uns. L’algorithme génétique fait
ensuite évoluer cette matrice pour se rapprocher du minimum de la fonction de coût.
L’optimisation est effectuée en utilisant la bibliothèque Galib de [GAl] qui est un en-
semble de classes en C++ qui implémente un grand nombre de variantes des algo-
rithmes génétiques. On a choisi d’utiliser la classe GA2DBinarystring bien adaptée à
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des chromosomes constitués à partir d’une matrice de zéros et de uns. Le taux de
croisement a été choisi égal à 0.75, tandis que le taux de mutation est 0.002.

10.3 Résultats

10.3.1 Efficacité des murs droits et en T

Comme base de comparaison avec les calculs suivants, le niveau sonore derrière un
mur droit de largeur 0.1m et pour un mur en T sont calculés. Ces murs sont représentés
sur la figure 11.6. L’origine du système de coordonnées est situé sur le sol au centre de

0.1m 0.1m

(a) (b)

x

y

2m 2m

0.5m

0.1m

y

P1 P2

P3 P4

P5

Points de controle

x

FIG. 10.3 – Murs de référence.

la barrière. La source sonore est placée au point (-5m, 0) sur le sol et rayonne la pres-
sion i

4
H0(kr) en champ libre. La vitesse du son est 340m/s. Nous nous intéressons au

niveau sonore derrière la barrière, en définissant deux zones de contrôle. La première
zone, dite zone 1, est un carré de surface 0.25m2, défini par les points du tableau 10.1.
La seconde zone est plus grande et est définie par les points du tableau 10.2. La fonc-

Points P1 P2 P3 P4 P5
X(m) 2 2,5 2 2,5 2,25
Y(m) 1 1 1,5 1,5 1,25

TAB. 10.1 – Points définissant la zone 1.

Points P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10
X(m) 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3
Y(m) 0 0 0 0 0.5 0.5 0.5 0.5 1 1
Points P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20
X(m) 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5
Y(m) 1 1 1.5 1.5 1.5 1.5 2 2 2 2

TAB. 10.2 – Points définissant la zone 2.

tion de coût pour les murs droit et en T est donnée dans le tableau 10.3. La fonction
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J125 est définie par la formule (10.2.9) pour la fréquence 125 Hz, tandis que J2000 est
la même fonction pour la fréquence 2000 Hz et J125−2000 est obtenue en prenant la
moyenne sur les fréquences 125, 250, 500, 1000 et 2000 Hz dans la formule (10.2.9).
La forme en T est un peu plus efficace que la forme droite de 1 à 3 dB selon les
fréquences. Le niveau moyen dans la zone 2 est un peu plus élevé que dans la zone
1, ce qui semble raisonnable puisque plus de points sont utilisés pour le calcul de la
moyenne.

J (dB) zone 1 J (dB) zone 2
Mur droit 125 Hz, J125 56.7 59.1
Mur droit 2000 Hz, J2000 33.9 35.2
Mur droit 125-2000 Hz, J125−2000 51.8 53.4
Mur en T 125 Hz, J125 55.8 57.2
Mur en T 2000 Hz, J2000 30.9 33.5
Mur en T 125-2000 Hz, J125−2000 50.0 51.3

TAB. 10.3 – Fonction de coût pour les murs de référence.

10.3.2 Convergence de l’algorithme

La convergence de l’algorithme a d’abord été testée. La barrière est représentée
par un maillage de 5x20 rectangles dans le domaine [−0.25m, 0.25m]× [0, 2m], chaque
rectangle pouvant être rempli de matière ou vide. Un premier calcul a été effectué avec
500 itérations pour la fonction de coût incluant les cinq fréquences entre 125 et 2000
Hz. L’évolution de la fonction de coût pour cinq calculs indépendants est représentée
sur la figure 10.4.
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FIG. 10.4 – Evolution du niveau sonore avec le nombre d’itérations pour les fréquences 125-2000Hz.

On peut observer une décroissance rapide de la fonction de coût durant les 100
premières itérations puis une décroissance plus lente ensuite. La valeur finale de la
fonction de coût présente une dispersion non négligeable suivant les calculs, de l’ordre
de 3 dB. Les valeurs sont données dans le tableau 10.4. Il semble plus intéressant de
lancer plusieurs calculs indépendants mais assez courts plutôt qu’un seul calcul très
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long. On observe que l’essentiel du gain est obtenu après 300 itérations, c’est pourquoi
les calculs suivants sont arrêtés à ce nombre d’itérations.

10.3.3 Efficacité et forme des barrières

Une diminution du niveau sonore de 8 dB est obtenue dans la bande de fréquence
125-2000Hz (voir tableau 10.4). Il semble donc possible de construire des barrières
nettement plus efficaces que les barrières en T dans une large gamme de fréquences.
Sur la figure 10.5, la fonction de coût J125−2000 est calculée pour la zone de contrôle
2. La valeur finale de la fonction de coût pour le meilleur calcul est de 46.3 dB. Dans
le cas de la zone 1, la meilleure valeur finale était de 41.8 dB comme indiquée dans
le tableau 10.4. Ainsi l’augmentation de la taille de la zone de contrôle conduit à une
perte d’efficacité moyenne de 4.5 dB. Pour le mur en T la valeur de la fonction de coût
était 51.3 dB (voir tableau 10.3). L’optimisation de forme de la barrière permet donc
encore un gain de 5 dB sur la forme en T. La forme finale de la barrière optimale pour
le cas conduisant à la fonction de coût minimale est donnée sur la figure 10.6. La
forme est complexe et peut comporter des domaines multiples ou des trous. De telles
formes ne pourraient pas être obtenues par des méthodes d’optimisation basées sur
le mouvement continu de points sur la frontière.
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FIG. 10.5 – Evolution du niveau sonore avec le nombre d’itérations pour les fréquences 125-2000Hz,
zone de contrôle 2.

Une comparaison du champ de pression entre la forme optimale et le mur en T
est présentée sur la figure 10.7. On peut observer une diminution moyenne du niveau
sonore derrière le mur d’environ 5 dB ce qui est cohérent avec la diminution de la
valeur de la fonction de coût.
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J125−2000 (dB)
Optimisation 1 42.2
Optimisation 2 42.0
Optimisation 3 43.3
Optimisation 4 44.3
Optimisation 5 41.8
Meilleur cas 41.8

Meilleur cas - mur en T -8.2
Meilleur cas - mur droit -10.0

TAB. 10.4 – Fonction de coût pour cinq calculs après 500 itérations.

FIG. 10.6 – Forme optimale du mur.

10.3.4 Position de la source

Comme test final, la barrière optimale représentée sur la figure 10.6 est calculée
pour deux autres positions de la source sonore dans le but de déterminer si la forme
optimale trouvée pour une position est encore optimale pour une autre position. La
fonction de coût est celle définie pour la zone 1. La source sonore peut être placée
au point (-3, 0.5) ou au point (-7, 0.1). Les valeurs de la fonction de coût pour les
différentes positions de source sont données sur le tableau 10.5. On peut observer
que la meilleure forme trouvée est plus efficace que le forme en T d’au moins 6 dB.
Il semble donc que la forme optimale trouvée pour une position de source soit encore
efficace pour d’autres positions.

10.4 Conclusions

Une méthode d’optimisation de forme des murs antibruit est proposée. Elle est
basée sur une méthode intégrale pour le calcul du champ de pression autour du mur et
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FIG. 10.7 – Différence entre le niveau sonore pour la forme optimale et le mur en T pour les fréquences
125-2000Hz.

J125−2000 (dB)
Forme en T, source à la position 1 (-5,0) 53.7
Forme en T, source à la position 2 (-3,0.5) 52.5
Forme en T, source à la position 3 (-7,0.1) 53.1
Forme optimale, source à la position 1 (-5,0) 46.3
Forme optimale, source à la position 2 (-3,0.5) 43.0
Forme optimale, source à la position 3 (-7,0.1) 47.2

TAB. 10.5 – Fonction de coût pour différentes positions de la source.

sur l’utilisation d’un algorithme génétique pour l’optimisation. Des résultats intéressants
peuvent être obtenus après quelques centaines d’itérations. Les formes optimales sont
complexes et sans doute difficiles à mettre en oeuvre en pratique. Cependant les gains
supérieurs à cinq décibels obtenus par rapport aux formes classiques semblent indi-
quer qu’il est possible d’avoir des formes plus efficaces que celles mises en oeuvre
actuellement. Il serait possible de poursuivre ce travail en optimisant aussi sur le
revêtement du mur pour augmenter encore l’atténuation.
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Chapitre 11

Les méthodes inverses en
reconnaissance et géophysique au
LCPC

11.1 Introduction

Richard Lagabrielle

Les quatre sections qui suivent concernent la géophysique appliquée au génie civil
(reconnaissance des sites de construction, caractérisation du sous-sol ou auscultation
d’ouvrages). Ils illustrent le rôle essentiel qu’y joue le problème inverse.

Il s’agit de décrire le sous-sol à travers la répartition d’un paramètre physique, m, ca-
ractéristique des matériaux : vitesse des ondes de compression ou de cisaillement
(tomographie sismique), vitesse de l’onde de cisaillement (dispersion de l’onde de
Rayleigh), conductivité et constante diélectrique (tomographie électromagnétique) ou
résistivité (imagerie électrique). Ceci confère au problème inverse la propriété d’être
fondamentalement sous-déterminé. En effet ces caractéristiques physiques sont défi-
nies en tout point du sous-sol, il y a donc une infinité d’inconnues (la valeur de la ca-
ractéristique étudiée en chaque point), alors que le nombre de données, d, constituées
par les mesures d’une observable particulière (temps de trajet, signal sismique com-
plet, amplitude du champ électromagnétique, potentiel électrique) sont en nombre fini.
Ces problèmes inverses sont donc mal posés.
Pour les résoudre, on adopte la stratégie suivante :

1. Le paramètre m, fonction des points de l’espace, est d’abord échantillonné, le plus
souvent en considérant qu’il reste constant sur un segment, un rectangle ou un
parallélépipède (suivant qu’on s’intéresse à un problème à 1, 2 ou 3 dimensions)
et ceci dans un domaine fini de l’espace. La fonction m est donc remplacée par un
vecteur m de dimension finie. Sa dimension n’a aucune raison d’être la même que
le nombre de données, en général elle est plus grande et le problème reste sous-
déterminé. On est donc sûr que si une solution au problème existe (c’est-à-dire,
un vecteur m qui explique les données d), cette solution n’est pas unique.

2. On introduit des données supplémentaires sous forme de connaissance a priori
sur m. Ces connaissances sont explicitement prises en compte dans le processus
de résolution.



230 11. Les méthodes inverses en reconnaissance et géophysique au LCPC

Par exemple, on peut connaı̂tre approximativement la valeur du paramètre m : sa
valeur est proche de m0. On impose alors que m−m0 soit petit. On peut aussi imposer
que le paramètre varie lentement dans l’espace (gradient faible), on a alors mi+1 −mi

petit quelque soit i (i est le numéro de la composante de m). Il y a aussi les contraintes
de non négativité (les vitesses des ondes, caractéristiques électromagnétiques, résisti-
vité, sont des nombres positifs), ainsi pour les résistivités on peut choisir comme in-
connue non pas la résistivité mais son logarithme, etc...

Une autre caractéristique fréquente des problèmes inverses en géophysique est
qu’ils sont le plus souvent non-linéaires : la relation d = f(m) n’est pas linéaire. La
technique adoptée par les auteurs des articles est la linéarisation de la formule par un
développement limité au voisinage d’un modèle initial, puis par un processus itératif on
parvient éventuellement par modifications successives du modèle initial à un modèle
estimé me qui est une solution au problème inverse.

Cette technique appelle plusieurs remarques :
– elle implique la résolution d’un grand nombre de problèmes directs. Cette résolu-

tion peut être très lourde ; par exemple en tomographie sismique, il faut à chaque
fois procéder à un nouveau tracé de rayons ; en imagerie électrique, on doit
résoudre le problème direct à l’aide d’un programme aux éléments finis avec un
très grand nombre d’éléments ; en tomographie électromagnétique, la résolution
des équations de Maxwell dans un milieu où il faut tenir compte de la propagation
dans l’air et dans le sol peut être très complexe...

On fait donc appel à une modélisation directe volontairement simplifiée : rayons
droits ou circulaires en tomographie sismique, on néglige l’influence de la propa-
gation dans l’air en tomographie électromagnétique ...

Cette simplification a naturellement une influence sur la résolution du problème in-
verse et incite à porter un regard critique sur les solutions obtenues.

– la linéarisation conduit au calcul des dérivées partielles des données par rapport
aux paramètres qui définissent le modèle. Souvent ceci est assez simple si la
relation d = f(m) est simplement décrite. Cela peut devenir lourd et complexe
dans d’autres cas, par exemple en tomographie électrique, ce calcul impliquerait
de résoudre le problème direct deux fois par composante de m, ce qui est prati-
quement impossible, c’est pourquoi on y renonce et on a recours à la technique
de l’état adjoint qui permet de déterminer beaucoup plus simplement la direction
de descente à chaque itération.

– un processus itératif peut ne pas converger ; ceci peut naturellement provenir
de la mauvaise qualité des mesures, mais cela peut aussi être le résultat d’une
modélisation directe trop simplifiée ou inappropriée ; par exemple en tomographie
sismique, dans une première interprétation, on considère que le milieu exploré
est isotrope, si le processus itératif ne converge pas alors que les mesures sont
de qualité, peut-être faut-il introduire dans le problème direct l’hypothèse d’aniso-
tropie.

La non-unicité des solutions des problèmes inverses en géophysique a une autre
conséquence importante : on ne peut pas trouver la solution du problème, mais plutôt
un ensemble de solutions. Il s’agit donc alors de décrire cet ensemble de solutions et
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d’en trouver les propriétés communes. Lorsque le processus converge vers une so-
lution particulière, il faut être capable de porter un jugement sur la qualité de cette
solution : quelle confiance peut-on accorder à la valeur trouvée pour tel ou tel pa-
ramètre du modèle ? Cette confiance peut être quantifiée en termes de résolution et
d’erreur. Un exemple parlant est donné dans l’article qui traite de l’inversion de la dis-
persion des ondes de Rayleigh : la figure qui montre une solution particulière comporte
en même temps des informations graphiques sur l’erreur et sur la résolution, ces deux
dernières informations sont obtenues à partir des résultats de la dernière itération. Une
autre information plus globale est constituée par le suivi de la convergence en termes
de valeurs des résidus (écart entre les mesures réelles et celles que l’on obtiendrait
théoriquement avec le modèle final estimé). L’article sur l’imagerie électrique montre
de la même manière un graphique dans lequel on porte en abscisse les mesures et
en ordonnée celles que l’on calcule dans le modèle solution : le nuage de points ob-
tenu devrait idéalement former la première bissectrice du graphique, la déformation
de ce nuage autour de la bissectrice renseigne sur la qualité de l’inversion. Dans ce
dernier article on évoque aussi la technique ROI (pour ” region of investigation ”). Cette
technique consiste à résoudre deux fois le problème inverse avec deux modèles ini-
tiaux différents et à comparer les solutions composante par composante du modèle :
certaines composantes présentent des valeurs proches à la fin des deux processus
itératifs, cela signifie que les mesures sont bien affectées par la valeur du paramètre
dans cette région, et que l’on peut avoir confiance dans le résultat de l’inversion dans
cette région ; d’autres composantes conservent la valeur qu’on leur a donnée dans le
modèle initial. Ceci signifie que ces régions n’ont pas d’influence sur le résultat des
mesures et l’on ne doit pas accorder de confiance au résultat de l’inversion pour ces
composantes particulières du modèle.

Au lieu d’inverser des mesures réelles, on peut inverser des données simulées et
calculer les critères de confiance que nous venons d’évoquer : cela permet d’optimiser
la méthodologie d’auscultation ou un processus expérimental.

Ces caractéristiques du problème inverse en géophysique, et particulièrement en
imagerie du sous-sol ou des ouvrages se retrouvent naturellement pour d’autres do-
maines d’application de l’inversion, elles sont générales pour les problèmes fondamen-
talement sous-déterminés.
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11.2 Inversion de la dispersion des ondes de surface

Ludovic Bodet

11.2.1 Situation dans les problématiques du génie civil

Grâce aux méthodes sismiques il est possible d’obtenir des informations sur la vi-
tesse de propagation des ondes de volume et donc sur les paramètres mécaniques
des couches superficielles du sous-sol (modules de compression et de cisaillement).
L’étude de la réfraction des ondes de compression (P ) permet de caractériser très fa-
cilement la géométrie et les vitesses de compression d’un milieu. Cependant, l’étude
des ondes de cisaillement (S) réfractées est plus délicate, car ces ondes sont difficiles
à générer et à identifier sur ce type d’enregistrement. La vitesse de propagation des
ondes S est pourtant un paramètre très intéressant puisque directement relié au mo-
dule de cisaillement, qui intervient notamment dans les études sur le risque sismique
ou dans le dimensionnement des fondations d’ouvrages. Il est ainsi souvent inévitable
d’avoir recourt à des méthodes sismiques dites “invasives”, c’est à dire appliquées à
partir de forages (Cross-Hole, Down-Hole). Toutes ces techniques, développées pa-
rallèlement aux essais géotechniques pratiqués en laboratoire, sont aujourd’hui classi-
quement utilisées, tant en géophysique appliquée qu’en ingénierie géotechnique.

Les mesures de modules de cisaillement déterminées in situ par les géophysiciens,
“en petites déformations”, ne sont pas directement comparables aux modules requis
“en grandes déformations” par les géotechniciens. Il semble donc plus judicieux de
proposer, plutôt qu’un ensemble de valeurs absolues de modules, une représentation
globale des variations des paramètres mécaniques du sol déduits des méthodes sis-
miques. Si cela est aisément réalisable en ondes P , cela devient beaucoup plus délicat
et coûteux lorsqu’il s’agit des ondes S (par forages), tant et si bien qu’il est économique-
ment et pratiquement impensable de proposer une caractérisation globale du proche
sous-sol à partir de telles méthodes.

Les déformations élastiques du sous-sol ne se propagent pas uniquement en ondes
de volume. Une grande partie de l’énergie générée par une source sismique se pro-
page en ondes de surface. Ces ondes, comme leur nom l’indique, se propagent le
long de la surface de la Terre sans y pénétrer profondément. Si les caractéristiques du
milieu parcouru sont variables, la vitesse de propagation de ces ondes est liée à leur
longueur d’onde. Grâce à cette propriété, appelée dispersion, il est possible, à partir
d’enregistrements classiques, de reconstruire un profil vertical (unidimensionnel) de
vitesses de cisaillement (cf. figure 11.1) et d’atténuation intrinsèque du milieu étudié.
Cette méthode d’analyse de la dispersion des ondes de surface est de plus en plus
utilisée depuis les années 80 [SS04].

La prospection sismique par ondes de surface présente ainsi un avantage non
négligeable sur les techniques en forage. Elle peut être facilement mise en œuvre
dans le but d’effectuer un “zonage”, ou “profilage” des paramètres mécaniques des
couches superficielles du sous-sol. En effet, en déplaçant le même dispositif sismique
(source-récepteurs) le long d’une “ligne”, il est possible d’obtenir très rapidement une
coupe –un profil deux dimensions (2D)– des vitesses de cisaillement des couches su-
perficielles du milieu exploré le long de cette ligne.
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FIG. 11.1 – Schéma synthétique des différentes phases de la prospection par onde de surface

11.2.2 Exemple des ondes de Rayleigh

Si un milieu infini est divisé en deux milieux différents, il existe, en plus des ondes de
volume (P , SV et SH) d’autres solutions de l’équation d’onde qui correspondent à des
ondes se propageant parallèlement à la discontinuité et dont l’amplitude décroit avec
la distance dans la direction perpendiculaire au plan de cette discontinuité. Lorsque
celle-ci est une surface libre, ces ondes peuvent être séparées en deux types :

– les ondes de Rayleigh1 qui sont polarisées dans un plan perpendiculaire à la
surface libre ;

– les ondes de Love qui peuvent exister lorsqu’un milieu semi-infini est surmonté
d’une couche d’épaisseur finie et de plus faible vitesse, elle même délimitée
par une surface libre. Elles impliquent une déformation en cisaillement horizon-
tal simple (perpendiculaire à la direction de propagation et parallèle à la surface
libre).

D’autres types d’onde de la classe des ondes guidées existent dans le cas de
géométries particulières. L’onde de Stoneley par exemple, se propage le long de l’inter-
face séparant deux milieux semi-infinis. Lorsque l’un est liquide et l’autre solide cette
onde devient l’onde de Scholte, d’ailleurs utilisée en prospection sous-marine, par
exemple pour la localisation d’instabilités sédimentaires en milieu marin. Les ondes
guidées par une plaque dans l’air, les ondes de Lamb, sont également étudiées dans
le cadre de l’Évaluation Non Destructive (E.N.D.) ainsi que celui de la reconnaissance
des matériaux du génie civil.

La propriété des ondes de surface la plus remarquable a priori est liée à leur
contenu énergétique. Il a été montré que dans le cas de l’application d’une force en
un point de la surface d’un demi-espace élastique homogène et isotrope, environ deux
tiers de l’énergie transmise se propage sous forme d’ondes de surface. De plus, l’at-
tenuation par expansion géométrique de ces ondes est, en surface, proportionnelle à
1/
√

r, r étant la distance à la source. Cette propriété rend les ondes de surface facile-
ment identifiables, même à de grandes distances de la source. De plus, contrairement
aux méthodes faisant appel aux ondes de volume, les ondes de surface permettent
d’obtenir un bon rapport signal sur bruit sans employer obligatoirement une source
extrêmement énergétique.

1Les ondes de Rayleigh se propagent le long de la surface de la Terre qui peut être considérée comme une surface libre
compte tenu du contraste de densité et de paramètres élastiques entre l’air et la surface de la Terre.
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Les capteurs mesurant la composante normale du déplacement étant les plus
répandus, les ondes de Rayleigh (polarisées dans un plan perpendiculaire à la sur-
face), sont naturellement les plus utilisées en prospection par onde de surface. Le
mouvement particulaire associé au passage d’une onde de Rayleigh à la surface
d’un demi-espace infini, élastique, homogène et isotrope est elliptique rétrograde. Ce
mouvement résulte d’interférences constructives entre ondes P et SV . L’amplitude
de la composante cisaillante est la plus importante. Ce mouvement particulaire de-
vient prograde et voit sont amplitude diminuer rapidement avec la profondeur. Cette
décroissance quasi-exponentielle du déplacement des particules avec la profondeur
est telle que la partie du milieu qui est affectée par la propagation de l’onde est fonc-
tion de sa longueur d’onde. Dès lors, dans un demi-espace verticalement hétérogène,
la vitesse des ondes de Rayleigh dépend de la fréquence, et vitesse de groupe et vi-
tesse de phase sont différentes. Les ondes de Rayleigh présentent différents modes de
propagation qui peuvent être interprétés par la présence d’interférences constructives
entre raies courbes pour un milieu continûment hétérogène ou entre ondes transmises
et réfléchies pour un milieu “multi-couches”. Ils reflètent en général les variations de
vitesse de cisaillement du milieu avec la profondeur. C’est généralement2 le mode
fondamental qui prédomine, mais la participation de chaque mode dépend de la strati-
fication du sol autant que de la fréquence, ainsi que de la profondeur et de la nature de
la source sismique. La vitesse de phase des ondes de Rayleigh se révèle par ailleurs
étroitement liée à la vitesse de cisaillement (légèrement inférieure) et au coefficient de
Poisson du milieu. Cette relation entre vitesse de phase des ondes de Rayleigh (VR)
et vitesse des ondes de cisaillement (VS) peut être mise à profit pour l’évaluation des
caractéristiques de cisaillement du milieu, à partir d’une évaluation de la dispersion.

11.2.3 Mesure de la dispersion

Pour les techniques de la géophysique appliquée, l’observable réellement mesurée
n’est pas la dispersion mais le déplacement, la vitesse, ou l’accélération des particules
de la surface du milieu exploré. L’acquisition multi-capteurs et haute résolution permet
d’enregistrer, pour un intervalle de temps donné, la propagation des ondes à l’aplomb
du dispositif expérimental.

A. Système d’acquisition

Différents systèmes d’acquisition sont disponibles pour l’application de la méthode
d’inversion de la dispersion des ondes de surface. Les dispositifs purement linéaires et
les sources impulsionnelles sont principalement utilisés en géophysique appliquée. Le
type de source va dépendre du domaine d’application de la méthode. Dans le cadre de
la géophysique appliquée et de la reconnaissance des sols, il existe notamment deux
types de source dont le domaine fréquentiel est de l’ordre de l’Hertz (pour des profon-
deurs d’investigation de l’ordre de la dizaine de mètres) : les sources impulsionnelles
(masse, chute de poids, explosion) et les sources vibratoires (pots vibrants, camions
vibrateurs, etc.).

La méthode d’inversion de la dispersion des ondes de surface, peut être également
utilisée sans source artificielle, c’est à dire en enregistrant le bruit de fond (méthodes
dites “passives”). Cette approche permet d’avoir accès aux très basses fréquences et

2du moins en l’absence de variations brutales de la rigidité
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d’augmenter ainsi la profondeur d’investigation. Par ailleurs, aux échelles de l’E.N.D.,
des transducteurs piézo-électriques et des sources laser sont par exemple utilisés afin
d’enregistrer des signaux à des fréquences plus élevées (de l’ordre du mégaHertz).

Pour la géophysique appliquée comme pour l’E.N.D., la méthode fait intervenir des
capteurs classiques tels que les géophones, accéléromètres (transducteurs piézo-
électriques) ou même les vibromètres laser. Une importance particulière doit être don-
née à leur fréquence de coupure basse. Dans le domaine de la prospection sismique
par exemple, les signaux classiquement enregistrés (comme les ondes de volume)
présentent un contenu fréquentiel plus haute fréquence que les ondes de surface. Les
géophones de fréquence de coupure basse (très souvent 4,5 Hz) sont donc souvent
préférables. Par ailleurs, la majorité des capteurs n’enregistrant que la composante du
mouvement particulaire perpendiculaire à la surface de mesure, la dispersion mesurée
ne concerne que les ondes de Rayleigh. Si l’on désire utiliser la dispersion des ondes
de Love3, des capteurs multi-composantes seront évidemment indispensables, bien
qu’actuellement les déplacements horizontaux soient difficiles à générer et à mesurer.

B. L’extraction de la dispersion

Quels que soient les sources ou capteurs utilisés, l’acquisition des données sous
forme de section sismique fournit une description du milieu dans le plan distance-
temps (x− t). Alors qu’elle est difficilement détectable dans le plan (x− t), la dispersion
peut être clairement identifiée dans le plan pulsation spatiale - pulsation temporelle
(k − ω). Il est donc nécessaire de transposer les enregistrements du domaine (x − t)
vers le domaine (k−ω). Ceci implique l’utilisation de techniques de traitement du signal
appelées “transformation du champ d’ondes” (cf. exemple fig. 11.2). En général, ces
techniques de transformation impliquent l’hypothèse que le train d’ondes observé peut
être décomposé en une somme d’ondes planes. Celle-ci n’est valide que pour des
distances source-récepteur supérieures à “plusieurs longueurs d’onde”, c’est à dire en
dehors du champ proche.
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FIG. 11.2 – Sismogramme 24 traces [Fer03] généré par une chute de poids (à gauche). Image de
dispersion normalisée (à droite) obtenue par transformation du champ d’onde (les maxima en noir cor-
respondent aux modes de propagation des ondes de Rayleigh).

3Les ondes de Love sont clasiquement analyées en sismologie afin de réduire l’indétermination du problème inverse.
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11.2.4 Inversion de la dispersion des ondes de surface

A. Méthode employée

A partir des données de dispersion des ondes de surface et des techniques de
modélisation semi-analytique uni-dimensionnelle (1D) de la dispersion, les méthodes
inverses permettent d’estimer un modèle des vitesses de cisaillement du milieu ex-
ploré. Du point de vue pratique, les techniques dites ”d’inversion linéaire”, d’optimi-
sation locale, sont relativement simple à mettre en oeuvre et peuvent se révéler ra-
pides et efficaces quel que soit le domaine d’application. Cependant, la non-linéarité
et la non-unicité du problème inverse impliquent la linéarisation de l’inversion et une
importante difficulté d’interprétation des résultats. Les méthodes dites “de Monte Car-
lo”, d’optimisation globale, proposent en revanche une représentation de l’espace des
modèles possibles permettant une estimation du milieu en terme de probabilité d’exis-
tence. Selon les variantes employées, ces méthodes peuvent pallier les problèmes liés
à la non-unicité et contournent “élégamment” la non-linéarité (algorithmes génétiques ;
recuit simulé ; algorithme de voisinage ; cf. [SS04]). Elles sont cependant plus “lourdes”
à mettre en œuvre car elles nécessitent le calcul d’un grand nombre de modèles de
l’espace des paramètres, ce qui du point de vue de la géophysique appliquée, diminue
la rentabilité de la méthode de prospection par ondes de surface. Quelles que soient
les techniques utilisées, l’inversion de la dispersion des ondes de Rayleigh présente
de nombreuses limites quant à l’interprétation des résultats qu’elle fournit. L’hypothèse
1D du problème direct est notamment contraignante car rarement valide. De plus, une
évidente indétermination de la profondeur d’investigation et de la résolution verticale
rend délicate l’interprétation des résultats. Enfin, des erreurs de mesure telles que les
anomalies basse fréquence ou les confusions de modes peuvent contaminer le résultat
de l’inversion.

Dans des conditions d’applications “opérationnelles”, l’interprétation de la dispersion
est très souvent effectuée par inversion linéarisée. Le code utilisé en Reconnaissance
et Géophysique au LCPC, proposé par Herrmann [Her02], en est un bon exemple
(cf. fig.11.3). Dans le cas de l’inversion de la dispersion des ondes de surface, les
données d = [d1; ...; dNd

]T , sont représentées par les vitesse de phase et/ou de groupe
mesurée en fonction de la période/fréquence. La relation de dispersion G, reliant ces
données aux paramètres p = [p1; ...; pNp ]

T d’un milieu uni-dimensionnelles (vitesses de
cisaillement (VS) et de compression (VP ) ainsi que les densités (ρ) en fonction de la
profondeur), peut être décrite par d = Gp.

Herrmann [Her02] formule, via une décomposition en valeurs propres de G (G =
UΛVT ), la solution du problème de la manière suivante (moindres carrés amortis) :

ps = W−1V[Λ2 + γ2
LMI]−1ΛUTd , (11.2.1)

C = W−1V[Λ2 + γ2
LMI]−1Λ2[Λ2 + γ2

LMI]−1VT(W−1)
T , (11.2.2)

R = W−1V[Λ2 + γ2
LMI]−1Λ2VTW . (11.2.3)

où R est la matrice de résolution et C la matrice de covariance a posteriori indis-
pensables à la caractérisation de la résolution (en profondeur) et de l’incertitude de
chaque paramètre (écarts-type associés aux vitesses de cisaillement estimées) du
modèle ps. Les critères de paramétrisation peuvent être contraints via la matrice de
pondération W.
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Régularisation. Le facteur d’amortissement (γLM ) peut évoluer entre 0 et 10. Il est en
général choisi grand au départ afin de faire intervenir les propriétés de convergence de
la méthode de “la plus grande pente”, pour être ensuite au fur et à mesure relaxé. Pour
un facteur d’amortissement nul, l’inversion relève uniquement des moindres carrés.
Ce paramètre contrôle donc les perturbations du modèle, agissant ainsi comme une
contrainte sur l’espace des modèles. γLM est ici définit à partir des valeurs propres de
la décomposition, inspectées aux cours de tests préalables.

Paramètres estimés. Ici, seule la dispersion des ondes de Rayleigh est inversée. Le
rapport VP /VS de chaque couche est constant au cours de l’inversion et dépend du
coefficient de Poisson des couches du modèle a priori moyen. A chaque itération,
VP et ρ sont empiriquement mis à jours pour chaque couche à partir de la vitesse de
cisaillement estimée. La densité n’ayant pratiquement pas d’influence sur la dispersion,
elle n’a pas de conséquences sur le profil de vitesses de cisaillement final qui seul
sera considérée dans ce qui suit. La vitesse de compression influence très peu la
dispersion des ondes de Rayleigh. Cependant, son effet apparaı̂t à travers le coefficient
de Poisson défini par le modèle a priori moyen.

Modèle a priori moyen. En l’absence d’information a priori, ce modèle est classique-
ment déterminé empiriquement, à partir de la courbe de dispersion. Le modèle initial
définit également le nombre de couches du milieu et l’épaisseur de chaque couche,
ainsi que la profondeur du demi-espace du milieu estimé.

Estimation de la convergence. Elle s’effectue à partir des résidus entre la courbe de dis-
persion du modèle estimé et les observations, calculés selon la norme L1. Au cours
des itérations, la convergence apparaı̂t également à travers une diminution des pertur-
bations moyennes du modèle.

Représentation. Les résultats de l’inversion sont présentés sous la forme d’un profil de
vitesse de cisaillement en fonction de la profondeur. Pour chaque couche du modèle,
la vitesse de cisaillement estimée est associée à son écart-type. Le modèle a priori
moyen est superposé à ce profil car il est à prendre en compte lors de l’interprétation
des résultats.

Les données sont en général également représentées (valeurs de vitesse et écart
types associés en fonction de la fréquence ou de la période) afin de permettre leur
comparaison avec la courbe de dispersion théorique calculée à partir du modèle ob-
tenu. Les modèles et courbes de dispersion intermédiaires, obtenus à chaque itération,
peuvent aussi être tracés.

La matrice de résolution doit être représentée car elle est définie telle que ps = Rp,
où ps est le modèle estimé et p le véritable modèle. Ainsi, plus R est proche de I
(matrice identité) meilleure est la solution du problème. Une représentation normalisée
des valeurs de cette matrice permettra donc d’évaluer la résolution de chaque valeur
de vitesse estimée.
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FIG. 11.3 – Résultas proposés pour l’interprétation des données de la figure 11.2. Comparaison à la
coupe lithologique du site [Fer03] .

B. Contrôle de la solution

La dispersion mesurée (effective) n’est pas toujours représentative de la disper-
sion théorique du milieu ausculté. Le dispositif utilisé, la nature des matériaux, et
la géométrie du milieu peuvent générer des erreurs de mesure susceptibles de se
propager dans le résultat de l’inversion linéarisée des courbes de dispersion. Les
expériences numériques et physiques réalisées au cours de récentes études montrent
que de telles erreurs d’interprétation peuvent en effet survenir à cause :

– d’anomalies basse fréquence dues à de faibles longueurs de dispositifs (confu-
sion de modes, cf. [BvWB+05]) ;

– d’effets d’offsets proches dus à une incompatibilité entre les distances source-
capteurs mises en œuvre et l’hypothèse d’ondes planes requise par les méthodes
de traitement utilisées [Bod06] ;

– d’une éventuelle surévaluation de la profondeur d’investigation de la méthode et
du manque d’information a priori sur le milieu exploré [Bod06] ;

– de géométries deux dimensions du milieu, incompatibles avec l’hypothèse 1D du
problème inverse [BAB+04, BvWB+05, Bod06].

Ces inconvénients majeurs peuvent -doivent- être pris en compte afin de renforcer
la fiabilité des résultats fournis. Ne pas les considérer conduit à une interprétation
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erratique de la géométrie (1D) et des vitesses de cisaillement des matériaux auscultés.
Ces limites sont identifiées dans le cadre d’une utilisation “ponctuelle” de l’inversion de
la dispersion des ondes de surface. Des critères de mesure et d’interprétation sont
proposés pour atténuer leurs effets, dans le cadre de l’utilisation d’une source active et
d’un dispositif linéaire :

– utiliser une longueur d’onde maximale mesurable de la dispersion de l’ordre de
50 % de la longueur du dispositif (24 m dans le cas de l’exemple des figures 11.2
et 11.3) ;

– utiliser une profondeur maximale d’investigation de l’ordre de 25 % de la longueur
du dispositif ( 12 m dans le cas de l’exemple des figures 11.2 et 11.3) ;

– inclure obligatoirement l’information a priori apportée par la sismique réfraction
lorsque elle est disponible.

Enfin, la représentation de la résolution de l’inversion et du modèle a priori moyen
doivent être associé au profil obtenu, permettant de visualiser la vraisemblance des
résultats en fonction de la profondeur (cf. fig.11.3).

Ces critères suggèrent par ailleurs d’utiliser une telle méthode avec précaution,
d’autant plus lorsque le but est de fournir une caractérisation globale du milieu en
appliquant des méthodes de profilage.
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11.3 Tomographies sismiques

Philippe Côte

11.3.1 Situation dans la problématique/génie civil

Les tomographies sismiques sont mises en œuvre pour diverses applications dans
le domaine de la géophysique appliquée à la proche surface. L’objectif général de
ces investigations est de produire une image, en règle générale à deux dimensions,
de la répartition des matériaux et/ou de leurs propriétés dans le sous sol ou dans
un ouvrage. Les dimensions et formes de la zone imagée sont déterminées par les
conditions d’accessibilité pour l’installation des capteurs et sources nécessaires.

Les imageries envisagées visent à décrire d’une part des milieux naturels en in-
teraction ou non avec des projets de construction. Le cas de la reconnaissance à
l’avancement pour les tunnels ou micro-tunnels est un exemple relativement fréquent
d’application des techniques tomographiques [MY96, CVH+00]. De même, l’estimation
des profondeurs d’endommagement du massif suite à des tirs en tunnel ou en carrière
fait appel régulièrement à des techniques d’imagerie [HC92],[ABSC98]. La reconnais-
sance des terrains au dessous de certains ouvrages constitue également un domaine
d’application privilégié pour les tomographies en génie civil [JGF+01, PPMC05]. La
surveillance des milieux naturels indépendamment de toute problématique construc-
tive (surveillance des mouvements de terrain, volcanisme, ...) fait également largement
appel aux techniques d’imagerie 2D ou 3D [JHD+00].

D’autre part, les ouvrages anthropiques font régulièrement l’objet d’investigations
tomographiques. On peut citer le cas des barrages [KRBC95], des remblais [DR05],
celui des piles ou piliers d’ouvrages d’art [CGPV92, BSZ03] ainsi que les piliers de
mine ou de carrière souterraine [DA00, CDA05].

L’obtention d’une image tomographique repose sur trois étapes : l’acquisition des
données ; la simulation de ces données dans un modèle synthétique (problème direct)
et enfin le problème inverse à proprement parler ou la définition de solutions (modèles)
explicitant au mieux les données expérimentales. Le problème inverse envisagé ici
est non linéaire. La solution est généralement approchée par un processus itératif qui
modifie « faiblement » à chaque étape le modèle en cours avant de re-simuler les
données dans ce nouveau modèle. Le modèle initial, quant à lui, est défini à partir de
connaissances déduites d’observations de terrain ou issues d’autres expérimentations
(information a priori). Pour les applications envisagées ici, les données expérimentales
sont les temps de trajet de l’onde sismique entre chaque point source et chaque point
capteur. Le modèle est défini par les vitesses de l’onde considérée en chaque nœud
d’un maillage englobant l’ensemble du dispositif expérimental.

11.3.2 Modélisation du problème direct

Il existe une multitude de façons d’envisager la résolution du problème direct. Il
s’agit, ici, de calculer pour chaque couple source récepteur le temps de trajet le
plus court dans un modèle donné. Les algorithmes envisageables sont nombreux
et de complexité très variable. La manière la plus correcte physiquement consiste à
résoudre l’équation d’Eikonal dans le milieu hétérogène par exemple par le biais d’une
résolution en différences finies [Vid88]. Ces méthodes sont toutefois généralement trop
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pénalisantes en termes de temps de calcul pour être intégrées de manière souple dans
un processus itératif. En revanche ces modes de calcul permettent d’éviter les princi-
paux écueils liés aux techniques de tracé de rais en milieux hétérogènes. En effet,
les tracés de rais qui sont relativement légers en temps de calcul présentent une sen-
sibilité importante aux hétérogénéités locales et les minima des temps de trajet sont
parfois complexes à déterminer.

Les applications du domaine du génie civil visent à imager des milieux naturels ou
anthropiques dotées de géométries internes relativement simples. Pour des investiga-
tions de piliers relativement homogènes par exemple, le tracé de rais le plus simple
(rais rectilignes) donne pleine satisfaction. En revanche, dès que les contrastes in-
ternes augmentent, il devient impératif de prendre en compte le cheminement non
rectiligne de l’énergie sismique. Les milieux que nous souhaitons imager présentent
en général des contrastes relativement doux (altération ou densification progressive
des matériaux) aussi une approximation de la distribution des vitesses en gradient
homogène est justifiée. Dans un tel milieu le tracé est circulaire, reste analytique et
représente une approximation du second ordre (premier ordre = rais rectilignes). Le
fait d’imposer cette forme aux rais rend le problème direct relativement peu sensible à
de fortes hétérogénéités locales et induit une sorte de lissage spatial en accord avec
la nature itérative du processus global linéarisé [Côt88].

La détermination du rai connectant une source à un capteur donné est très simple et
ne dépend que d’un seul paramètre. L’espace de variation plausible de ce paramètre
est donc exploré de manière exhaustive. La géométrie retenue pour le rai est celle
conduisant au temps de trajet le plus court. La validité de cette approximation analy-
tique a été testée pour différentes configurations incluant de très forts contrastes.

FIG. 11.4 – Comparaison des effets de différents tracés de rais sur le résultat de l’inversion



242 11. Les méthodes inverses en reconnaissance et géophysique au LCPC

Les résultats illustrés sur la Figure 11.4 sont issus d’un modèle de terrain synthétique
homogène (1000 m/s) délimité par deux forages et traversé par un banc rapide (2000
m/s). Une douzaine de sites de réception sont répartis entre la surface et le forage de
droite. Une source est activée pour une dizaine de positions dans le forage de gauche.
Les données mesurées sont analytiques, l’effet du tracé de rai peut être testé au sein
de processus inverses similaires. Le résultat indique clairement qu’il est impératif d’uti-
liser des rais non-rectilignes. En effet, l’image du banc rapide n’est pas identifiée avec
le tracé de rais droits. En revanche, la comparaison des résultats issus d’une part des
rais analytiques circulaires tels que décrits plus haut et d’autre part de rais «perturbés»
plus proches de la réalité physique [FM87] montre que l’accroissement d’information
lié à la complexification du tracé de rais n’est pas évidente. Cet exemple très simple
illustre donc la nature des choix qui doivent guider ces applications inverses dans l’aus-
cultation pour le génie civil. Les résolutions escomptées sont en général assez faibles.
La plupart du temps ceci est directement lié à la taille importante des longueurs d’onde
(au regard des dimensions des dispositifs) qu’il est possible de capter. Aussi, la com-
plexification du problème direct au delà d’un certain seuil n’apporte pas d’information
pertinente. Cette remarque vaut également pour le problème inverse.

11.3.3 Résolution du problème inverse

La phase d’acquisition permet de définir un vecteur d qui est composé ici des temps
de trajet pour l’ensemble des couples source-récepteur activés. L’espace des incon-
nues est décrit par un vecteur m composé ici des lenteurs sur la grille de discrétisation
du milieu. La fonctionnelle reliant les données aux modèle, ici la répartition des lon-
gueurs de propagation dans chaque élément discret, peut être décrite sous la forme
d’une matrice G. La linéarisation revient à décrire la relation à proximité d’un espace
modèle donné. Le vecteur d est alors composé des résidus temporels et m des varia-
tions de lenteurs. La résolution de ce type de système matriciel a été largement étudiée
dans le domaine de la géophysique depuis les années 60. Les influences respectives
du type de norme minimisée, de l’incidence des incertitudes sur le processus, de la
dilution des erreurs, etc , ont été décrits par de très nombreux auteurs [BG67, TV82].

Pour être en mesure de traiter rapidement des systèmes comportant un très grand
nombre de données, nous nous sommes tournés vers des méthodes de résolution
géométriques du système décrit précédemment. Il a été montré que les méthodes
de type SIRT - Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques - [Gil72] condui-
saient, à la convergence, vers des solutions identiques à celles déduites de solu-
tions aux moindres carrés du système matriciel. Ces méthodes géométriques itératives
consistent à balayer l’espace modèle en sélectionnant pour chaque maille les rais la
traversant et en déduisant une modification de la lenteur locale fonction d’une combi-
naison des résidus des rais sélectionnés. Quand tout l’espace a été modifié, un nou-
veau tracé de rais est lancé, il défini un nouveau vecteur résidus, une nouvelle itération
peut débuter. Ce processus est ré-itéré tant qu’un critère de convergence n’est pas
satisfait.

En dehors du tracé de rais courbes analytique, les principaux aménagements ap-
portés à la technique de base type SIRT pour définir notre algorithme RAI-2D portent
sur le critère de sélection des rais autour d’un nœud du maillage. En effet, plutôt
que sélectionner ceux traversant la maille en cours d’examen, nous avons défini un
disque d’influence [Côt88] dont le rayon est un des paramètres de l’inversion. Ce
paramètre agit alors à la fois comme un critère de lissage de l’inversion (analogue
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aux poids des moindres carrés pondérés) et comme un critère physique élargissant
la zone d’interaction du rai tout au long de sa propagation [CS92]. Différents critères
statistiques de contrôle du process permettent de surveiller et de critiquer l’inversion.
Par ailleurs, l’extension à 3D et la prise en compte de l’anisotropie ont été introduites
[ABSC98, AAGG00].

11.3.4 Exemple d’application in situ

La planification de travaux de confortement d’une carrière souterraine occupée
a amené le gestionnaire à la question du diagnostic comparé de ses piliers. Cette
carrière est creusée dans une couche de gypse assez homogène et s’étend sur une
superficie de quelques hectares. L’examen visuel des piliers et l’estimation de leur char-
gement constituent la première phase de ce diagnostic. Une deuxième phase dédiée
à exploration de l’état interne des piliers a été souhaitée [CDA05].

Pour ce faire, différents tests géophysiques ont été réalisés sur quelques piliers
d’essais. Ces tests ont permis de bâtir une méthodologie d’exploration. Pour chaque
pilier, elle consiste à coupler des reconstructions en tomographie sismique et des pro-
fils radars. Des indicateurs d’état sont ensuite extraits. Ils peuvent mettre en évidence
le comportement particulier de certains piliers ou certaines régions. Ils conduisent par
ailleurs à une classification ordonnée de l’ensemble des piliers auscultés.

La taille moyenne des piliers est de l’ordre de 7 × 7 × 7m. Deux tomographies sis-
miques en temps de trajet sont réalisées pour chaque pilier. Une première tomographie
verticale permet de détecter un éventuel comportement hétérogène suivant la compo-
sante verticale et de valider l’implantation de la tomographie horizontale (Cf. Figure
11.5). En effet, l’altitude choisie pour la tomographie horizontale ne doit pas corres-
pondre à un niveau bas pour les vitesses sismiques, auquel cas, l’interprétation en
coupe 2D des mesures tomographiques horizontales serait erronée.

FIG. 11.5 – Coupe tomographiques d’un pilier test (à gauche : coupe verticale ; à droite coupe horizon-
tale). La gamme des vitesses représentée s’étend linéairement du noir : 3500 m/s au blanc : 5000 m/s.
La coupe horizontale est réalisée à une hauteur de l’ordre de 1,7 m sur la coupe verticale.

Différents tests ont été réalisés pour définir les paramètres tomographiques op-
timaux et compatibles avec l’auscultation de plusieurs dizaines de piliers dans des
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délais raisonnables (pas et type de capteurs, pas et type de source, ... ). Une ma-
chine d’acquisition spécifique (32 voies, 1,2 MHz/voie, 12 bits réels) a été construite
de manière à minimiser le temps d’acquisition et à inclure dès la prise de mesure le
conditionnement des signaux dédié aux pointés nécessaires pour les tomographies.

Des expérimentations radar ont été conduites en parallèle sur les mêmes piliers
tests. Ces mesures ont permis de définir la méthodologie appropriée pour visualiser
l’état de fracturation interne de ces piliers. Les fractures ainsi détectées peuvent être
portées sur les coupes tomographiques.

La méthodologie géophysique sélectionnée permet donc d’obtenir des coupes to-
mographiques rehaussées par les fractures détectées. Les techniques utilisées auto-
risent des mesures à grand rendement. Il a donc été possible de visualiser compa-
rativement les résultats d’un grand nombre de piliers. Un extrait de ces résultats est
présenté sur la Figure 11.6.

FIG. 11.6 – Extrait de la collection de coupes tomographiques horizontales et des détections radar de
fractures (le positionnement des piliers n’est pas représentatif).

Différents indicateurs peuvent être extraits de ces représentations. Visuellement,
des piliers ou des régions «atypiques» sont repérés, il est possible par ailleurs de
quantifier l’homogénéité de chaque pilier, son degré de fissuration, ... L’ensemble de
ces indicateurs conduit à un classement ordonné des piliers auscultés en complément
des indicateurs d’observation visuelle et de chargement. Il sert de base au gestionnaire
pour la planification des travaux de confortement.
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11.4 Tomographie électromagnétique 2D entre forages

Xavier Dérobert

11.4.1 Nature du problème inverse

Les méthodes géophysiques fondées sur l’étude des ondes électromagnétiques
(EM) aux fréquences radar pour l’imagerie du sous-sol ont fait l’objet d’un intérêt
considérable au long de la dernière décennie. Comme le radar est fréquemment li-
mité en termes de profondeur de pénétration, des techniques tomographiques entre
forages ont été développées, visant à produire des représentations en coupes ou en
tranches du milieu exploré.

Les techniques tomographiques bi-dimensionnelles (2D) se positionnent dans deux
grandes catégories. La première catégorie fait référence aux techniques les plus con-
nues et commercialement développées, qui s’appuient sur les temps de trajet des
ondes radar ou sur leur atténuation [CDLL95, VZR99]. Toutefois, leur résolution spa-
tiale reste faible, et les résultats numériques présentent des artéfacts conséquents à
l’application de la théorie des rais qui ne prend pas en compte les phénomènes de
diffraction.

La seconde catégorie, dont fait partie la technique développée ici, implique la prise
en compte de ces phénomènes dans le processus d’imagerie. Diverses études électro-
magnétiques ont en effet montré que le problème d’inversion des champs EM diffractés
(problème mal posé et fortement non linéaire) pouvait être résolu grâce à un apport
d’information supplémentaire. Entre forages, les techniques s’orientent vers l’illumina-
tion de l’objet (ou hétérogénéité) à plusieurs fréquences pour augmenter l’information
malgré les limitations en multi-incidences [Dou97, BKP97].

La technique d’inversion, présentée ici, fait partie d’une étude plus générale menée
par R. Tarnus [Tar04] sur une technique de tomographie par diffraction dans le domaine
spectral, développée pour des mesures EM en transmission entre forages, à plusieurs
fréquences.

Deux modes d’illumination EM de la zone auscultée peuvent être utilisés : le champ
électrique peut se propager dans le plan d’auscultation soit de manière perpendicu-
laire à ce dernier, comme un scalaire – mode Transverse-Magnétique (TM) - , soit de
manière parallèle à ce plan – mode Transverse Electrique (TE) – comme dans le cas
de mesures en forages par des antennes dipôles, par exemple. Seul le mode TM, le
plus simple à modéliser, sera présenté pour valider numériquement la technique d’in-
version, équivalente pour les deux modes, et quantifier le niveau de résolution auquel
s’attendre.

11.4.2 Résolution du problème inverse

Soit un milieu homogène semi-infini caractérisé par une constante diélectrique ε(r)
et une conductivité électrique σ(r). Une hétérogénéité, infinie suivant l’axe perpendi-
culaire au plan d’auscultation et caractérisé par les propriétés EM εh(r) et σh(r), est
enfouie entre deux forages caractérisant nos deux lignes de mesures (figure 11.7).
On considère que les caractéristiques EM sont constantes sur la bande de fréquence
étudiée, et que l’interface sol-air est suffisamment éloignée de la zone auscultée pour
n’avoir aucune incidence sur les champ électriques diffractés.
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FIG. 11.7 – Géométrie du problème 3D

L’objet est éclairé par des champs électriques incidents EI
z (r, t), générant un champ

diffracté ED
z (r, t) secondaire dans l’hétérogénéité.

Le champ électrique total, mesuré au niveau de la ligne de réception (x = x1), est
alors défini par :

Ez(r, t) = EI
z (r, t) + ED

z (r, t) (11.4.1)

Après l’application d’une transformée de Fourier (TF) dans le domaine temps sur les
équations de propagation du champ électrique, le champ diffracté peut être présenté
dans sa forme intégrale, pour chaque fréquence de pulsation ω :

ẼD
z (r, ω) =

∫

Dd

G(r, r′, ω)J(r′, ω)dr′ ∀r,∀ω, (11.4.2)

où G(r, r′, ω) est le tenseur de Green et J(r′, ω) les courants induits dans l’hétérogénéité
par le champ incident ẼD

z (r, ω), et défini par :

J(r, ω) = [k2
h(r, ω)− k2(r, ω)]Ẽz(r, ω) (11.4.3)

avec

k2(r, ω) = ω2µ0

(
ε(r) + j

σ(r)

ω

)
(11.4.4)

et k2
h(r, ω) défini de la même manière que k2(r, ω) en fonction de εh(r) et σh(r). Pour

des raisons de simplification d’écriture, k2(r, ω) sera noté k2(ω) dans la suite du texte.
L’objectif de la technique d’inversion consiste à reconstruire une tomographie des

courants induits normalisés plutôt que des caractéristiques EM des hétérogénéités
présentes entre les forages. En effet, on peut trouver dans le domaine spectral une
relation simple liant ces courants induits aux champs diffractés, qui nous permet de
reconstruire une carte, ou tomographie, des courants induits dans le domaine spatial.

Ces courants induits, normalisés par le champ incident, sont définis par :

K(r, ω) =
J(r, ω)

k2(ω)ẼI
z (r, ω)

∀r, ∀ω, (11.4.5)

La démarche consiste donc à calculer, dans un premier temps, le terme ẼI
z (r, ω)

dans le domaine spectral, à partir de EI
z (r, t), qui dépend de la position ys de la source
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le long de la ligne de mesure (x = 0). Cette décomposition est présentée par Dourthe
(1997) et Tarnus (2004).

En définissant la Transformée de Fourier (TF) spatiale 2D des courants K̃(α, β) et
la TF spatiale 2D des champs diffractés ẼD

z (x, ν, η), les équations (11.4.2) et (11.4.5)
conduisent à la relation spectrale, pour chaque fréquence angulaire ω :

K̃(α, β,0, ω) =
−2iγ(ν, ω)

k2(ω)Az(η, ω)
eiγ(ν,ω)xLẼD

z (xL, ν, η, ω) (11.4.6)

avec α(ν, η) = ν − η

β(ν, η) =
1

2π
(γ(ν, ω)− γ(η, ω))

L’équation (11.4.6) a été validée par Dourthe (1997). Pour aboutir à ce résultat, nous
avons dû considérer que le terme K̃(α, β) était indépendant de la variable spectrale η′

(elle-même reliée à la variable (y′ − ys), position relative de l’émission). Cette approxi-
mation peut être appliquée pour des configurations particulières restreintes de me-
sures (lignes rectilignes, lignes parallèles en transmission et en champ lointain). Une
Transformée de Fourier Inverse permet alors de remonter à une image des courants
induits normalisés dans le sous-sol (ou domaine spatial).

La démarche sous-jacente à cette technique d’inversion consiste à maximiser l’in-
formation dans le domaine spectral afin d’améliorer la résolution et de diminuer le
niveau de bruit des tomographies dans le domaine spatial (c’est-à-dire limiter le niveau
d’amplitude de courants induits mal positionnés correspondant à des artefacts dans
les tomographies).

Pour cela, il est nécessaire de disposer de plusieurs points de mesures en émission,
comme en réception, et d’utiliser plusieurs fréquences d’éclairement en multi-incidences.

11.4.3 Illustration et validation pour une inversion 2D-TM

La validation numérique du modèle d’inversion 2D-TM est réalisée à partir d’expéri-
mentations sur modèle physique, dans une cuve d’eau de deux mètres de hauteur et
trois mètres de diamètre (figure 11.8). Deux tubes PVC verticaux, séparés de 44 cm,
font office de guides pour des lignes de mesure d’un mètre.

L’eau présente le double avantage d’être un milieu homogène et de constante
diélectrique telle que les ondes sont contractées (ε′r = 80 et σ = 0, 006 S/m), per-
mettant de simuler une application géophysique entre forages dans des dimensions
réduites. Nous avons donc conçu des antennes dipôles de 8 cm pour la bande de
fréquence de [400–900 MHz]. L’échantillonnage retenu est de 2 cm entre points de
mesures, pour 51 points par ligne de mesure. Des tubes PVC immergés, et remplis
d’air, simulent les cavités à détecter.

Les mesures sont effectuées en deux temps, avec et sans tube, de façon à pou-
voir déduire les champs diffractés à partir des champs incidents (sans tubes) et des
champs totaux (avec tubes).

La figure 11.9 montre deux exemples de résultats obtenus à partir de peu de
fréquences échantillonnées dans une bande étroite (9 fréquences dans la bande [400-
480 MHz]), compatible avec les bandes passantes des antennes. Il est à noter que
dans les présentations de reconstructions tomographiques, les lignes verticales en
pointillé correspondent aux positionnement des forages.
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FIG. 11.8 – Modèle physique (a-b : lignes de mesure en forage, d-e : antennes en mode TM, c-i :
hétérogénéité en PVC et section à imager, f-g : plan de mesure et zone d’investigation, h : eau)

FIG. 11.9 – Inversions numérique et expérimentale (9 fréquences dans la bande [400-480 MHz]) de ca-
vités cylindriques de 4 et 5 cm de diamètre. a) configurations, b) reconstruction de données numériques,
c) reconstruction de données expérimentales.

Les contraintes géométriques engendrent un faible bruit autour de la position des
tubes, principalement dans la direction des x. Ceci induit une précision sur les mesures
de l’ordre de λc/2 (où λc est la longueur d’onde de la fréquence centrale) dans la
direction des x, alors qu’elle est de l’ordre de λc/4 le long des y. Cela correspond à une
précision de l’ordre du pas, ou du double, du pas d’échantillonnage dans la direction
des y, ou des x.

Doubler le nombre de fréquences et augmenter le nombre de points de mesures
diminue le niveau de bruit et améliore la résolution des tomographies, principalement
dans le cas de cavités isolées proches de la ligne d’émission. On peut alors atteindre
des niveaux de résolution de l’ordre de λc/4 (ou du pas d’échantillonnage), bien que le
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niveau de bruit soit toujours supérieur dans la direction des x.
On peut donc noter que de simples antennes dipôles, à bande passante étroite,

combinées à peu de fréquences d’éclairement suffisent à la réalisation d’inversions
tomographiques EM précises, pour un temps de calcul très faible (moins d’une minute
pour un PC quelconque, inférieur à la seconde pour un modèle récent).
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11.5 Tomographies de résistivité électrique de structures 3D de
géometrie quelconque

Laurent Marescot,
Sérgio Palma Lopes

11.5.1 Rappels et problématique en génie civil

A. L’imagerie de résistivité électrique

La résistivité électrique, notée ρ et exprimée en Ohm.mètres (Ωm), est une propriété
locale d’un milieu continu qui mesure sa capacité à résister au passage d’un courant
électrique (son inverse est la conductivité électrique, notée σ et exprimée en Siemens
par mètre, soit Sm−1). La connaissance de la répartition de cette propriété peut per-
mettre de remonter à la nature du milieu ausculté, à sa structure ou à son état. Pour
imager cette répartition, on doit réaliser une tomographie électrique du milieu, c’est à
dire un ensemble de mesures sur ou autour de ce milieu.

Les mesures consistent à générer un champ électrique statique dans le milieu, en y
injectant du courant continu par l’intermédiaire d’électrodes ponctuelles, et à mesurer
la répartition spatiale du potentel électrique induit par la circulation de courant, en
mesurant des différences de potentiel à l’aide d’autres électrodes.

Puis, par inversion des données ainsi mesurées, on tire un ou plusieurs modèles
plausibles donnant les valeurs de résistivité dans le milieu, que l’on interprète ensuite
selon l’application : description d’une coupe géologique, suivi d’une invasion d’eau, de
sel ou de polluants, recherche d’une cavité ou d’un défaut local dans un ouvrage.

B. Formulation du problème direct

La répartition du potentiel électrique, dans un milieu conducteur ayant une répartition
σ de conductivité électrique et soumis à des sources de courant continu, est un problè-
me physique dit de diffusion. Il est régi par l’équation de Poisson (équation 11.5.1) à
laquelle s’ajoutent des conditions aux limites. Il s’agit de trouver le champ scalaire V
vérifiant en tout point de l’espace :

−∇ · (σ∇V ) =
∑

s

Isδ(r − rs) (11.5.1)

où δ est une distribution de Dirac à trois dimensions et r la position d’un point de
l’espace. Le terme de droite de l’équation 11.5.1 est le terme de source de courant,
exprimé ici comme la superposition de sources ponctuelles placées aux points rs et
d’intensités de courant Is (en Ampères). Les conditions aux limites sur la frontière
du domaine étudié peuvent être de type « flux de courant imposé » (par exemple
une condition d’isolation électrique) ou de type « potentiel imposé » (par exemple une
condition de mise à la terre).

Notons que les relations permettant de passer d’une répartition donnée de la
conductivité σ aux réponses électriques V du milieu correspondant ne sont pas
linéaires. En l’absence d’une solution analytique, ce problème direct peut être résolu
par une méthode numérique qui sera le « solveur » autour duquel l’algorithme itératif
d’inversion est développé. Dans le cas de géométries tri-dimensionnelles (3D) quel-
conques, la méthode des éléments finis (MEF) est bien adaptée.
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C. Nature du problème inverse

En tomographie électrique, les observables sont les différences de potentiel me-
surées (généralement normalisées en résistances et éventuellement en « résistivités
apparentes »). Ces données mesurées peuvent être regroupées dans un vecteur noté
d. Une paramétrisation du modèle, c’est à dire une représentation mathématique sim-
plifiée de la réalité, doit être choisie. En 2D et 3D, s’il l’on a peu d’a priori sur la
répartition de la conductivité, il est très fréquent que le milieu soit entièrement discrétisé
en cellules (les éléments finis, dans le cas de la MEF) de sorte que la conducti-
vité puisse être considérée comme constante à l’intérieur de chacun de ces volumes
élémentaires. Les paramètres du modèle sont ces valeurs de conductivité et sont re-
groupés dans un vecteur noté m.

Notons g(m) les réponses électriques du modèle, que l’on évalue en résolvant le
problème direct. Le problème inverse consiste à reconstruire un modèle m du milieu
ausculté tel que ses réponses g(m) soient aussi proches que possible des réponses
mesurées : c’est donc un problème d’optimisation dans lequel on cherche à minimiser
l’écart d − g(m). L’opérateur g n’étant pas linéaire, le problème inverse est dit non-
linéaire. Une des stratégies les plus communes consiste à linéariser le problème et à
approcher la solution par itérations successives.

Avec la paramétrisation en cellules décrite précédemment, le nombre de paramètres
inconnus est le plus souvent bien supérieur au nombre de données mesurées. De
plus, la tomographie peut n’apporter que très peu d’information sur certaines zones du
modèle éloignées des dispositifs de mesure. Le problème est donc sous-déterminé.
Par ailleurs, à cause du caractère intégrant des méthodes électriques (phénomène
de diffusion) des « équivalences électriques » sont possibles : il est difficile de dis-
tinguer les effets du volume d’une hétérogénéité des effets du contraste de résistivité
de cette hétérogénéité avec l’encaissant. Plusieurs modèles d’un milieu peuvent donc
aboutir approximativement aux mêmes réponses électriques. Ce phénomène a des
conséquences directes sur la résolution globale de la méthode, comme on le verra
dans l’exemple traité plus loin. Enfin, les mesures sont entachées d’erreurs expérimen-
tales et celles-ci se propagent inévitablement vers les paramètres ajustés. L’ensemble
de ces raisons explique la non-unicité de la solution au problème inverse.

En général, il faudra donc considérer qu’il n’y a pas une solution mais un espace
des modèles plausibles. Toute information a priori sur le milieu (observations de toute
nature) sera utile au choix d’une solution, et une méthode d’évaluation de cette solution
sera nécessaire.

D. Problématique en génie civil

La majorité des codes d’inversion de mesures électriques provient de la prospec-
tion électrique à courant continu pratiquée en géophysique de sub-surface ([LB96]).
Les modèles y représentent généralement un demi-espace, le sol, pouvant admettre
une topographie modérée. Les électrodes sont localisées en surface ou en forage
vertical, selon des dispositifs conventionnels. Ces algorithmes d’inversion exigent des
ressources informatiques importantes et sont peu compatibles avec des applications
intégrant des structures 3D.

Or les ouvrages géotechniques et les structures du génie civil tels que des piles
de ponts, des pièces en béton, des digues ou des remblais, ont des géométries 3D
qui ne sont généralement pas assimilables à un demi-espace. Un module d’inversion
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électrique non-linéaire, nommé INVS pour INVersion électroStatique, a été développé
sous l’environnement du progiciel CESAR-LCPC pour l’inversion de tomographies
électriques 3D sur ces géométries quelconques [Mar04].

11.5.2 Résolution du problème inverse

A. Approche classique

De nombreux algorithmes d’inversion ont déjà été développés pour le problème
électrique en 2D et 3D. Il s’agit généralement de méthodes de descente ([EO94]). Une
fonction objectif (ou fonction côut) notée E doit être choisie : c’est sa minimisation qui
permet de converger vers un modèle compatible avec les observations. La norme L2

de l’écart d − g(m) est souvent choisie (minimisation au sens des moindres carrés)
mais d’autres normes sont possibles.

Dans ce cadre, la méthode dite de Gauss-Newton (« moindres carrés linéarisés »)
a très souvent été employée en prospection électrique en y ajoutant une condition de
régularisation de type Marquardt-Levenberg, et en introduisant parfois différentes ma-
trices de lissage ou de pondération afin de limiter la complexité de la solution ajustée
ou d’introduire de l’information a priori sur le modèle. Ces méthodes et les formulations
qui en découlent sont très largement décrites dans la littérature [LT84, EO94]. Elles font
le plus souvent intervenir la matrice des dérivées partielles (ou matrice de sensibilité,
ou Jacobien) : celle-ci exprime les taux de variation des réponses du milieu ausculté
(les différences de potentiel mesurées) en fonction de variations des paramètres du
modèle (la résistivité ajustée dans chaque maille du modèle). Pour une géométrie 3D,
le nombre d’éléments de cette matrice à stocker est considérable. C’est pourquoi les
méthodes de type Gauss-Newton, efficaces en 2D, sont beaucoup plus limitées sur
une géométrie 3D quelconque car elles impliquent des ressources informatiques et
des temps de calcul prohibitifs.

B. Approche proposée

Tout en restant dans le cadre général d’une méthode de descente et d’une optimi-
sation itérative et au sens des moindres carrés, l’approche suivante fait appel à une
technique d’état adjoint [Ple06] pour exprimer directement une variation de la fonc-
tionnelle E sous l’effet d’une perturbation du modèle (variation de la répartition de la
résistivité dans le milieu) sans avoir à évaluer explicitement la matrice de sensibilité.
Cette approche, purement non-linéaire, ne nécessite pas de stocker la matrice de sen-
sibilité. On en trouve quelques exemples d’utilisation en inversion électrique, soit pour
le calcul de chaque dérivée partielle [MO90], ce qui permet alors de combiner cette
technique avec un algorithme de type Gauss-Newton, soit pour évaluer directement le
gradient de la fonction objectif [Ple06].

Méthode de descente : les gradients conjugués Afin de définir une direction de « des-
cente» vers un minimum de la fonction objectif, il est nécessaire d’évaluer le gradient
de cette fonction : c’est le vecteur h de ses dérivées partielles par rapport à chaque
paramètre du modèle. La mise à jour du vecteur m des M paramètres du modèle au
cours du processus d’inversion peut alors s’écrire :

mp+1 = mp − αpRphp (11.5.2)
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l’indice p indiquant l’itération courante, R une matrice M ×M définie positive afin de
garantir une direction de descente (diminution de E), et α un pas réglant la vitesse de
convergence.

A la première itération, on peut utiliser une méthode de plus grande pente (R = I,
matrice identité M ×M ). Puis la direction de descente est améliorée en utilisant une
méthode classique de gradients conjugués afin de limiter les oscillations en direction
du minimum. Dans ce cas, la direction de descente est une combinaison linéaire entre
le gradient de la fonction objectif à l’itération en cours (direction de plus grande pente)
et celui de l’itération précédente. A ce stade du développement de l’algorithme, la
longueur du pas α est fixée a priori et réglée au cas par cas par l’utilisateur.

Choix d’une fonction objectif Le terme de base de la fonction objectif est la norme L2

des différences entre les logarithmes des différences de potentiel calculées et les lo-
garithmes des différences de potentiel mesurées :

E =
s∑

i=1

∫

Ω

∫

Ω

1

2

1

vi(r, r′)
Log2

(
V i(σ, r)− V i(σ, r′)
V i

mes(r)− V i
mes(r

′)

)
Φi(r, r′)drdr′ (11.5.3)

où Ω est le domaine d’intégration incluant tout le milieu et s le nombre de couples
sources. Les potentiels électriques aux points r et r′ de l’espace à 3 dimensions, induits
par l’injection de courant d’indice i, sont notés V i

mes(r) et V i
mes(r

′) s’ils sont mesurés et
V i(σ, r) et V i(σ, r′) s’ils sont modélisés (ils dépendent alors du champ de conductivité
σ que l’on cherche à optimiser). Φi(r, r′) est une fonction de pondération, qui permet
concrètement de localiser les électrodes considérées comme ponctuelles. Enfin les
termes vi(r, r′) sont les variances sur les mesures.

D’autres termes peuvent être ajoutés à cette fonctionnelle de base (par exemple un
terme de contrainte par rapport à un modèle de référence pour introduire de l’informa-
tion a priori sur le modèle ajusté). Mais c’est sur le terme de l’expression 11.5.3 que
réside l’intérêt de l’approche présentée ici. On ne retiendra donc que cette forme pour
la suite.

Technique d’état adjoint Simplifions l’écriture de l’expression 11.5.3 en notant f i le
résultat de la première intégration sur le domaine Ω :

E =
s∑

i=1

∫

Ω

f i(V i(σ, r))dr (11.5.4)

Le processus d’inversion non-linéaire implique la minimisation de la fonctionnelle E par
rapport au champ de conductivité. La différentiation de E relativement à σ s’écrit :

δE =
s∑

i=1

∫

Ω

∂f i

∂V i

∂V i

∂σ
δσdr (11.5.5)

La difficulté du problème réside dans l’évaluation de cette différentielle puisque, dans
un cas 3D arbitraire, on ne dispose pas d’une expression analytique des réponses
électriques V i en fonction du champ de conductivité σ. On note alors :

γi =
∂f i

∂V i
(11.5.6)
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et on introduit un champ U i, appelé champ adjoint du champ V i, qui est solution du
problème de diffusion suivant, et dont le terme de source virtuelle est γi :

∇ · (σ∇U i) = γi, (11.5.7)

équation vérifiée en tout point du domaine Ω et à laquelle on ajoute des conditions aux
limites sur les mêmes frontières que celles utilisées pour le champ de potentiel V . On
peut alors montrer que [Mar04] :

δE =
s∑

i=1

∫

Ω

∇U i · ∇V iδσdr (11.5.8)

Cette expression est fondamentale puisqu’elle montre que l’on peut obtenir la variation
de E, due à une modification δσ de la répartition de la conductivité, en n’effectuant
que deux résolutions du problème direct par injection de courant et par itération. Ces
deux problèmes directs, l’un pour le champ V i et l’autre pour le champ adjoint U i, sont
résolus sur le même modèle en éléments finis (géométrie, maillage, répartition de la
résistivité) mais avec leurs termes de source respectifs.
Après discrétisation du domaine Ω en M éléments finis Ωe, on peut réorganiser l’ex-
pression précédente sous la forme :

δE =
M∑

e=1

∫

Ωe

(
s∑

i=1

∇U i · ∇V i

)
δσdr (11.5.9)

Par ailleurs, on peut également écrire que :

δE =
M∑

e=1

∂E

∂me

δme =
M∑

e=1

heδme = hT · δm (11.5.10)

avec h le gradient de E dans l’espace des paramètres. La conductivité σ étant constan-
te à l’intérieur de chaque maille Ωe (ce sont les M paramètres du modèle notés me et
que l’on modifie de δσ = δme), il est aisé d’identifier les expressions 11.5.9 et 11.5.10
pour en tirer le gradient de E nécessaire à la détermination de la direction de descente.

Evalutation de la solution La solution au problème inverse n’étant pas unique, plusieurs
méthodes ont été proposées pour évaluer la fiabilité d’une solution donnée [Men84].
Certaines de ces méthodes classiques nécessitent cependant d’avoir évalué la matrice
de sensibilité, ce que l’on cherche précisément à éviter dans le cadre de l’approche
présentée plus haut.

Plus récemment, Oldenburg et Li [OL99] ont introduit l’indice DOI (Depth Of Inves-
tigation index) pour estimer la profondeur d’investigation de mesures effectuées à la
surface d’un demi-espace. Marescot [Mar04] suggère une extension de cette méthode
à toute géométrie et à toute configuration de mesure, et propose de le nommer indice
ROI (Region Of Investigation) dans ce cas le plus général.

La méthode de l’indice DOI suppose que, dans la fonctionnelle à minimiser, un
terme de contrainte par rapport à un modèle de référence ait été introduit (ce qui
est le cas lorsqu’on souhaite introduire explicitement de l’information a priori). Cette
approche est alors basée sur la comparaison de deux inversions réalisées sur le
même jeu de données mais avec un modèle de référence différent. Dans les régions
du modèle où les deux inversions reconstruisent les mêmes valeurs de conductivité,
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indépendamment du modèle de référence utilisé, on en déduit que l’information conte-
nue dans les données contraint suffisamment le résultat pour qu’on leur accorde un
certain niveau de confiance. A l’inverse, dans les régions où les données ne fournissent
que peu d’information, l’influence du modèle de référence l’emporte et les reconstruc-
tions seront donc différentes. Cette approche, simple et ne nécéssitant pas le calcul
d’une matrice de dérivées partielles, a été testée quantitativement et validée sur des
données synthétiques et réelles. Elle ne se substitue pas totalement à une analyse
complète de la solution mais permet de distinguer les régions fiables des régions non
fiables dans le modèle ajusté.

11.5.3 Illustration

La méthode d’inversion est illustrée par un exemple de données simulées sur une
structure de type « pilier » (Figure 11.10a). Le modèle consiste en un parallélépipède
composé d’un ensemble de trois couches de conductivités différentes dans lesquelles
sont plongées deux hétérogénéités.
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FIG. 11.10 – (a) Modèle synthétique du pilier tri-couche incluant deux hétérogénéités utilisé pour simuler
les données dans COMSOL Multiphysics (FEMLAB). (b) Modèle utilisé pour inverser les données dans
CESAR-LCPC avec un exemple de quadripôle de mesure. A et B sont des électrodes d’injection de
courant et M et N sont des électrodes de mesure du potentiel.

Une condition de potentiel imposé nul est appliquée en un nœud unique vers le
bas du modèle (Figure 11.10.b), de coordonnées (15,0,0). Les données sont simulées
sur un modèle créé dans le logiciel COMSOL Multiphysics et composé de 61838
éléments tétraédriques quadratiques pour un total de 93910 nœuds (Figure 11.10a).
Ces données sont ensuite inversées selon la méthode proposée dans CESAR-LCPC
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sur un modèle comprenant 8775 éléments hexaédriques linéaires pour un total de
10024 nœuds (Figure 11.10.b). Douze tomographies verticales ont été effectuées sur
la structure (6 plans parallèles à l’axe x et 6 plans parallèles à l’axe y), au moyen de
260 électrodes placées à la surface de cette structure et espacées de 3 m. Chaque
électrode peut être utilisée comme électrode d’injection de courant ou de mesure
de potentiel. En ne considérant pas les mesures proches des électrodes de courant
ainsi que les mesures réciproques, il résulte de cette simulation un total de 52272
différences de potentiel simulées. Un bruit statistique gaussien (5%), figurant du bruit
de mesure, est ajouté avant inversion aux données simulées. Notons que cette séquen-
ce de tomographies n’est pas nécessairement optimisée pour apporter le maximum
d’information sur le modèle 3D, mais constitue un exemple de ce qui serait facilement
réalisable dans un cas réel.

La Figure 11.11 montre le résultat de l’inversion à la onzième itération pour un
modèle de départ homogène de résistivité 100 Ωm.
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FIG. 11.11 – Résultat de l’inversion des tomographies simulées : coupes en résistivité du modèle in-
versé. Sur les coupes, les segments noirs indiquent l’interface entre les trois couches du modèle et les
cadres noirs indiquent la trace des hétérogénéités.

La valeur de la fonction objectif E pour cette itération est 20.8 (valeur initiale 577.3).
On admet que la convergence est atteinte à la onzième itération, la valeur de la
fonction objective ne diminuant alors plus de manière significative. La résistivité in-
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versée des cellules est représentée selon des coupes horizontales et verticales dans
la Figure 11.11. On peut relever la reconstruction correcte de la position latérale des
hétérogénéités conductrices. Toutefois, celles-ci apparaissent comme plus larges par
rapport au modèle bien que l’ajustement des données soit satisfaisant (compte tenu
des erreurs de mesure introduites). Le contraste de résistivité retrouvé est également
inférieur au contraste réel. On observe donc que les mesures électriques ne séparent
pas bien les effets du volume et du contraste (équivalences inhérentes à la méthode
électrique). Toutefois, l’extremum de chaque hétérogénéité reconstruite permet de lo-
caliser correctement ces structures dans le modèle. L’exemple proposé ici est de di-
mension raisonnable, mais il est important de réaliser que cette approche se généralise
sans peine à des modèles comportant un grand nombre de paramètres et pour des
jeux de données importants.

11.5.4 Conclusion

La méthode d’inversion de tomographies électriques décrite ici (module INVS de
CESAR-LCPC), autorise le traitement d’importants jeux de données mesurés sur des
modèles de géométrie 3D a priori quelconque et décrits par de nombreux paramètres.
La technique de l’état adjoint, purement non-linéaire, permet d’obtenir la différentielle
de la fonction objectif sans un recours à un calcul explicite de la matrice de sensibi-
lité. Cette approche, qui évite le stockage et l’inversion de matrices de grande taille
et limite les résolutions de problèmes directs durant le processus itératif, reste peu
utilisée en inversion électrique. Le gradient de la fonction objectif ainsi calculé est in-
troduit dans un processus d’optimisation de type gradients conjugués. L’algorithme est
robuste mais l’ajout de termes supplémentaires (régularisation, lissage, information a
priori) est souhaitable selon les applications.
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LCPC Nantes
Laboratoire Central des Ponts et Chaussées,
Route de Bouaye,
BP 4129,
F-44341 Bouguenais Cedex

LCPC Paris
Laboratoire Central des Ponts et Chaussées,
58 Bd Lefebvre,
F-75732 PARIS Cedex 15

LRPC Clermont-Ferrand
Laboratoire Régional des Ponts et Chaussées,
8-10 rue Bernard Palissy,
F-63017 Clermont-Ferrand

LRPC Strasbourg
Laboratoire Régional des Ponts et Chaussées,
11 Rue Jean Mentelin,
BP 9,
F-67200 Strasbourg

Navier ENPC/LCPC
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