N

N

Une formule intégrale reliée a la conjecture locale de
Gross-Prasad
Jean-Loup Waldspurger

» To cite this version:

Jean-Loup Waldspurger. Une formule intégrale reliée a la conjecture locale de Gross-Prasad. 2009.
hal-00360341

HAL Id: hal-00360341
https://hal.science/hal-00360341

Preprint submitted on 11 Feb 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00360341
https://hal.archives-ouvertes.fr

Une formule intégrale reliée a la conjecture locale de
Gross-Prasad

J.-L. Waldspurger
10 février 2009

Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. Soit V' un espace
vectoriel sur F', de dimension finie d, muni d’une forme quadratique non dégénérée gq.
On suppose donnée une décomposition en somme directe de sous-espaces orthogonaux
deux a deux V =W @& D @ Z. On suppose que D est une droite et que Z est muni
d'une base {v;;1 = £1,...,£r} telle que ¢(v;,v;) = J;_; pour tous 4, j, ol 6; _; est le
symbole de Kronecker. On note G, resp. H, le groupe spécial orthogonal de V', resp. W,
et U le radical unipotent du sous-groupe parabolique de GG qui conserve le drapeau de
sous-espaces isotropes

Fv.Cc Fv,® Fv,_1 C...C Fu, & ... % Fu,.

Fixons un élément non nul vy € D et un caractere continu non trivial ¢» de F'. Définissons
un caractere £ de U(F) par la formule

Ew)=¢( > qluvi,va)).

i=0,...,r—1

Le groupe H est le sous-groupe des éléments de G qui agissent par 'identité sur D & Z.
I1 normalise U et la conjugaison par H(F') conserve £ (£ est essentiellement le caractere
de U(F) le plus régulier possible qui soit conservé par cette conjugaison). Soient T,
resp. o, une représentation admissible irréductible de G(F'), resp. H(F'), dans un espace
(complexe) Er, resp. E,. Notons Homy¢(m, o) espace des applications linéaires ¢ :
E, — E, telles que

p(m(hu)e) = E(u)o(h)p(e)

pour tous u € U(F'), h € H(F), e € E,. D’apres [AGRS] théoréme 1’ et [GGP] corollaire
20.4, cet espace est de dimension 0 ou 1. On note m(o, ) cette dimension.

Supposons maintenant que G et H sont quasi-déployés sur F et affectons les données
V, W, q, G et H d’un indice i (pour "isotrope”). Dans cette introduction, supposons
pour simplifier dim(W;) > 3. On sait qu’a isomorphisme pres, il existe un unique espace
V, (a pour "anisotrope”) de méme dimension d que V;, muni d’une forme quadratique
¢, de méme discriminant que ¢; mais qui n’est pas isomorphe a ¢, (c’est-a-dire d’indice
de Witt opposé). Il existe de méme un unique espace W, de méme dimension que W;,
muni d’une forme quadratique de méme discriminant que la restriction de ¢; a W;, mais
qui n’est pas isomorphe a cette restriction. On vérifie que V, est encore isomorphe a la



somme directe orthogonale W, & D @& Z, ou les formes quadratiques sur D et Z sont les
mémes que précédemment. On note G, resp. H,, le groupe spécial orthogonal de V,,
resp. W,. C’est une forme intérieure de G;, resp. H;.

La conjecture locale de Gross-Prasad suppose l'existence des L-paquets et certaines
de leurs propriétés. On y reviendra ci-dessous. Gross et Prasad énoncent leur conjecture
pour les L-paquets génériques. On se limite ici aux L-paquets tempérés. Soit 11;, resp. >;,
un L-paquet de représentations tempérées de G;(F'), resp. H;(F'). Il peut lui correspondre
un L-paquet II,, resp. ¥,, de représentations tempérées de G,(F'), resp. H,(F'). Ce L-
paquet est alors unique. Ou bien, il n’y a pas de tel L-paquet II,, resp. ¥,. Dans ce cas,
on pose II, = @, resp. ¥, = (. En tout cas, pour (o,7) € (¥; x II;) U (2, x II,), la
dimension m(o, ) est définie.

Conjecture (Gross-Prasad). Il existe un unique couple (o, 7) € (3; x I1;) U (2, x I1,)
tel que m(o,m) = 1.

C’est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. Décrivons les propriétés des L-paquets
tempérés que nous admettrons (on les énonce pour le couple (I1;, I1, ), mais on admet les
propriétés similaires pour le couple (3;,3,)). Notons § I'un des indices i ou a. Rappelons
qu’a toute représentation admissible irréductible 7 de Gy(F') est associé un caractere
0, que I'on peut considérer comme une distribution ou comme une fonction localement
intégrable sur Gy(F'). Dans le cas du groupe G;, on sait définir la notion de modele de
Whittaker de 7. Plus exactement, il y a une notion de modele de Whittaker relatif a O
pour chaque orbite nilpotente réguliere O C g;(F') (pour tout groupe réductif L, on note
[ son algebre de Lie). On suppose
(1) pour § = i ou a, II; est un ensemble fini, non vide si § = 4, et la distribution
= EWEHﬁ 0, sur G4(F') est stable;

(2) le transfert & G,(F) de la distribution 6y, est (—1)%0y, (en particulier est nul si
I, =0);

(3) pour toute orbite nilpotente réguliere O C g;(F), il existe un et un seul élément
de II; qui admet un modele de Whittaker relatif a O.

On reviendra sur ces propriétés en 13.2. Notre résultat est le suivant.

O,

Théoreme. Supposons vérifiées les propriétés ci-dessus. Supposons de plus que II;
et 11, soient formés uniquement de représentations supercuspidales. Alors la conjecture
ci-dessus est vérifiée.

Ce théoreme résulte d'une formule intégrale qui calcule la dimension m(o, 7) a I'aide
des caracteres de o et m, dans le cas ou 7 est supercuspidale. Revenons aux notations du
début en abandonnant les indices ¢ et a. Considérons 1’ensemble des sous-tores T" C H
pour lesquels il existe une décomposition en somme directe orthogonale W = W' & W”
de sorte que

- la dimension de W' est paire et les groupes spéciaux orthogonaux H” de W” et G”
de V' =W"® D & Z sont quasi-déployés sur F';

- le tore T est un sous-tore maximal du groupe spécial orthogonal de W' et il ne
contient aucun sous-tore déployé non trivial.

On fixe un ensemble de représentants 7 des classes de conjugaison par H(F') dans
cet ensemble de tores. Soit 7' € 7. On lui associe des groupes H” et G’ comme ci-dessus.



Soit 7 une représentation admissible irréductible de G(F'). Harish-Chandra a décrit le
comportement local du caractere 6. Soit z un élément semi-simple de G(F'). Notons G,
la composante neutre du commutant de x dans GG. Alors, pour toute orbite nilpotente
O dans g.(F), il existe un coefficient ¢, o(x) € C de sorte que, pour toute fonction
f € C*(g.(F)) dont le support soit contenu dans un voisinage assez petit de 0, on ait
I’égalité

@ IRACEIENIENEED SRR | #xax

La somme porte sur les orbites nilpotentes dans g,(F') et le dernier terme est la trans-
formée de Fourier de I'intégrale orbitale sur O. Bien siir, les mesures et la transformation
de Fourier doivent étre définies précisément. Supposons que z est un élément de T'(F')
en position générale. Alors G, =T x G”, en particulier les orbites nilpotentes de g, (F)
sont celles de g”(F"). Supposons d’abord d impair. Par hypothese, G” est quasi-déployé.
En dimension impaire, cela implique qu’il est déployé. Son algebre de Lie g”(F') possede
une unique orbite nilpotente réguliere, on la note O,., et on pose cx(x) = cr,0,.,(x). Sup-
posons maintenant d pair. Alors g”(F') possede (en général) plusieurs orbites nilpotentes
régulieres. On peut les paramétrer par un sous-ensemble de £ /F*2. Posons vy = q(vp).
On montre que vy appartient a I’ensemble de parametres, on lui associe une orbite O,
et on pose cx(z) = ¢r 0, (7). On a ainsi défini une fonction ¢, sur un ouvert de Zariski
de T'(F'). Soit o une représentation admissible irréductible de H(F'). On définit de fagon
similaire une fonction ¢, sur un ouvert de Zariski de T'(F"). Posons

(5) Mgeom (0, T) = Z w(T)_I/ cs(x)en(x) DH (2)A(z) da.

TeT T(F)

Les fonctions D et A sont des déterminants élémentaires et w(7") est le nombre d’éléments
d’un certain normalisateur. La mesure sur T'(F') est de masse totale 1. La représentation
0 est la contragrédiente de o.

Théoréme. (i) Pour des représentations admissibles irréductibles o de H(F) et m de
G(F), Iexpression ci-dessus est absolument convergente.
(ii) Si 7 est supercuspidale, on a I'égalité m(o, ™) = Myeom (0, 7).

Ce théoreme est, lui, indépendant de toute hypothese sur les L-paquets. Indiquons
comment on déduit le premier théoreme du second. Rétablissons les indices ¢ et a, posons

m(S, )= > m(o,7)

(o,m)eX; x1II;

et définissons de méme m(3,,11,). A l'aide du second théoreme, ces termes se calculent
comme des sommes indexées par des ensembles de tores 7; et 7,. On peut regrouper ces
tores selon leur classe de conjugaison stable. Il y a une correspondance entre classes de
conjugaison stable dans 7, et classes de conjugaison stable dans 7;. Cette correspondance
est en fait une injection du premier ensemble de classes dans le second et c’est presqu’une
surjection : 'unique classe dans 7; qui n’est pas dans I'image est la classe réduite au tore
T = {1} € 7;. Les formules de transfert de caracteres de L-paquets contiennent des
signes, dont le produit est —1. On en déduit que, pour toute classe de conjugaison stable
{T}, C T,, la contribution de cette classe a m(%,,Il,) est 'opposé de la contribution



a m(X;,11;) de la classe de conjugaison stable dans 7; image de {T'},. Alors seul le tore
{1} € 7; contribue de fagon non nulle a la somme m(%,, II,) + m(X;, I;). A l'aide d'un
résultat de Rodier, cette contribution du tore {1} s’interprete comme le produit des
nombres d’éléments de Y;, resp. II; qui admettent un modele de Whittaker relatif a une
certaine orbite nilpotente réguliere. D’apres (3), ces nombres sont égaux a 1. On obtient

m(Ea, Ha) + m(El, Hz) =1

d’ou le premier théoreme. Remarquons que 'apparition d’un signe négatif dans les for-
mules de transfert, qui est cruciale pour le calcul ci-dessus, est probablement réminiscente
de fait que le produit des L-groupes “H x G a une représentation naturelle qui est sym-
plectique.

La preuve du second théoreme est plus compliquée. Appelons quasi-caractere sur
G(F) une fonction 0 définie presque partout sur G(F'), invariante par conjugaison et
possédant un développement de la forme (4) au voisinage de tout point semi-simple.
Pour une fonction f € C°(G(F)), disons que f est tres cuspidale si, pour tout sous-
groupe parabolique propre P = MU de G (avec des notations standard), et pour tout
m € M(F), on a ’égalité

(mu)du = 0.
U(F)
Pour tout entier N € N, on définit une fonction kx sur G(F). C’est I'image réciproque de
la fonction caractéristique d'un sous-ensemble compact de H (F)U(F)\G(F'), qui devient
de plus en plus grand quand N tend vers I'infini. Soient § un quasi-caractere sur H (F')
et f € C(G(F)) une fonction tres cuspidale. On pose

In(6 = O(h —1p du dh dg.
(0. f) /H I /H . /U 005~ ()i in )i

La plus grande partie de I'article consiste a prouver que cette expression a une limite
quand N tend vers l'infini et a calculer cette limite. Celle-ci est, comme 1'expression (5)
ci-dessus, une somme sur les tores 7' € T d’intégrales sur T'(F') de fonctions déduites de
0 et f. Cf. 7.8 pour un énoncé précis. L’expression Iy (6, f) ressemble beaucoup a celles
qui interviennent dans la partie géométrique de la formule des traces locale d’Arthur
([A3]). Drailleurs, pour I’étudier, on s’inspire largement des méthodes d’Arthur. Il y a
toutefois une différence importante entre les deux situations. Dans la formule des traces
locale, il n’y a pas de probleme de singularités. La formule finale ne fait intervenir que des
points réguliers du groupe. En particulier, si on se limite a des fonctions dont le support
est formé d’éléments elliptiques réguliers, la partie géométrique de la formule des traces
locale est essentiellement triviale. Ici, il y a des singularités. Pour un élément semi-simple
x € H(F), le groupe G, est en général plus gros que H, et on peut dire que la singularité
du probléme croit en méme temps que dim(G,) — dim(H,). L’étude de Iy (0, f) passe
donc par une étude locale. On commence par se ramener au cas ou 6 et f ont des
supports concentrés dans des voisinages invariants par conjugaison d’un point semi-
simple x € H(F'). Une méthode de descente imitée d’Harish-Chandra ramene alors le
probleme a un probleme similaire, ou les fonctions 0 et f vivent cette fois sur les algebres
de Lie h,(F) et g.(F). Parce que # est un quasi-caractére, on peut ensuite exprimer
lavatar de Iy (0, f) en fonction de la transformée de Fourier de f. Il s’avere qu’apres
cette transformation, I’expression converge beaucoup mieux. On peut maintenant prouver
Iexistence d’une limite et calculer celle-ci par des méthodes similaires a celles d’Arthur.
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Le second théoreme ci-dessus s’en déduit en remplacant 6 par 05 et f par un coefficient
de 7. On montre en effet facilement que m(o, 7) est essentiellement la limite de Iy (6, f)
quand N tend vers l'infini.

Les trois premieres sections sont consacrées aux notations et a divers rappels d’analyse
harmonique. Les sections 4 a 6 établissent les propriétés qui nous seront utiles des quasi-
caracteres et des fonctions tres cuspidales. Les sections 7 a 12 sont consacrées a ’étude
de lexpression Iy(0, f) définie ci-dessus et au calcul de sa limite. La preuve des deux
théoremes est donnée dans la section 13.

1 Notations et premieres définitions

1.1 Groupes

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On en fixe une cloture
algébrique F. On note valg et |.|r les valuation et valeur absolue usuelles de F' et on
note de la méme facon leurs prolongements & F. On noteor Ianneau des entiers de F,
[F, son corps résiduel et on fixe une uniformisante wp.

Tous les groupes algébriques sont supposés définis sur F'. Soit G un groupe algébrique
réductif connexe. On note aussi G son groupe de points sur F, c'est-a-dire G = G(F).
On note Ag le plus grand tore déployé central dans G, X(G) le groupe des caracteres
définis sur F' de G, Ag = Hom(X(G),R) et A* = X(G) ®z R le dual de A. On définit
I'homomorphisme Hg : G(F) — Ag par Hg(g)(x) = log(|x(g9)|r) pour tous g € G(F)
et x € X(G). On note g l'algebre de Lie de G et

Gxg — g
(9, X) — gXg*

I’action adjointe. On appelle Lévi de G un sous-groupe M tel qu’il existe un sous-groupe
parabolique P de G (défini sur F') de sorte que M soit une composante de Lévi de
P. Pour un tel Lévi, on note P(M) I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G de
composante de Lévi M, L(M) celui des Lévi de G contenant M et F(M) celui des
sous-groupes paraboliques de G contenant M. Pour () € F(M), on notera sans plus de
commentaire () = LU la décomposition de () en sa composante de Lévi L contenant M
et son radical unipotent U. Il y a une décomposition naturelle A, = A§; @ Ag. On note
proj{; et projg les projections sur chacun des facteurs. Le sous-espace A§, est engendré
par I'ensemble ), des coracines indivisibles. A un élément P de P(M) est associé une
chambre positive AJ]S C Ay et un sous-ensemble de coracines simples Ap C ). Bruhat
et Tits ont défini la notion de sous-groupe compact spécial de G(F'). Si K est un tel
sous-groupe et M est un Lévi de GG, on dit que K est en bonne position relativement a
M ¢’il existe un sous-tore déployé maximal A C M de sorte que K fixe un point spécial
de I'appartement associé a A dans 'immeuble de GG. Supposons qu’il en soit ainsi et soit
P = MU € P(M). On définit la fonction Hp : G(F) — Ay par Hp(g) = Hy(m) pour
g =muk € G(F),avecm € M(F),u € U(F), k € K. Suivant Harish-Chandra, on définit
une fonction hauteur ||.|| sur G(F'), a valeurs dans R>; = {x € R;z > 1} et (en modifiant
légerement la définition d’Harish-Chandra) une fonction o par o(g) = sup(1,log(||g]]))-
On définit une fonction sur g(F'), également notée o, de la fagon suivante. On fixe une
base de g(F') sur F. Pour X € g(F), on pose o(X) = sup(1, sup{—valp(X;)}), ou les X;

b}



sont les coordonnées de X. Le cas échéant, on ajoutera des exposants ¢ aux notations
que l'on vient d’introduire pour préciser le groupe ambiant.

Soit G un groupe. On note Zg son centre. Soit A un ensemble muni d’'une action
de G. Pour un sous-ensemble B C A, on note Zg(B) le centralisateur de B dans G et
Norme(B) le normalisateur. Si B = {x}, on note simplement Zs(z) = Zg({z}). Quand
A = @, on suppose implicitement que l'action de G est 'action par conjugaison. De
méme si G est un groupe algébrique linéaire et A = g est son algebre de Lie. Pour une
fonction f sur A et pour g € G, on note 9f la fonction a — f(g7'(a)).

Quand G est un groupe algébrique linéaire, on note G° sa composante neutre. Pour
r € G, resp. X € g, on note G, = Zg(x)°, resp. Gx = Zg(X)?, la composante neutre
du centralisateur de z, resp. X.

Soit G un groupe réductif connexe. On note G, I'ensemble de ses éléments semi-
simples et G4 le sous-ensemble des éléments semi-simples réguliers. On définit de méme
Oss €t Greg. Pour © € Gs(F), Popérateur ad(x) —1 est défini et inversible sur g(F')/g.(F),
on pose :

D () = |det(ad(x) = 1)jq(m/a. ) -

De méme, pour X € gy (F), on pose :
DY(X) = |det(ad(X ) (r)/ax(F)) | -

Pour tout sous-ensemble I' C G(F), on pose I'¢ = {g71vg;9 € G(F),y € T'}. On dit
qu'un sous-ensemble 2 C G(F') est compact modulo conjugaison s'il existe un sous-
ensemble compact I' C G(F) tel que Q C T'¢

1.2 Mesures

On fixe pour tout 'article un caractere continu et non trivial ¢ : F — C*. Soit
G un groupe réductif connexe. On munit g(F') d’'une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée < .,. > invariante par conjugaison par G(F'). Pour tout ensemble topologique
X totalement discontinu, on note C2°(X) lespace des fonctions sur X, a valeurs dans
C, localement constantes et a support compact. On définit la transformation de Fourier
f— f de C>(g(F)) dans lui-méme par

F(x) = / L0 XY e,

ot dY est la mesure de Haar autoduale, ¢’est-a-dire telle que f(X) = f(—X). L'espace
g(F) sera toujours muni de cette mesure. Si H est un sous-groupe réductif de G, le méme
procédé munit h(F') d’'une mesure.

On note Nil(g) I'ensemble des orbites nilpotentes. Soit O une telle orbite. Pour
X € O, la forme bilinéaire (Y, Z) —< X,[Y,Z] > sur g(F) se descend en une forme
symplectique sur g(F')/gx(F), c’est-a-dire sur I'espace tangent a O au point X. Ainsi,
O est muni d’une structure de variété F-analytique symplectique et on en déduit une
mesure ”autoduale” sur O. Cette mesure est invariante par conjugaison par G(F).

Appelons G-domaine dans G(F'), resp. g(F’), un sous-ensemble de G(F), resp. g(F),
qui est ouvert, fermé et invariant par conjugaison. On sait que l'on peut définir une
application exponentielle exp : w — €, oll w est un certain G-domaine dans g(F") conte-
nant 0 et  un certain G-domaine dans G(F') contenant 1. Cette application est un
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homéomorphisme équivariant pour les actions de G(F'). On a déja muni g(F') d'une me-
sure et on munit G(F') de la mesure de Haar telle que le Jacobien de I’exponentielle soit
égal & 1 au point 0 € g(F'). On définit de méme une mesure de Haar sur H(F') pour
tout sous-groupe réductif H contenu dans G. Si K est un sous-groupe compact spécial
de G(F), on munit K de la mesure de Haar de masse totale 1. Soient M un Lévi de
G et P= MU € P(M). On doit munir U(F') d'une mesure de Haar. On sera toujours
dans l'une des situations suivantes. Ou bien le choix de la mesure sera sans importance
et on ne la précisera pas. Ou bien sera fixé un sous-groupe compact spécial K de G(F)
en bonne position relativement a M. Dans ce cas on choisira la mesure telle que, pour
toute f € C(G(F)), on ait I'égalité :

/G(F)f(g)dgz /K/U(F) /JW(F)f(mUk)dmdUdk'

Autrement dit, de sorte que 'on ait 1’égalité :
mes(K,dg) = mes(K N M(F),dn)mes(K NU(F), du),

avec une notation évidente. En inversant le procédé ci-dessus, on munit aussi u(F') d’'une
mesure. Dans la situation ci-dessus, pour f € C°(G(F)), on définit fp € C°(M(F))
par :

fp(m) = 6p(m)!/? /K / k)

ou dp est le module usuel.

Soit T" un sous-tore de G. Le groupe T'(F') est muni d’une mesure par la définition
ci-dessus, notons-la dt. Il y a une autre mesure de Haar qui intervient naturellement
dans la théorie, que I'on note d.t, et qui est définie de la fagon suivante. Si T" est déployé,
le sous-groupe compact maximal de T'(F') est de volume 1 pour d.t. En général, d.t
est compatible avec la mesure que 'on vient de définir sur Ap(F') et avec la mesure
sur T'(F)/Ar(F) de masse totale 1. Pour éviter les confusions, nous n’utiliserons que la
mesure dt, mais il sera nécessaire d’introduire dans nos formules la constante v(7") définie
par d.t = v(T)dt.

Soit M un Lévi de G. On munit A, de la mesure pour laquelle le quotient

ASi /projiy (Ha (Au (F)))

est de volume 1.

2 Intégrales orbitales pondérées

2.1 (G, M)-familles

Un groupe réductif connexe G est fixé pour toutes les sections 2 a 6. On fixe aussi
une forme bilinéaire sur g(F') comme en 1.2. Soit M un Lévi de G. Arthur a introduit
la notion de (G, M)-famille : c’est une famille (cp)pep(ary de fonctions C*° sur 1A}, (ol
i = y/—1) vérifiant une certaine condition de compatibilité ([A1] p.36). Considérons une
telle (G, M)-famille. On sait lui associer un nombre complexe ¢y ([A1] p.37). On a besoin



pour cela d'une mesure sur A, : on l'a fixée dans la section précédente. Soit L € L(M).
On déduit de notre (G, M)-famille une (G, L)-famille, on note ¢z, le nombre qui lui est
associé. Soit @ € P(L). On déduit aussi de la famille de départ une (L, M)-famille dont
on note ¢ le nombre associé.

Soit (Yp) pep(ar) une famille d’éléments de Ay,. On dit qu’elle est (G, M)-orthogonale,
resp. et positive, si elle vérifie la condition suivante. Soient P et P’ deux éléments ad-
jacents de P(M). Il y a une unique coracine ¢ telle que & € Ap et —@ € Ap. On
demande que Yp — Ypr € Ra, resp. Yp — Yo € Rygd. Pour P € P(M), définissons
une fonction cp sur A}, par cp(A) = e *¥P). Supposons que la famille (Yr) pep(ar) soit
(G, M)-orthogonale. Alors la famille (cp) pep(ar) est une (G, M)-famille. Soit L € L(M).

a (G, L)-famille déduite de cette (G, M)-famille est associée a la famille de points
(Yg)gep(r) ainsi définie : Yy = proj(Yp) pour n’importe quel P € P(M) tel que P C Q.
De méme, soit @ € P(L). Alors la (L, M)-famille déduite de notre (G, M)-famille est
associée a la famille de points (Yp/)prepr(ar) ainsi définie : Ypr = Yp, ott P est I'unique
élément de P(M) tel que P C Q et PN L = P'.

2.2 Formules de descente

Soient M un Lévi de G, (cp)pepm) et (dp) pepry deux (G, M)-familles. Pour P €
P(M), posons (cd)p = cpdp. Alors ((cd) )pep(um) est encore une (G, M)-famille. On a
une égalité ([A2] corollaire 7.4) :

(1) (edy= > d5(L L)GdT.

L.L'eL(M)
Le terme d$,(L, L') est un réel positif ou nul, qui est non nul si et seulement si

On a d§,(M,G) = d§,(G,M) = 1. On doit fixer un parametre auxiliaire £ € A§,
en position générale. Pour L, L’ vérifiant la condition précédente, notons &7, et &7/ les
projections de & sur chacun des facteurs. Alors @) est I'unique élément de P (L) tel que
&L € Ag et Q' est défini de fagon similaire.
Supposons que (dp)pep(m) est associée a une famille (G, M)-orthogonale de points
(Yp)pep(M). Alors :
(2) = > CMUQ (Yo),

QeF(M

ou, pour ) = LU, ug est une fonction sur AL, bien sur indépendante de nos (G, M)-
familles. La fonction ug est constante de valeur 1. La formule résulte de [A1l] (6.3) et
lemme 6.3.

Pour une seule (G, M)-famille (cp)pepr) et pour L € L(M), on a aussi :

(3) Z d$, (L, L')e

L'el(M

avec les mémes définitions qu'en (1).



2.3 Intégrales orbitales pondérées

Soient M un Lévi de G et K et sous-groupe compact spécial de G(F') en bonne posi-
tion relativement a M. Pour g € G(F'), la famille de points (Hp(g))pepu) est (G, M)-
orthogonale et positive. On note (vp(g))pepn) la (G, M)-famille associée et vy(g) le
nombre associé a cette (G, M)-famille. La fonction g — wvps(g) est invariante a gauche
par M (F) et a droite par K.

Soient f € CX°(G(F)) et x € M(F)NGyeg(F). On définit I'intégrale orbitale pondérée

Tu(z, f) = D9(2)'/? /G o T O ).

L’intégrale a un sens puisque G, = M, C M.

Lemme. (i) Soit f € C°(G(F)). La fonction x — Jy(x, f) définie sur M (F) N Gyeq(F)
est localement constante et invariante par conjugaison par M(F'). L’adhérence dans
M (F) de son support est compacte modulo conjugaison.
(ii) 11 existe un entier k > 0 et, pour toute f € C°(G(F)), il existe ¢ > 0 de sorte
que l'on ait I'inégalité :
[T, )] < e(1+ |log D ()])*

pour tout x € M(F) N Gyeg(F).

Preuve. Le (i) est évident. Le (ii) est di a Arthur mais nous allons rappeler la
démonstration car nous l'utiliserons plus loin. D’apres le (i), on peut fixer un sous-
tore maximal 7" de M, un sous-ensemble compact w C T'(F') et se contenter de majorer
|Jar(z, f)] pour x € w. Fixons une norme sur Ay;. Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
P € P(M) et tout g € G(F), on ait l'inégalité |Hp(g)| < co(g). Par construction,
vp(g) est polynomial en les Hp(g), il y a donc un entier & > 0 et ¢ > 0 tel que
vam(g) < co(g)k. Posons or(g) = inf{o(tg);t € T(F)}. Puisque vy(g) est invariante
a gauche par T(F) C M(F), on a méme vy (g) < cor(g)*. Rappelons le lemme 4.2
de [A3], qui précise un résultat de Harish-Chandra. Pour tous sous-ensembles compacts
QCT(F)etI' C G(F), il existe ¢ > 0 de sorte que, pour tout z € € et tout g € G(F)
tels que g~ 'zg € I, on ait I'inégalité :

(1) orlg) < c(1 + |log D(x)]).

On applique cela a 2 = w et au support I' de f. Alors pour € w N G,ey(F'), on peut
majorer le terme vy (g) intervenant dans la définition de Jy;(z, f) par c(1+|log D% (x)|)¥,
ou ¢ dépend de f mais pas k. On obtient :

st £)] < e(1 + [log DE(2) )" DO () /G o G )l

< 1+ |log D (x)])"Ja (=, | f]).
D’apres [HCvD| théoreme 13, Jg(z,|f]) est borné sur w N Gey(F') et cela conclut. O



2.4 Formule des traces locale

Soient M,,;, un Lévi minimal de G et K un sous-groupe compact spécial de G(F')
en bonne position relativement a M,,;,. Les définitions du paragraphe précédent se des-
cendent a I'algebre de Lie : pour tous M € L(Myin), X € m(F)Ng,ee(F), f € C2(g(F)),
on définit I'intégrale orbitale pondérée Jy (X, f).

Soient f, f" € CX(g(F)). Pour M € L(M;) et X € m(F) N grey(F'), posons :

Tu(X ) = > dS(L, L) T5 (X, fo)Ti (X, fo)
L,L'eL(M)

Les définitions sont les mémes qu’en 2.2(1); Q est le sous-groupe parabolique opposé &
Q. On note W™ = Normp;(Min)/Mpin, ay = dim(Ay). Pour un sous-tore maximal
T de M, on pose W(M,T) = Normypy(T)/T(F). On dit que T est elliptique dans M
si Ar = Ayy. On fixe un ensemble 7;; (M) de représentants des classes de conjugaison de
sous-tores maximaux de M, elliptiques dans M. Posons :

J )= > (WMIWET (=nreme N WM, T e (T) / (X, f, f)dX.
MeL(Mpin) TET.y (M) H(F)
Cette expression est absolument convergente en vertu du lemme 2.3(ii) et du lemme

suivant.

Lemme. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur F' et (R;);=1
finie de polynémes non nuls sur V. Alors la fonction v — []._,
localement intégrable sur V. [J

.....

.....

Théoréme. Pour toutes f, f' € C>(g(F)), on a I'égalité J(f, f') = J(f, f).

Cf. [W1] théoreme 5.2, qui reprenait [A3]. Il n’y a pas de v(T") dans [W1], ce qui
est di au fait que les mesures sur les tores n’y sont pas les mémes que les notres (il y
a d’ailleurs aussi dans cette référence une erreur dans la définition des mesures sur les
espaces Apy).

2.5 La condition (H)

On conserve les mémes hypotheses. Pour ¢ € C°(g(F)), considérons la condition :

(H). pour tout M € L(Mpn), il existe ppr € C(m(F)) telle que pp = ppr pour tout
P e P(M).

En vertu de 'égalité (¢)p = (pp), ¢ vérifie (H) si et seulement ¢ vérifie (H).
En général, pour tout sous-ensemble B d’un ensemble A, notons 1p la fonction ca-
ractéristique de B dans A. Si Q est un G-domaine dans g(F') et si ¢ vérifie (H), alors
plq vérifie aussi (H) et on a (¢lo)y = @alonm(r) pour tout M.

Pour tout sous-ensemble B C g(F), posons BX = {k='Xk;k € K, X € B}. Posons :

V= U U (t(F) N greg(F))K'

MeL(Mmin) T€Tey (M)
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C’est un ouvert de g(F'

).
Lemme. Soit ¢ € C°(g(F)).
(1) Supposons Supp(yp) C €. Alors ¢ vérifie (H).
(ii) Supposons Supp(p) C greg(F'). Alors il existe une familles finie (p;);=1,.. , d’éléments

de C*(g(F)) et une famille finie (g;)i=1... n d’éléments de G(F') telles que Q';"Vériﬁe (H)
pour tout i et p = ., ;.

-----

.....

Preuve. Supposons Supp(y) C €. Soient P = MU € F(Mpin) et X € m(F)Ngrey(F).
Par un calcul familier, on a 1’égalité :

op(X) = DE(X)V2DM(X 1/2// ok~ Yu™ Xuk)du dk.

Soit u € U(F) pour lequel il existe k € K tel que o(k~tu=tXuk) # 0. Alors v ' Xu € Q
et on peut fixer L € L(Mynin), T € Tey(L), Y € H(F) N grey(F) et k € K de sorte que

uw ' Xu = kYk™!. Posons g = uk. On a gY g~ = X, donc gTg~! est le commutant G x
de X. Le plus grand tore déployé de gTg ! est gArg~. Celui de G x contient A,;. Donc
Ay C gArLg™' C gAn,,, g Puisque M est le commutant de Ay;, ona gAy,. g~' C M.
Alors Ay, et gAp,,,, 97" sont deux tores déployés maximaux de M, ils sont donc

mi 7L
-1

conjugués par un élément de M(F). Fixons m € M(F) tel que mgAy,. g 'm™ =

min

An,in- D'apres Bruhat et Tits, le normalisateur Normep)(Aw,,,,) est contenu dans
M ppin(F)K. Donc mg € Mmm(F)K, puis g € M(F)K et enﬁn u € M(F)K. Parce que
K est en bonne position relativement a M, cela entraine v € U(F) N K. Donc :

op(X) = DYX)V2DM(X 1/2/ / (k™ u™ Xuk)du dk.
U(F)N
L’intégrale sur U(F') N K est absorbée par celle sur K, on obtient :
op(X) = DYX)2DM(X)~ V2 (mes(U(F) mK))/ ok~ ' Xk)dk.

K

Comme on I’a remarqué en 1.2, mes(U(F)NK) ne dépend pas du sous-groupe parabolique
P € P(M). L’expression ci-dessus n’en dépend donc pas non plus et c’est la condition
pour que ¢ vérifie (H).

Supposons maintenant que Supp(¢) C grey(F). Pour tout X € Supp(yp), fixons gx €
G(F) tel que

gx'Xoxe U U ) ngreg(F),
MeL(Mmin) T€Ten (M )

puis un voisinage wx de X tel que g;(legX C 2. Une partition de I'unité nous ramene
au cas ou Supp(p) est contenu dans un tel voisinage wx. Dans ce cas, ¢ = 9¥¢', ou
¢ = 9% . Mais Supp(¢’) C Q, donc ¢ vérifie (H). O

2.6 Transformées de Fourier d’intégrales orbitales, germes de
Shalika

Pour tout O € Nil(g), on définit I'intégrale orbitale nilpotente

:/Of(X dx



pour f € C®(g(F)), et sa transformée de Fourier

Jo(f) = Jo(f)-

Pour A € F*, définissons f* par fA(X) = f(AX). Notons F*? le groupe des carrés dans
F>*. On a l’égalité '
Jo(f*) = " Jo(f)
pour tout A € F*2.
On pose 0(G) = dim(G) —dim(T), ou T est n’importe quel sous-tore maximal de G.
On sait qu’il existe une unique fonction I'p sur g,.,(F'), le germe de Shalika associé a O,
vérifiant les deux conditions suivantes :

To(AX) = [Ap @42, (x)

pour tous X € g,.,(F) et A € F*%;
pour toute f € C°(g(F")), il existe un voisinage w de 0 dans g(F") tel que :

Jo(X. = 3 To(X)Jo(f)

OeNil(g)

pour tout X € w N greg(F).

Remarquons que I'p coincide sur tout compact avec une intégrale orbitale, en parti-
culier y est borné.

Il existe une unique fonction j sur g(F) x g(F), localement intégrable, localement
constante sur greq(F') X greq(F), telle que, pour toute f € C°(g(F)) et tout X € greq(F),
on ait 'égalité :

Je(X. f) = / T Y)ay.

De méme, pour @ € Nil(g), il existe une unique fonction Y + j(O,Y) sur g(F),
localement intégrable, localement constante sur g,.,(F'), telle que, pour toute fonction
f el (g(F)) , on ait I'égalité :

Jo(f) = / L fie vy

On a les égalités :
(1) JOX,Y) = AYD2HXAY), JO,AY) = M\ O750,Y)

pour tous X, Y € g,,(F), O € Nil(g) et A € F*2

Soient w et ) deux G-domaines dans g(F') compacts modulo conjugaison. La conjec-
ture de Howe entraine I'existence d’une famille finie (X;);=;, ., d’élements de QN g,c,(F')
et d’une famille finie (f;);=1,_, d’éléments de C2°(w) vérifiant la condition suivante. Pour
toute distribution invariante D dont la transformée de Fourier est a support dans € et
toute f € CX(w), on a l'égalité
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Il en résulte que, pour X € QN g,ey(F) et Y € wN gpey(F), on a I'égalité

(3)  JY)= 3 JXGY)(X, i),

Au voisinage de 0, on a un résultat plus précis. Soit w un G-domaine de g(F’) compact
modulo conjugaison et contenant 0. Alors il existe un G-domaine 2 de g(F') compact
modulo conjugaison et contenant 0 tel que, pour X € QN g, (F) et Y € w N grey(F),
on ait ’égalité
4 JXY)= > To(X)jO,Y).
OeNil(g)

Soient M un Lévi de G et X € m(F)Ng,ee(F). Pour Y € g,cy(F), fixons un ensemble

de représentants (Y;);=1,., des classes de conjugaison par M(F) dans 'ensemble des
éléments de m(F') qui sont conjugués a Y par un élément de G(F'). On vérifie 1'égalité

(5)  JUX,Y)DE(Y)E = Z JM(X, Y DM (Y)Y,

3 Voisinages d’éléments semi-simples

3.1 Bons voisinages

On fixe pour toute la section un élément x € Gy44(F'). On dira qu'un sous-ensemble
w C g.(F) est un bon voisinage de 0 §'il vérifie les conditions (1) a (7) ci-dessous.

(1) L’ensemble w est un G,-domaine compact modulo conjugaison, invariant par
Za(x)(F) et contenant 0.

(2) L’exponentielle est définie sur w; c¢’est un homéomorphisme équivariant pour la
conjugaison par Zg(z)(F) de w sur un G,-domaine exp(w) de G,(F).

(3) Pour tout A € F* tel que |Ar <1, 0n a \w C w.

(4) On a I'égalité

{9 € G(F); g7 'wexp(w)g Nwexp(w) # 0} = Za(z)(F).

(5) Pour tout sous-ensemble compact I' C G(F)), il existe un sous-ensemble compact
I C G(F) tel que l'on ait I'inclusion :

{9 € G(F); g wexp(w)g NT # 0} C G (F)I".

Fixons un réel cp > 0 tel que c% < |(k + 1)!|r pour tout entier k > 1.

(6) Pour tout sous-tore maximal 7" C G,, tout caractere algébrique x de T" et tout
élément X € t(F) Nw, on a l'inégalité |x(X)|r < cp.

Considérons un sous-espace propre W C g(F') pour opérateur ad(z). Notons A la
valeur propre. Soit X € w. Alors ad(X) conserve W. Soit Wx un sous-espace propre
de W pour l'opérateur ad(X), de valeur propre p. Alors Wy est aussi un espace propre
pour 'opérateur ad(zexp(X)), de valeur propre Aexp(pu).

(7) Supposons A # 1. Alors [Aexp(p) — 1|p = |A — 1]F.
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De bons voisinages de 0 existent, aussi petits que l'on veut en ce sens que, si wy
est un voisinage de 0 dans g,(F'), il existe un bon voisinage w de 0 tel que w C wOG”.
Considérons un bon voisinage w de 0. Les conditions (1) et (2) entrainent que 1’ensemble
Q = (zexp(w))® est un G-domaine dans G(F), compact modulo conjugaison. La condi-
tion (4) entraine que, pour X € w, Zg(zexp(X))(F) C Za(x)(F) et Geapx) = (Gaz)x C
G5. On note simplement G, x = (G,)x. La condition (6) entraine que l’exponentielle
de w sur erp(w) préserve les mesures. Plus généralement, elle entraine qu'un certain
nombre de jacobiens qui interviendront plus tard sont égaux a 1. Les conditions (6) et
(7) entrainent que, pour tout X € w, on a 'égalité

D%(zexp(X)) = D¢ (x) D% (X).

Une conséquence de la propriété (4) est que, pour toute fonction ¢ sur w, invariante
par conjugaison par Zg(x)(F), il existe une unique fonction f sur G(F'), invariante par
conjugaison par G(F'), a support dans Q et telle que f(zexp(X)) = ¢(X) pour tout
@ € w. Si ¢ est localement constante sur w N g,e4(F), f est localement constante sur
Greg(F)'

Le cas échéant, on peut renforcer les conditions imposées aux bons voisinages. Suppo-
sons par exemple que G, se décompose en le produit de deux groupes réductifs connexes
G, = G' x G", conservés chacun par Zg(x)(F'). On peut imposer

B)w=uw xw" onw Cg¢g(F)etw” Cg’(F) vérifient des conditions analogues a (1)
et (2).

Ou bien, supposons fixée une représentation algébrique p de G dans un espace vecto-
riel V' de dimension finie sur F'. Les conditions précédant (7) s’appliquent en remplacant
g(F') par V et les opérateurs ad(zx), ad(X) et ad(xexp(X)) par p(z), p(X), p(zexp(X)).
On peut imposer une condition (7), analogue a (7) pour les ensembles de valeurs propres
ainsi définis.

3.2 Correspondance des Lévi

Soit M un Lévi de G contenant x. On a I’égalité M, = M NG, et ce groupe est un Lévi
de G, : c’est le commutant de Ay C G,. On a Ay, C Ayy,. Pour P = MU € P(M), on a
les égalités P, = PNG,, U, = UNG,, P, = M,U, et P, appartient & P(M,) = P (M,).
Inversement, soit R un Lévi de GG,. Notons R le commutant de Ar dans G. C’est un
Lévi de GG. On a :

(1) x ER(F), R, =M et Agr = Ap.

Preuve. Puisque x commute a Ag, x appartient & R(F'). On sait déja que Ar C AR, .
Le groupe R commute a Ag, donc est inclus dans R, puis dans RNG, = R,,. Cela entraine
Ar, C Ag. Enfin, par construction de R, Ag est inclus dans Ar. Alors Agr = Ar, = Ag,
ce qui entraine les deux dernieres assertions de (1) O

L’application R — R est une bijection de I’ensemble des Lévi de G, sur celui des
Lévi M de G contenant z et tels que Ay = Ay, .

3.3 Descente des poids

Fixons un Lévi minimal R,,;, de G, un sous-groupe compact spécial K, de G.(F)
en bonne position relativement a R,,;, et un sous-groupe compact spécial K de G(F')
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en bonne position relativement a R,,;,. Remarquons que la bijection du paragraphe
précédent se restreint en une bijection de L% (R,,;,) sur le sous-ensemble des M €
LY Ryin) tels que Ay = Apy,. Le Lévi Ry, na bien siir aucune raison d’étre minimal
dans G.

Lemme. Soient R € L(Ryin), g € Go(F) et y € G(F). On a I’égalité :

= > D v (9)ue(Hglgy) — Ho.(9))-

SeL(R) QeP(S)

Preuve. Pour P € P(R) et A € iAg = iApg, posons cp(g)(A) = vp,(g)(N). D’apres
[A4] p.233, la famille (cp(g))pepm) est une (G, R)-famille. Définissons la (G, R)-famille
(dp(g,y))pep( par dp(g ,y) cp(g) vp(gy). Elle est associée & la famille de points

(Hp(gy) — sz( ))per®)- On a vp(gy) = cp(g)dp(g, y). D'apres 2.2(2),
vRr(gy) = Z cn(9)ug(Holgy) — projr(Ha,(9))).
Q=LUcF(R)
Soit @ = LU € F(R). D’apres [A4], lemme 4.1,
Z d5(R, S)v23(g).

SeL(R

Le groupe Qs appartient & P(S) et est contenu dans @,. La constante d%(R,S) est
similaire & celle de 2.2. La condition d%(R, S) # 0 impose Ak = Ak & AL. Or Ar = Ag.
Donc Ag = Ay. Mais alors L =S et Qg = ),.. On obtient :

Q(g) = v¥*(g), si L =S pour un S € P(R),
g 0, sinon.

Danslecasou L = Spourun S € P(R),ona Hg,(g9) € As = Ar, donc projr(Hg,(g9)) =
Hg,(g). Toutes ces formules conduisent a celle de 1'énoncé. [

4 Quasi-caracteres

4.1 Quasi-caracteres de G(F)

Soit # une fonction définie presque partout sur G(F') et invariante par conjugaison.
On dit que c’est un quasi-caracteére si et seulement si, pour tout x € Ggs(F), il existe
un bon voisinage w de 0 dans g, (F') et, pour tout O € Nil(g,), il existe cpo(z) € C de
sorte que l'on ait 1’égalité

(1) Olwexp(X)) = > cpo@)i(0,X)
OENil(gz)

presque partout pour X € w. Autrement dit, pour toute f € C°(g,(F)) a support dans
w, on a I’égalité

A

/ (F)Q(a:ea:p(X))f(X)dX: > o) do(f).

OeNil(gz)
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Les coefficients cg o(z) sont uniquement déterminés.

Soit § un quasi-caractere. Alors 6 est localement intégrable sur G(F') et localement
constant sur G,.,(F'). Pour tout G-domaine Q dans G(F'), 1q est un quasi-caractere.
Soient x € G4(F) et w un bon voisinage de 0 dans g, (F'). On dit que 6 est développable
dans zexp(w) si I'égalité (1) est vérifiée pour X € w N gpeqy(F).

4.2 Quasi-caracteres de g(F)

La définition précédente s’adapte aux algebres de Lie. Soit # une fonction définie
presque partout sur g(F). On dit que c’est un quasi-caractere si et seulement si, pour
tout X € gg(F), il existe un Gx-domaine w dans gy (F'), contenant 0, et, pour tout
O € Nil(gx), il existe ¢y o(X) € C de sorte que l'on ait I’égalité

(1) 0X+Y)= Y @o(X)j0,Y)

OEN’il(gx)

presque partout pour Y € w. Les quasi-caracteres de g(F') ont des propriétés similaires
a celles des quasi-caracteres de G(F).

Soit # un quasi-caractére. On note simplement cgo = ¢y o(0) les coefficients du
développement de 6 au point 0. Soit A € F*2. Alors 6* est un quasi-caractere. Soient
X € gos(F) et w comme ci-dessus, tel que 6 soit développable dans X + w. Alors 0 est
développable dans A1 X + A~'w. Remarquons que gy-1x = gx. Pour tout O € Nil(gx),
on a I’égalité ‘

(2) o) = RO e (X)),

Cela résulte immédiatement des formules de 2.6.

Théoréme. Soit D une distribution sur g(F'), invariante par conjugaison et a support
compact modulo conjugaison. Alors sa transformée de Fourier est la distribution associée
a une fonction localement intégrable 6 qui est un quasi-caractere.

C’est un résultat d’Harish-Chandra. La premiere assertion résulte du théoreme 4.4 de
[HCDS]. La derniere n’est pas tres clairement énoncée dans cette référence mais résulte
de la preuve du théoreme 4.4, en particulier du théoreme 5.11 et du corollaire 6.10.

4.3 Localisation

On fixe un élément € G4 (F') et un bon voisinage w de 0 dans g, (F). Soit § un
quasi-caractere de G(F'). On définit une fonction 6, ,, sur g,(F) par

| B(zexp(X)), siX €w,
Orw(X) = { 0, sinon.

Alors 0, ., est un quasi-caractere de g, (F). On a les égalités cy o (zexp(X)) = co, ,,0(X)
pour tout X € w N g, .(F) et tout O € Nil(g, x). En particulier cyo(x) = ¢y, 0 pour
tout O € Nil(g.).

Inversement, soit f un quasi-caractere de g,(F'). Supposons que 6 soit invariant par
conjugaison par Zg(x)(F') et a support dans w. Soit @ la fonction sur G(F'), invariante par
conjugaison par G(F), a support dans Q = (zexp(w))? et telle que O(zexp(X)) = 0(X)
pour X € w, cf. 3.1. Alors 6 est un quasi-caractere sur G(F'). On a 'égalité 6, ,, = 6.
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5 Fonctions treés cuspidales

5.1 Définition

Soit f € CX(G(F)). On dit que f est tres cuspidale si et seulement si, pour tout
sous-groupe parabolique propre P = MU de G et pour tout = € M(F'), on a I'égalité

/ f(zu)du = 0.
U(F)

Remarquons que l'intégrale ci-dessus est localement constante en x. Sa nullité sur M (F')
équivaut a sa nullité sur M (F) N G,eq(F). Mais, pour € M(F)NG,ey(F), on a I'égalité

op(z)'/? f(zu)du = DG(x)1/2DM(x)_1/2/ fu 2u)du.
U(F) U(F)

Alors f est tres cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre
P = MU de G et pour tout € M(F) N Grey(F), on a I'égalité

f(u"zu)du = 0.
U(F)

Disons qu'un élément x € G,.4(F) est elliptique si Ag, = Ag. Si le support de f
est contenu dans I'ensemble des éléments réguliers elliptiques de G(F'), alors f est tres
cuspidale. Si €2 est un G-domaine dans G(F) et si f est trés cuspidale, alors f1g est tres
cuspidale. Si f est tres cuspidale, 9 f I'est pour tout g € G(F).

5.2 Intégrales orbitales pondérées de fonctions tres cuspidales

Soient M un Lévi de G et K un sous-groupe compact spécial de G(F) en bonne
position relativement a M.

Lemme. Soient f € CX(G(F)) et x € M(F) N Grey(F). On suppose f trés cuspidale.
(i) L’intégrale orbitale pondérée Jy(x, ) ne dépend pas de K.
(ii) Pour tout y € G(F'), on a I'égalité Jy;(x,Yf) = Jy(z, f).
(111) Si AGz 7A AM, alors JM(LL’, f) = 0.

Preuve. Soit K un autre sous-groupe compact spécial en bonne position relativement
a M. Soit g € G(F). En utilisant K, on a défini la famille de points (Hp(9))pepr(n
et la (G, M)-famille (vp(9))pepar)- En utilisant K, on définit de méme une famille de
points (ﬁp(g))pep(M) et une (G, M)-famille (0p(g)) pep(ary- On définit la (G, M)-famille
(dp)pep) Par dp(g) = vp(g)Up(g)~". Elle est associée & la famille de points (Hp(g) —
f]p(g))pep(M). On a vp(g) = vp(g)dp(g), d'ou, d’apres 2.2(2)

vi(g) = Y T5(9)ug(Holg) — Holg))-

QEF (M)
Alors

Tu(z, f) = DC(x)"? / g, T 2900
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— D% (g)V/? 1y 17]?/[ uo(H, — H, d
() QE;M) /G o [ 20 G ualal) — Flae))dg

=D2)'? Y /Lﬁ(F\L(F// N k)

Q=LUeF(M)
oL (Duo(Ho(k))du dk dl.

Si Q # G, lintégrale intérieure sur U(F') est nulle puisque f est tres cuspidale. Le terme
pour (Q = G est l'intégrale orbitale pondérée calculée a I'aide de K. Cela prouve (i).
Par changement de variable

Tu(z,Vf) = DO (z)? /G D T O v g

La relation 2.2(2) permet d’exprimer vy (gy~!) & Daide des v$(g) pour Q € F(M).
Comme ci-dessus, les termes indexés par () # G ont une contribution nulle. Le terme
pour (Q = G donne l'intégrale Jy(z, f). Cela prouve (ii).

Soit M(z) le commutant de Ag, dans G. C’est un Lévi de M. Quitte a changer de
groupe K, ce qui est loisible d’apres (i), on peut supposer que K est en bonne position
relativement a M (x). La formule 2.2(3) appliquée aux poids conduit aisément a 1’égalité

Ju(z, f) = Z dM(gc MaL)JJ\L/f(x)(f’%fQ)-

LeL(M

Supposons Ag, # Ay Alors M(z) # M et tous les Lévi L intervenant dans cette somme
sont différents de G. Les fonctions correspondantes f¢ sont nulles et on obtient ’assertion
(iii). O

5.3 La distribution invariante associée a une fonction tres cus-
pidale

Soit f € C°(G(F)). On suppose f tres cuspidale. Soit € G,q4(F'). Notons M(z) le
commutant de A, dans G. C’est un Lévi de G. On pose

Os(x) = (=1)™@~0u(G,) " D (@) 2 Iy (2, f),

I'intégrale orbitale pondérée étant calculée a ’aide d'un sous-groupe compact spécial de
G(F) en bonne position relativement a M (z). Cette définition est loisible d’apres le (i)
du lemme précédent.

Lemme. La fonction 0y est invariante par conjugaison, a support compact modulo
conjugaison, localement intégrable sur G(F') et localement constante sur Gyeq(F').

Preuve. Soient y € G(F) et & € G,ey(F). Ona M(yzy~') = yM(z)y . Par transport
de structure,

JM(:(:) (% f) = ']yM(m)y*1 (yfcy_l, yf)-

Le second terme est égal & Jyar(z)y—1 (yzy ™", f) d’apres le (ii) du lemme précédent. Alors
0f(x) = Op(yry™'), d'olt la premicre assertion. Le support de 6; est contenu dans
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(Supp(f))¥, d’'ott la deuxieme assertion. Puisque 6 est invariante par conjugaison, la
locale intégrabilité et la locale constance se testent sur les tores maximaux de G. Soit
T un tel tore, notons M(7T) le commutant de Ay dans G. Pour x € T(F) N Gey(F),
on a M(z) = M(T). Les assertions a prouver résultent des assertions similaires pour la
fonction  — Jyr)(x, f) sur T(F) N Greg(F). Celles-ci résultent du lemme 2.3. O

5.4 Localisation : premieres propriétés

Soit x € G4s(F'). On suppose que G, est le produit de deux groupes réductifs connexes
G, = G' x G”, conservés chacun par Zg(x)(F'). Tout élément X € g,(F') se décompose
en somme d'un élément de g'(F') et d'un élément de g”(F'). On notera sans plus de com-
mentaire X = X'+ X" cette décomposition. De méme, tout Lévi R de GG, se décompose
en R = R'xR", ol R est un Lévi de G’ et R” un Lévi de G”. On note f +— f* la transfor-
mation de Fourier partielle dans C'2°(g,(F)) relative a la deuxieme variable. C’est-a-dire
que, pour X = X'+ X" € g,(F),

X)) = / . X+ YN (< Y, X" >)aYy”.
g

Si R est un Lévi de G,, on définit de méme une transformation de Fourier partielle
f— f* dans C>(x(F)). Soit w un bon voisinage de 0 dans g,(F), auquel on impose la
condition (8) de 3.1. Cette situation sera conservée jusqu’en 5.8 inclus.

Soit f € C(G(F)). Pour g € G(F), on définit 9f, , € C(g,(F')) par

, B 0, si X € w,
Foul) = { flg~ wexp(X)g), si X € w.

On pose 9f% , = (9f,)" Pour y € Zg(x)(F) et X € g,(F), on a les égalités

1) Yf (X)) = L (y Xy), WFEL(X) =9f2 (v Xy).

Soient M un Lévi de G tel que x € M(F). On fixe un sous-groupe compact spécial
K de G(F) en bonne position relativement a M. Soit P = MU € P(M). Pour f €
C>(G(F)), définissons des fonctions ¢[P, f], o*[P, f] et JL@,M(., f) sur mu(F) N gy reg(F)
par

oIP. F1(X) = DO ()12 DM ()Y / “f, o (X)du,

U(F)
AP, F1(X) = DO (X) V2 DM=(x) V2 / uft (X)du,
U(F)
By (X, f) = DO (X)) / 95 (X)onr(g)dy.
Go x (F)\G(F)

Lemme. (i) Ces trois intégrales sont absolument convergentes.

(i) Les fonctions ¢[P, f] et ©*|P, f] se prolongent en des éléments de C°(m,(F)) et
on a l'égalité ©*[P, f] = ([P, f])*.

(iii) La fonction X Jﬁ/l7m7w(X , f) est invariante par conjugaison par M,(F'). Son
support est compact modulo conjugaison. Elle est localement constante sur m,(F') N
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Oureg(F). Il existe ¢ > 0 et un entier k > 0 (d’ailleurs indépendant de f) tels que I'on
ait I'inégalité

[T (X, ) < (14 [log(DF= (X))
pour tout X € my(F) N gy req(F).

Preuve. Ecrivons

@) P fI(X) = /

DGx(X)1/2DMx(X)—1/2/ uvfo(X)dUd'U,
Uz (F)\U(F)

U (F)

DS (X)Y2DM=(x)~1/2 / Wt J(X)dudv.
U (F)

(3) P X)) = /

Uz (F)\U(F)
D’apres 2.1(5), on peut fixer un sous-ensemble compact I' de G(F) tel que 9f, , = 0
pour g € G(F), g ¢ G.(F)I'. On a donc aussi gfiw = 0 pour un tel g. On vérifie que

I’application
Us(F)\U(F) — Go(F)\G(F)

est d'image fermée et est un homéomorphisme de sa source sur son image. Il en résulte
que les intégrales en v € U, (F)\U(F') dans les égalités (2) et (3) sont a support compact.
Les expressions que I’on integre étant localement constantes, il suffit de fixer v € U(F) et
de prouver les assertions pour les expressions en question. Grace a (1), celles-ci s’écrivent

D= (X) 2 DM=(X) /2 / vf o Xu)du,
Uz (F)

DS (X)Y2DM=(x)~1/2 / U fE o (u X u)du.
Uz (F)

Par un calcul familier, elles sont égales a
/ fow(X + N)AN et / vfE (X + N)dN.
uz (F) ugz (F)

Les assertions sont maintenant faciles & prouver.
De méme, pour démontrer les assertions relatives a la fonction Jﬁ/[mw(., f), on peut
fixer v € I" et prouver les mémes assertions pour la fonction

X s DO ()12 / 7 £ (X)ore(g7)do.
Gm,X(F)\G:v(F)

ou encore

X - DG’”(X)”Q/ £ (9T X ) v (gv)dy.
Gm,X(F)\Gz(F)

Il suffit alors de reprendre la preuve du lemme 2.3. [J
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5.5 Localisation pour une fonction tres cuspidale
Les groupes M, P et K sont comme dans le paragraphe précédent.

Lemme. Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale.

(i) Si P # G, Ies fonctions [P, f] et ©*[P, f] sont nulles.

(ii) La fonction ‘]}j\/l,x,w(" f) ne dépend pas du choix de K. Elle s’annule aux points
X € my(F) N goreg(F) tels que Ag,  # An. En particulier, elle est partout nulle si
Ay, # Ap. Pour tous y € G(F) et X € my(F') N @y reg(F'), on a I'égalité

Thr oo (X, f) = Th 0 (X 1),

Preuve. Soit X € m,(F) N gy req(F). Par définition, [P, f](X) = 0si X & w. Suppo-
sons X € w. Alors

0[P, fI(X) = D (X)"/2DM=(X)~1/2 flu weap(X)u)du.
U(F)
On a zexp(X) € M(F) N Gyey(F). Si P # G, cette intégrale est nulle puisque f est tres
cuspidale. Donc ¢[P, f] = 0. Puisque ¢*[P, f] = ([P, f])*, on a aussi ©*[P, f] = 0.

On démontre (ii) en reprenant la preuve du lemme 5.2. On y avait utilisé I’hypothese
de forte cuspidalité de f pour annuler certaines intégrales. Maintenant, les intégrales
similaires s’annulent d’apres la nullité des fonctions ¢*[Q, f] pour tout Q € F(M), Q #
G. Cela conduit aux mémes résultats. [

5.6 Les distributions locales associées a une fonction tres cus-
pidale

Soit f € C°(G(F)) une fonction tres cuspidale. On définit une fonction 6y, ,, sur
g:(:,?“eg(F) par
B 0, si X €w,
O a(X) = { 0, (veap(X)), si X €w.

Soit X € gy reg(F'). Notons M(X) le commutant de Ag,  dans G. On pose

Qti

f7‘r7w

(30) = (=)0 (G x) ™ DO (X) V2T (X F),

le dernier terme étant calculé a I’aide d’un sous-groupe compact spécial de G(F') en
bonne position relativement a M(X'). Cette définition est loisible d’apres le (ii) du lemme
précédent.

Lemme. Les fonctions 0y, et chxw sont invariantes par conjugaison par G,(F), a
support compact modulo conjugaison, localement intégrables sur g,(F') et localement
constantes sur gy req(F).

Preuve. Pour la fonction 6y, les assertions résultent du lemme 5.3. Pour la fonction

0" elles se prouvent comme dans ce lemme, en utilisant les lemmes 5.4(iii) et 5.5(ii).

f7x7w’

O
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5.7 Descente des intégrales orbitales pondérées

On fixe un Lévi minimal R,,;, de G, et un sous-groupe compact spécial K, de G,(F')
en bonne position relativement a R,,;,. Rappelons I'application R — R de 3.2. On fixe
un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a R.,;,.

Lemme. Soit f € C®(G(F)) une fonction tres cuspidale. Pour tout S € L(Ryn),
il existe une fonction 5 € C>®(s(F)), a support dans w N s(F), telle que, pour tout
R € L(Ryin), on ait les égalités
(i) Jr(rexp(X), f) = DC(x)/? Ysecr) Tr(X, £7) pour tout X € t(F)Ngy reg(F)Nw ;
(i) Thow(X, F) = Yserim (X, fSﬁ) pour tout X € v(F) N gyreg(F), olt f5% =
(f%)F.

Preuve. Soient R € L(Rin) et X € t(F) N gareg(F) Nw. On a les égalités

n(aeap(X). f) = DO wep(X) | (X im9)do,
Gx,X(F)\G(F)
(1) Jnleap(X)) = D@20 () [ 1S o Ximlo)dg
Gx,X(F)\G(F)

Fixons un sous-groupe ouvert compact K’ de K tel que f soit invariante par conjugaison
par K’. Soit A un ensemble de représentants de G,(F)\G(F)/K'. On a I’égalité

/ f (X )om(g)dg = 3 m(6) / 1o (X)om(98)dg,
G, x (F)\G(F) x (F)\Gz(F)

LISTAN

ot m(8) = mes(K')mes(G.(F) N JK'6~1)~1. D’apres 3.1(5), on peut fixer un sous-
ensemble fini Ay C A tel que f, , = 0 pour tout g € G,(F) et tout § € A tel que
0 & Ag. Le lemme 3.3 conduit a 1’égalité suivante

) Jrlreap(X), )= D@2 30 3 S m )

SEL(R) 6€Ao QEP(S)

ou

@5(X) = DS (X)2 / f, (g7 X )% (9)ug(Ho(g8) — Ho. (9))dg.
Ge x (F)\Gz(F)

Un calcul familier remplace cette expression par

(X)) = DI(X)Y? / / / M f XN (Dug(Hg(k6))dN dk dl,
(z,X)(F)\S o Jua(F ’

ot U, est le radical unipotent de Q,. Définissons une fonction f@° sur s(F') par

Q6 ks
f /Z/HZ(F fow¥ 4+ N)ug(Hg(kd))dN dk.

Cette fonction appartient a C2°(s(F')) et on a I’égalité

QX = TR(X, [9).
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En posant

=2 D mef,

€A QeP(S)

I'égalité (2) devient celle du (i) de I’énoncé.

Pour tout X € v(F) N gy req(F), le terme Jlt;7m7w(X, f) s’exprime par une formule

analogue & (1) : il suffit de supprimer le facteur D(z)'/? et de remplacer les fonctions

9 fyw par? fﬁ,w. On peut refaire le calcul ci-dessus. Les fonctions @ sont remplacées par
les fonctions

Y o / / 8 (Y + Nyug(Ho(k8))dn dk.

On vérifie aisément que ce sont les images f@%% de 99 par transformation de Fourier
partielle. Le (ii) de I’énoncé s’ensuit. [

5.8 Transformées de Fourier des distributions locales

Proposition. Soit f € C°(G(F')) une fonction tres cuspidale. Alors la fonction 950 est
la transformée de Fourier partielle de 6y, ,,, ¢’est-a-dire que, pour toute ¢ € Coo(gm(F))
on a I'égalité

[ 6 Xp0iX = [ 0,0 (X0ax
9o (F) 92 (F)

Preuve. Soit ¢ € C>®(g,(F)). Notons 6*(¢) le membre de gauche de I'égalité de
I’énoncé et 6(p*) celui de droite. D’apres la formule de Weyl, on a

6(o*) = Z [WE||[WC=|~1 Z IW(R,T)|—1/ J6, (X, 690, 5.0 (X) D% (X)/2dX.
REL(Rmin) TeT.u(R) (F)

Soient R € L(Ryin), T € Top(R) et X € t(F) N gy reg(F). Supposons d’abord X € w.
Alors

Of00(X) = (= 1) tGenrn =96y (T) "L D (weap(X)) ™2 Insaeapxy (weap(X), f).

On a D%(zexp(X)) = D%(x)D% (X). On a aussi M (zvexp(X)) = R. Enfin Jg (zerp(X), f)
est calculé par le lemme 5.7 et on obtient :

Ot aw(X) = (=1) 7% p(T)7 D% (X)72 N JH(X, f5).
SeL(R)

Cette formule reste vraie pour X ¢ w car ses deux membres sont nuls : par définition
de 0}, pour celui de gauche; parce que les fonctions f* sont & support dans s(F) N w
pour celui de droite. D’ou I'égalité

(") = > [W[W |7 (—1)s 7005 (of, f5),
SEL(R)

ou

(1) QS(CPﬁ,fS) _ Z |WR||WGw|_1(_1)aR—aS

REES (Rmin)

23



S W(RT) () / T (X, ) JS(X, £9)dX

TeT(R) ¢F)

Soient S € L(Rynin), a et B deux éléments de C°(s(F)). Pour R € L% (Rpin), T € Ton(R)
et X € t(F) N gy reg(F), posons

. " S’ S// S’ SH
(2) jlg(X’a’ﬂ) - Z f%”( S//)']S’:R”(X as'xQ”)J g (X, 6S’><Q”)
Sy,85eLs” (R")

Les sous-groupes paraboliques @ et () sont déterminés par un parametre auxiliaire
1
¢" € A3,. On pose

PFlep)y= Y [WRWI T (=) Y |W(R,T)|-1V(T)-1Ap)jg(x,a,ﬁ)dx

RELS (Rmin) TeTu(R)

Revenons a la formule (2) et supposons que « vérifie 'hypothese (H) de 2.5. On peut
alors remplacer g gr par asxsy. Soit S7 € L5 (M"). Pour tout v € C®(s'(F) xs"(F)),
on a la formule de descente

S’/ xS JR’XS”(

Ssienn (X,7) = X vqrxsy)

ot ¢ est un élément quelconque de P¥(R'). Appliquée a v = ag sv, cette formule
devient

S’ x S” R/ xS
JS/ R//(X Q{S’XS”):JRX 1(X,Q{R/><Si/).
Alors
i R xS 1’ S/ S
]}%(Xaaaﬁ) = Z JR g 1(Xa aR’XS{’) Z d%”( S”)J : (X7 ﬁS’XQ'z')'
Si,eﬁsll (R") SgE,CSN (R//)

Fixons S/ € L£5(R"). L’application Sy + SJ est une bijection de l’ensemble des
Sy € LY(R) tels que d3(R' x S7,S5) # 0 sur lensemble des S§ € L5 (R") tels que
d3(S7,S4) # 0. La bijection réciproque est Sj + S’ x Sy. Fixons un paramétre auxi-
liaire £ € A% dont la seconde composante soit £”. Pour Sy et S5 se correspondant par
la bijection ci-dessus, on a dg(R’' x S¥,Sy) = d3,(S7,SY) et le parabolique @, associé
R x S, Sy et £ n'est autre que S” x J}. Cela conduit a I’égalité

: R/xS)
j}sz(X,Oé,ﬁ) = Z JR ) X aR’XS” Z dR 1/752)‘]52()(7 BQ2)7
SreLs” (R So€L5(R)
ou encore, d’apres 2.2(3),

. Rl S//
3)  JRX B = > Ty X ams) sy (X, ).
Syecs” (R")

Supposons que la fonction ¢ vérifie 'hypothese (H). Une généralisation immédiate de ce
que P'on a dit en 2.5 montre que ¢* vérifie aussi cette hypothese et que (ps)* = (¢%)s.
On peut noter sans ambigiiité gog cette fonction. Elle vérifie aussi (H) et j3(X, gog, )
se calcule par la formule (3). Remarquons que le terme de cette formule indexé par
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SI = R" est JE(X, %) JS(X, f5), égal & Jg, (X, ") J5(X, f5), qui est précisément le
terme intervenant dans (1). On en déduit

P =05 5 = D W (= Y (W(R, T[T

RELS(Rmin) Te?;ll(R)
_ R/ xSy
V()™ o Tk T s sy (X, £9)dX
t(F) Si’EES”(R"),SY#R"

Posons

J) = D IWEWEE T (1) 5 (g, f9).

SeL(Rmin)

Alors

J) =0y = Y IWIIW T (1) (55, ) — 65 (S, f9),

SEE(Rmzn)
I =0 = Y WHWE T (=ntemee Y T W(R, T[T (T
REL(Rmin) TeTu(R)
Rl S//
[ g Y Tl
UE) swece” (mr),sy#RY SeLfw (R xSy

D’apres le lemme 5.7, la derniere somme dans 1’expression ci-dessus est
D(a) ™2 Js, (wexp(X), f),

ouon a posé S; = R x S]. Or zexp(X) € R C Sy puisque R” C S}. D’apres le lemme
5.2(iii), 'expression ci-dessus est nulle. D’ou I'égalité

Définissons j*(¢) en remplacant jS(gog, 19) par j%(¢s, f5%) dans la formule (4). Le méme
calcul conduit a I'égalité
() = 5 (¢).

Il suffit en effet de remplacer ['usage du lemme 5.2(iii) par celui du lemme 5.5(ii).

L'égalité (") = 0%(p) que l'on veut prouver équivaut donc a j(p*) = j%(p). Il
suffit de fixer S € L(Rn) et de prouver 1'égalité js(djs,fs) = %(ps, f%). On va
plus généralement prouver 1'égalité j°(af, 3) = jL(a, 3%) pour toutes a, 3 € CZ(s(F)).
Par linéarité, on peut supposer a = o/ @ ", § = ' ® (", ou o, € CX(s(F)),
o, f" € C*(s"(F)). Considérons 'expression (2). On a

SR8 0) = T (X )X B) Y d(SY.S5) Tah (X, 6 ) T (X By,
Sy,85eLs” (R
puis
]Ié:(Xa O‘ti> ﬁ) = JS’ (X,> O/)JS’ (X,> ﬁ,)‘]s” (X”a dﬂa /6”)’
avec la notation de 2.4. On en déduit aisément

js(aﬁ,ﬁ) _ kS( /6)]5 ( Al ﬁ//),
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ol
BB = Y, WRWE T e Y D W(RL T

R'c ES/(R/ TlelTell(Rl)

tin)
v(T)™! / . Jo(X' ) Jo (X', 3)dX'.
t/

De méme
7% (e, ) = K%, )T (o, ).
On déduit alors I’égalité cherchée j°(af, 3) = j%(c, %) du théoreme 2.4.

Cela prouve l'égalité de I’énoncé pour les fonctions ¢ vérifiant 1'’hypothese (H).
Puisque les deux distributions ¢ +— () et ¢ — 6(¢*) sont invariantes par conju-
gaison par G(F), le lemme 2.5(ii) généralise leur égalité a toute fonction ¢ a support
dans g, ,¢,(F'). Pour obtenir 'égalité pour toute ¢, il suffit de prouver que les deux dis-
tributions sont localement intégrables. C’est vrai pour la premiere d’apres le lemme 5.6.
Considérons la seconde. Fixons deux G-domaines IV C ¢/(F) et ' C g"(F), compacts
modulo conjugaison. D’apres la conjecture de Howe (cf. 2.6(2) ), on peut fixer une famille
finie (X}')i=1,...n d’éléments de w” N gy, (F) et une famille finie (3;)i=1,.. n d’éléments de
C*(I) de sorte que, pour tout X” € w” N greg(F) et toute § € CX(I"), on ait I'égalité

(X", 8) = > Jen( X! B)Jan (X", B).

i=1,...,n
Soient av € C°(I') et € C(I"). Posons

y=a®B- > Ja(X!,3)5)
i=1,....n
Alors Jg, (X,~%) = 0 pour tout X € wN O2.reg(F). Puisque 0, est a support dans w,
il en résulte que 6(7*) = 0. Donc

> Jan(X],B)b(a @ B).
i=1,....n
La fonction 6y, , est localement intégrable. Il en résulte que la distribution o +— 0(a® ;)
Pest aussi. D’apres [HCvD] théoremes 13 et 15, la distribution 8 — Jev (X[, ) est aussi
localement intégrable. Donc la distribution o ® 8 — 6(a ® [3) est intégrable sur I x I'”.
Cela acheve la démonstration. [J

5.9 Le quasi-caractere associé a une fonction tres cuspidale

Corollaire. Soit f € C°(G(F)). Supposons f tres cuspidale. Alors la fonction 0y est
un quasi-caractére.

Preuve. Soit € Gg(F'). On applique la proposition précédente au cas G' = {1},

G" = G,. On obtient que la transformée de Fourier de 6, . est la fonction fow,

que l'on peut d’ailleurs plutot noter Hf,x,w. Le support de cette fonction est compact
modulo conjugaison. D’apres le théoreme 4.2, 0y, , est donc un quasi-caractere sur g, (F').
Alors 0 coincide au voisinage de z avec un quasi-caractere. Cela étant vrai pour tout
x € Gg(F), la conclusion s’ensuit. [
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6 Fonctions tres cuspidales sur les algebres de Lie

6.1 Premieres propriétés

La définition des fonctions tres cuspidales s’adapte aux fonctions sur ’algebre de Lie
g(F). Soit f € C(g(F)). On dit qu'elle est tres cuspidale si et seulement si, pour tout
sous-groupe parabolique propre P = MU de G et tout X € m(F'), on a 'égalité

(1) F(X + N)N = 0.
u(F)

Ou encore si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G
et tout X € m(F) N g,ey(F), on a Iégalité

/ fu™ Xu)du = 0.
U(F)

Les propriétés énoncées en 5.1 et 5.2 restent vraies. Il y a une propriété supplémentaire :
si f est trés cuspidale, f Iest aussi. En effet, notons fy(X) lintégrale (1). On vérifie que
(f)u = (fu) et Dassertion s’ensuit.

Soit f € C°(g(F')), supposons f tres cuspidale. On définit une fonction 6 sur g, ,(F')
par

07(X) = (=1)™07 9 (Gx) " DYX) 2 o (X, ),
ou M(X) est le commutant de Ag, dans G. Elle a des propriétés similaires a celles

énoncées au lemme 5.3.

Lemme. Soit f € C°(g(F')) une fonction trés cuspidale.
(i) La fonction 0 est la transformée de Fourier de 0.
(ii) La fonction 0y est un quasi-caractere.

Preuve. La démonstration de la proposition 5.8 se simplifie grandement. En effet,
fixons un Lévi minimal M, de G et un sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne
position relativement a M. Pour toute ¢ € C°(g(F')), on a simplement

@ I 1) = / | (X)X

L’assertion (i) s’ensuit en appliquant le théoréeme 2.4. Pour prouver (2), soient M €
L(My), T € Toy(M) et X € t(F) N grey(F). Parce que fo = 0 pour tout sous-groupe
parabolique propre () de GG, on a

Mais alors J(¢, f) coincide avec le membre de droite de (2) exprimé a l’aide de la formule
de Weyl.
L’assertion (ii) résulte de (i) et du théoreme 4.2. O
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6.2 Relevement au groupe

Lemme. Soient x € Gy (F), w un bon voisinage de 0 dans g,(F) et ¢ € C>(g.(F)).
On suppose ¢ tres cuspidale et a support dans w. On suppose que 0, est invariant par
Za()(F) et que z est elliptique, c’est-a-dire que A, = Ag. Alorsil existe f € CX(G(F))
telle que f soit tres cuspidale et Oy, , = 0.

Preuve. Fixons un Lévi minimal R,,;, de G, (F") et un sous-groupe compact spécial K
de G(F') en bonne position relativement a R,,;,. Fixons un sous-groupe ouvert compact
K’ de K tel que ¢ soit invariante par conjugaison par K’ N Zg(x)(F). Posons ¥ =
{k~*zexp(X)k; k € K', X € w}. C’est un sous-ensemble ouvert et fermé de G(F). Comme
en 3.1, on peut définir une fonction f sur G(F') par

f(g) = 0, sigéX,
V= o(X), sig=ktzexp(X)k, avec k € K/, X € w.

Montrons que f est tres cuspidale. Soient P = MU un sous-groupe parabolique propre
de G et m € M(F) N Gpey(F'). Posons

f(U,m) = /U(F)f(u_lmu)du.

On veut prouver que f(U,m) = 0. C’est évident si {u™'mu;u € U(F)} N = (. Sup-
posons cette intersection non vide. On peut fixer v € U(F), k € K" et X € w tels que
v imuy = k7 tzexp(X)k. Posons g = vk, P' = g7 'Pg, M' = g~'Mg, U' = g7 'Ug et
m’ = g~ 'mg. Grace au changement de variable u — uv et & l'invariance de f par K’, on
a I'égalité

fU,m)= f(kv™ ' 'muvk ™) du,
U(F)
puis
fm) = [ gl mugydu = [t = £ ),
U(F) U'(F)

Cela nous rameéne a la méme question pour le sous-groupe parabolique P’ et I’élément
m' de M'(F). Mais m’ = zexp(X). En oubliant les données P’ et m’, on peut donc
supposer que m = zxexp(X), avec X € w. Dans ce cas, on a Ay, C G,,, C G, donc
x € M(F). De plus, puisque P est propre, on a Ag C Ay,. Puisque x est elliptique, on
a aussi Ag, € Ay C Ay, done P, = M, U, est un sous-groupe parabolique propre de

G,. Ecrivons
f(U,m) :/ / fo™ ' muw)du d.
Uz (FN\U(F) J Uq (F)

On peut fixer v € U(F') et prouver que
/ f  w  muw)du = 0.
«(F)

De nouveau, c’est évident si {v"'u"'muv;u € U, (F)} N2 = (. Supposons cette in-
tersection non vide. Alors il existe w € U,(F) et k € K’ tels que v 'w™'mwv €

k~lzexp(w)k. Puisque m € zexp(w), la condition 3.1(4) entraine que wvk™' € Zg(x)(F).
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Donc v € Zg(x)(F)k. Ecrivons v = gk, avec g € Zg(z)(F). Pour v € U,(F), on a
v u"tmuw = ktwerp(g~ u Xug)k. Donc

™ muw) = (g~ u " Xug) = Yp(u™' Xu),

avec une définition évidente de 9. L’intégrale a calculer est égale a

/ Io(u~ " Xu)du.
Us(F)

Elle est nulle parce que 9¢ est tres cuspidale et P, est propre.
Posons

c=[G.(F)\Zg(x)(F)K'/K')mes(K")mes(G.(F) N K')™*.

On va prouver que 6., = cf,. En explicitant les définitions, on voit qu’il s’agit de
prouver I'assertion suivante. Soit X € w M gy req(F'). Notons R le commutant de Ag,
dans G,. Alors on a I'égalité

(1) Jr(zexp(X), f) = eD(2) 2 Jr(X, p).

On peut supposer que R contient R,,;,. Reprenons la preuve du lemme 5.7, o on prend
pour K’ le groupe introduit ci-dessus. Par un raisonnement fait plusieurs fois, 9f, , =0
sig € G(F) et g & Zg(x)(F)K'. On peut prendre pour ensemble Ay un ensemble
de représentants de G,.(F)\Zg(x)(F)K'/K’, inclus dans Zg(z)(F). Pour § € Ay, on a
% f,w = %¢. L’hypothese que ¢ est trés cuspidale entraine que pour S € L(Ruin), S # G,
la fonction f* est nulle. Pour S = G, on a S = @ parce que x est elliptique. Alors

fO = mes(K")mes(Go(F) N K')™' Y Y.

dEAQ

D’apres 'hypothese d’invariance de 6, par Zg(z)(F), on a

']R(X7 530) = JR(X7 @)7

pour tout § € Ay, et 1'égalité (1) résulte du (i) du lemme 5.7. O

6.3 Support des distributions associées aux fonctions tres cus-
pidales

Lemme. (i) Soient 6 un quasi-caractére de g(F')) et w un G-domaine dans g(F') compact
modulo conjugaison. On suppose la transformée de Fourier de 6 a support compact
modulo conjugaison. Alors il existe une famille finie (X;);—1,, d’éléments de g,.,(F) et
une famille finie (¢;);=1.. , de nombres complexes telles que, pour tout Y € w N grey(F),
on ait ’égalité

.....

(ii) Soient X € g,¢4(F) et w un G-domaine dans g(F') compact modulo conjugaison.
Alors il existe une fonction tres cuspidale f € CX(g(F)) telle que, pour tout Y €
w N greg(F'), on ait I'égalité A

0s(Y) =3(X,Y).
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(iii) Soient w un G-domaine dans g(F') compact modulo conjugaison et O € Nil(g).
II existe une fonction f € C°(g(F), tres cuspidale, telle que, pour tout Y € w N greq(F),
on ait I’égalité A
0;(Y) =j(0,Y).
(iv) Pour tout Y € g,.4(F"), il existe une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle
que 0;(Y) # 0.

Preuve. Soit § comme en (i). Soit {2 un G-domaine de g(F"), compact modulo conju-
gaison et contenant le support de 6. Pour ¢ € C'°(w), on a, avec les notations de 2.6(2)

Y

Autrement dit

L’assertion (i) s’ensuit.
Fixons un Lévi minimal M,,;, de G. Soit f' € C°(g(F')), supposons f’ tres cuspidale.
Pour toute ¢ € g(F'), on a I’égalité :

L esmemay = | onacom

(1) - Z |WM||WG|_1 Z |W(M7T)|—1/ efr(X)Jg(X,@)DG(X)Ide.

MEE(Mmin) TE'Te”(M) t(F)

Soient X et w comme en (ii). On ne perd rien a supposer qu’il existe M € L(M,,;,,) et
T € Toy(M) de sorte que X € t(F'). La formule 2.6(3) montre qu’il existe un voisinage
Wy de X dans g(F) tel que, pour tout Y € w N gpey(F), la fonction X’ — j(X',Y) soit
constante dans w'. Supposons

(2) il existe f' € C°(g(F')), tres cuspidale, telle que 64 (X) # 0.

Fixons une telle fonction. On peut trouver un voisinage wy de X dans t(F') tel que

- wx est ouvert et compact;

- la fonction X’ +— 60 (X")D%(X')'/? soit constante dans wx ;

- pour w € Normyy ) (T) tel que w & T(F), wwyw Nwx = 0.

Remplagons f’ par son produit avec la fonction caractéristique du G-domaine w§. La
formule (1) devient

/ . 0:(Y)p(Y)dY = 0p(X)D(X)"? / Jo(X', p)dX’

wx

= 0;(X)DY(X)Y? / / (F)j'(X’,Y)@(Y)deX’.

La double intégrale est bien str absolument convergente. On en déduit ’égalité

B 6,00 =8p0ODON) 2 [ G0y )ix

wx
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pour tout Y € g,.,(F). Imposons de plus la condition wy C w%. Alors 'égalité (3)
devient R

0, (Y) = 0(X)DY(X)Pmes(wx) (X, Y)

(

pour tout Y € w N greq(F). En posant
f=0p(X)""DY(X) " Pmes(wx) T ',

on obtient (ii), sous I'hypothese (2).
Soit Y € g,¢4(F). Appliquons 2.6(4) : on peut fixer un G-domaine 2 de g(F) tel que

(4) XY= 3 To(X)j0.Y)

OeNil(g)

pour tout X € QN g,q(F). On peut évidemment supposer A2 C Q pour tout A € F*
tel que [A|p < 1. Soit X € QNg,eq(F) tel que X soit elliptique. Alors I'hypothese (2) est
vérifiée car toute fonction a support régulier elliptique est tres cuspidale. On peut donc
trouver une fonction fx tres cuspidale telle que 8¢, (Y) = j'(X, Y). Soit A € F*2 tel que
IA|F < 1. Remplacons X par AX. En utilisant (4) et les formules de 2.6, on a

I(G)—dim(0O))/2 o
O (V)= Y RO, (x)5(0,7).
OeNil(g)

En prenant une combinaison linéaire convenable des fonctions f)x, on peut séparer les
orbites selon leurs dimensions. On peut en particulier isoler 'orbite {0} et trouver une
fonction f tres cuspidale telle que

0;(Y) = iy (X)j({0},Y).

La fonction j({0},.) est constante de valeur 1. D’apres Harish-Chandra ([HCDS] lemme
9.6), le germe de Shalika I'fp; ne s’annule pas sur l'ensemble des points elliptiques
réguliers. Donc 0¢(Y) # 0, ce qui démontre (iv).

On peut maintenant achever la démonstration de (ii) : d’apres (iv), 'hypothese (2)
est vérifiée pour tout point X € g,,(F).

Soit w un G-domaine de g(F') compact modulo conjugaison. Choisissons 2 tel que
(4) soit vérifiée pour tous X € QN gyey(F), Y € wN grey(F). Grace a (ii), pour tout
X € QN grey(F),on peut trouver une fonction fx tres cuspidale telle que 0, (Y) =
J(X,Y) pour tout Y € w N g,ey(F). On sait que les germes de Shalika sont linéairement
indépendants ([HCDS] lemme 9.5). Etant homogenes, leurs restrictions a 2 le sont aussi.
En utilisant (4), on voit que, pour O € Nil(g), une combinaison linéaire convenable f
de fonctions fx va vérifier 6;(Y) = j(O,Y) pour tout Y € wN gyey(F). Cela prouve (iii).
U

6.4 Quasi-caracteres a support compact modulo conjugaison

Proposition. Soit  un quasi-caractere de g(F’) a support compact modulo conjugaison.
Alors il existe une fonction f € C°(g(F')) tres cuspidale telle que 6 = 6.
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Preuve. On démontre la proposition par récurrence sur dim(G). On suppose qu’elle est
vraie pour tout groupe de dimension strictement inférieure a dim(G). Soit X € gs(F).
On va prouver

(1) il existe un G-domaine w dans g(F') et une fonction tres cuspidale f € C2°(g(F))
tels que X € wet 0(Y) = 64(Y) pour tout YV € w.

Autrement dit, il existe une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle que 0 ait le
méme développement que # au voisinage de X. Si X = 0, cela résulte du lemme 6.3(iii).
Si X est central, cela résulte du cas X = 0 par translation. Supposons X non central,
donc dim(Gx) < dim(G). Supposons d’abord X elliptique. La notions de bon voisinage
s’adapte au cas de l'algebre de Lie. Soit wy un bon voisinage de 0 dans gy (F). Soit Ox la
fonction sur gx (F) qui est nulle hors de X +wy et qui coincide avec 6 sur X +wy. Alors
Ox est un quasi-caractere de gx (F') a support compact modulo conjugaison. Appliquant
I'hypothese de récurrence, on peut fixer une fonction tres cuspidale fx € C°(gx (F)) telle
que 0¢, = 0x. On peut reprendre la démonstration du lemme 6.2 et montrer qu'’il existe
une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle que 6y coincide avec 6y, dans X + wx
(remarquons que la condition d’invariance par Zg(z)(F') imposée en 6.2 disparait car
le commutant d’un élément semi-simple d’une algebre de Lie est toujours connexe). En
posant w = (X + wx)%, f et w satisfont (1). Supposons maintenant X non elliptique.
Notons M le commutant de Ag, dans G. On a X € m(F) et Gx C M. Soit wx un bon
voisinage de 0 dans gx(F'). Posons

Wy = (X +C&JX)M, wag = (X +wX)G.

Les ensembles wy; et wg N m(F) sont des M-domaines dans m(F’), compacts modulo
conjugaison. Notons 6, la fonction sur m(F') qui est nulle hors de wy, et coincide avec 0
sur wys. C’est un quasi-caractere de m(F'), a support compact modulo conjugaison. En
appliquant ’hypothese de récurrence et le (i) du lemme 6.3, on peut fixer des familles
finies (X;)i=1,..,n d’éléments de m,.4(F') et (¢;)i=1,..» de nombres complexes de sorte que

(V)= > cj"(X;,Y)
i=1,....n

pour tout Y € wg Nm,.,(F'). La preuve du (i) du lemme 6.3 montre que I'on peut aussi
bien remplacer chaque X; par tout élément suffisamment proche. On peut donc supposer
Xi € greg(F). La fonction

Y = DY(Y)2DM(v) 12

est constante sur X + wy. Notons ¢ sa valeur. Montrons que
2 )= Y cajX.,Y)
i=1,...,n
pour tout Y € (X +wx) Ngrey(F). D’apres 2.6(5), le membre de droite ci-dessus est égal
a
Z Z CCijM(XZ',Y/)DG(Y)_1/2DM(Y/)1/2,
Y/eYi=1,..n

ou ) est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par M (F') dans I'en-
semble des éléments de m(F') conjugués a Y par un élément de G(F'). Cet ensemble )
est contenu dans wg Nm(F). La somme ci-dessus vaut donc

Z CHM(Y/)DG(Y)_I/zDM(Y/)l/z.
Y'ey
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On peut supposer Y € Y et le terme indexé par Y est égal a (V). Soit Y/ € Y, Y' #Y.
Soit g € G(F) tel que gY g~ = Y’. Cet élément n’appartient pas & M(F). Si Y’ € wyy,
il existe m € M(F) tel que mgY (mg)™' € X + wx. Alors mg € Gx(F) puisque wx
est un bon voisinage de 0 dans gx(F'). Puisque Gx C M, on en déduit g € M(F),
contradiction. Donc Y’ & wy; et 0y, (Y’) = 0. Cela démontre (2).

D’apres le lemme 6.3(ii), il existe une fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) telle
que 0¢(Y") coincide avec le membre de droite de (2) dans wg. Alors 0¢(Y) = 6(Y) pour
Y € wg, ce qui acheve la preuve de (1).

La preuve de la proposition est maintenant élémentaire. Pour tout X € g4 (F'), on
fixe w et f vérifiant (1) et on les note plutot wy et fx. On fixe un sous-ensemble compact
I C g(F) tel que Supp(d) C T On a

rcogf)c |J wx

XEgss (F)

On peut donc choisir une famille finie (X;);—1 ., d’éléments de gy;(F') telle que
I'c U wx,-
i=1,..n

Pour tout 7, notons A; le complémentaire dans g(F') de U, ; ,wx,, @i la fonction
caractéristique de wy, N A; et posonsf; = fx,p;. Alors f; est tres cuspidale et on a
Pégalité 0 =>",_, ,05. 0O

7

7 Enoncé du théoreme principal

7.1 Groupes orthogonaux

Soit V' un espace vectoriel sur F' de dimension finie d, muni d’'une forme bilinéaire
symétrique et non dégénérée ¢ (on dira parfois que V' est un espace quadratique,la forme
q étant sous-entendue). Pour v € V| on pose

1

(v) = 5a(v.v).

On appelle systeme hyperbolique dans V' une famille (v;);=11, 4+, d’éléments de V telle
que q(v;,v;) = 6;_; pour tous i,j, ou d;_; est le symbole de Kronecker. On dit que ¢
est hyperbolique si et seulement s’il existe un systeme hyperbolique dans V' qui soit une
base de V. On peut décomposer V' (de fagon non unique) en somme orthogonale de deux
sous-espaces Vi, et Vg, de sorte que la restriction de g a Vj,, soit hyperbolique et la
restriction q,, de q a V, soit anisotrope. La classe d’équivalence de q,, est uniquement
définie, on l'appelle le noyau anisotrope de ¢ et on note d,, (V) son rang, c’est-a-dire la
dimension de V,,. Evidemment, d,,(V) = d mod 2.

On introduit le groupe orthogonal O(V') de (V, q) et son sous-groupe spécial orthogo-
nal SO(V'). Notons-les ici Gt et G, ainsi qu’on le fera souvent dans la suite. Le groupe
G*(F) agit sur V, on note cette action (g,v) — gv. Le groupe G est déployé sur F' si
den (V) = 0 ou 1, quasi-déployé et non déployé si d,,(V) = 2 et non quasi-déployé si
den (V) = 3 ou 4. On définit la forme bilinéaire sur g(F)

1
<X,)Y >= §trace(XY),
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la trace étant la forme linéaire usuelle sur End(V'). C’est cette forme que I'on utilise pour
normaliser les constructions de 1.2.

Si W est un sous-espace non dégénéré de V', le groupe H = SO(W) se plonge natu-
rellement dans G : un élément de H agit par 'identité sur I'orthogonal de W. De méme,
b se plonge dans g.

Soient v’,v” € V. Définissons ¢, ,» € End(V') par

Cv’,v”(v) = Q('Ua UI)'U” - Q('Uv U”)'U,‘

On vérifie que ¢,/ ,» appartient a g(F') et que cette algebre est engendrée en tant qu’espace
vectoriel par de tels éléments.

On peut classifier les orbites unipotentes régulieres de g(F'). Il n’y en a pas si d,, (V) >
3. Il y en a une seule si d,,(V) = 1 ousi d <2 et on la note O,.4. Supposons d > 4 et
dan(V) = 0 ou 2. Introduisons le sous-ensemble AV suivant :

-8t dgn (V) =0, NV = FX/F*2;

=81 dyn (V) = 2, NV est le sous-ensemble des éléments de £ /F*? qui sont représentés
par gqan.

Soit v € NV, dont on fixe un relevement dans F*. On peut décomposer V en somme
orthogonale V.= D & W, ou D est une droite et la restriction de ¢ a W a pour noyau
anisotrope la forme x — vx? de dimension 1. Notons H = SO(W). Il y a une unique
orbite nilpotente réguliere dans h(F'). Soit N un élément de cette orbite, que I’on identifie
a un élément de g(F'). On note O, la G(F)-orbite de N. Elle ne dépend pas des choix
et I'application v — O, est une bijection de A’V sur I’ensemble des orbites nilpotentes
régulieres de g(F).

Considérons une décomposition orthogonale V' = Z@®V,,,. Supposons la restriction de
q a V,, anisotrope et la restriction de ¢ a Z hyperbolique. Fixons une base hyperbolique
(V:)izt1,..4n de Z. S1V,,, # {0}, soit ¢ € Z tel qu'il existe v € V,,, pour lequel valr(q(v)) =
c. SiVy, = {0}, soit ¢ un élément quelconque de Z. Notons R, I’ensemble des v € V, tels
que valp(q(v)) > c¢. C’est un op-réseau de V,,,. Notons Ry le op-réseau de Z engendré par
les éléments v; pour ¢ = 1,...,n et par les whv_; pour ¢t = 1,...,n. Posons R = Rz ® R,,,.
Quand on fait varier la décomposition orthogonale, la base hyperbolique et I’entier ¢, le
réseau IR parcourt un certain ensemble de op-réseaux de V. Par définition, c¢’est ’ensemble
des réseaux spéciaux. Pour un tel réseau R spécial, notons K le stabilisateur de R dans
G(F). C’est un sous-groupe compact spécial de G(F). Inversement, si K est un sous-
groupe compact spécial de G(F), il est le stabilisateur d’un réseau spécial R (qui n’est
pas unique).

Pour tout op-réseau R de V', on définit une fonction valr sur V, a valeurs dans
Z U {oo} par valg(v) = sup{i € Z;v € wLR}.

7.2 La situation

On conserve les données et notations du paragraphe précédent. Soit r € N tel que
2r+1 < d. On suppose donnée une décomposition orthogonale V=W & D® Z, ou D est
une droite et Z un espace hyperbolique de dimension 2r. On note gy la restriction de ¢ a
W et dy = d—2r —1 la dimension de W. On pose Vo = W & D. On note H, resp. G, le
groupe spécial orthogonal de W, resp. Vj, et H™ le groupe orthogonal de . On identifie
H™ a un sous-groupe de G : un élément h € H™ s’identifie a I’élément de G' qui agit par
h sur W et par det(h) sur D @ Z. On fixe une base vy de D et un systeme hyperbolique
maximal (v;);—4+1,. . +r de Z. On note Z,, resp. Z_, le sous-espace de Z engendré par les

34



v, 1 =1,...,7, resp. par les v_;. On note A le sous-tore maximal de SO(Z) qui conserve
chaque droite Fv;. Pour a € A(F) et i = 1,...,7, on note a; € F* la valeur propre de a
sur v;, ¢’est-a-dire que av; = a;v;. On note P le sous-groupe parabolique de G formé des
éléments qui conservent le drapeau

Fv, C Fv,® Fv,_1 C..CFu,&..® Fu,

de V. On note U le radical unipotent de P et M sa composante de Lévi qui contient A.
On a M = AG,. Remarquons que A); = A, sauf dans le cas ou V} est hyperbolique de
dimension 2, auquel cas Ay, = M. Fixons une famille (§;)i—,. ,—1 d’éléments de F'*. On
définit une fonction £ sur U(F') par

Ew) =v( Y Galuv, o).

1=0,...,r—1

On vérifie que c’est un caractere de U(F') invariant par conjugaison par le sous-groupe
H*(F) de M(F).

On fixe un réseau spécial Ry de V5. On peut choisir un réseau Ry de Z ayant une base
formée de vecteurs proportionnels aux v;, de sorte que le réseau R = Ry & R, de V soit
spécial. On note Ky, resp. K, le stabilisateur de Ry dans Go(F), resp. de R dans G(F).
Ce sont des sous-groupes compacts spéciaux de Go(F'), resp. G(F'). Le groupe K est en
bonne position relativement a M. Ona KNM(F) = (KNA(F))Ky et KNA(F') est le plus
grand sous-groupe compact de A(F'). Pour tout entier N € N, on définit une fonction sy
sur G(F') de la fagon suivante. Elle est invariante a droite par K, & gauche par U(F'). Sa
restriction a M (F) est la fonction caractéristique de 1’ensemble des agy, avec a € A(F),
go € Go(F), tels que |valg(a;)] < N pour tout i = 1,...,7 et valg,(g; vo) > —N. La
fonction ky est invariante a gauche par le sous-groupe (K N A(F))H*(F) de M(F).
L’image de son support dans U(F)H (F)\G(F') est compacte. Plus précisément

(1) il existe ¢ > 0 tel que, pour tout entier N > 1 et tout g € G(F') pour lequel
kn(g) =1, il existe ¢’ € G(F) tel que g € U(F)H(F)g' et o(g") < ¢N.

On peut écrire g = uagok, avec u € U(F), a € A(F), go € Go(F) et k € K. Les
bornes sur les valuations des coordonnées de a entrainent o(a) < ¢N, pour ¢ convenable.
Un raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme II1.5 de [W2] montre qu’il existe
¢ > 0 tel que, pour tout N > 1 et tout v € wr" Ry tel que q(v) = 1 = q(vp), il existe
y € Go(F) tel que y~lvg = v et o(y) < ¢ N. Appliquons cela & v = g5 'vy. Alors goy ™"
appartient & H(F). On a g = ugoy~ !¢, avec ¢’ = ayk et ce dernier élément satisfait la
majoration requise.

7.3 Les ingrédients de la formule intégrale

On définit une fonction A sur Hgs(F) par

A(t) = |det((1 = &) wywrw)|r,

ou W”(t) est le noyau de 1 — t agissant dans W.
Notons 7 I’ensemble des sous-tores T' de H, en général non maximaux, pour lesquels
il existe une décomposition orthogonale W = W’ @& W” de sorte que les conditions (1) &

(4) ci-dessous soient vérifiées. On note H' le groupe spécial orthogonal de W’ et on pose
Vi=W"& D& Z.
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(1) Ar = {1}.
(2) dim(W"’) est pair.
(3) T est inclus dans H' et ¢’en est un sous-tore maximal.
(4) Si d est pair, dg,(W") = 1; si d est impair, d,, (V") = 1.
Evidemment, W’ et W” sont déterminés par T : W est I'intersection des noyaux de
t — 1 agissant sur W, pour t € T'.
Pour T € 7, on pose

W(H, T) = NormH(F) (T)/ZH(F)(T)

On note T} le sous-ensemble des ¢ € T tels que les valeurs propres de ’action de ¢ dans W’
soient toutes distinctes. C’est un ouvert de Zariski, non vide. Notons H' = G, resp. H”,
G", les groupes spéciaux orthogonaux de W', resp. W”, V" et H'* le groupe orthogonal
de W’'. Pour ¢ € T}, t est un élément semi-simple régulier dans H' et méme dans H'*" en
ce sens que son commutant dans H'" est réduit a 7. Alors Zy(t) = TH", Zg(t) = TG".
En particulier, les orbites nilpotentes de h,(F), resp. g,(F') sont les mémes que celles de
h'(F), resp. g’ (F).

Soient 6, resp. T, un quasi-caractere de H(F), resp. G(F). Soit T' € T, pour lequel
on adopte les notations ci-dessus. Soit ¢ € T;(F). Supposons d pair. Alors dim(W")
est impair et I'hypothese (4) dit que H” est déployé. Donc h”(F') possede une unique
orbite nilpotente réguliere O,.,. On pose cg(t) = cg,0,.,(t). La dimension dim(V") est
paire, nécessairement non nulle. Si elle est égale a 2, g”(F') possede une unique orbite
nilpotente réguliere O,., et on pose c,(t) = c;0,.,(t). Supposons dim(V") > 4. Notons
qw an le noyau anisotrope de la restriction de ¢ & W” et ¢p la restriction de ¢ a D.
Notons aussi vy = ¢(vp). La forme gy 4, est de rang 1. Par construction, la restriction
de ¢ a V" a méme noyau anisotrope que qw» o @ gp. Elle est donc de rang 0 ou 2 et
G" est quasi-déployé. Puisque gy ., © qp représente vy, on a vy € NV et lorbite O,
de g”(F) est définie. On pose ¢,(t) = ¢, 0,,(t). Supposons maintenant d impair. Alors
dim (V") est impair et ’hypothese (4) dit que G” est déployé. De facon analogue a ci-
dessus, on pose ¢, (t) = ¢r0,.,(t). La dimension de W" est paire. Si elle est inférieure ou
égale a 2, on pose encore c4(t) = cp0,.,(t). Supposons dim(W") > 4. Avec les mémes
notations que ci-dessus, la restriction de ¢ a V" a encore méme noyau anisotrope que
QW an ® qp- Si dan (W) était égal a 4, le noyau anisotrope de gy o, @ ¢p serait de rang
3, contrairement & (4). Donc dg, (W) = 0 ou 2. On a —vy € NV : c’est évident si
dan(W") = 0 si dgp (W) = 2, cela résulte du fait que g o @ ¢p n'est pas anisotrope
puisque dg, (V") = 1. Donc lorbite O_,, de h”(F') est définie. On pose c4(t) = cp0_,, (1)

Proposition. (i) Les fonctions ¢y et ¢, sont localement constantes sur Tj(F').
(ii) La fonction t — co(t)c, (t) D™ () A(t)" est localement intégrable sur T(F).

La preuve est donnée dans les quatre paragraphes suivants. Le tore T' € 7 est fixé
pour ces paragraphes.

7.4 Fonctions localement intégrables sur un élément de 7

Pour ¢t € T'(F'), notons E”(t) le noyau de ¢t — 1 dans W' et E’(t) son orthogonal dans
W'. On note J'(t), resp. J"(t) le groupe spécial orthogonal de E'(t), resp. E"(t), J'(t):
la composante neutre du commutant de t dans J'(t) et 3, le centre de l'algebre de Lie
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j'(t)¢. Le groupe H] préserve nécessairement les espaces propres de ¢, donc est inclus dans
J'(t)J"(t). Puisque J”(t) est évidemment inclus dans ce commutant H/, on a 1'égalité

H = J(t),J"(1).

On aura besoin des résultats suivants.

(1) 3; est inclus dans le centre de b, et dans le centre de g;.

(2) 11 existe un voisinage w de 0 dans t(F) sur lequel 'exponentielle est définie et tel
que, pour X € w, on a 3 C 3reap(x), avec égalité si et seulement si X € 3,(F).

Preuve. Le noyau de ¢t — 1 dans W est E”(t) @ W” et son orthogonal dans W est
E'(t). On en déduit comme ci-dessus que Hy est le produit de J'(t); et du groupe spécial
orthogonal de E”(t) & W”.Donc le centre de b, est le produit de 3; et du centre de
I’algebre de Lie du second groupe. Cela prouve que 3; est inclus dans le centre de b,. Un
raisonnement analogue vaut en remplacant h; par g;.

Considérons un voisinage w de 0 dans t(F') sur lequel I'exponentielle est définie et tel
que ngxp(x) C H pour tout X € w. Soit X € w. Puisque X commute a ¢, il préserve les
espaces propres de ¢, donc préserve E’'(t) et E”(t). Notons X' et X” les restrictions de
X & chacun de ces deux espaces et posons t = texp(X). Le groupe H 7 est le commutant
de X dans HJ. Donc H] est le produit du commutant J'(t); x» de X’ dans J'(t); et du
commutant J”(t)x» de X” dans J”(t). En choisissant w assez petit, on peut imposer que
toutes les valeurs propres de ¢ dans E'(t) soient différentes de 1. Alors E”(t) C E"(t). Le
groupe J'(t); est le sous-groupe des ¢léments de H} qui agissent trivialement sur E”(f).
Ce sous-groupe contient certainement J'(t); xs et est donc le produit de ce groupe et
d’un certain sous-groupe de J”(t)x~, que 'on note J. Donc 3; est le produit du centre
de j'(t):,x+ et du centre de j. L’algebre j'(t); xs est le commutant dans j'(¢); de I’élément
semi-simple X’ de cette algebre. Sur une extension de F', c’est donc une sous-algebre de
Lévi de j'(t); et son centre contient le centre de cette algebre, c’est-a-dire contient 3;.
Cela démontre 'inclusion 3; C 3;. Supposons qu’il y a égalité. Une sous-algebre de Lévi
étant le commutant de son centre, cela entraine que j'(t);x» = j'(t);. Donc X’ € 3;. De
plus, il est clair que X" appartient au centre de j, donc a 3; = 3;. Mais tout élément de 3,
agit trivialement sur E”(t), donc X” = 0. Alors X = X’ appartient a 3;. La réciproque
est aisée. Cela prouve (2). O

Pour un espace vectoriel E sur F', de dimension finie, et pour i € Z, on note C;(E)
I’espace des fonctions ¢ : E — C telles que

p(Ae) = |A[po(e)

pour tout e € E et tout A € F*2. On note C5;(E) Pespace des combinaisons linéaires
d’éléments C;(E) pour j > i. Remarquons que, si £ = {0}, on a C>;(E) = Csi¢ <0,

Soit § : T(F') — Z une fonction. On note Cs5(7T) l'espace des fonctions f définies
presque partout sur 7'(F) vérifiant la condition suivante. Soit ¢t € T'(F"). Alors il existe un
voisinage w de 0 dans t(F'), sur lequel '’exponentielle est définie, et il existe une fonction
© € Css)(H(F)/3:(F)) tels que 'on ait 'égalité

f(texp(X)) = o(X)

presque partout pour X € w, ou X désigne la projection de X dans t(F)/3;(F).1l revient
au méme de demander qu’il existe un supplémentaire s de 3 dans t, une fonction ¢ €
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C>5) (s(F)) et des voisinages w, de 0 dans 3(F) et w, de 0 dans s(F) de sorte que I'on
ait I'égalité
(3)  [flteap(X: + X)) = ¢(X,)

presque partout pour X, € w, et X € w;.

Lemme. Supposons 6(t) = inf(dim(3:) — dim(t) +1,0) pour tout t € T'(F'). Alors tout
élément de C>s(T') est localement intégrable sur T'(F').

Preuve. Pour tout n € N, posons T, = {t € T;dim(3;) > dim(t) — n}. Cet ensemble
est un ouvert de Zariski. On va prouver par récurrence

(4),, tout élément de Cs5(7T) est localement intégrable sur T,,(F).

Soit n € N. Si n > 0, on suppose (4),, vraie pour tout n’ < n. Soit f € Css(7T).
Pour prouver (4),, il suffit de fixer ¢t € T'(F') tel que dim(3;) = dim(t) — n et de prouver
que f est intégrable dans un voisinage de t. Sin = 0, on a 3, = t et f est localement
constante au voisinage de t. L’assertion s’ensuit. Supposons n > 0. Fixons comme avant
I’énoncé un espace s, une fonction ¢ € Css04)(s(F)) et des voisinages w, et w, de sorte
que l'on ait I’égalité (3). On suppose aussi que w, et w, sont ouverts et compacts et que
le voisinage w = w, X wy vérifie (2). On suppose enfin que I'exponentielle de w sur son
image préserve les mesures. Ecrivons ¢ = 37,5, @i, olt ; € Ci(s(F)) et ¢; = 0 sauf
pour un nombre fini d’indices. On peut choisir une base (e;) ;=1 de s(F') de sorte que
le réseau engendré par cette base soit inclus dans ws. On ne perd rien a supposer que wy
est égal a ce réseau.

Pour i > §(t), définissons une fonction f; sur T(F') de la facon suivante. Elle est
nulle hors de texp(w). Pour X, € w, et X, € w,, on pose f;(texp(X, + X;)) = pi(Xs).
Montrons que

(5)  fie Css(T).

Pour A € F*? tel que |A|p < 1, définissons une fonction f[A] sur T(F) de la fagon sui-
vante. Elle est nulle hors de texp(w). Pour X € w, on pose f[\|(texp(X)) = f(texp(AX)).
Ona fA] =), 5(t) |A|% fi. Par interpolation, chaque f; est combinaison linéaire de fonc-
tions f[A]. Il suffit donc de fixer A et de prouver que f[\] appartient a Cs4(T"). On
fixe X € w, on pose t' = texp(X) et on doit étudier le comportement de la fonction
Y — fIA('exp(Y')) au voisinage de 0. Posons ¢ = texp(AX) et introduisons la fonction
¢" € Cssury(t(F)/300) telle que f(t"exp(Y)) = ¢"(Y) pour Y assez proche de 0. On a
alors
6)  f(eap(Y)) = ¢"(F) = ¢ (T)

pour Y assez proche de 0. La fonction ¢"* appartient évidemment & Cssin (t(F)/30).

De plus, la preuve de (2) montre que 3¢ = 37, d’ott aussi 6(t') = 6(¢”). Alors I'égalité (6)
est le développement requis pour que f[A] appartienne a C>4(T"). Cela prouve (5).
Notons 2; I'ensemble des éléments de w, dont les coordonnées (A;)j—1,. ., dans la
base (€;);j=1,..m vérifient la condition inf{valp(););j = 1,....,m} = 0 ou 1. C’est un
sous-ensemble ouvert et compact de s(F'). L’ensemble w est réunion disjointe de w, x {0},
qui est de mesure nulle, et des ensembles w, x w2}, pour k € N. Soit k& € N. Puisque
Q, ne contient pas 0, tout élément X € w, X wx (), appartient & w mais pas a 3:(F).
D’apres (2), on a donc 3; € 3teap(x)- 1 en résulte que texp(X) € U, ., Tw (F). D’apres
I'hypothese de récurrence et (5), toute fonction f; est intégrable sur texp(w, + w(),).
La fonction f coincide sur cet ensemble avec Zz‘z 5(0) fi et est donc aussi intégrable. Pour
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prouver que f est intégrable sur texp(w), il reste a prouver que la série

(7) / F(E)]de
Z texp(wz—l-w%kfls)

keN

est convergente. Elle est majorée par

> mes() Y- [ fei0lax.

2k
i>5(t) keN Y @g s

Cette derniere intégrale est égale a

(@ X)lg O x
Q,

ou encore
q—2k(i+dim(5)) |90i (X) |dX
Qs
On a
i+ dim(s) > 6(t) + dim(t) — dim(3.) > 1.

Z q—2k(i+dim(s))

keN

Donc la série

est convergente et aussi la série (7). Cela acheve la démonstration. [J

7.5 Les fonctions déterminants

On définit une fonction
do: T(F) — Z
t —  0(Hy) —0(H") 4+ rdim(E"(t))

ou les notations sont celles introduites dans le paragraphe précédent.

Lemme. La fonction D¥ A" appartient a Css,(T).

Preuve. Soient t € T(F) et X € t(F). On note X', resp. X” la restriction de X a
E'(t), resp. E"(t). On suppose texp(X) € Ti(F). Si X est assez proche de 0, on a les
égalités

D" (texp(X)) = D" (t) D™ (X), A(texp(X)) = |det((1 — t) )| rldet(X]gn)|r-

La fonction Dt est invariante par translations par le centre de h;(F'), donc aussi par
3:(F) d’apres le (1) du paragraphe précédent. La seconde fonction est aussi invariante
par translations par 3,(F'), ainsi que l'est toute fonction de X ne dépendant que de X”.
Cette seconde fonction est homogene de degré dim(E"(t)). On a ’égalité

D (X) = lz’mthtﬁx(F)y_,oDHt (X +Y)DHex(y)~t,

On a H,x = TH”". Sur les éléments réguliers de b (F), Dt est homogene de degré
§(H;). De méme, sur les éléments réguliers de b, x(F), DHtx est homogene de degré
§(H;x) = 6(H"). Il en résulte que, sur un ouvert dense de t(F'), Dt est homogene de
degré 6(H,;) — §(H"). Le résultat s’ensuit. [
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7.6 La fonction c;

On définit une fonction dg 1 : T(F) — Z par les formules suivantes, pour ¢ € T'(F) :
- si d est impair et E”(t) # {0}, dar(t) = 3(0(G") — 6(Gy) +2);
- si d est pair, ou si d est impair et E”(t) = {0}, dar(t) = 5(6(G") — 0(Gy)).

Lemme. La fonction ¢, appartient a Css, . (T').

Preuve. Fixons t € T'(F) et un bon voisinage w de 0 dans g;(F'). Posons 7 = 7, cf.
4.3. C’est un quasi-caractere sur g;(F'). Pour X € wNt(F) tel que texp(X) € T,(F), on
a ’égalité

cr(texp(X)) = cr0(X)

ou O est une certaine orbite nilpotente réguliere appartenant a Nil(g:x) = Nil(g”). 11
s’agit donc d’étudier la fonction ¢, o sur un ouvert dense de t(F'), au voisinage de 0.
On peut généraliser la question a un quasi-caractere quelconque 7 de g;(F'). On peut
restreindre w et supposer que 7 est développable dans w. En utilisant le lemme 6.3(iii),
on peut fixer une orbite O, € Nil(g,) et supposer que 7(Y) = 7(O,,Y) presque partout
pour Y € w. Cette fonction est localement invariante par translations par le centre de
g¢(F'), donc aussi par 3,(F") d’apres 7.4(1). La fonction ¢, o sur t(F) 'est donc aussi. Soit
A € F*2. D’apres 4.2(2), le quasi-caractere 7* coincide avec \)\|;dim(ot)/ ’7 au voisinage
de 0. La méme formule nous dit alors que la fonction ¢, o sur t(F') est homogene de
degré (dim(O) — dim(Oy))/2. On a dim(O;) < §(G;). Puisque O est réguliere, on a
dim(O) = §(G"). Si d est pair, ou si d est impair et E”(t) = {0}, le degré précédent
est supérieur ou égal a g r(t) et cela acheve la démonstration. Supposons d impair et
E"(t) # {0}. Si O; n’est pas réguliere, on a dim(O;) < §(G;) — 2 et on conclut encore.
Supposons O; réguliere. Le tore T est un sous-tore maximal de H, = J'(t);J"(t) et
se décompose donc en T = T"T", ou T" est un sous-tore maximal de J'(t); et 7" un
sous-tore maximal de J”(t). L’hypothese Ar = {1} entraine Az~ = {1} et ’hypothese
E"(t) # {0} entraine T" # {1}. Notons G le groupe spécial orthogonal de E"(t) & V.
OnaT" C J'(t) ¢ G. Comme on l'a vu dans la preuve de 7.4(1), on a Gy = J'(t),G.
L’orbite O; se décompose en la somme d’une orbite nilpotente dans j'(t):(F') et d'une
orbite nilpotente O dans §(F). Ces deux orbites sont régulieres. Cela entraine que G est
quasi-déployé. Or dim(E"(t) & V") est impair, donc G est déployé. Donc §(F) possede
une unique orbite nilpotente régulicre, & savoir O, qui est induite & partir de I'orbite {0}
d’une sous-algebre de Lévi minimale, c¢’est-a-dire de ’algebre de Lie d’'un tore déployé
maximal. Cela entraine que la fonction 3((’5, .) est & support dans ’ensemble des éléments
qui appartiennent a une sous-algebre de Borel. Les propriétés de T” montrent qu’'un
élément de t’(F') en position générale possede un voisinage dans g(F’) dont aucun élément
n’appartient a une telle algebre. Donc j(@, .) s’annule au voisinage de presque tout
élément de t’(F'). Il en résulte que T s’annule au voisinage de presque tout élément de
t(F'). A fortiori, la fonction ¢, o est nulle sur t(F'). Cela acheve la démonstration. [J

7.7 Preuve de la proposition 7.3

Evidemment, un lemme analogue au lemme 7.6 vaut si I'on remplace G' par H et dg 1
par une fonction oy 7 définie de fagon similaire ('entier dyy remplace d). Il résulte tout
d’abord de ces lemmes que les fonctions ¢y et ¢, sont localement constantes sur 7Tj(F').
Evidemment, si d;, « = 1,2, 3 sont trois fonctions sur T'(F') telles que d; + d2 > d3, on a
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fife € Css,(T) pour toutes f1 € Cs4,(T) et fo € Cs4,(T). En vertu des lemmes 7.4, 7.5
et 7.6, pour démontrer le (ii) de la proposition, il suffit de prouver que

(1) do(t) + dar(t) + o r(t) > inf(dim(3) — dim(t) + 1,0)

pour tout t € T'(F'). Posons e = dim(E"(t)). Puisque d ou dy est impair, les définitions
entrainent que le membre de gauche est égal a

$(6(G") = 6(Gy) — 6(H") + 6(H,)) + e, sie=0;

5(6(G") = 6(Gy) — 6(H") + 6(H,)) +1+re, sie > 0.

On a déja dit que G était le produit de J'(t); et du groupe spécial orthogonal G de
E"(t) ® V". De méme, H, est le produit de J'(t), et du groupe spécial orthogonal H de
E"(t) ® W”. On peut remplacer —6(G,) 4+ 6(H;) par —6(G) + 0(H) dans les formules
précédentes. Il est facile de calculer

[ d(d-2)/2, si d est pair,
(2)  oG) = { (d—1)%/2, sid est impair.

On calcule de méme 6(G"), §(H"), 6(G) et 6(H) en remplacant d par d’ + 1+ 2r, d’,
d"+142r+e,d" + e, oud = dim(W"). On obtient que le membre de gauche de (1)
est supérieur ou égal a

0, sie=0;
—e/2+1, sie>0.
Dans le premier cas, il est clairement supérieur au membre de droite de (1). Supposons
e > 0. L’algebre 3, est celle d'un sous-tore de J'(t), donc de dimension inférieure ou

égale & dim(E'(t))/2, qui est égale & dim(t) — e/2. Le membre de droite de (1) est donc
inférieur ou égal & —e/2 + 1, donc au membre de gauche. Cela acheve la preuve. [J

7.8 Le théoréme

Soient € un quasi-caractere sur H(F) et f € C°(G(F')) une fonction tres cuspidale.
Pour T' € 7, on définit la fonction ¢y, sur Tj(F') et on la note simplement c;. Fixons un
ensemble de représentants 7 des classes de conjugaison par H(F') dans 7. Posons

10, f) =) IW(H, T)|_1V(T)/ co(t)es(t) DY () A(t)"dt.

TeT T(F)

D’apres la proposition 7.3, cette expression est absolument convergente.
Pour g € G(F'), on définit une fonction 9 f¢ sur H(F') par

i@ = [ fl g
U(Fr)
Elle appartient & C°(H (F')). On pose
16.5.0)= [ (yr(a)ds,
H(F)
puis, pour un entier N € N,

In(0, f) = / 100, f, g)n (g)dg.
U(F)H(F)\G(F)
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Ces intégrales sont a supports compacts.

Théoréme. Pour tout quasi-caractére 0 sur H(F') et toute fonction trés cuspidale
f € CX(G(F)), on a Iégalité

lz’mN_m]N(@, f) = [(9, f)

Ce théoreme sera démontré en 12.3. Contentons-nous ici de la remarque facile sui-
vante. Supposons dy > 1. Soit y € HT(F) y ¢ H(F), que l'on identifie comme on 1'a
dit en 7.2 & un élément de G(F'). Posons 6% = (6 + ¥#)/2. Par de simples changements
de variables, on vérifie les égalités

[(‘9+7f):](97f)7 ]N(9+7f>:[N(‘97f>

On peut donc remplacer 6 par 67 pour démontrer le théoréme. Autrement dit, on peut
supposer 6 invariant par conjugaison par H*(F).

7.9 Le théoreme pour les algebres de Lie

Soient § un quasi-caractere sur h(F) et f € C(g(F')). Les définitions posées pour
les groupes dans les paragraphes précédents se descendent aux algebres de Lie. Ainsi, on
a défini en 7.2 un caractere £ de U(F). Il s’en déduit un caractere de u(F'), défini par la
méme formule qu’en 7.2 et que 'on note encore . On définit une fonction f¢ sur b(F)
par

oY) = / . F(Y + N)E(N)AN.

Pour g € G(F'), on pose
16.0.9)= [ o) F()ay
h(F)
puis, pour un entier N € N,

I, f) = / 100, , 9)rn(9)dy.
U(F)H(F)\G(F)

On définit la fonction A sur h(F') par
A(Y) = [det(Y[W/W"(Y))|r,

ou W”(Y) est le noyau de Y agissant dans W. Pour T' € 7, on note t; le sous-ensemble
des X € ttels que les valeurs propres de I'action de X dans W’ soient toutes distinctes, ou
W’ est comme en 7.3. Supposons f trés cuspidale. On définit les fonctions ¢y et ¢y = ¢y,
sur t,(£). On pose

160, )= IW(H, T)|_1V(T)/ co(Y)er(Y)DH(Y)A(Y) dY.

TeT «(F)

Une analogue de la proposition 7.3 entraine I’absolue convergence de cette expression.
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Théoréme. Pour tout quasi-caractére 0 sur h(F) et toute fonction trés cuspidale f €
C>®(g(F)), on a 'égalité
lszﬂooIN(ea f) = [(97 f)

Ce théoreme sera démontré en 12.3.

8 Localisation

8.1 Un cas trivial

On fixe pour toute la section un quasi-caractere ¢ sur H(F'), invariant par conjugaison
par H*(F'), et une fonction tres cuspidale f € C(G(F)). Soit x € Gs5(F'). Notons V"
le noyau de z — 1 agissant dans V. Supposons que z n’est conjugué a aucun élément
de H(F). Par le théoreme de Witt, cette hypothese équivaut a dire que V" ne contient
aucun sous-espace non dégénéré isomorphe (comme espace quadratique) a D & Z. Soit
w un bon voisinage de 0 dans g,(F'), vérifiant la condition (7), de 3.1, ou p est la
représentation de G dans V. Pour X € w, le noyau de zexp(X) — 1 est contenu dans
V" et vérifie a fortiori la méme condition que V”. Donc zexp(X) n’est conjugué a aucun
élément de H(F'). Posons Q = (zexp(w))¥. Alors QN H(F) = (). Supposons f & support
dans . Pour tout t € Hy(F'), le complémentaire de 2 dans G(F') est un voisinage de ¢
invariant par conjugaison par G(F) et sur lequel f est nulle. Donc 0; y est nul aussi et
le développement de §; au voisinage de t est nul. Il en résulte que I(¢, f) = 0. D’autre
part, tout élément de U(F)H(F') a pour partie semi-simple un élément conjugué a un
élément de H(F). Il en résulte que 9 f¢ = 0 pour tout g € G(F), donc Ix (6, f) = 0. Alors
I’égalité du théoreme est triviale.

8.2 Localisation de Iy(0, f)

Soit x € Hss(F'). On note W, resp. V', V", le noyau de z — 1 agissant dans W, resp.
Vo, resp. V. Ona V' =W"@ D, V" =W" & D & Z. On note W' l'orthogonal de W”
dans W. On note H' = G', resp. H", Gjy, G”, les groupes spéciaux orthogonaux de W',
resp. W”, Vi, V. On a les égalités H, = H.H", G, = G ,G". On fixe un bon voisinage
w de 0 dans g,(F'), auquel on impose la condition (8) de 3.1, c’est-a~dire w = W' X W”,
ol w C g, (F), w" C g’(F). On pose Q = (zexp(w))¥. On suppose

Hypothese. Le support de f est contenu dans ).

La situation ci-dessus, les notations et cette hypothese seront conservées jusqu’en
10.9.

On définit le quasi-caractére 6, de g.(F), cf. 4.3, et, pour g € G(F), la fonction
9 fow SUr go(F), cf. 5.4. Pour g € G(F), on définit une fonction 9 f§ , sur b, (F) par

IfE(X) = / X NIENN
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Remarquons que x appartient a M (F') et que I'on a l'inclusion b, C m,. Posons

Lu0.0.9)= [ 0(X)F(X)aX.
bz (F)

puis

Loun(0.f) = / L0, f.9)rx(9)dy.

o (F)Ha (F)O\G(F)

Cette intégrale a un sens : la fonction g — 1, .,(6, f,g) est invariante a gauche par
U,(F)H,(F). Elle est a support compact. En effet, d’apres 3.1(5), il existe un sous-
ensemble compact I' C G(F') tel que 9 f,, est nulle pour g € G(F),g € G,(F)T'. D’autre
part, on vérifie que, pour tout v € G(F), la fonction g — kn(g7) sur G(F') a un support
d’image compacte dans U, (F')H,.(F)\G.(F'). L’assertion en résulte.
Posons
C(x) = [H(F)/H(F)||Zg+(2)(F)/H(F)| 7' Az)"

Lemme. On a I'égalité

[N(9> .f) = C(z)[x,w,N(ev f)

Preuve. Pour tout groupe réductif connexe L, fixons un ensemble de représentants
T (L) des classes de conjugaison par L(F') dans I'ensemble des sous-tores maximaux de
L. Soit g € G(F'). D’apres la formule de Weyl, on a

1) 169 = X WUEDT [ 60ue D" @) e

TET(H) T(F)

Pour deux sous-tores (pas forcément maximaux) 7 et 7" de H, notons W (T, T") 'en-
semble des isomorphismes de T sur 7" induits par la conjugaison par un élément de
H*(F). On va prouver les assertions suivantes.

(2) Soient T € T(H) et t € T(F) N Hyey(F). Alors Jy(t,9f°) = 0 si ¢ n’appartient
pas a

U U w(zexp(ti(F) Nw)).
T €T (Hy) weW+(T1,T)

(3) Soit T' € T(H) et, pour i = 1,2, soient T; € T (H,) et w; € WH(T;,T). Alors les
ensembles wy (xexp(t (F) Nw)) et wa(xexp(ta(F) Nw)) sont disjoints ou confondus.

(4) Soient T'e T(H), Ty € T(H,) et wy € WH (T}, T). Le nombre des couples (75, ws)
tels que Ty € T (H,), we € W (T, T) et wo(xexp(ta(F) Nw)) = wy(zexp(ti(F) Nw)) est
égal a

(W (H,, T0)|| Zg+ () (F) [ Ho(F)|| Zo+ (T1) (F) /T (F)|

Soient T et t comme en (2). Supposons Jg(t,9f°) # 0. Alors il existe u € U(F) tel
que la classe de conjugaison par G(F) de tu coupe le support de f. Elle coupe donc
aussi xerp(w). La partie semi-simple de tu est conjuguée a t et la partie semi-simple
d’un élément de zexp(w) reste dans cet ensemble. Donc la classe de conjugaison par
G(F) de t coupe rexp(w). Soient X € w et y € G(F) tels que yty~! = zexp(X). Le
noyau de ¢t — 1 agissant dans V' contient D & Z. D’apres I'hypothese (7), de 3.1, celui
de xexp(X) — 1 est contenu dans W”. Donc W” contient y(D & Z). Mais il contient
aussi D @ Z. Ces deux espaces D @ Z et y(D @ Z) sont isomorphes et non dégénérés, en
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tant qu’espaces quadratiques. D’apres le théoreme de Witt, on peut trouver y” € G”(F)
tel que ¥"y(D® Z) = D@ Z. On a G" C G,. Quitte a remplacer y par 3"y et X
par y"Xy”~!, on est ramené au cas ot y conserve D & Z. Dans ce cas, puisque t agit
trivialement sur D @ Z, xexp(X) agit trivialement lui aussi, donc X € h,(F). Quitte a
multiplier encore y a gauche par un élément de H,(F'), on peut supposer que X € t;(F)
pour un élément 17 € 7 (H,). L’élément y conserve W. Notons h sa restriction a cet
espace. Alors h € HT(F) et hth™ = zexp(X). Nécessairement, la conjugaison par h
envoie le commutant de ¢t dans H sur celui de xexp(X). Mais t est régulier dans H,
donc ces commutants sont 7" et 77. Si on note w 'élément de W (73, T') induit par la
conjugaison par y~!, on a alors t € w(zexp(t;(F) Nw)) ce qui prouve (2).

Passons a la preuve de (3). Pour i = 1,2 soit y; € HT(F) tel que w; soit induit
par la conjugaison par y;. On identifie y; & un élément de G(F). Posons y = y; ‘4.
Supposons que les ensembles wy (zexp(t; (F) Nw)) et wo(zexp(ta(F) Nw)) ne sont pas
disjoints. Alors y(zexp(w))y N (zexp(w)) # 0. D’apres 3.1(4), y appartient & Zg(x)(F).
D’apres 3.1(1), la conjugaison par y conserve w. D’autre part, d’apres la définition de y,
cette conjugaison envoie 77 sur Ty, donc aussi t; sur t;. Elle envoie alors zezp(t; (F) Nw)
sur zexp(ty(F) Nw) et les ensembles wq(zexp(t;(F) Nw)) et wo(xexp(t2(F) Nw)) sont
confondus. Cela prouve (3).

Soient 7', T} et w; comme en (4). Posons

Y ={y € Zu+(2)(F)yTiy™" € T(H,)}/Zu+(Ti)(F).

La preuve de (3) montre que l'application y — (T = yTiy ' wy = wiad(y™!)) est
une surjection de ) sur 'ensemble des couples (75, wy) dont on veut calculer le nombre
d’éléments. Cette application est aussi injective, le nombre & calculer est donc |Y|. On
vérifie que l'application naturelle

Y = Ho(F)\Zpg+(2)(F)/Zu+ (Th) (F)

est surjective et que toutes ses fibres ont pour nombre d’éléments |W (H,,T7)|. Enfin,
parce que H,(F') est un sous-groupe distingué de Zy+(x)(F) et que Zy+(Th) N H, = 11,
on a

| Ho (FN\Zpg+ (2)(F) | Zg+ (D)(F)| = | Zyg+ (2)(F) | Ho (F)|| Z e (T0) (F) /Ta (F)] 7

Cela prouve (4).
Ces trois propriétés permettent de transformer I'expression (1) de la fagon suivante

0. f.9)= > > Y |WHTD Tw)

TVe€T(Hy) TET(H) wieW+(T1,T)

/t(F)m 0(wy (rvexp(X))) Ju (w1 (zexp(X)), ng)DH('wl(Z’€Z’p(X)))l/2dX’
w(Thy) = |W(Hy, T) | Z+ (2)(F) Ho(F)| M Zig (1) (F) [Ty (F)].

On a D (w(zexp(X))) = D (zexp(X)). On a O(wi(zvexp(X))) = O(zexp(X)) puis-
qu'on a supposé 6 invariant par H(F'). Si w; était induit par la conjugaison par un
dlément de H(F), on aurait aussi Jg(w;(vexp(X)),9f%) = Ju(zexp(X),7f*), et w; dis-
paraitrait de la formule ci-dessus. En général, on a seulement Jy (wq(zexp(X)),9f%) =
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Ju(zexp(X), 9 f%), oty € HH(F) dépend de w;. Mais ce terme y disparait par change-
ment de variables quand on calcule Iy (6, f). Ces arguments conduisent & 1’égalité

(5)  In(0,f) = / 2, )
U HENGE) e (H,)

/t(F)ﬁ O(zexp(X))Jg(zexp(X),9 f) D (zexp(X))/2dX rky(g)dg,

ou
w'(Th) = w(Ty) > [WHT,T)|W(H,T)| ™
TeT(H)

Soit T} € T (H,). Remarquons que W (H,T') a méme nombre d’éléments que W (H,T})
pour tout T tel que W (T, T) est non vide. On a donc
w'(Th) = w(Ty)|[W(H, T1)~|Vr ],
ol
Vr, ={(T,w\);T € T(H),w, € WH(Ty,T)}.

Posons
Vi, ={y € HY(F)/Zy+(T1)(F);yTwy ™ € T(H)}.

L’application y — (T' = yT1y~', wy = ad(y)) est une bijection de Y}, sur Yp,. L’applica-
tion naturelle

Vr, = HE)\H(F)/Zy+(T1)(F)

est surjective et toutes ses fibres ont pour nombre d’éléments |W(H,T})|. Enfin, parce
que H est un sous-groupe distingué de H* et Zy+(11) N H = T7, on a I'égalité

| H(EWH*(F)/Zy+(T)(F)| = [H*(F)/H(F)|| Zy+(T) (F) /Ty (F)]
Cela conduit a I’égalité
w'(Ty) = |H(F)/H(F)||Zu+()(F)/ Ho(F)| 7 W (H,, Ty)| "

Pour X € wN by, ,eo(F) et g € G(F), on a

Tu(rexp(X),9f€) = DH (zexp(X))/? /

/ Y9 £ (zexp(h~ X h))dh dy.
Ho(F)\H(F) J Ty (F)\H (F)

D’autre part, on a D¥ (zexp(X)) = D (2) D= (X). Ces égalités transforment la formule
(5) en

6)  In(0.f) = C') / B(g)r(9)do.
U(F)Hz(F)\G(F)
C'(2) = |H* (F) H(F)|| Zg+ () (F)/ Ho(F)| " D™ (2)
et
P(g) = W(H,, Ty)"" O(zexp(X 9 & (zexp(h~ " Xh))dh D"+ (X)dX.
(9) Tg(:m)' (H,.T)) / . feea(X) /TMF)\W) FE(weap(h= X 1))dh D= (X)
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Définissons une fonction ¢, sur h,(F) par

B 0, si X €w,
pg(X) = { O(zexp(X))9 f(zexp(X)), si X € w.

D’apres la formule de Weyl,

Bo)= [ pxax.
ba (F)
Soient X € wN by req(F) et g € G(F). On a

9 (weap(X)) = / 9 f (weap(Xu)E (u)du

U(F)

= / / I f(xexp(X)uv)é(uv)du dv.
U (FNU(F) Uz (F)

Pour u € U,(F), I'application v +— (zexp(X)u) v zexp(X)uv est une bijection de

Uy (F)\U(F) sur lui-méme. Grace a I'hypothese (7), de 3.1, son jacobien est égal a la
valeur absolue du déterminant de 1—ad(z)™! agissant sur u(F)/u,(F). Remarquons que,
avec les notations de 7.1 et 7.2, I'application

W'®Z, — u(F)

(wlv Z) = Cy'z

est une bijection de W’ ® Z, sur un supplémentaire de u,(F") dans u(F'). Le jacobien
ci-dessus est donc égal a A(x)". D’autre part, on a

E((wexp(X)u) o weap(X)uv) = 1.

Cela conduit a I’égalité

9 (rexp(X)) = Az)" 9 f (v rexp(X)uv)é(u)du dv
fweap(X)) = Ay | /Z(F) F v reap(Xyuv)é(u)

U (F)\U(F) JU.

~ AG) / / 9 f (zeap(X)u)€ (u)du dv.
Uz (F\U(F) J Uz(F)
Grace a la condition (6) de 3.1, 'application

U (F) — Us(F)
N +— exp(—X)exp(X + N)

est bijective et préserve les mesures. On a (exp(—X)exp(X + N)) = &(N). On a donc
aussi

gfg(zezzp(X)) = A(x)’"/U (F)\U(F)/ - Y f(rexp(X + N))E(N)AN dv.

Remarquons que la partie semi-simple de X 4+ N est conjuguée a X par un élément de
G.(F), donc X + N € w et ¥ f(zexp(X + N)) =" f, (X + N). Alors

9 (weap(X)) = Al / JR NELTE
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Par ailleurs, on a f(zexp(X)) = 6,.,(X). Donc
00X = D) 0n(X) [ g (e
Uz (F)\U(F)

Cette égalité reste vraie si X ¢ w puisque les deux membres sont nuls. Alors on reconnait

B(g) = Al / L6, £, vg)dv
Uz (F)\U(F)

En remarquant que C'(z)A(z)" = C(x), la formule (6) devient
Ix(60.5) = @) [ L0, .9 9)dg
Us(F)He (F)\G(F)

_C( )mwN(‘g f)

8.3 Localisation de (6, f)

Modifions les notations de 7.3 : pour 7" € 7, on note maintenant W7, Wi et V/
les espaces que 'on avait notés W', W” et V" dans ce paragraphe. On note 7, le sous-
ensemble des T € T tels que T" C H, et W' C W}. Remarquons que ces conditions
impliquent que T' se décompose en T"T" ou T" est un sous-tore maximal de H' et T"”
est un sous-tore de H”. On a x € T". Pour T' € 7, on a zexp(X) € T;(F) pour tout
X € ,(F) Nw. On définit des fonctions ¢, €t ¢fq presque partout sur ¢(£). Elles
sont nulles hors de t(F) Nw. Pour X € ¢;(F) Nw,

Co.2.0(X) = co(zexp(X)), cfrw(X) = cp(rexp(X)).

En fait, les fonctions 0, et 0, ., sont des quasi-caracteres et les fonctions ci-dessus sont
associées a ces quasi-caracteres comme en 7.9. On fixe un ensemble de représentants 7,
des classes de conjugaison par H,(F') dans 7 ,. Enfin, on définit une fonction A” sur

h.(F') par
A"(X) = |det(X|W" /W"(X)|F,

ou W”(X) est le noyau de X agissant dans W”. Posons
L0, f) = [W(H, T)|"'v(T) / .00(X)Ct2w(X)D(X)A"(X) dX.
TeT, )

On pourrait montrer que cette intégrale est absolument convergente de la méme fagon
qu’en 7.3. Cela va aussi résulter de la preuve suivante.

Lemme. On a I’égalité 1(0, f) = C(x)1,.(0, f).

Preuve. On a les propriétés suivantes.
(1) Soient T' € T et t € Ty(F). Alors c¢(t) = 0 si ¢t n’appartient pas a

U U wleeapt(F)nw)).

TeT, w€W+ 11, )
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(2) Soit T' € T et, pour i = 1,2, soient T; € T, et w; € WT(T;, T). Alors les ensembles
wy(zexp(ty (F) Nw)) et wo(xexp(ta(F) Nw)) sont disjoints ou confondus.

(3) Soient T € T, Ty € T, et w; € WH(T1,T). Le nombre des couples (T3, ws) tels
que Ty € T, we € WH(T, T) et wo(zexp(t2(F) Nw)) = wy(zexp(ty (F) Nw)) est égal a

(W (He, Ty)l| Zpg+ (@) (F)  Ho (F) | Z+ (Th)(F) / 22, (Ty) ()|

Soient 1" et ¢t comme en (1). Supposons c¢s(t) # 0. Alors 6y n’est nulle dans aucun
voisinage de t. Le support de 6 est inclus dans la cloture de (Supp(f))¥, donc dans .
Donc t € Q et on peut fixer y € G(F) et X € w tels que yty~' = zexp(X). Puisque
t € Ty(F), le noyau de t — 1 agissant dans V' est V. Grace a la condition (7), de 3.1, le
noyau de zexp(X)—1 est contenu dans V”. Donc y(V}') C V”. Comme dans la preuve de
8.2(2), on peut alors modifier y et X de telle sorte que y conserve D @ Z. Cela entraine
que zexp(X) agit sur cet espace par I'identité, donc X € b, (F'). L’élément y conserve W.
Notons h sa restriction & cet espace, qui appartient & H*(F). Posons Ty = hTh™!. On
aT C Hy, donc Ty C Hyeap(xy C H,. De plus, puisque y(V7) C V", on a W' C h(Wr).
Mais alors le tore T appartient a 7. Quitte a multiplier h a gauche par un élément de
H,(F), on peut supposer T} € 7,. En notant w € W (T}, T) I'isomorphisme induit par
la conjugaison par h™!, on a t € w(zexp(t;(F) Nw)), ce qui prouve (1).

Les assertions (2) et (3) se prouvent comme (3) et (4) de 8.2. Remarquons toutefois
que le quotient Zy+(T1)(F)/Zy,(11)(F) figurant dans (3) est fini car, puisque = € T (F),
le groupe Zy+(11) est contenu dans Zy+(x). On laisse les détails au lecteur.

Les trois assertions précédentes permettent d’écrire

I0,/)=> Y Y w@)WHT) 'uT)

T ET, TET wi €W +(T1,T)

/t - co(wr (l’exp(X)))Cf (w1 (:ce:cp(X)))DH(wl (vexp(X)))A(zexp(X)) dX,

ou w(7Ty) est I'inverse du nombre de couples calculé en (3). Tous les termes conte-
nant w; sont invariants par HY(F) et le wy disparait. On a aussi v(T) = v(T7) et
\W(H,T)| = |W(H,T\) st WH(T1,T) n'est pas vide. On a les égalités cp(zexp(X)) =
Co,20(X), cr(rexp(X)) = ¢fuw(X) et, grace aux hypotheses (7) et (7), de 3.1,

D (zexp(X))A(zexp(X))" = D (2) D" (X)A(z)" A" (X)".

On obtient

(4)  1(6.f) = D"(@)A)" Y w'(T)v(Th) /t - Co0.0(X)Cta0(X) D (X)A"(X)dX,

w' (1)) = w(T)|W (H, T) |7, w); T € T,w, € WHTL,T) Y.

On calcule ce terme comme dans la preuve du lemme 8.2. On obtient
DR (2)A(z)"w'(T1) = C(z)|W (H,, Ty)| ™"

Alors la formule (4) devient celle de 1’énoncé. [
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9 Utilisation de la transformation de Fourier

9.1 Position du probleme

Comme on l’a dit, on conserve la situation de 8.2. Posons U” = U NG”. Remarquons
que U" = U,. Soient #” un quasi-caractere de h”(F) et ¢ € C>(g"(F')). Appliquant les
définitions de 7.9 ou l'on remplace les espaces V et W par V" et W”, on définit une
fonction ¢¢ sur h”(F) et, pour g € G”(F), une intégrale 1(0”,p, g). Remarquons que,
si le support de ¢ est contenu dans w”, celui de ¢° est contenu dans w” N b”(F). Soit
S € h”(F). On suppose que S est régulier et que le noyau de S agissant dans W est
de dimension au plus 1. On suppose que, pour toute ¢ € C°(h”(F')) a support dans
W' NH(F), on a I'égalité R

9//(¢> = JH”(Sv ¢)
Soit enfin k" € C(U"(F)H"(F)\G"(F)). Généralisant la définition de 7.8, on pose

L0, ) — / 16", 0, )" (g)dy.
"(FYH" (F)\G" (F)

Cette intégrale est a support compact. Le but de la section est d’exprimer I,.(6”, ) &
l'aide de la transformée de Fourier ¢ de ¢, quand ¢ est a support dans w”.

9.2 Premiere transformation

Soit = 1’élément de g”(F') qui annule W” et vérifie Zv;4; = &u; pour tout i =
0,...,7 — 1. Remarquons que l'on a Zvyg = —21p&pe_1, ou vy = q(vg), Zv_; = —&V_i_1
pouri=1,...,7r —1let Zv_. =0. On a aussi (V) =< Z, N > pour tout N € u”’(F).

Posons Ay = {c(vp,v);v € W"}. Cet espace est I'orthogonal de h”(F') dans gi(F).
La forme bilinéaire < .,. > est non dégénérée sur Ag. Posons ¥ = a(F) & Ay & u"(F).
On munit les deux premiers espaces de la mesure autoduale. On a implicitement fixé
une mesure sur U”(F') dans le paragraphe précédent, dont le choix n’importe pas. On en
déduit une mesure sur u”(F’), puis sur X.

Lemme. Pour tout ¢ € CX(g"(F)) et tout Y € h”(F), on a I'égalité

(O NY) = /E P(E+Y + X)dX.

Preuve. Introduisons le groupe unipotent u” opposé a u”. Les espaces u”(F') et u”(F')
sont en dualité. La mesure sur le second espace se dualise en une mesure sur le premier
et la transformation de Fourier échange C°(u”(F)) et C°(u”(F')). On a I'égalité

g’ =v"saoh’ oAV
Par linéarité, on peut supposer que
P = Qu(r) @ Par) @ Pyr(F) @ Py @ Pui(F),
ou, pour chaque espace F figurant en indice, o € C(E). On a

@ = Pui(F) ® Pa(r) @ Pyr(F) ® Ppy @ P (F).

50



Pour Y € h”(F'), on calcule
(V) = () (0)pa(r) (0)yr () (V) e (0)Puwr(r) (Z),
(YY) = @wr(r) (0) () (0) Py () (V)0 (0) pur(r) (2),
/Z PE+Y + X)dX = Quwi(r)(E) Py (r)(Y) /E Pa(r) ® Pao @ Pu(r)(X)dX,

= Quw() () Por (1) (Y ) @ar) (0) 0, (0) 0w (7 (0).

Le lemme résulte de la comparaison des égalités ci-dessus. [

9.3 Description de ’espace affine =+ S + X

Notons A, le sous-espace de u”(F') engendré par les éléments c(v;, v;p1) pour i =
0,...,7 — 1. Si d est impair ou si r = 0, on pose A = Ay @ Ayr. Supposons d pair, donc
dim(W") impair. Alors S, agissant dans W, a un noyau de dimension 1. On fixe un
élément non nul wg de ce noyau et on note W¢ son orthogonal dans W”. Supposons de
plus » > 0. On pose

Ao s = {c(vo,v);v € WY,

A= A075 D FC(’UJs, ’Ur) D Au//.

Dans les deux cas, A est un sous-espace de Y. Puisque X et A sont des espaces vectoriels
sur F,on peut les considérer comme les ensembles de points sur F' de variétés sur F' que,
dans ce paragraphe, on note encore X et A.

Lemme. L’espace affine =+ S + X est stable par conjugaison par U”. L’application

U'x(E4+S+A) — Z+5+%
(u, X) = u Xu

est un isomorphisme de variétés algébriques.
Preuve. L’annulateur de ¥ dans g” est l'espace h” & u”. Pour prouver la premicre
assertion, il suffit de prouver que, pour u € U”, X € Y et Y € h” @ u”, on a I'égalité
trace(u(Z+ S + X)u™'Y) = trace((Z + S)Y),

ou encore
trace((Z+ S + X)u™'Yu) = trace((Z + S)Y).

Posons u 'Yu=Y + N.Ona N € v’ et
trace(u(Z+S+X)u~'Y) = trace((E+5S)Y)+trace(EN ) +trace(XY)+trace((S+X)N).

Les deux derniers termes sont nuls : ce sont des traces d’éléments de u”. Il faut montrer
que trace(=ZN) = 0, ou encore £(N) = 0. Il suffit pour cela de prouver que ¢(Nv;, v_;_1) =
Opourz=0,...,r—1. Mais u—1 et Y appartiennent a I’algebre de Lie du radical unipotent
du sous-groupe parabolique de GL(V") qui conserve le drapeau

Fv, CFv, ® Fv,_1 C...C Fu, @ ... D F,.
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Donc Nv; appartient au sous-espace engendré par les v; pour j > i+2. Donc ¢(Nv;, v_;_1) =
0, ce qui prouve la premiere assertion de I’énoncé.

Sir=0,onaA=2% U"={1} et la seconde assertion est tautologique. Supposons
r > 0. Introduisons le sous-groupe parabolique P, de G” qui conserve le sous-espace
totalement isotrope Z,, sa composante de Lévi M, qui conserve Z, et Z_ et son radical
unipotent Us. Le groupe M, s’identifie & GL(Z,) x G{j. Notons Uy le centre de Us. Les
groupes Uy et Uy /U, sont abéliens. Par I'application (v,v") — exp(c(v,v’)), ils s’iden-
tifient respectivement & A*(Z.) et Hom(Vy, Z.). Ce dernier espace se décompose en
Hom(W" ZT)@® Hom(D, Z"). On note Us le sous-groupe de U, tel que Us /U, s’identifie
a Hom(W"  Z,) et Up celui tel que Up /Uy s’identifie & Hom(D, Z). On pose U, = U”,
Us = {1}. Remarquons que 'on a les inclusions Uy C U” C P5. On a donc la chaine de
sous-groupes

U5CU4CU3CU2CU1,

et chacun de ces sous-groupes est distingué dans U;. Posons v = {c(v_1,v);v € Z,}.
C’est un sous-espace de u”. Définissons les espaces

EIZE:a@AOGBul;

EQIA()@'CEBILZ;

Yg = Ao D uy;
N, Ao D up, si d est impair,
T Aos & Fe(ws, v,) @ up, si d est pair;

25:]\.

On a les inclusions

25C24C23C22C21-

Pour ¢ = 2,...,4, ¥, est 'ensemble des éléments X € ¥, | qui vérifient les conditions
suivantes :

(1)sii=2, Xv; =0pour j =2,...71;

(2)si1=3, Xv; =0;

(3) sii =4 et dest impair, X(W") C Z, ®D;sii=4etdest pair, X(W{) C Z,&D
et X(wg) € Fu,.

On a

(4) pour i = 1,2, 3, les ensembles ¥; et S + ¥; sont stables par conjugaison par Uy ;
pour ¢ = 4,5, les ensembles ¥; et S+ ¥; sont stables par conjugaison par Uy ; ’ensemble
3], est stable par conjugaison par Us,.

Posons M" = M N G”. En général, si F est un sous-ensemble de m”, F & u; est
invariant par conjugaison par U;. Si E est un sous-ensemble de gj, E @ us est stable par
conjugaison par U;. Si E est un sous-ensemble de g @uy, E est stable par conjugaison par
Uy. On en déduit que ¢, S+, X3 et S+ X3 sont stables par conjugaison par Uy, et Xy,
S+ 34, Y5 et S+ X5 sont stables par conjugaison par Us. On a ¥y = Y3 @ t. L’ensemble
Y3 est stable par conjugaison par U;. Pour prouver que ¥, 'est aussi, il suffit de prouver
que, pour v € Uy et X € v, on a u ' Xu € ¥y. Il est clair que cet élément appartient
a uy, donc a ;. On doit montrer qu’il vérifie la condition (1). C’est clair puisque u
conserve le sous-espace de base (v;);—s,. ., tandis que X annule ce sous-espace. Le méme
raisonnement s’applique a ’ensemble S + Y,. Soient u € Uy et X € ¥4, Puisque X3 est
stable par conjugaison par U;, on v~ Xu € 33. Pour prouver que cet élément appartient
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a X4, on doit montrer qu’il vérifie (3). Soit w € W”. On a uvw € w+ Z,, puis Xuw = Xw
car X annule Z,. On a Xw € Z, & D car X € ;. Or u~! conserve cet espace, donc
v ' Xuw € Z, ® D. Si d est pair, on a Xwg € Fv, et u~' conserve cette droite, donc
aussi u ' Xuwg € Fv,. Cela prouve (4).

On va montrer

(5) pour ¢ = 1,...,4, 'ensemble = 4+ S + ¥; est stable par conjugaison par U;.

Pour i = 1, c’est la premiere assertion de ’énoncé. Supposons ¢ > 2. On sait déja par
(4) que S+ 3; est stable par conjugaison par U;. On doit donc prouver que, pour u € Uy,
on a (u"'Zu—=) € X;. En raisonnant par récurrence sur i, on peut supposer que l’on a en
tout cas (u'Zu—2) € ¥;_; (pour i = 2, cette hypotheése résulte de la premiere assertion
de I'énoncé). On doit montrer que cet élément vérifie les conditions (1), resp. (2), (3), si
i =2, resp. i = 3,4. Supposons i = 2. Soit j = 2,...,7. On a uv; = v; et u tv;_; = v;_;
par définition de U;. On a aussi Zv; = &;_1v,_; et on déduit 'égalité (u'Zu — =)v; =0
que I'on cherchait & prouver. Supposons i = 3. On a uv; = vy, Zv; = &, U~ vy = vy par
définition de Us, d’ou encore 'assertion. Supposons i = 4. Pour w € W”, on a uw = w
et Zw = 0. Donc (v 'Zu — Z)w = 0 et u~'Zu vérifie la condition requise. Cela démontre
(5).

Grace a (5), pour i@ = 1,...,4, on peut former le quotient U; xy,,, iy1 de U; x ¥4
par la relation d’équivalence (u, X) = (u/, X') si et seulement s'il existe v € Uy tel que
(v', X") = (uv,v"' Xv). On va montrer que

(6) l'application

Ux(E+S+%84) — Z+5+%;
(u, X) = u X

se descend en un isomorphisme de U; Xy, Y41 sur 2+ S + ;.
Supposons ¢ = 1. Posons Ug = U; N Ms. Ce groupe s’identifie au radical unipotent

du sous-groupe de Borel B de GL(Z,) qui conserve le drapeau
Fv.Cc Fv,® Fv,_1 C..C Fu, & .. & Fuy.

L’application produit de Ug x U, sur U; est un isomorphisme. Il suffit de prouver que
I’application
UB X (E—FS—I—EQ) — E‘I‘S‘I‘El
(u, X) — w1 Xu

est un isomorphisme. On a ¥; = b X3, ¥y = tP X3 et t est le sous-ensemble des éléments
de b dont seuls les termes de la derniére colonne sont non nuls. Définissons = € g” par
Zv; =&j_qvj_g pour j =2,...,r, Zv; = 0 et Z annule V'. On a = € End(Z;) C m,. Pour
u € Up, 'image de u — 1 est contenu dans le sous-espace de V" engendré par les vecteurs
v pour j =2,...,7r et v_j pour j = 1,...,7 — 1. L’élément = — = annule cet espace. Son
image est contenue dans le plan engendré par vy et v_;, lequel est annulé par v=! — 1.
On en déduit que u=!

1=

Zu— = =u""Zu— =. On est ramené a prouver que 'application
Ugx(E2+t) — EZ+6b
(u, X) — u T X

est un isomorphisme. Tout se passe dans End(Z,). L’assertion est bien connue et se
prouve en filtrant Ug de la fagon habituelle.
Supposons ¢ = 2. L’application

Hom(D, Z+) X U3 — U,
(Y, u) = exp(Y)u
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est un isomorphisme. On est ramené a prouver que ’application

Hom(D,Z ) x (Z+S+%3) — E4+ S5+,
(Y, X) — exp(—Y)Xexp(Y)

est un isomorphisme. D’apres (4), S+ X3 est stable par conjugaison par exp(Y’) pour tout
Y € Hom(D, Z,). Cela nous rameéne a prouver que l'application de Hom(D, Z, ) dans
t=123,/3;qui,aY € Hom(D, Z,), associe 'image dans ¥, /33 de exp(—Y )Zexp(Y)—E,
est un isomorphisme. L’espace t s’identifie a Z, par X — Xw;. Il s’agit donc de montrer
que l'application

Hom(D, Z+> — Z_|_
Y —  (exp(=Y)Zexp(Y) — Z)ny
est un isomorphisme. On a exp(Y)v; = vy, Zu; = &yvg, exp(—Y )vg = =Y vy + vy. L'ap-

plication est donc Y — —Yvg, qui est bien un isomorphisme.
Supposons ¢ = 3. L’application

Hom(W”, Z_|_) x Uy — U3
(Y, u) = exp(Y)u

est un isomorphisme. D’apres (4), I'ensemble 3, est invariant par conjugaison par U,.
Comme dans le cas i = 2, on est ramené a prouver que 'application de Hom(W", Z,)
dans 33/%, qui, a Y € Hom(W", Z,) associe I'image dans ¥3/3, de exp(—Y)(E +
S)exp(Y)—Z—S, est un isomorphisme. Supposons d impair. Notons projz, la projection
de V" sur Z, de noyau V'@ Z_. Alors ¥3/%, s’identifie & Hom(W", Z,) par I'application
qui & X € X3 associe la restriction a W” de projz, o X. Soit w € W”. On a exp(Y)w =
w+Yw, Sexp(Y)w = Sw, exp(=Y)Sexp(Y)w = Sw—Y Sw, Zw = 0, Zexp(Y)w = ZY w.
Ce dernier élément appartient a 'espace Z, o de base (vj);=o,. ,—1. Puisque Y annule
Zi 0, 0n aexp(—Y)=Yw = ZY w. Donc

projz, ((exp(=Y)(E+ S)exp(Y) — = — S)w) = projz, (EYw — Y Sw).

On a introduit ci-dessus un élément Z. On a projz, o= = E sur Z. La formule ci-dessus
devient
projz, ((exp(=Y)(E+ S)exp(Y) — E - ShHw) = (EY =Y 5w,

et on est ramené a prouver que l'application Y — ZY — Y S de Hom(W",Z,) dans
lui-méme est un isomorphisme. Pour k£ = 0, ..., r, introduisons le sous-espace Z_"ﬁ de Z,
de base (v;);=1,. . L’espace Hom(W", Z..) est filtré par les Hom(W", Z%). L’application
précédente respecte cette filtration et ’'application du gradué qui s’en déduit est la méme
que celle déduite de Y +— Y'S. Cette derniere est un isomorphisme puisque les valeurs
propres de S agissant dans W sont non nulles. Supposons maintenant d pair. Notons
projz, , la projection de V" sur Z, o de noyau Fv, @ W" & Z_. Alors ¥3/%, s'identifie
a Hom(WY, Z,) ® Hom(Fws, Z o) par application qui, & X € X3 associe la somme
de la restriction a Wg de projz, o X et de la restriction a Fwg de projz, , o X. Soit
Y € Hom(W", Z,), que l'on décompose en Y =Y, +Y; avec Yy € Hom(W{, Z,) et Yy €
Hom(Fwg, Z,.). On vérifie comme ci-dessus que I'image de exp(—Y ) (E+S)exp(Y)—ZE—S
dans ¥3/%4 est la somme de la restriction a W¢§ de ZY; — Y15 et de EY;. Parce que
les valeurs propres de S dans W{ sont non nulles, 'application Y; — ZY; — Y] est
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un isomorphisme pour la méme raison que ci-dessus. L’application Y; — ZY] est un
isomorphisme car Z se restreint en un isomorphisme de Z, sur Z, .

Supposons i = 4. Grace a (4), on est encore ramené a prouver que application de
uy dans ¥,/%5 qui, a Y € uy, associe I'image de exp(—Y )Zexp(Y) dans ¥4/3s5, est un
isomorphisme. L’espace 1y, resp. up, Ay, a pour base les c(vj,vy) pour 1 < j <k <,
resp. pour 0 < j < k <r,pour 0 < j <k =7j5+1 < r. L'injection de up dans >4
se quotiente en un isomorphisme de up/A, sur ¥4/%5. Un calcul simple montre que
I'application qui nous intéresse s’identifie a 'application 7 : uy — up/A, ainsi définie :
pour 1 < j < k < r, 7(c(vj,vg)) est 'image dans up/Ay de c(v;, vg—1) — c(vj_1, vg)-
Pour [ € {0,...,7} notons E; le sous-espace de up engendré par les c(v;, vy tels que
0<j<k<Il+j<r. Lespace up/A, est filtré par les espaces E;/FE;. L’espace u, est
filtré par les espaces E;_1 Nuy. On vérifie que 7 est compatible avec ces filtrations et que
I'application graduée qui s’en déduit est un isomorphisme. Cela acheéve la preuve de (6).

En appliquant (6) successivement pour ¢ = 1, ..., 4, on obtient la seconde assertion de
I’énoncé. [

9.4 Polynoéme caractéristique

On introduit un systeme hyperbolique maximal (wy;)j=1 ., de W” @z F formé de
vecteurs propres pour S. On note s; la valeur propre de S sur w;, pour j > 0. Si d est
impair, resp. pair, (wi;)j=1. m est une base de W” @r F, resp. W4 @p F. Si d est pair,
on pose Vs = q(wg). On introduit des coordonnées sur A en écrivant un élément X € A
sous la forme suivante :

- si d est impair,

X = (v, Z Zjw;) + Z Aic(Vi, Vig1);
1=0,...r—1

j==+1,...+m

-si d est pair et r > 0,

X = ¢(vy, E zjw;) + zoc(wg, vy) E )\ (v, Vig1);
j==£1,...,£m i=

- si d est pair et r =0,

X = C(U(], ZoWg + E ijj).
j==%£1,...£m

Notons Rg le polynome caractéristique de S agissant dans W”. On a donc

[[-i. . (T? =s3), sidest impair,
Rs(T) = { TH] 1oom(T? = 53),  sid est pair.

Pour X € g”, on note Px le polynome caractéristique de X agissant dans V".

Lemme. Soit X € A, auquel on associe des coordonnées comme ci-dessus. On a les
égalités suivantes :
- si d est impair,

T T2r+1
P5+5+X(T) T2T+1R Z 4V0Zyz—y Y(Q )_ S

Jj=L,...m
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- si d est pair et r > 0,

T T2r+1
PE+S+X<T> T2T+1R Z 4V0ij—j ,ZEQ )_ 8

.....

R o | G D S e e e O

- sid est pair et r =0,

Rs(T)T Rg(T
P5+5+X(T) = TRs(T) + Z 4V0ij—j% + 4I/SV(]Z§ 5 )

Preuve. On écrit I’élément =+ S + X comme une matrice. Les méthodes usuelles de
développement selon les lignes ou les colonnes permettent d’exprimer son déterminant
comme une somme de termes aisés a calculer et d’'un déterminant analogue a celui de
départ mais associé a des valeurs de r ou m strictement inférieures. En raisonnant par
récurrence, on obtient I'assertion. On renonce a rédiger davantage la preuve. Indiquons
simplement la forme de la matrice dans deux exemples.

Supposons m = 2, r = 2 et d est impair. On choisit pour base ordonnée de V" la
famille vy, v1, Wo, w1, Vg, W_1, W_a,V_1, U_o. Dans cette base, la matrice de Z+ S + X est

0 0 0 0 0 0 0 A1 0
51 0 0 0 21/0)\0 0 0 0 —)\1
0 0 s 0 21922 0 0 0 0
0 0 0 1 21921 0 0 0 0
0 fo —Z_9 —Z_1 0 —Z1 —XZ9 —)\0 0
0 0 0 0 2wz, —s1 O 0 0
0 0 0 0 2mze 0 —s2 0 0
0 0 0 0 =215 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 =& 0

Supposons m = 2, r = 2 et d est pair. On choisit pour base ordonnée de V" la famille
Vg, U1, Wa, W1, Wg, Vg, W_1,W_o, V_1,V_o. Dans cette base, la matrice de =4+ S 4+ X est

0 0 0 0  2vgz 0 0 0 A 0
51 0 0 0 0 21/0)\0 0 0 0 —)\1
0 0 s 0 0 2vp29 0 0 0 0
0 O 0 51 0 2vp 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —x
0 50 —RZ_9 —Z_1 0 0 —RZ1 &9 —)\0 0
0 0 0 0 0 2021 —s1 0 0 0
0 O 0 0 0 20120 0 =59 0 0
0 O 0 0 0 —2v5é 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 =& 0
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Remarquons que les termes zjz_;, \; et z2 dans le cas ol d est pair sont déterminés
par P=,s.x. On a en particulier

(1) Zik_s = PE+S+X(S.7)
pour j =1,..m, ot Rg;(T) = ?gg%’
J
P=ys4x(0) .
(2) > _ ) ThravswRsoO) L., 7 > 0,
0T Peisex(0) S —
4vsvoRs,0(0)7 ) = U,

ou Rgo(T) = RST(T). Posons d” = dim (V") et notons Polg: 1'espace des polynomes de
degré d”, a coefficients dans I, de coefficient dominant égal a 1 et ne contenant que des
puissances de l'indéterminée 7" de méme parité que d”. C’est exactement 'espace des
polynomes caractéristiques des éléments de g”(F'). Introduisons le sous-ensemble Pol3,
formés des polynomes P tels que

P est le polynome caractéristique d’un élément de Y € g, (F');

P(s;) # 0 pour tout j =1,...,m et P(0) # 0 si d est pair.

C’est un ouvert de Zariski non vide de Poly . Notons A® le sous-ensemble des X € A
tels que =+ S+ X € g/ (F), z; # 0 pour tout j € {£1,...,+m} et de plus, si d
est pair, zy # 0. Cest exactement I'image réciproque de Pol5, dans A par I'application
X +— P=,g,x. Donc A® est un ouvert de Zariski non vide de A. Les formules du lemme
montrent que 'application précédente restreinte a A° est une application F-analytique

surjective et partout submersive de A% sur Pol5,.

9.5 Orbites dans =+ S5 + A

Notons ° le sous-ensemble de X tel que l'image de U”(F) x (£ + S + A®) par
I'isomorphisme du lemme 9.3 soit = + S + £°

Lemme. Le groupe H4(F)U"(F) agit par conjugaison dans =+S+%° et cette action est
libre. Deux éléments de =+ S + X7 sont conjugués par un élément de G” si et seulement
s’ils le sont par un élément de H{(F)U"(F).

Preuve. Soient Y € Z+ S+ Y% et g € HY(F)U"(F) tels que g7'Yg = Y. Par
définition de Y%, on peut écrire Y = u='Y'u, avec u € U"(F) et Y' € 2+ S + A,
Alors ug™'u='Y ugu=' = Y'. Quitte & remplacer Y par Y’ et g par ugu~!, on est ramené
au cas o1 Y € =+ S + A%, On peut écrire g = tu, avec t € HI(F) et u € U"(F). La
conjugaison par t fixe =+.S et conserve A. Plus précisément, introduisons des coordonnées
sur A comme en 9.4. L’élément t agit par homothétie sur chaque droite F wj, pour
Jj = =%1,... £ m. Pour j > 0, on note t; la valeur propre associée. Alors la conjugaison
par t laisse inchangées les coordonnées \; et zy dans le cas ou d est pair. Elle agit sur les
coordonnées restantes par

(1) (Zry ooy 215 21y ooy Zep) = (b2, o trzy, 8 P2y, oyt P2,

Posons Y/ = t7'Y't. Alors Y et Y’ sont deux éléments de =+ S+ A qui sont conjugués par
I'élément u € U”(F). Le lemme 9.3 entraine que u = l et Y = Y’. Ecrivons Y = E+5+ X,
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avec X € A®. Les coordonnées z; de X sont toutes non nulles et la formule ci-dessus
montre que X ne peut étre fixé par ¢ que si tous les ¢; valent 1, autrement dit ¢t = 1.
Donc g = tu = 1 et cela démontre la premiere assertion de 1’énoncé.

Comme ci-dessus, on peut remplacer dans la seconde assertion I’ensemble =+ S + 3°
par Z+ S+ A°. Soient X, X € A®, notons comme en 9.4 les coordonnées de X et notons
par des lettres soulignées celles de X. Supposons =+ S + X et =+ S + X conjugués
par un élément de G”. Alors P=.g+x = P=1gs+x. D’apres les remarques du paragraphe
précédent, on a z;z_; = z;z_; pour tout j = 1,....,m, \; = A; pour tout i = 0,...,7r — 1
et 22 = 23 si d est pair. Supposons d’abord d impair. La formule (1) ci-dessus montre
qu'il existe un unique t € H4(F) tel que t "' Xt = X. L'unicité de ¢ et le fait que X et X
sont tous deux définis sur F' entrainent que ¢t € H(F). Alors =+ S+ X et 24+ 5 + X
sont conjugués par un élément de HE(F'), ce que 'on voulait démontrer. Supposons
maintenant d pair. On trouve comme dans le cas d impair un unique élément t € Hg(F)
tel que t71Xt = X ou X', ce dernier élément ayant les mémes coordonnées que X, a
I'exception de z, qui est changé en —z,. On a alors soit t /(Z+ S+ X)t =2+ 5 + X,
soit t7H(Z2+ S+ X))t = 2+ 5+ X'. 1l suffit pour conclure de prouver que cette deuxieme
possibilité ne se produit pas. Considérons ’élément § du groupe orthogonal G”*(F') qui
agit par multiplication par —1 sur la droite F'wg et qui fixe tout élément de l'orthogonal
de cette droite. On vérifie que 6 (2 + S + X)§ = =+ S + X'. On sait par hypothese
que =+ S + X est conjugué a =+ S + X par un élément de G”. S’il était conjugué par
taZ+ S+ X', les deux éléments Z+ S + X et 2+ S + X' seraient conjugués par un
élément de G” et 'ensemble dG” couperait le centralisateur de = + S + X dans G”™.
Or ce centralisateur est contenu dans G” parce que = + S + X est régulier et n’a pas
de valeur propre nulle (cela parce que son polynome caractéristique n’est pas nul en 0).
Puisque 6 € G”, on obtient une contradiction qui acheéve la preuve. [

9.6 Mesures autoduales

Considérons 'application

ol,(F)— || (F)ngl,(F)/W(G"T)
TeT(G")

qui, & un élément de g; (F), associe 'unique élément de I'ensemble d’arrivée qui lui est

conjugué par un élément de G”(F'). Elle est analytique. Pour tout sous-tore maximal
T de G”, on note t(F)® le sous-ensemble des éléments de t(F') qui sont conjugués a un
élément de =+ S + ¥° par un élément de G(F). L’application précédente se restreint en
une application analytique

1) E+5+2%— || «p)/w(@",1).
TeT(G")

Elle est surjective. Si on note (2 + S + ¥5)/HZ(F)U"(F) I'ensemble des classes de
conjugaison par H(F)U”(F) dans = + S + X7, le lemme précédent montre qu’elle se
quotiente en une bijection

2)  (E+S+X/HUFU'(F)— || «F)S/W(GE" ).
TeT(G")
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On munit ’ensemble de départ de la mesure quotient des mesures déja fixées sur Z+5+%°
et HY(F)U"(F). Les remarques de la fin du paragraphe 9.4 montrent que 'application
(1) est partout submersive. La mesure sur ’ensemble de départ de (2) s’identifie donc a
une mesure réguliere sur I'ensemble d’arrivée. Pour tout T € 7 (G"), 'ensemble t(F)?
est ainsi muni d’une mesure que I’'on note dxY . Rappelons que I'on note simplement dY
la mesure autoduale.

Lemme. Pour tout T € T(G"), on a I'égalité dsY = D" (S)~/2DE" (Y)'/2dY en tout
point Y € t(F)%.

Preuve. Fixons T € T(G"). Un objet tel que t(F)® ou t(F)°/W(G",T) n’a pas de
structure algébrique naturelle. Commencons par algébriser la situation. On considere
comme une variété algébrique (un ouvert d'un espace vectoriel). Notons W(G”,T) =
Normgn(T)/T, introduisons I'ensemble t° des éléments de t qui sont conjugués & un
élément de = + S + 5 puis le quotient t/W (G”,T). Ce sont des variétés algébriques. Il
y a une application algébrique

(3) TIE4 S+ = t8/W(G",T)
qui se quotiente en un isomorphisme
(4) (E—i—S—i—ES)/HgU”—>tS/W(G”,T).

La structure algébrique sur t° /W (G”, T') détermine une structure analytique sur (t°/W (G”,T))(F).
Il y a une application naturelle

()T — (8 /W(G",T))(F),

qui est localement un isomorphisme de variétés analytiques. Cela va nous permettre de
remplacer I'application (2) par son avatar algébrique (4).

Rappelons que, une fois le corps F muni de la mesure autoduale, pour toute variété
algébrique lisse X définie sur F, une forme différentielle § sur X, définie sur F' et de
degré maximal, définit une mesure |0|p sur X'(F). Plus généralement, ne supposons plus
0 définie sur F'. Il existe une fonction algébrique a sur X', non nulle et telle que ad soit
définie sur F. Etendons la valeur absolue de F' & F. On définit une mesure |§|p sur X' (F)
par

6]F = |alz"|ad]r.

Cela ne dépend pas du choix de a.En particulier, soit E un sous-F-espace de g”(F) sur
lequel la forme < .,. > est non dégénérée. Fixons une base (ex)r=1. ; de E sur F', notons
Q) la matrice [ x { telle que Q. =< ey, exr > et écrivons tout élément de E sous la forme
e = _.Trer. Définissons la forme différentielle 6 = A, _,  dxy. On vérifie que la
mesure autoduale sur F est

(5)  |det(Q)]x?[d]F.

Supposons maintenant que (eg)x—1,.; est une base de E @p F. La forme différentielle
0= /\k:L...,l dz;, n'est pas, en général, définie sur F mais il existe o € F* tel que o le
soit et on peut définir |§|r comme plus haut. Un simple calcul de changement de bases
montre que la mesure autoduale sur E est encore donnée par la formule (5).
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Choisissons des formes linéaires Y — yi, k = 1,...,1, sur t de sorte que, pour un
élément Y € t en position générale, 'action de Y dans V" ait pour valeurs propres non
nulles (£yx k=1, Avec des notations évidentes, on a ’égalité

1
<Y)Y'>= §t7’ace(YY’) = Z YkYp-
k=1,...,

Définissons la forme différentielle 6, sur t par 6 = A;_, ;dyx. La formule (5) montre
que la mesure autoduale sur t(F') est |0 . Fixons un sous-ensemble positif de I’ensemble
des racines de T dans g”. Pour Y € t, posons

le produit étant pris sur cet ensemble de racines. On vérifie que la forme différentielle
d%" 8, se descend en une forme différentielle sur t/W(G”,T'), que 'on note &y . Evidem-
ment, la mesure autoduale sur t(F) est

(6)  dY =[d (V)| (0yw)(¥)|r = D (V)72 (Gyw) (V)] -

Introduisons comme en 9.4 un systéme hyperbolique maximal (w4;)j=1. m de W ®p
F formé de vecteurs propres pour S, donc aussi pour Ha. Pour t € H§ et j = 1,...,m,
notons t; la valeur propre de t sur w;. Définissons 0y = ([[;2y. 1)~ Ajorm dts-
La formule (5), remontée au groupe par I'exponentielle, montre que |65y |r est la mesure
que nous avons fixée sur H¢(F'). Fixons une base de u”(F') sur F et prenons pour d, le
produit, dans un ordre fixé, des différentielles des coordonnées relativement a cette base.
On a implicitement fixé une mesure sur u”(F'), mais notre probléme est insensible au choix
de cette mesure. On peut donc supposer que cette mesure est |0, |p. Via exponentielle,
dy définit une forme différentielle 6y» sur U” et la mesure de Haar sur U”(F) n’est
autre que |6y~ |r. Introduisons des coordonnées sur Ag (qui est vu ici comme une variété
algébrique sur F') en écrivant tout élément X de cet ensemble sous la forme

- si d est impair, X = c(vo, D j_y1  4m 2iW05);

- si d est pair, X = c(vo, 20Ws + Doy 1 ZW5)-

Remarquons que I’éventuel terme zy n’est pas le méme qu’en 9.4. Puisqu’on a ici
étendu les scalaires, on peut supposer g(vg) = 1 et, si d est pair, g(wg) = —1. On vérifie
alors que

<X, X' >= %trace(XX/) = [2024) — Z %25,
+1,...,&#m
ol, ici comme dans la suite, on indique symboliquement entre crochets les termes qui
n’existent que dans le cas d pair. On pose

o= N\ dz

J=[0],£1,....&m

D’apres (5), [0a,|r est la mesure autoduale sur Ag. Notons (a;);=1,., les valeurs propres
sur les vecteurs (v;);=1,., d'un élément de a. Définissons §, = /\Z.:Lm’r da;. D’apres (5),
|04|F est la mesure autoduale sur ar. Rappelons que ¥ = a @ Ay @ u”. On définit la
forme différentielle § sur = + S 4+ X° qui, via la translation par = + S, correspond a la
forme différentielle §4 A 9z, A Oy sur 5. Alors |§]r est la mesure que nous avons fixée
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sur Z + S + 9. On vérifie que § est invariante par conjugaison par H2U”. Il y a alors
une forme différentielle § sur le quotient (2 + S + X%)/HEU"” de sorte que, via le choix
de sections locales, on ait I'égalité 0 = dxy A dyr A 5. Par (4), 0 correspond & une forme
B6w sur t/W(G",T), ou § est une fonction algébrique sur cette variété. Remontons (3
en une fonction sur t. En tenant compte de (6), on voit que I'on a 1’égalité

(1)  ds(Y) =D (YV)2B(Y)|pdY

pour tout Y € t(F)".

Il s’agit de calculer la fonction (3. Supposons d’abord r = 0. Dans ce cas = = 0 et
U” = {1}. Introduisons le sous-ensemble A; des éléments X € Aq écrits comme plus
haut, tels que z_; = 1 pour j = 1, ...,m. L’action (t,S+X) — S+ X' =t(S+ X)t~! de
Hg sur S + ¥ s’écrit, avec les systemes de coordonnées que 'on a introduits,

((t5)j=1,.om» (25) j=[0] 21,... £m) — (Z;')j:[o],:l:l,...,:l:mv

o 2 = tjzj et 2 ; = t;lz_j pour j = 1,...,m, et 2 = 2o dans le cas d pair. De cette
action se déduit un isomorphisme de Hg x S+ A; sur 'ensemble des S+ X € S+ A dont
toutes les coordonnées z_; sont non nulles, lequel contient S + 3°. On peut identifier
(S + ¥%)/HY avec un ouvert dense de A; et on vérifie que, modulo cette identification,
6 = Njo1,..mdz;. Soient X € Ay de coordonnées (z;);—o1,..m €t Y € t de coordonnées
(Yx)r=1....;- On suppose que l'image de S + X par (4) est 'image de Y dans t/W(G",T).
Supposons pour fixer les idées d pair. On al=m + 1 et

Psyx(T) =Py (T) = H (T* — yp)-

k=1,...,l

Les formules 9.4(1) et 9.4(2) deviennent
Hk:l,...,l(S? - yl%)

%i = 52 2 _ g2
257 T jimr, megri (57 = 550)
pour j # 0 et
2
2 | L
o~ 77 2
Hk:l,...,m 5j

Cette derniere relation signifie qu’il existe € € {41} tel que

Hk 1, lyk
Hkl

zZp) — €

En dérivant de fagon usuelle, on obtient

dz; = —sj_2 H s - s Z A kdyy,

J'=1, my £y k=1,...,l
pour j # 0 et
do=¢ [[ s Y. Aoxduys,
k:17“'7 k= 17 7
ou

A, = { Yk Hk’:l lk’;ﬁk( —Yp), sij#0,
7,k — H =0
k'=1,.. k' #k Yk’ S1 ) .
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D’ou

N dz= (=1 st [ (s2—s2)Met(A) N\ du,

j:07"'7m jzlv"'vm ]7]’21777”7];&]/ k= 17 7
ou A est la matrice carrée de coefficients A; ;. Posons sy = 0 et
Bir= ][] (-u)
k'=1,... k' £k
a { YiBj K sij#0,

- (=)™ yk(Hk’ 1, l?/l;'l)BO,ka si j = 0.

Donc det(A) = (—1)"det(B). On laisse au lecteur le calcul élémentaire du déterminant
de B, qui vaut

det(B) = (1) T (s5-s) [I wi—-wi)

0<j<j'<m 1<k<k/<l
- m+ll 1)/ 2 2
= (-2 T s I S5=s0) T W —w).
j=1,...m 1<j<j’<m 1<k<k’<l
D’ou
! gH" -1
(8) N dzy=edm ()7 T wi-w) N\ du,
§=0,...,m 1§k<k’<l k=1,...]

oue =41 et

sy = I s [I (-

Jj=1,...m 1</ <j<m

Remarquons que le produit intervenant dans (8) est égal a =d%" (Y"). Alors (8) devient
0(S+ X) = €"d""(S) 6yw(Y),

avec ¢ = e, d'on B(Y) = €’d""(S)~*. Puisque |d""(S)|r = D" (S)'/2, la formule (7)
devient celle de 1’énoncé.

Passons au cas ou r # 0. Quitte a conjuguer 1" par un élément de G”, on peut supposer
A CT.On aalors T = AT, ou T est un sous-tore maximal de Gfj. On peut supposer
que les coordonnées que 'on a introduites sur t et a sont compatibles. Précisément, soit
Y € t, écrivons Y = Y, + Yy, avec Y, € a et Y € ty, et introduisons les coordonnées
(Yr)k=1,..1 de Y et (a;)i=1.. ,» de Y. On peut supposer a; = y; pour tout ¢ = 1,...,7. En
se placant dans Gf, on définit la variété to/W (G, Tp) munie de sa forme différentielle
8y, w la forme différentielle &y sur (S + Ag)/HY et la fonction 3, telle que application

(S + Ao)/Hg — to/W

identifie &y & (od, yw, du moins sur un ouvert dense. Le calcul précédent s’applique : [
est constante, de valeur eyd"” (S)~!, ot1 ¢y € {£1}. Considérons le diagramme

U'x (E+S+a+hy) 5 E+ S+
f2l !
(S+Ap) xa - (E+S5+%)/U"
| |
(S+Ay)/HE x a — (E4+S+X)/U"HS
f3l !

(/W (GLTy) xa L& t/W(G",T)
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ot filu,Z2+ S+ Xa+Xp,) =u" HE+S+ Xa+ Xpo)u" et fo(u', 2+ 5+ Xo+ Xn,) =
(S + Xa,, Xa), les autres applications étant évidentes. Ce diagramme est commutatif.
Pour le voir, soient v’ € U", X, € a et X, € Ag. Soit Yy € t; tel que la partie semi-
simple de S+ X, soit conjuguée a Yy par un élément de G§. Soit Y € t tel que la partie
semi-simple de = + S + X, + X, soit conjuguée a Y par un élément de G”. L’'image de
(u”", 2+ S+ X4+ X4,) par le chemin sud-ouest du diagramme est I'image de Yy + X, dans
t/W(G",T). Son image par le chemin nord-est est 'image de Y dans cet ensemble. Mais
S+ X4+ X4, appartient a m” tandis que = appartient a u”. Alors les parties semi-simples
de 24+ 5+ Xy + Xy, et de S+ X, + X, sont conjuguées par un élément de G”. Donc
Y est conjugué a Yy + X, et ces deux éléments ont méme image dans t/W (G”,T). Cela
démontre la commutativité du diagramme. Ce raisonnement et le lemme 9.5 montrent
que les fleches horizontales du diagramme sont des isomorphismes locaux, au moins si
I'on se restreint a des ouverts denses de chaque variété, ce que 'on fait, ici et dans la
suite. Du diagramme se déduit une application

(U" x (E+S+a+MN))/U'HE S W (G, T),

qui est toujours un isomorphisme local. Munissons = + S +a + Ag ~ a + Ag de la
différentielle § = d, A 05,. On en déduit une forme différentielle & sur I'espace de départ
de g. Calculons g*(dyw) en utilisant le chemin sud-ouest du diagramme. D’apres les
définitions, f7(dyw) = £d (d%) " 64w Ada. Puis f5 f1(8yw) = £85 " d%" (d%) 15y Abq.
Les deux applications verticales restantes identifient § a dy A d, et on obtient

9)  g*(Oyw) = £6;1d%" (d%)~18.

Utilisons le chemin nord-est. Par la suite d’applications verticales, dyw se releve en la
forme 714 sur =+ S + X). Soit v la fonction telle que f;(d) = vdy» A 8. Alors

(10) g (Syw) = £y576.

Soient X, € a et X, € Ag. Posons X =5 + X, + X,,. La différentielle de f; au point
(1,Z+ X) se calcule aisément. C’est 1'application

(11) Wx(atf) —  Y=atfo+u
(N, Xo+X,,) — X.+X, —[NE+X]

Parce que X appartient & m” et = a u”, on peut trouver une base de u” telle que
I'application N — [N, X]| soit diagonale, tandis que l'application composée de N —
[N, =] et de la projection sur u” soit nilpotente supérieure. Le déterminant de I’application
(11), c’est-a~dire y(X), est donc le méme que celui de l'application N — [N, X]| de u”
dans lui-méme. Celui-ci est égal & +d%" (X)d% (X)~'. En reportant cette valeur dans
(10) et en comparant avec (9), on obtient 3 = +5y = +eod”" (S)~!. Comme dans le cas
r =0, la formule (7) devient celle de I'énoncé. OJ

9.7 Sections locales

L’application (1) de 9.6 est analytique. Le lemme 9.3 et la preuve du lemme 9.5
montrent qu’elle est partout submersive. Pour tout 7' € 7 (G”), on peut donc fixer une
application localement analytique

t(F) — Z+5+%5
Y — YE
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de sorte que le diagramme

E+5+%° — t(F)S /W (G",T)

t(r)?

soit commutatif. Il existe une application Y + ~y de t(F)® dans T'(F)\G"(F'), localement
analytique, de sorte que Y, = 75 Yy Mais I'application G”(F) — T(F)\G"(F) admet
elle-méme des sections localement analytiques. On peut donc supposer que 'application
Y — vy est localement analytique & valeurs dans G”(F).

On va montrer

(1) soit wr un sous-ensemble compact de t(F'); on peut choisir application Y — Y5
telle que I'image de t(F)® Nwr soit contenue dans un sous-ensemble compact de =+ S5+ A.

D’apres le lemme 9.3, on peut supposer que Yy € =+ S + A° pour tout Y € t(F)°.
Soit Y € t(F)°Nwr, posons Yy, = 2+ S+ X et introduisons les coordonnées de X comme
en 9.4. Les coordonnées \; sont linéaires en les coefficients du polynome caractéristique
Py (T), et sont donc bornées. De méme, 1'éventuelle coordonnée 2, et les produits z;z_;,
pour j = 1,...,m, sont bornés. Montrons que 'on peut supposer chaque zi; borné.
Considérons d’abord deux cas particuliers. Dans le premier, on suppose qu’il existe une
extension F de F' de degré m et une extension quadratique Iy de F telle que HE(F)
soit le noyau de la norme de Fy* dans F|*. Dans ce cas, on peut identifier W" a F, et
action de Hg(F') sur W” & la multiplication. Posons w =%, . zw; € W' = Iy,
En normalisant convenablement les vecteurs wj;, les coordonnées z,; sont les images de
w par les différents plongements de F, dans F'. Alors ces coordonnées ont toutes la méme
valeur absolue. Puisque les produits z;z_; sont bornés, chaque terme z4; I'est aussi. Dans
le deuxieme cas particulier, on considere une extension F; comme ci-dessus et on suppose
que Hg(F) = F*. Dans ce cas, on peut identifier W” a I} & F} et l'action de HE(F)
sur W” a I'application (h,w; ® w_) +— hw, & h~'w_. Définissons w comme ci-dessus.
On peut supposer que ses deux composantes w, et w_ sont respectivement égales a
ijlwm Zwj et ijlmm z_jw_;. Parce que X appartient & A%, w_ est un élément non
nul de Fy. Posons h = w_ € HZ(F'). On peut remplacer w par hw. Pour cet élément, les
coordonnées z_; sont toutes égales a 1 et on conclut encore que les autres coordonnées
z; sont bornées. Dans le cas général, on peut décomposer W” en somme directe de
sous-espaces et décomposer conformément Hg en produit de tores de sorte que chaque
composante soit de I'un des deux cas particuliers que l'on vient de considérer. On en
déduit la propriété requise.

Supposons (1) vérifiée. En appliquant 2.3(1), on voit que I'on peut choisir I'application
Y +— 7y de sorte qu’il existe ¢ > 0 tels que

(2)  olyw) < e(l+|log DY(Y)))

pour tout Y € t(F) Nwr.

9.8 Calcul de I,.(0", )

Revenons a la situation de 9.1 et supposons que ¢ est a support dans w”. Soit g €
G"(F). D’apres I'hypothese sur ¢, on a

1(0",,9) = Jrn (S, ((°0)*)) = DH"(S)”Q/ ((“9)*)(h~" Sh)dh.

HG(F)\H" (F)
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En utilisant le lemme 9.2, on obtient

6. 0.9) = D" (5) [

/ (YpN(E+ h~'Sh+ X)dX dh,
HY(F)\H"(F)

puis

(1) L0, 0) = D" (5) /

H"(F)U"(FN\G" (F) /Hg(F)\H"(F)
/(ggp)A(E + h7'Sh + X)dX dhs"(g)dg.
>

Remarquons que cette expression est absolument convergente : les trois intégrales sont
a support compact. On transforme cette expression en

(0", ) = D" (5) [

/ /("g N(E+ S + X)dX dhk"(g)dg
HI(F)U (NG (F) J HYE\H" (F) S5

:NW&W/

Hg(F)U"(F)\G"(F)

/E (UOJ(E + S + X)dX K (g)dg.

Le lemme 9.6 nous permet de remplacer I'intégrale intérieure par

> |W(G”’T)‘_l/ / oV Yyy) D (8) 2D () 2dY dy
myEw(R) Sy

TeT(G")

- Y et [ ey () D vy .
TeT(G") HG(F)U"(F) J(F)S

Un simple changement de variables conduit alors a 1'égalité

La(0", )= Y, [W(G".T)" / / . g Y )" (1! g)dg D" (Y)/2aY.

TET(G")

Pour T € T(G") et Y € t(F)®, définissons une fonction x5 sur G”(F) par

o) =vidr) [ w(oitag)da
Ar(F)

Remarquons que cette expression ne dépend pas du choix de 'application Y +— vy : tout
autre choix remplace vy par vyy, avec y € HZ(F)U”(F), mais £” est invariante a gauche
par ce groupe. On obtient :

(2)  Le(@"9)= Y v(Ar)T WG T

TeT(G")

/ / 0 'Y gl (g)dg D (V) 2aY.
Ar(F)\G"(F

Les transformations que 1'on a effectuees sont justifiées par la convergence absolue de
I'expression (1) de départ.
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10 Calcul de la limite limy_ool;0n (0, f)

10.1 Convergence d’une premiere expression

On se place dans la situation de 8.2. D’apres la proposition 6.4 et le lemme 6.3(i), on
peut fixer une famille finie (Y;);—1 ., d’éléments de b, ,..,(F") et une famille finie (¢;)i=1,..
de nombres complexes de sorte que

Orw(X) = Z Cszx(YwX)

i=1,....,n

pour tout X € w N by eq(F). Formulons cette propriété différemment, en utilisant les
notations introduites en 5.4 : pour X € g,(F'), on note X = X'+ X” la décomposition
de X en somme d'un élément X' € g/ (F') et d'un élément X” € g”(F). 1l existe alors
une famille finie S d’éléments de by, (F) et une famille finie (js)ses de fonctions définies
presque partout sur h’.(F') de sorte que

Z]S H” S X//)

Ses

pour tout X € wNh, ,eq(F). Les éléments S sont les différentes projections Y;”. La preuve
du lemme 6.3(i) nous autorise a remplacer les Y; par des éléments assez voisins. On peut
donc supposer que le noyau de chaque S agissant dans W” est de dimension au plus 1.
Les fonctions jg sont combinaisons linéaires de fonctions X’ — 77 (Y/, X’) et héritent
donc de leurs propriétés.

Rappelons que, par construction, on a 1'égalité H, = G/.. Pour g € G(F'), on a

Lo(0. f.g) = / 0,0(X)7 € (X)dX
I (F)x b (F)

En utilisant la formule de Weyl pour I'intégrale sur g/.(F"), on obtient

Lo0.f.9) =Y Y W@ T /H(F)3S<X'>DG%<X'>

SeST'eT(GY,)

/ / H”( X//)gf ( '_IX/g/—i—X”)dX” dg/dX/.
"(FNGL(F) /b (F)
D’ou
Lon(0.) =3 S WG, T /( D)
v(F

SeST'eT(GL)

/ [ S XX XX lg)dg X
T'/(F)H" (F) Uz (FN\G(F) J " (F)

On peut écrire les deux dernieres intégrales ci-dessus sous la forme

/ / / G (S, XM (X + X"dX"kn(g"g)dg" dg.
TG (ENGE) S H ()L (P0G (F) Ty ()
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Les deux intégrales intérieures sont égales a I (6", @), ot 8”(X") = j7"(S, X"), p(X") =
If (X' +X") et 5"(g") = kn(g"g). Utilisons la formule 9.8(2) qui calcule cette expres-
sion. La fonction ¢ qui y intervient est égale & 9f%  avec la notation de 5.4. Quelques

remises en ordre conduisent alors a 1’égalité

T,w?

(1) Lwn(0,£)=> > v(Ap) ' [W(G,, )| / SjS(X/)DG;(X/)DG//(X,/>1/2
Y (F)x ' (F)

SeESTeT (Gy)

/ f ( X”)KNX//( )dng” dX/,
T'(F)Apn (F)\G(F)

ol
rnxr(g) = v(Arn) / ki (Yxnag)da.
Apn (F)
Ces manipulations formelles sont justifiées par le lemme ci-dessous. Pour tout S € S
et tout T' € 7(G,), fixons une famille finie Qg7 de polynémes non nuls sur £(F). Pour
tout € > 0, notons t(F)[S; < €] 'ensemble des X € t(F") pour lesquels il existe @ € Qg r
tel que |Q(X)|r < €, et notons t(F)[S;> €] l'ensemble des X € t(F) pour lesquels
|Q(X)|r > € pour tout Q) € Qg 1. Notons Iy <., resp. Iy =, 'expression obtenue a partir
de Pexpression (1) en remplacant les intégrales sur t'(F) x t’(F)? par les intégrales sur
(Y(F) x t"(F)°) Nt(F)[S; < €], resp. (Y(F) x t'(F)%) Nt(F)[S;> €]. On a évidemment
I’égalité
Lon(0,f)=In<e+ INse.
Notons enfin | 1|, o, n(0, f) et |I|n <e les expressions obtenues en remplacant dans I, ., v (0, f)
(ou plus exactement dans 'expression (1)) et Iy <. toutes les fonctions par leurs valeurs
absolues.

Lemme. (i) Il existe k € N et ¢ > 0 tel que |I|,, 5 (0, f) < cN* pour tout N > 1.
(i) II existe un entier b > 1 et ¢ > 0 tel que |I|y <y-» < ¢cN~! pour tout N > 1.

Preuve. Soit S € S. Notons (=£s;);-1
S sur W”. Pour X" € ¢g"(F), posons

m les valeurs propres non nulles de I’action de

.....

1 . . .
Qs(X") = [lici sy Pxe(sy), si  est impair
m Pxr(55), si d est pair.

=1l,...

Certainement, (g est un polynome non nul sur I’algebre de Lie de tout sous-tore maximal
de G”. Soient T' € 7(G,,) et wpr» un sous-ensemble compact de t/(F'). On va montrer
(2) il existe un entier k € N et ¢ > 0 tels que

kv xr(g) < eNFo(g)F(1+ log|Qs(X")||)*(1 + [log DY (X")])*

pour tout X” € t’/(F)% Nwypn, tout g € G(F) et tout N > 1.
Commencons par déduire I’énoncé de (2). On peut fixer S € S et T € T(G,) et
considérer 'intégrale

/ js(X") D% (X")DE" (X"
t(F)xt'(F)S
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/ |gf§g,w(X/ + X" kN x(g)dgdX" dX'.
T/ () Apn (F)\G(F)

Introduisons une notation imprécise mais commode. Soient deux nombres a et b dépendant
de variables, ici N, g, X' et X”. On écrit a << b pour dire qu'il existe ¢ > 0 tel que,
quelles que soient ces variables, on ait a < ¢b. D’apres la définition de 35 et un résultat de
Harish-Chandra ([HCvD] théoreme 13), on a |js(X')| << D% (X’")~1/2. D’apreés 3.1(5),
on peut fixer un sous-ensemble compact I' C G(F) tel que gff;,w =0sig & G.(F)I.
On peut donc fixer v € I et remplacer U'intégrale sur T'(F)Aq.(F)\G(F') par celle sur
T'"(F)Ar(F)\G.(F)v. On peut majorer |7 fgw| par une combinaison linéaire de fonction
f@f’ou f e CX(gl(F)), "€ CX(g"(F)) et f' et f” sont a valeurs positives ou nulles.
On est ramené a majorer

/ DG,I (X/)1/2DG” (X//)1/2 /
v (F)xt/(F)S T/ (F)\G,(F)

/ f/(g/—1X/g/)f//(gn—lX//g//)KMX” (g'g”v)dg” dg' dX// dX,.
Apn (FO\G" (F)

On peut fixer un sous-ensemble compact wr» C t/(F) tel que, pour tout ¢”, la fonc-
tion X" +— f"(g"'X"g") sur t'(F) soit a support dans wy». Grace a 2.3(1), on peut
supposer que les g’ intervenant dans l'intégrale vérifient o(g") << 1+ |log D" (X")|.

! 1

Puisque G/, = H., C H, on a ky.x»(9'q"Y) = knx»(g"y). En appliquant (2), on obtient
K'N,X”(g/g//’y) << NkQO(X//) Ofl

P(X") = (1+ |log|Qs(X")| p|)*(1 + [log D" (X")])*.

L’expression a majorer devient

Nk / DG’z (X/)1/2DG” (X//)1/2 /
¢ (F)xt/(F)S T/ (F)\G%(F)

/ f’(g’_IX/g/)f”(g”_1X"g”)g0(X”)dg” dg/ dX// dX/.
Arn (F)\G" (F)
Elle est majorée par

Nk/ JG,C(X,“'Xﬂa f’®f”)g0(X”)dX” dX/.
H(F)

D’apres Harish-Chandra, I'intégrale orbitale est bornée. Elle est aussi a support compact,
ce qui nous conduit a majorer

Nk/ @(X//>dX//dX/,
wr

oll wr est un sous-ensemble compact de t(F). Le lemme 2.4 nous dit que 'intégrale est
convergente, ce qui entraine la majoration du (i) de I’énoncé. Pour le (ii), on est de méme
conduit a majorer

N* / o(X")dX"dX'.
wrNYF)[S; <N P
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D’apres l'inégalité de Schwartz, il suffit de majorer

Nk(/ dX)l/z(/ QD(X//)2dX”dX/)1/2.
wrNH(F)[S;<N—Y] wr

Le dernier terme se majore comme ci-dessus. Pour € > 0, on a

/ dX < 3 mes({X €wri|QX)|r < €}).
wrNH(F)[S;<€] QeQs.r

D’apres [A5], lemme 7.1, il existe un réel r > 0 tel que chacun de ces termes soit << €".
On en déduit une majoration

‘]|N’SN7ZJ << Nk—rb/2.

En prenant b > 2(k + 1)/r, on obtient le (ii) de I’énoncé.

Prouvons (2). Remplagons V' par V" dans les définitions de 7.2. On fixe un réseau
spécial R” de V" de méme que l'on a fixé R, on note K” son stabilisateur dans G”(F)
et on définit une fonction £ sur G”(F'). Posons

K'/](f,X”(]') = I/(AT//)/ KN(’V)_(},a)da
A (F)

On va montrer
(3) il existe un entier k € N et ¢ > 0 tels que

K xn (1) < eNF(L+ [10g(|Qs(X")|)])*(1 + [log DY (X")])*

pour tout X” € t'(F)S Nwyr et tout N > 1.

Déduisons d’abord (2) de (3). Pour un réel r > 0, posons ;' = kly,, ou N(r) est le
plus petit entier supérieur ou égal a . On a

(4) il existe ¢ > 0 tel que kn(g"9) < Ky, .0, (9") Pour tous g € G(F), g" € G"(F).

Ecrivons ¢” = m"u"k", avec m” € M"(F), " € U"(F), k" € K", puis kg =
muk, avec m € M(F), u € U(F), k € K. On a kyx(¢9"g) = ky(m”m). Supposons ce
terme non nul (donc égal a 1), décomposons m” et m en m” = a"gj et m = agy, ou
a’;a € A(F), gb € Gy(F) et go € Go(F). Alors |valp(ala;)| < N pour tout i = 1,...,7 et
go_lg(']'_lvo € @z Ry. On a o(m) << o(g). Donc |valp(a;)| << o(g) pour tout i = 1,...,r
et 0(go) << o(g). On en déduit d’abord qu'il existe ¢; > 0 tel que |valp(a)| < N+ci0(g)
pour tout ¢ = 1,...,r. Il existe co > 0 tel que goRy C w;N(C”(gO))RO. Il existe c5 € N
tel que Ry NV" C wpR{. Alors gg_lvo € w}N/Rg, ou N' < N + ¢40(g), pour ¢4 > 0
convenable. En prenant ¢ > ¢y, ¢4, on voit que ¢” vérifie les conditions requises pour que
KN yeo(q)(9") = 1. Cela prouve (4).

En utilisant (4), on a

kN xn(g) = v(Agpr) / kn(vxnag)da
A(T")(F)

< V(AT”)/ K'/](f-i—ca(g) (7)_(’1’0')da' < K?V—i—ca(g),X”(]')‘
A(T)(F)

La majoration (3) entraine alors (2).
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Prouvons maintenant (3). On suppose vérifiées les conditions (1) et (2) de 9.7 pour
le compact wrn. Soit a € Apu(F) tel que k% (yyna) = 1. Grace a 7.2(1), on peut écrire
Yyha = vhy, avec v € U"(F), h € H"(F), y € G"(F) et o(y) < c¢N. On a

(5) yX"y™' = h v X oh,

ott X4 = yx»nX"yxn. La condition imposée & y implique que o(yX"y™!) << N (cf.
1.1 pour la définition de la fonction o sur g”’(F)). On a h v ' X{vh € =+ h~'Sh +
Y et hm'Sh € b'(F). Or h”(F) et X sont en somme directe. Alors (5) entraine que
o(h=1Sh) << N. Donc il existe un entier k > 0 tel que o(h '@V Sh) << 1. En
appliquant 2.3(1), on peut écrire h = tz, avec t € HG(F), z € H"(F) et

o(z) << (1+ |log DH" (=N S)|) << N.

On peut récrire vhy = tug, avec u € U"(F) et g = zy, donc o(g) << N. L’égalité (5) se
récrit gX"g7' = u'Yu, ot Y = t71 X%t On a 0(gX"g™') << N. D’apres la condition
(1) de 9.7, Y appartient a = 4+ S + A. Le lemme 9.3 nous dit que u et Y dépendent
algébriquement de u~'Yu. Donc o(u) << N et o(Y) << N. Posons X& =2+ S5 + X,
Y = E+ 5 + X*, introduisons les coordonnées de X et X* comme en 9.4 (on affecte
celles de X* d'un exposant *) et, pour tout j = 1,...,m, notons ¢; la valeur propre de ¢
sur w;. On a 2 = t;lzj et 2*; =t;z_; pour tout j = 1,...,m. La condition (1) de 9.7 et
celle ci-dessus portant sur Y nous disent qu’il existe ¢ > 0 tel que

valp(z;) > —cN, valp(2";) > —cN, valp(z;) > —c, valp(z_;) > —c
pour tout j. On en déduit

lvalp(t;)| < c(N + 1) +valp(zjz—;) < c(N +2m — 1) + valp( H ZjrZ_jr).

7'=1,....m

La formule 9.4(1) montre qu'il existe ¢ > 0 tel que le dernier terme soit majoré par
d(1+4 log|Qs(X")|r|). On en déduit o(t) << N + |log|Qs(X")|r|. Alors

o(vyha) = o(tug) << N + [log|Qs(X")|r|.
En appliquant 9.7(2), on en déduit
o(a) << N + [log(|Qs(X")|r)| + [log D" (X")].

Le terme x7; xv(1) est borné par la mesure de I'ensemble des a vérifiant cette condition.
I1 est facile de montrer que, pour tout réel r > 1,

mes({a € Apn(F);0(a) <r}) <<k,
ou k = dim(Ar»). On en déduit
K xr (1) << NE(L+ [log|Qs(X")|r[)* (1 + [log D" (X")|)",

ce qui prouve (3) et acheve la démonstration. O
Pour tout S € S et tout T' € 7(G,), on note Qg r la famille des trois polynomes sur
t(F) suivants

X — det(ad(X") g ), X — det(ad(X")gr/e), X" — Qs(X")
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ou Qs a été défini ci-dessus. Appliqué a ces données, le (ii) du lemme nous fournit un
entier b que 'on fixe. On pose

I;ck,w,N(9> f) = ]N,>N*b'

Le lemme entraine que

limNﬂoo([x,w,N(9> f) - I;ck,w,N(9> f)) = 0.

10.2 Commutant d’un tore

On fixe T € 7 (G,). Notons My le commutant de Ap» dans G. C’est un Lévi de G, qui
contient G’'. Notons V3’ I'intersection des noyaux des actions de a dans V", pour a € Ap».

Lemme. On a I'égalité Arn = Ay, sauf dans le cas ou les conditions suivantes sont
satisfaites : d est pair, W' est hyperbolique et de dimension 2, V3’ = {0}. Dans ce cas,
on a AMh = T/AT//.

Preuve. Posons Vo, = W/ @ V), notons V; son orthogonal dans V' et Gy, resp. Gy les
groupes spéciaux orthogonaux de Vi, resp. V;. L’espace V5 est 'intersection des noyaux
des actions de a dans V, pour a € Aps. Donc M, conserve V,. Par conséquent, M,
conserve aussi Vi, donc My C Gy x Gy. Puisque Aps agit trivialement dans V3, on a
Apr C Gh. Donc My = Gy X My, ou My est le commutant de Aps dans G, puis
Ap, = Agy, X Appy- Ona ' Vy C VP done Gy C G". D’autre part 7" commute a A,
donc T" C M,, donc AMu commute a 7”. Alors AMl,u est contenu dans le commutant
de T” dans G”. Puisque T” est un sous-tore maximal de G”, ce commutant est égal a
T". Donc Ay, C T, ce qui entraine Ay, C Agv. Linclusion opposée est immédiate
puisque Azv est évidlemment un tore déployé central dans M. Donc Ay, = Agn.
On a Ag, = {1} sauf dans le cas ou V, est hyperbolique de dimension 2. Supposons
cette condition vérifiée. Puisque Gy contient un sous-tore A7, qui agit sans point fixe
non nul dans V', dim(V}) est paire et d aussi. Si W' = {0}, on a G = G" et T" est
un tore maximal de G. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que Ay, C Agpv
contrairement a I'hypothese Ag, # {1}. Donc W’ # {0}. Puisque dim(W’) est paire
et Vo =W V) onaW =V,et V) = {0}. Inversement, si W’ est hyperbolique de
dimension 2 et V' = {0}, on a G2 = G’ et ce groupe est un tore déployé. Puisque T" est
un sous-tore maximal de G', on a T" = G' = Ag, et la conclusion du lemme s’ensuit. [J

10.3 Définitions combinatoires

Appelons cas exceptionnel celui de ’énoncé précédent. Supposons tout d’abord que
I'on n’est pas dans ce cas et rappelons quelques définitions d’Arthur. Soit Y = (Yr,) p,er(us,)
une famille d’éléments de Ayy,, (G, M;)-orthogonale et positive. Pour Q = LUq € F(My),
on note ¢ — af&h (¢, V) la fonction caractéristique dans Ay, de la somme de Ay, et de I'en-
veloppe convexe de la famille (Yp,)p,ep(ar,);p,co- On note 7¢ la fonction caractéristique
dans Ay, de la somme Aﬁ/,h + AZS' Rappelons que Ag est la chambre positive ouverte de
Ay associée a ). On a
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(1) la fonction

¢ = 05, V)¢ — Yo)

sur Ay, est la fonction caractéristique de la somme de Ag et de I'enveloppe convexe de
la famille (Yr,)peps,)pcqQ;

2 Y oL Y)mel¢ - Yo) =1

QEF (My)

pour tout ¢ € Ay, .

L’assertion (1) est immédiate et (2) est 'assertion 3.9 de [A3].

Considérons maintenant le cas exceptionnel. Alors AMu = Apr & Apv et A est
une droite. Conformément a cette décomposition, on définit la projection ¢ — (7~ de
A, sur Azr. On note F(M,) I'ensemble des Q € F(M,) tels que A5 N Apr # 0. On
note P(M,) = P(M,) N F(M,). Pour Q = LUy € F(M,), on note C — UMh(C V) la
fonction caractéristique dans Ap» de la somme de A; N A7~ et de 'enveloppe convexe
de la famille (Yp, 1) p ep(a,);p,cq- On note 7q la fonction caractéristique dans Ap» de la
somme (Azrv N Afy, ) + (A NAG). On a encore

(3) la fonction

¢ = 65,(¢ V)¢ — Yor)

sur Ar» est la fonction caractéristique de la somme de A ﬂAZ) et de I'enveloppe convexe
de la famille (Yp, 1) p cpus,yipcq'

@Y 60Vl — Vo) =1
QeF(My)
pour tout ¢ € Agpn.

Pour démontrer ces propriétés et a des fins ultérieures, introduisons un espace V
somme directe de V" et d’une droite D, muni de la somme orthogonale ¢ de la restriction
de ¢ & V" et d’une forme quadratique non dégénérée sur D. On note G son groupe spécial
orthogonal. Le tore T" est inclus dans G”, donc dans G. Notons M son commutant dans
G. Le lemme 10.2 s’applique & G et montre que Ap» = A -

Lemme. (i) Il existe une unique bijection Q = LUy +— Q = iUQ de F(M,) sur
F(M) telle que, pour tout Q € ]:"(Mu), on ait Apn N .A%Jh = AA%, Arn N AL = Aj et
Apn N AL = Ag. Cette bijection conserve la relation d’inclusion et envoie P (M) sur
P(M). )

(ii) Pour QQ € F(My), posons Y5 = Yo rv. La famille Y=Y ) pep(ir) €St (G, M)-

orthogonale et positive. Pour tout Q eF (M ), Y est associé a cette famille comme en
2.1.
(iii) Pour tout Q € F(M,) et tout ¢ € Arn = Ay, on a les égalités 51%(@3/) =

02(C, D) et 79(C) = 75(0)-

Preuve. Les conditions imposées a Ap» impliquent que V" est hyperbolique et qu’il
existe un systeme hyperbolique maximal (ej)r=+2,. +4/2 dans V" et une suite d’entiers
(d;)i=2,..; vérifiant les propriétés suivantes. On a d; > 1 pour tout i et 1+dy+...+d; = d/2.
Pour e = £1 et i = 2,...,1, notons E; le sous-espace de V" engendré par les e, pour
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1+doy+...+dio1 <k <1+4+dy+...+d;. Alors Arn est le sous-groupe des éléments de G”
qui conservent chaque E.; et y agissent par homothétie. Fixons une base hyperbolique
{e1,e-1} de W’. Notons E.; la droite portée par ex,. Posons I = {£1,..., &l}. Alors Ay,
est le sous-groupe des éléments de GG qui conservent chaque FE; pour ¢ € [ et y agissent
par homothétie. L’espace AMu est celui des familles ( = ((;)ie; de nombres réels telles
que (_; = —(; pour tout i. L’espace Az~ est le sous-espace des  tels que ¢; = (- = 0, ou
encore, en posant 1 = {£2, ..., +1}, A est Pespace des familles ¢ = (Gi)iej de nombres
réels telles que (_; = —(; pour tout 1.

On décrit 1’ensemble F(M) de la facon habituelle suivante. Notons ®(M) I'ensemble
des applications ¢ : I — {0,+£1,...,£7,}, our j, est un élément quelconque de N, telles
que p(—i) = —p(i) pour tout i et ¢ (j) # 0 pour tout j = £1, ..., +j,. Pour une telle
@ et pour j € {1,..., j,}, on pose E,; = @y,-1(;L;. On note Q¢ = E@USD le sous-groupe
parabolique de G formé des éléments qui conservent le drapeau

E ©rdo CE¢]¢@E¢JW_1 C. CEQOJWEB...@E 1

Alors ¢ — Q, est une bijection de ®(M) sur F(M). L'espace A?j est formé des ( =
(Gi)icf tels que, pour tout j € {1, ..., £Jmaz }, Ziewl(j) (; = 0. L’espace ALW est formé
des ¢ = ((i);f tels que, pour tout j € {0, £1, ..., & jmas }, ¢ st constant pour i € =1 (j).
Notons ¢, ; cette valeur constante. Alors Agw est formé des ¢ € A;  tels que

Cojp > oo > Cp1 > 0.

On décrit ensemble F(M;) de facon analogue. On définit ®(M;) en remplacant [
par I dans la définition de ®(M). Pour ¢ € ®(M,), on définit de méme un sous-groupe
parabolique @, = L U, de G. L’application ¢ — @, est une surjection de ®(M,) sur
F(M,). Les fibres ont 1 ou 3 éléments. Une fibre a 3 éléments si et seulement si elle
contient un élément ¢ pour lequel ¢, (0) a deux éléments {i,, —iy} et dim(E;, ) = 1.
Alors les deux autres éléments de la fibre sont les applications ¢ et _; ainsi définies.
Pour € = %1, ¢ (in) = €, @ (—in) = —e. Pour ¢ € I\ {in, —in}, si @o(i) = £j, avec
JEeA{L, . dp}, ona (i) = £(j+1). Si ¢ appartient a une fibre a 1 élément, les espaces
A]LV}';, Ar, et I'ensemble AZS(P se décrivent comme ci-dessus, en remplacant I par I. Si ¢

est 'un des éléments ¢, d’une fibre a 3 éléments, les espaces A]LV}Z et Ar se décrivent
de méme. L’ensemble .Aap est formé des ( € ALW tels que

Cgo,j(p > > Ccp,2> <3072 + Ccp,l > O> <3072 - Ccp,l > 0.

Le sous-groupe parabolique (), appartient a F (M) si et seulement si I'ensemble A+
contient un élément de Ap~, c’est-a-dire un élément ¢ pour lequel (; = (., = 0. La
description ci-dessus montre que, si ¢ appartient a une fibre a 1 élément, cette condition
équivaut a p(1) = ¢(—1) = 0. Si ¢ est un élément py; d'une fibre a 3 éléments, elle
équivaut a ¢(1), p(—1) € {£1}. Il revient au méme de dire que, si ¢ est I’élément g
d'une fibre & 3 éléments, la condition équivaut & ¢(1) = ¢(—1) = 0. Notons &(M,)
le sous-ensemble des ¢ € ®(M;) tels que (1) = ¢(—1) = 0. Alors I'application ¢ —
Q. se restreint en une bijection de ®(M;) sur F(M,). L'application qui & ¢ associe sa
restriction & I est une bijection de ®(M;) sur ®(M). Elle paramétre une bijection de
F(My) sur F(M). En utilisant les descriptions ci-dessus, on vérifie qu’elle possede toutes
les propriétés indiquées dans 1’énoncé et c¢’est bien str la seule possible. [1
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 Gréce a ce lemme, les propriétés (3) et (4) ne sont autres que (1) et (2) pour le groupe
G.

Dans le cas non exceptionnel, on pourra affecter d’un”les notations afin de les unifier
avec celles du cas exceptionnel. Par exemple, on notera F(M;) = F(M,) et, pour un
élément () de cet ensemble, on notera 7o = 7. De méme, on notera dans ce cas ¢ — (p»
application identité de Apy,.

10.4 Changement de fonction de troncature

On fixe S € Set T € T(G,). On utilise les notations de 10.2 et 10.3. Fixons un Lévi
minimal M,,;,, de G contenu dans M, et contenant A M- On fixe un sous-groupe compact
spécial K,,;,, de G(F') en bonne position relativement a M,,;,. Il nous sert a définir les
fonctions Hg sur G(F) pour Q € F(Myp). Fixons Py = MpinUnin € P(Mpmin) €t
notons A,,;, I'ensemble des racines simples de Ay . dans w,,. Soit Yp . € A+mm.
Pour tout P’ € P(Mnin), il y a un unique w € W(G, My tel que wPymw™" = P'.
On pose Ypr = wYp, . . La famille (Yp/) prep(a,,,,) €St (G, Mpin )-orthogonale et positive.

Pour g € G(F), définissons la famille Y(g) = (Y (9)q)qerm,) par

Y(g)q = Yo — Hg(g)-

Il est clair qu’il existe ¢; > 0 tel que

(1) pour tout g € G(F) tel que o(g) < crinf{a(Yp,, );a € Apin}, la famille Y(g)
est (G, My)-orthogonale et positive; de plus Y (g)q € A pour tout Q € F(M).

On fixe un tel ¢;. Remarquons que, pour m € M,(F), la famille Y (mg) se déduit de
Y(g) par translations. Il en résulte que la famille J(g) est (G, M;)-orthogonale et positive
pour tout

g€ My(F){g' € G(F);o(g') < cxinf{a(Y,,)a € A} }.

Pour un tel g, on pose

ilg) = v [ 3 (Hu (o). Y(g)da

Agur (F)

On a défini en 2.3 la fonction op. Montrons que

(2) il existe ca > 0 et un sous-ensemble compact wy de t(F) tels que les propriétés
suivantes soient vérifiées; soient g € G(F) et X € t(F)[S;> NI N (Y (F) x t"(F)®) tels
que gfivw(X) # 0; alors X € wr et op(g) < calog(N).

Preuve. Il suffit de reprendre la preuve du lemme 10.1. Les éléments X’ et X” restent
dans des sous-ensembles compacts de t'(F) et t’(F'), ces sous-ensembles compacts, ainsi
que les suivants étant bien sur indépendants de X et g. On peut écrire g = ¢'¢"v, ou 7y
appartient a un sous-ensemble compact de G(F'), ¢’ € G.(F) et g" € G"(F) sont tels que
g 'X'g et g1 X"g" appartiennent & des sous-ensembles compacts de g/ (F) et g”(F).
D’apres 2.3(1), quitte & multiplier g & gauche par un élément de T'(F'), on a

o(9) << (L +[log DY (X)|)(L + [log DY (X"))).
Pour X € t(F)[S;> N~*], on a

llog D (X")| << log(N), |log DY (X")| << log(N).
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Donc o(g) << log(N) et I'assertion s’ensuit. [J
On fixe de tels wy et ¢y et on suppose désormais

calog(N) < crinf{a(Yp,, ); o € Npin}-

Puisque T' C My, 9(g) est défini pour tout g satisfaisant la condition de (2). Le membre
de droite de ’égalité de la proposition ci-dessous est donc bien défini.

Proposition. Il existe ¢ > 0 et un entier Ny > 1 tels que, si N > Ny et
clog(N) < inf{a(Yp, . );a € Anint,

on ait I’égalité

9fE S(X)knxn(g)dg = 9f% (X)D(g)dg

/T’(F)ATH(F)\G(F) /T’(F)ATH (FNG(F)

pour tout X € t(F)[S;> N~t]n (¢(F) x t'(F)").

Preuve. Soit Zp,,, € A}, . En remplagant Yp, , par cet élément, on construit une
famille Z(g) pour tout g € G(F'). On impose

(3) colog(N) < cvinf{a(Zp,,., );a € Apin}-

Soit g € G(F) tel que or(g) < calog(N). Pour a € Apv, on a I'égalité

N 6%, (Har(a), 2(9))7g(Ha (@) — Z(g)gr) =1,

QeF (M)

cf. 10.3(4). En se rappelant la définition ci-dessus de 9(g), on peut écrire

f}(g) = V(AT”) Z {}(Qag%

QEF(My)

(@, 9) :/A " o5, (H, (a), Y(9))55, (H, (a), Z(9))To(Har, (a) — Z(g)q.r)da.

De méme, soit X € t'(F) x t/(F)%. On a

ou

On a

(4) les fonctions g — 9(Q,g) et g — kKnx»(Q,g) sont invariantes a gauche par

T'(F)Apn(F).
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Soit t € T'(F)Arn(F). Ona Hpi(tg) = Hy, (t)+Hp:/(g) pour tout P € P(M,). Suppo-
sons t € Aps(F'). Alors remplacer g par tg dans la définition de 0(Q, g) ou de Ky x»(Q, g)
revient a changer la variable d’intégration a en at. Cela ne change pas l'intégrale. Soit
maintenant ¢ € T'(F). On a T" C H, donc k(yynatg) = k(yxrag) pour tout a. On a
T" C Gy C My, avec la notation de la preuve du lemme 10.2. Si 'on n’est pas dans le cas
exceptionnel, (i3 est semi-simple et Hyy, (t) = 0. On ne change donc rien en remplagant
g par tg. Si l'on est dans le cas exceptionnel, ce ne sont pas les termes Hp/(g) qui inter-
viennent dans les définitions, mais leurs projections Hp:(g)r». Or Hyy,(t)rn = 0 et, de
nouveau, remplacer g par tg ne change rien. Cela prouve (4).

Soit X € ¢ (F) x t'(F)%. Gréace a (4), on peut écrire

(5) / gfﬁx’w(X)IiN’Xu( )dg = V AT” Z ] Q X
"(F)Apu (F)\G(F)

QEF(My)

© ' (X08(gdg = v(Ar) S J(QX),
T'(F)Apn (F)\G(F)

QEF(My)
ou
10, X) = / 97 (X )i (@s 9)dy.
T (F)Arn (F)\G(F)
J(Q, X) = / 95 (X)3(Q. 9)dg
T'(F)Apn (F)\G(F)

Considérons d’abord les termes indexés par () = G. Supposons

Z”f{a( mzn) (OAS Amm}
log(N)>.

Fixons un sous-ensemble compact wr» de t/(F') tel que X” € wpr pour tout X € wr.
L’ensemble t(F)[S;> N7 a été défini comme celui des X € t(F) tels que X' et X”
satisfassent certaines minorations. On définit t/(F)°[> N~°] comme celui des X" €
t'(F) vérifiant celles de ces minorations qui portent sur X”. On a

(8) il existe un entier Ny > 1 tel que, pour tout N > Nj, pour tout g € G(F) tel
que ar(g) < calog(N) et tout X” € wrr N'(F)°[> N7, on ait I'égalité ky x» (G, g) =
(G, g).

Il suffit de prouver que pour tout a € Azpn(F) tel que UMh(HMu( a),Z(g)) = 1, on

(7) sup{a(Zmin); ¢ € Apin} < {

a I'égalité 51\G4h(HMh(a),y(g)) = rkn(yxvag). La premiere inégalité de (5) entraine que
Ienveloppe convexe de la famille (Z(g)p 1) prep(ar,) est incluse dans celle de la famille
(Y'(9)pr.17) prep - Alors hypothese 6f/lh(HMh(a), Z(g)) = 1 entraine 6f4h(HMh(a), Y(g))
1. Munissons Ay, dune norme |.|. La deuxieme inégalité de (5) et I'hypothese sur g
entrainent une majoration |Z(g)p/| << log(N)? pour tout P’ € P(M,). L’hypothese
UMu(HMh( a), Z(g)) = 1 entraine alors o(a) << log(N)?. D’apres 9.7(2), on a o(yxr) <<
1 + |log D" (X")|. Puisque X" € t'(F)%[> N, cela entraine o(yx~) << log(N).
Dot o(yyhag) << log(N)2. Mais on voit facilement qu'il existe ¢z > 0 tel que, pour
tout ¢’ € G(F) tel que o(¢') < ¢sN, on a ky(¢') = 1. Si N est assez grand, on a
o(yynag) < czN, done ky(yynag) = 1. Cela prouve (8).
De (2) et (8) résulte I'égalité

9) (G, X)=J(G,X)
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pour tout N > Nj et tout X € t(F)[S;> N~]n (¢(F) x '(F)").
Soit maintenant () = LUg € F (My) avec @ # G. On décompose les intégrales

rex)= [ [ COR (@ alkdaso ()t dr,
Kmin TI(F)AT”(F)\L(F) UQ_(F)

J(Q, X) / / / whf(X)(Q, ulk)dude(l)dl dk.
Komin J T/ (F)Aqu (F Us(F)
Nous montrerons aux paragraphes 10.5 et 10.8 les propriétés suivantes.

(10) Soient g € G(F) et u € Ug(F) tels que o(g),o(ug) < ciinf{a(Zp,,.);a €
Apin}. Alors on a I'égalité 0(Q, ug) = 0(Q, g).

(11) Soit ¢4 > 0. Il existe c5 > 0 tel que si cslog(N) < mf{a(men) a € Apint,
les conditions suivantes soient vérifiées. Soient X” € wrv Nt"(F)%[> N7, g € G(F) et
u € Ug(F). Supposons o(g),0(u), o(tg) < cslog(N). Alors on a I'égalité xy x»(Q, ug) =
Enx (@, 9);

Admettons ces propriétés. Montrons

(12) il existe c5 > 0 tel que, si c5log(N) < mf{a(mem) a € Apin}, on a les égalités
I(Q,X) = J(Q,X) =0 pour tout X € t(F)[S;> N~°]n (Y (F) x t"(F)%).

Grace a (2), on peut supposer X € wy. Considérons 'intégrale I(Q, X). D’apres (2),
on peut limiter U'intégrale sur T"(F)Ap/(F)\L(F') aux éléments [ pour lesquels il existe
u € Ug(F) et k € Ky tels que op(ulk) < calog(N). Un tel [ est représenté par un
élément de L(F) tel que o(l) < cglog(N), pour une constante cg convenable. Il existe
c7 > 0 tel que, pour [ vérifiant I'inégalité précédente, pour k € K, et pour u € Ug(F),
I'inégalité o(ulk) < cylog(N) entraine o(u) < czlog(N). Soit ¢4 = ¢o+ ¢7 et prenons pour
¢5 le nombre issu de (11). Fixons k € K, et I € L(F') tel que o(1) < ¢glog(N). On a
alors

Wk £ (X onen (Q, k) = " £ (X )renxon (@, U)

pour tout @ € Ug(F). En effet, si o(ulk) > colog(N), les deux termes sont nuls d’apres
(2). Sio(ulk) < calog(N), on a aussi o(u) < czlog(N), puis o(lk) < c4log(N). La relation
(11) s’applique & g = Ik et u. Donc ky x»(Q,ulk) = ry x(Q,lk) et Iégalité affirmée
s’ensuit. Il résulte de cette égalité que, dans I(Q, X ), 'intégrale intérieure est simplement

/ wk f(X)da.
Ug(F)

Or cette intégrale est nulle d’apres le lemme 5.5(i), puisque @ # G. Donc 1(Q, X) = 0.
On prouve de méme que J(Q, X) = 0.
Le terme Zp . est un terme auxiliaire. Il est clair qu’il existe ¢ > 0 et un entier

min

Ny > 1 tels que, si N > Ny et
clog(N) < inf{a(Yp,. );a € Anint,

on peut choisir Zp . satisfaisant les hypotheses (3) et (7) et celle de la relation (12). Si

on suppose de plus N > Ny, les conclusions de (9) et (12) s’appliquent. Alors les égalités
(5) et (6) entrainent la conclusion de ’énoncé. [
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10.5 Preuve de la propriété 10.4(10)

Soient g et 4 comme dans cette relation. Rappelons que
9(Q,9) = /A - 547, (Ha, (), Y(9))55, (Ha, (a), Z(9))7o(Har, (a) — Z(g)rv)da.
T//

Les fonctions ¢ +— 5%((,3)(9)) et ¢ — 7o(¢ — Z(g)gr~) ne dépendent de g que par

Pintermédiaire des termes Hp (g) pour des sous-groupes paraboliques P’ € F(M,) tels
que P’ C Q. Elles ne changent donc pas quand on remplace g par 4g. On peut alors fixer
a € Ari(F) tel que

&%, (Ha,(a), Z(9))7(Har,(a) — Z(g)q.rv) # 0

et prouver que

(1) &5, (Hu,(a), Y(9)) = 3, (Har, (), Y(7g)).

Supposons que l'on n’est pas dans le cas exceptionnel. Tout sous-groupe parabolique
P' € P(M,) tel que P' C Q détermine une chambre A%" dans AL. Posons ¢ = H v, (a),
fixons un tel P’ de sorte que projf/[h(C) € CI(AL"), olt, pour tout sous-ensemble F de
A, CI(E) désigne sa cloture. Montrons que

(2) ¢ € Cl(AF).

D’aprés 10.3(1), hypothese sur a signifie que ¢ est la somme d’un élément ¢’ € AJ et
d'un élément ¢” dans 'enveloppe convexe des Z(g)p», pour P" € P(M,) tel que P" C Q.
Soit o une racine de Ay, dans g, positive pour P’. Si v intervient dans ug, « est positive
pour tous les P” ci-dessus. Or Z(g)pr € A}, d’apres 10.4(1), donc a(Z(g)pr) > 0. Il en
résulte que a(¢”) > 0. On a aussi «(¢’) > 0, donc a(¢) > 0. Si maintenant « intervient
dans up N1, on a a(¢) = oz(proj]@h(g)) > 0 d’apres le choix de P’. Cela prouve (2).

D’apres [A3] lemme 3.1, pour ¢ € Cl(A},), la condition 5%((,))(5])) = 1 équivaut
a certaines inégalités portant sur ( — Y (g)p:. Cette condition ne dépend de g que par
I'intermédiaire de Hp/(g). Comme ci-dessus, elle est donc insensible au changement de g
en ug. Cela démontre (1).

Dans le cas exceptionnel, on utilise le lemme 10.3 pour interpréter nos fonctions
comme leurs analogues pour le groupe G. dans ce groupe, on peut faire le méme raison-
nement que ci-dessus et on obtient la méme conclusion. [

10.6 Calcul d’un polynome

On aura besoin du lemme ci-dessous. Soient F un corps algébriquement clos, [ un
entier tel que [ > 1 et R = R(T) un polynéome en une indeterminée, a coefficients
dans FF, de degré [ — 1 et de coefficient dominant 1. Introduisons le polynéme en [ + 1
indéterminées

Q=QT,$,...%) = [[ (T-5)).

et la fraction rationnelle
(T + S;)R(S;)
H’ 1,.., lj;éj(S _Sj/)

P=P(T,S,...,8) =1+ Z (T -5,

J=1,..



Lemme. On a I'égalité

2T R(T)
Q(T, S, ....8)

P(T, Sl, ceey Sl) -

Preuve. Introduisons le polynome

A=AS..8 =[] S-Sn.

j:j’zly“'7l;j<j,
Par réduction au méme dénominateur,

B,

P=2x0

ou
P, =PB(T,5,....5) = AQ+

(1T +SHR(S) [ (T -5 11 (Sjr = Sjn).
=Ll G'=1n i G137 i <55 5
La fraction rationnelle P est symétrique en les S;. Alors le polynéome P, est anti-
symétrique et donc divisible par A : il existe un polynéme B, = F,(T,S5,...,.5)) tel
que P, = P,A. Le polynoéme P, est de degré au plus [ en T'. Le coefficient de T est

At Y (-1Y'R(S)) I1 (S = Sjn)-

J=1...1 353"=1,057 <5555 #3

Ce polynome en les S; est divisible par A. Or son degré total est inférieur ou égal a
celui de A. Il est donc proportionnel a A. On calcule le coefficient de proportionnalité
en calculant le coefficient de S1'S572...9;_;. On obtient que ce coefficient est 2. On en
déduit que le polynome P, est de degré [ en T" et que son coefficient dominant est 2. Pour
T = S;, on calcule

B,(S;,51,...,51) = 25;R(5;)A.

Donc

Ph(Sju Sl, ceey Sl) - QS]R(SJ)

Alors P(T, Sy, ..., S;) et 2T'R(T') sont des polynomes de degré [ en T', de méme coefficient
dominant, et prenant les mémes valeurs aux [ points 7' = §j. Ils sont donc égaux. On
obtient P, = 2T'R(T)A et la formule de I’énoncé s’ensuit. [J

10.7 Réseaux spéciaux et extension de corps de base

Pour ce paragraphe, on oublie les définitions de 'espace Z et du réseau R. Pour toute
extension finie F” de F', on note Vi = V ®p F’. La forme ¢ se prolonge en une forme
F'-bilinéaire gp sur V. Si R est un op-réseau de V, on note Rpr = R ®,,. 0. Soient R
un op-réseau de V' et R’ un op-réseau de V. Notons K, resp. K’, le stabilisateur de R
dans G(F'), resp. de R’ dans G(F"). Disons que R et R’ sont compatibles s'ils vérifient
les deux conditions

(1) RNV =R;
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(2) K'NG(F) =K.

Remarquons que la premiere condition entraine K’ N G(F) C K : un élément de
K'NG(F) conserve R’ et V', donc aussi leur intersection R. On peut aussi bien remplacer
(2) par

(2)) K C K.

Lemme. Soit R un réseau spécial de V. Il existe une extension finie F de F telle que,
pour toute extension finie F' de F, il existe un réseau spécial R’ de Vi qui soit compatible
avec R.

Preuve. On imagine qu’il y a une démonstration immobiliere générale. Donnons une
démonstration d’algebre linéaire élémentaire. On a la propriété évidente

(3) soient F” une extension finie de F', F” une extension finie de F’, R’ un réseau de
Ve et R” un réseau de Vg ; supposons R’ compatible avec R et R” compatible avec R’ ;
alors R” est compatible avec R.

On a d’autre part

(4) si dgp (V') < 1, le lemme est vérifié pour E = F.

En effet, pour toute extension finie £’ de F', le réseau Ry est compatible avec R. Si
den (V) < 1, Rpr est spécial, d’ou (4).

A Taide de ces deux propriétés, un raisonnement par récurrence descendante sur
dun (V) montre qu'il suffit de prouver 'assertion suivante

(5) si dan (V') > 2, il existe une extension finie F’ de F et un réseau spécial R’ de Vi
tels que don(Ver) < dgp (V) et R soit compatible avec R.

On choisit comme en 7.1 une décomposition orthogonale V.= Z & V,,, un en-
tier ¢ tel qu’il existe v € V,, de sorte que valp(q(v)) = ¢, et une base hyperbolique
(V;)i=t1,.. +n de sorte que R soit la somme du réseau R, formé des éléments v € V,,, tels
que valp(q(v)) > ¢ et du réseau Ry engendré par les v; et les wbv_; pour i = 1,...,n.
Supposons dg, (V) = 2. Il existe une extension quadratique F de F et un élément A € F'*
tel que valp(\) = ¢, de sorte que 'on puisse identifier V,, a E et la restriction ¢, de ¢
a Vg, a la forme quadratique (v,v") — AT'racegp(7(v)v'), ot 7 'élément non trivial de
Gal(E/F). L'espace V,, g s'identifie & un espace de dimension 2 sur E, muni d'une base
(wi,w_), et gonp & la forme

(Trwi +z-w_,yywy +y-w-) = N@1y- +2-y4).

L’espace V,, est formé des z,wy+x_w_ € V,, g tels que x_ = 7(z4). Posons v,41 = wy,
V_p—1 = AN tw_. Alors (v;)i=x1,. +(n+1) st une base hyperbolique de V. Notons R’ le
op-réseau de Vg engendré par les v; et les wfhv_; pour ¢ = 1,...,n + 1. Il est spécial.
Montrons que R’ est compatible avec R. Remarquons que R’ est la somme de Rz g et du
réseau R/ engendré par w, et w_. Pour prouver que R’ NV = R, il suffit de prouver que
R, NVuy = Rapn. Le réseau R, NV, resp. Ry, est formé des zw, +7(x)w_, avec x € E,
tels que = € og, resp. valp(x7(x)) > 0. Ces deux dernicres conditions sont équivalentes,
d’ou lassertion. Montrons que K C K’. Soit k € K. Il suffit de prouver que, pour tout
élément v de la base de R, on a kv € R'. Si v = v; ou whv_; avec i = 1,....m, on a
v € R, donc kv € R C R'. On peut remplacer les deux éléments de base restants par w,
et w_. Ecrivons

kwy =z wy +x_w_ + Z (xv; + whr_v_;),

i=1,....n

80



kwy =yrwy +y-w_ + Z (yivi + WpY—iv—i).
i=1,....n
Soit i = 1,...,n. On a wéx_; = qp(kw.,v;) = qp(w., k™ v;). On a déja prouvé que k'
appartenait a R, donc ¢g(wy, k™ 'v;) € wbop, puis z_; € og. De méme x;, y_; et y;
appartiennent & 0g. On a ge(wy) = 0, donc gr(kwy) = 0, ce qui s’écrit

Ar i + Z wprir_; = 0.

i=1,....,n

D’apres ce que l'on vient de démontrer, cela entraine x,x_ € og. De méme, y,.y_ € op.
L’automorphisme galoisien 7 de F induit un automorphisme antilinéaire de Vg que 'on
note aussi 7. On a 7(vy;) = vy; pour i = 1,....n, 7(wy) = w_ et 7(w_) = w,. Puisque
k € G(F), il commute a 7, donc kw_ = 7(kw,), dou y_ = 7(z4) et y» = 7(z_). On a
ge(wy,w_) =\, donc qg(kwy, kw_) = A, ce qui s’écrit

Mayr(xy) +x_7(2)) + o Z (Tiy—i +x_y-) = A

i=1,....n

Cela entraine . 7(xy) + x_7(x_) € og. Si par exemple z, & og, cette relation implique
que z_ n’appartient pas non plus a og. Alors, la relation z x_ € og n’est pas vérifiée,
contrairement a ce que I'on a déja prouvé. Cette contradiction prouve que z, € og. De
méme, x_, y, et y_ appartiennent a op. Alors kw, et kw_ appartiennent a R’ comme
on le voulait. Cela prouve (4) sous I'hypothese d,, (V') = 2.

Supposons d.,(V) = 3. Soit E l'extension quadratique non ramifiée de F' et 7
’élément non trivial de Gal(E/F). On peut identifier V,, & E ® F' et ¢4, a une forme

(we z,w & 2') — MTraceg p(T(w)w') + 2 vz2',

ou A\, pu,v € F*, valp(A\) = c et, ou bien p = 1 et valp(rv) = 1, ou bien v = 1 et
valp(pu) = 1. Le réseau Ry, s'identifie & op @ op. L'espace Vi, g s’identifie & un espace
de dimension 3 sur £ muni d’une base (w,,w_,wyp) de sorte que la forme g, g s'écrive

q(zrwy + 2w+ ToWo, Y1 Wy + Y- w_ + Yowo) = ATy + T_yy) + 2Avz0Y0-

Parce que E est non ramifiée sur F', R,, p s’identifie au op-réseau engendré par les
éléments de base. Posons v, 11 = wy, v_p—y = A ptw_. La famille (v;);—q1, £(nt1) €st
un systeme hyperbolique maximal de Vg et w, est une base de son orthogonal. Le réseau
Rp est engendré sur op par les v; et les wiv_; pour ¢ = 1, ..., n, les éléments v, 41 et wy
et I'élément wfv_,,_1, resp. w%“v_n_l, si p =1, resp. v = 1. Il est compatible avec R
mais n’est pas spécial (dans le cas ot = 1, la droite Fwgy ne représente aucun élément
de valuation ¢). Néanmoins, grace a (3), il suffit de trouver une extension F’ de E et un
réseau spécial R’ de Vg qui soit compatible a Rg. Introduisons une racine carrée z de
uv, soit F' = E(z) et R’ le réseau de Vpr engendré par les v; et les who_; pouri=1,...,n
et par

- Vg1, WEU_p 1 et 27wy siop = 1;

- 2 g, Whav_, g et wg siv =1,

Ce réseau est spécial. Il est clair que R’ NVr = Rg. Notons K le stabilisateur de R
dans G(F) et K’ celui de R’ dans G(F"). Il reste a prouver que K C K’. Introduisons le
réseau Rp/, qui est aussi égal a (Rg)p, et son dual Ry, = {v € Vi;Vw € Rpr, qp (v, w) €
o }. On vérifie que

R =2 '"Rp N @Ry N {v € Vs valp (g (v)) > valp (M)}
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Un élément de Kg stabilise forcément Ry, donc aussi son dual, et il stabilise aussi le
dernier ensemble ci-dessus. Donc il stabilise R’ et appartient a K’. Cela prouve (4) sous
I'hypothese d,, (V) = 3.

Supposons enfin d,, (V') = 4. Avec les mémes notations que dans le cas précédent, on
peut identifier V,, a ¥ ® E et q,, a la forme

(w1 @ wo, w) & wy) = AN racegp(T(wr)w)) + wpATraces p(T(wa)wh).

Introduisons une racine carrée z de wp, posons [/ = E(z). On vérifie comme dans le cas
précédent que le réseau R = z7'Rp N AR}, de Vi satisfait les conditions de (4). Cela
acheve la preuve. [

Revenons au réseau R que l'on a fixé en 7.2. On lui a imposé d’étre somme d’un
réseau de V[ et d’'un réseau de Z engendré par des éléments proportionnels aux éléments
v; pour ¢ = *1,..., 7. La preuve du lemme montre que 1’on peut imposer aux réseaux
R’ de I’énoncé de vérifier les mémes conditions.

10.8 Preuve de la relation 10.4(11)

On va élargir les hypotheses sur la fonction X” — ~x». Celles que I'on impose dans
ce paragraphe sont

(1) il existe un sous-ensemble compact 2 de =+ S + ¥ tel que XZ = yyn X "yx» € Q
pour tout X” € wyr Nt/ (F)%;

(2) il existe ¢; > 0 tel que o(yx~) < cilog(N) pour tout X” € wpn Nt (F)%[> N7).

La fonction que nous avons utilisée jusque-la vérifie ces hypotheses : (1) résulte de
9.7(1) et on a vu dans la preuve de 10.4(8) que 9.7(2) entrainait (2).

Soit Q = LU, € F(M,). On note %5, Vensemble des racines de Ay, dans ug.

Lemme. Soit ¢ > 0. Il existe ¢ > 0 tel que la propriété suivante soit vérifiée. Soient a €
Ari(F),g € G(F),u € Us(F) et X € wp»Nt'(F)%[> N~*]. Onsuppose o(g), o(a), o(ug)
clog(N) et a(Hy(a)) > clog(N) pour tout o € ;. Alors on a I'égalité kv (Yyvatg) =

kN (Vxnag)-

Preuve. Soient F une extension finie de F' vérifiant la condition du lemme précédent
et I’ une extension finie de E. Fixons un réseau R’ de Vp vérifiant la conclusion de ce
lemme. Comme on 'a dit, on peut supposer qu’il vérifie des propriétés analogues a celles
que I'on a imposées & R. A I'aide de ce réseau, on construit la fonction k% sur G(F")
analogue a ky. On vérifie que la restriction a G(F') de la fonction mﬁ)alw(wﬂ est égale
a ky. Le lemme se déduit alors du méme lemme ou le corps des scalaires a été étendu a
F’. On va maintenant oublier ces constructions, en retenant que 'on a le droit d’étendre
le corps F'. En particulier, on peut supposer les tores T et HZ déployés.

Dans tout ce qui suit, les éléments X" sont implicitement supposés appartenir a
wpr NY'(F)%. Montrons que I'on peut changer de fonction X” +— ~x». Considérons une
fonction X" — 7y~ soumise aux conditions (1) et (2) ci-dessus, et notons ici X" +— v,
la fonction initiale, soumise aux conditions de 9.7. On pose X% = vy X"yx» et X% =
1}},X”1X,,. D’apres le lemme 9.5, pour tout X” € t/(F)°, il y a d’uniques éléments
w(X") € U"(F) et t(X") € HY(F) tels que X¢ = u(X")"1(X") ' X" t(X")u(X"). On
a t(X") X" t(X") € E+ S+ A. D’apres le lemme 9.3, les coefficients de u(X") et
HX") 71X " t(X") sont polynomiaux en ceux de X{. Ce dernier terme reste dans un
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compact, donc u(X") et t(X")"1X"t(X") sont bornés. Reprenons la preuve du lemme
10.1, précisément celle de Iassertion (3). On voit que le fait que ¢(X”) "1 X"t(X") soit
borné entraine une majoration o(t(X")) << 1+ |log|Qs(X")|r|. Pour X" € t'(F)°[>
N~ on a donc o(t(X")) << log(N). Puisque les images de X” par les conjugaisons
par yx» et par v, #(X")u(X") sont égales, il existe y(X") € T"(F) tel que yx» =
Y(X")7 4, t(X")u(X”). Les majorations (2) pour nos deux fonctions et celles que nous
venons de démontrer impliquent o (y(X")) << log(N) pour X € t(F)[S;> N~°]. Soient
¢, a, g, uwet X” comme dans le lemme. Puisque y est invariante a gauche par U(F)H (F),
on a

ki (Yxwatg) = kn(vy,at'y'),
kv (Yxnag) = kn(vgnag),

ot ¢ = y(X") g, @ = y(X")luy(X"). 1l existe ¢ > 0 (indépendant des variables)
tel que o(¢’), o(d)o(u'g") < clog(N). Supposons le lemme démontré pour la fonction
X" — Y v A ¢, ce lemme associe une constante c. Les égalités ci-dessus montrent que
pour la - fonctlon X"+ ~xn, la conclusion du lemme est valide pour la constante ¢ = ¢.
Le méme calcul s’applique dans 'autre sens : la validité du lemme pour la fonction
X"+ 7xn entraine sa validité pour la fonction X" — v .

Démontrons maintenant le lemme dans le cas ou r = 0. Comme en 9.4, on introduit
des coordonnées en posant

X¢ =8+ c(vg, [2ows] + Z Zwj),

j==£1,....+m

ou, comme en 9.6, les termes entre crochets n’existent que si d est pair. Le tore 7" étant
déployé, on peut introduire un systéme hyperbolique maximal (eyg)r=1. ; de V' formé
de vecteurs propres pour 7”. On note z;, la valeur propre de X” sur €. Soit k= 1,..., 1,
posons

Yxner =Y (2v9) Mvo + [yows] + Z Yjwj,

j=%1,..4m
Yxne—k =Y (200) "tvo + [ygws] + Z Yjw;.
j=+1,..4+m

Ces éléments sont vecteurs propres de X, de valeurs propres zy et —z_j. Cela se traduit
par les égalités

8jY; + Y = xpy;, —8y—5 +25Y = xpy—j, [20Y = 20),

siy; +24Y = —myl, —siyl 2 Y = —nyl s, [20Y = —xrygl,

olt j = 1,...,m et les s; sont les valeurs propres de S. Supposons X € t(F)[S;> N~
Alors Qg(X") # 0, a fortiori x, £5; # 0 pour tous j, k et les égalités ci-dessus impliquent

y = a2 g 2b
T =y 7Tty Ty
zY! Z_Y' 20Y’
Y= ——— Y= ———— gy = —,
—TE — 8 —Tr + 55 —T,
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On a d’autre part 1’égalité q(v)},l,ek,vX,l,e_k) = 1. Les formules précédentes traduisent
cette égalité par YY'P(X") = 21y, ou

22 1 1
P(X")=1-[vgus=3] =25 > 2z :
(X7) [ VOVS:L%] Lo Zj% J((l,k — ) + (x5, + ;)2

J=1., m

En utilisant les égalités 9.4(1) et (2), on obtient

P(X")=1+]

[J P —— 552’] B Z (@} +55) [ oo, l;k’;ﬁk(S? — T
(

)
3? - Ii)[é“?] Hj’zl ..... m;j’#j(S? - 3)

Cette expression est calculée par le lemme 10.6. En effet, si d est impair, on a [ = m. On
prend pour polynéme R(T) = [[y_; (T — 7) et on remplace les indéterminées
T, Sy, ...,5; de 10.6 par z2, s3,....s2,. Si d est pair, on a [ = m + 1. On prend le méme
polynoéme R(T) et on remplace les indéterminées par z3, 0, s%,...,s%,. Le lemme 10.6
conduit ainsi a 1’égalité

=1,...,

Rl (X//)
RQ(X//)’

3)  YY'=2u

ou

(@)’ = ][ (5 -ad),

Jj=1,...m
R (X”) o _2.:(:2 Hk/::l ..... l’k/?ék(l’z/ - x%)’ Sl d est lmpall",
2 N 2 Hk/zl _____ l;k’#k(zi’ - 1%)7 sid est pair.

Rappelons que

Qs(X") = H (s7 — zj).

On peut donc aussi écrire YY'Q(X") = Qg(X”), ou @ est un polynéme sur t’(F).
Puisque X" reste dans un compact, valp(Q(X"”)) est minoré, donc valp(YY') <<
valp(Qs(X")). Supposons X” € t/(F)°[> N~%]. Alors valp(Qs(X")) << log(N). On
a aussi o(yx») << log(N), donc valp(Y),valp(Y'") >> —log(N). On en déduit

valp(Y),valp(Y') << log(N).

Remarquons que Y = q(yxher, vo) = qlex, yxnvo) et de méme Y’ = q(e_y, yxnvp). Cela
démontre que

(5) on a valp(q(exr, vxv0)) << log(N) pour tout k = 1,...,0 et tout X € wypr N
t'(F)%[> N~°.

Considérons l'ensemble Ey des a € Ap.(F) tels qu'il existe g € G(F) et X" €
wrn N '(F)S[> N7 de sorte que o(g) < clog(N) et ky(yyxnag) = 1. Puisque T" est
déployé, on a Apn =T" et tout a € Apn(F') est déterminé par ses valeurs propres a sur
les vecteurs €,. Montrons que

(6) on peut fixer ¢y > 0 tel que

(i) valr(g~'v) — valg(v) > —cylog(N) pour tout v € V, v # 0, et tout g € G(F) tel
que o(g) < clog(N);

(ii) valg(yxnvy) > —calog(N) pour tout X” € wrw Nt (F)%[> N~;

(iii) valg(a~'v) —valg(v) > —N — cylog(N) pour tout v € V, v # 0, et tout a € Ey.

Les deux premieres majorations sont aisées. Montrons la troisieme. Soient a € Fy,

g tel que o(g) < clog(N) et X" € wpn N t'(F)%[> N7 tels que ry(yxrag) = 1.
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Cette condition signifie que valg(g~ta tyxnvg) > —N. Grace a (6)(i), elle entraine
valp(a™'yxnvg) + N >> —log(N). Donc

valp(q(a™ yxnvg, exx)) + N >> —log(N)

pour tout k. On a
q(a™ yxvo, exr) = q(yxnvo, aexr) = ai ' q(yxnvo, exk).
La majoration précédente et (5) entrainent
tovalg(ar) + N >> —log(N),

et on en déduit la majoration (6)(iii).

Enfin

(7) il existe ¢ > 0 vérifiant la propriété suivante; pour tout a € Az.(F') tel que
a(Hag,(a)) > clog(N) pour tout o € X, pour tout @ € Ug(F) tel que o(a) < clog(N)
et tout v € V, v # 0, on a valg(atia™ v — v) > 3calog(N).

En effet, les valuations des coefficients de u — 1, disons dans une base de R, sont
minorés par —cslog(N), pour une constante c3 convenable. On en déduit que les valua-
tions des coeffients de a@ia™" — 1 sont minorés par —cslog(N) +inf{a(Ha,(a)); o € X5}
L’assertion s’ensuit.

La constante ¢’ étant maintenant fixée, soient a, g, u et X” comme dans ’énoncé. Si
a & Ey, on a ky(yynatig) = ky(yxrag) = 0. Supposons a € Ey. D’apreés la définition de
K, pour prouver 'égalité ry (vyratig) = kn(vxrag), il suffit de prouver que valg(v) >
—N, ou
Ya™ yxrvg — g~ a T yxe.
1,—1

V= g_lﬂ_

On pose v, = gu, vy = avy, v3 = YxrVy. On a vo = au™'a™ vy — v3 et

valg(v) = valg(v) — valg(vy) + valg(vy) — valg(ve) + valg(ve) — valg(vs) + valgr(vs).

Les minorations (6) et (7) entrainent la minoration valg(v) > —N cherchée.

Passons au cas général ot on ne suppose plus r = 0. On peut fixer un élément
P, = MyU, € P(M,) et se borner & considérer des a € Aqn(F) tels que Hyy,(a) € C'Z(AJISh).
Si B, n’est pas inclus dans @, I'assertion a prouver est vide car il n’y a pas de tels a pour
lesquels a(Hyy, (a)) > 0 pour tout o € Ea On suppose donc P, C ). Montrons que

(8) il existe § € G”(F) tel que 6P,6~ C Pet AC 0Amd L.

Puisque A C G” et A7» = T” est un sous-tore maximal de G”, on peut en tout cas
trouver 6 € G”(F) tel que A5 C Apn. On a alors -1 P§ € F(M,). Supposons que I'on
n’est pas dans le cas exceptionnel. Fixons un élément P’ € P(M,) tel que P’ C 6~ P3.
Le Lévi My a une forme particuliere : il est produit d’'un groupe spécial orthogonal et de
groupes G'L(1). On sait qu’alors deux éléments de P (M) sont conjugués par un élément
de Normep)(My). Si d est impair ou si W' = {0}, 'application naturelle

Normen(p)(Arr) — Normer)(My) /My (F)

est surjective. Donc P, et P’ sont conjugués par un élément de Normer gy (Arr). Quitte
a multiplier 0 & droite par un élément de cet ensemble, on peut supposer P’ = P, et la
conclusion de (6) est vérifiée. Supposons d pair et W’ # {0}. Fixons w’ € W' tel que
q(w") # 0. Identifions G”* a un sous-groupe de G en faisant agir un élément g € G"*
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par det(g) sur Fw' et par 'identité sur 'orthogonal de w’ dans W’. Alors 'application
naturelle
Normgu+ gy (Arr) — Normer)(My) /My (F)

est surjective, donc P, = g~ P’g pour un élément g € NormG,,+(F)(AT//). Sige G"(F),
on conclut comme ci-dessus. Sinon, on remarque que A n’est pas un sous-tore maximal
de G”, car A fixe le vecteur vy € V”. L’inclusion 6 1AJ C Azn est stricte et on voit qu'il
existe un élément y € Normeg,+ ) (Arr) tel que det(y) = —1 et la conjugaison par y fixe
tout point de 71 A¢. Cette conjugaison conserve donc P’ et on peut remplacer ¢ par yg,
ce qui nous ramene au cas précédent.

Dans le cas exceptionnel, on vérifie que 61 P§ appartient & F (My). On remplace dans
la preuve ci-dessus les ensembles P(M,) et Normery(Mj) par P(M,) et Normegy(Azn).
En utilisant le lemme 10.3, on voit que le raisonnement reste valable. Cela prouve (8).

Soient § vérifiant (8) et a, g, u et X” comme dans 1’énoncé. On a

ki (vxratg) = k(7 ynalig),

ot X" = 0X"67Y, v, = dyxn, a = dad~!, & = dud~', g = dg. On remarque que ces
termes vérifient les mémes hypothéses que les termes de départ (avec une autre constante
¢), mais avec le tore T” et le sous-groupe parabolique P, remplacés par 67”6 et 6P,6 .
Cela nous ramene a démontrer le lemme pour ces nouveaux termes.

On va plutot oublier ces constructions, mais supposer que nos objets de départ
vérifient les mémes hypotheses que ceux que 'on vient de construire. C’est-a-dire que
I'on suppose désormais P, C P et A C Agn. Le tore T” se décompose en T" = ATY,
ou Ty est un sous-tore maximal de G{. En travaillant dans ce groupe G, on définit
Pensemble t{(F)® et une fonction X +— o xy € G{(F) sur cet ensemble, vérifiant les
analogues de (1) et (2). Pour X" € t/(F)®, écrivons X" = X! + X/, avec X" € a(F) et
X € t§(F). On vérifie que X} € tj(F)°. Posons X% = = + X/ + 70—7;%’)(6/709(6" On a
X¢ € =24+ S+ % et, comme dans la preuve du lemme 9.6, on montre que X3 est conjugué
a X" par un élément de G”(F). D’autre part, considérons 1'élément -, x4 =%, ;%” Il ap-
partient & u(F). Puisque X” est un élément régulier de m”(F), il existe vx» € U(F) tel
que Yo, x5 =7, ;f()’ = v;(},X "vxn. Cet élément vy, est unique. Ainsi qu’il est bien connu,
ses coefficients sont des fractions rationnelles en les coefficients de ~, X(/)IE%; ;f()’ et X"

et les dénominateurs de ces fractions rationnelles divisent le polynome det(X”|g”/t").
Pour X” € wpr N'(F)%[> N~%], on a donc une majoration o(vx») << log(N). Po-
sons yx» = vxnyo,xy- On a alors Yn X" yxn = X% et on voit que l'application X"
vx» vérifie les propriétés (1) et (2). On peut travailler avec cette application. On a
vxr € Uy(F). Décomposons cet élément en vx» = nx»vxr, avec ny» € Uy(F) N L(F) et
vxn € Ug(F). Soient a, X", g et & comme dans I'énoncé. On a yyhaiig = fy(;;(é,aﬂ’g’k),
o @ = (a"nxna)Lu(a nxra), ¢ = a ‘nyhag, k = g tu"ta  wxratg. Puisque vxn €
Ug(F) et ainsi qu'on 'a vu au cours de la preuve du cas r = 0, on peut fixer ¢4, > 0
tel que la condition inf{a(Hy,(a));a € B5} > cslog(N) entraine que les valuations
des coefficients de k — 1 soient >> log(/N). On impose cette condition sur a. Alors
k € K. La conjugaison par a~' contracte U;(F), donc o(a™'nxra) << log(N) et aussi
o(@') << log(N), o(g') << log(N). On a donc ky(yyxhatig) = KJN(%I;%,aﬂ’g’) et de méme
ki (yxrag) = /{N(%; ;%,ag’ ), ou les éléments @’ et ¢’ vérifient des conditions analogues a
celles de départ. Soient @y € Ug(F)NGo(F') tel que @’ € (Ug(F)NU(F))uo, y' € A(F) et
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9o € Go(F) tels que ¢’ € U(F)y'go K et enfin y € A(F) et ag € Agy (F) tels que a = yay.
Alors 7, ;%,aa’ 9 € U(F)yy'v, ;%,aoﬂogoK , donc

ki (Vxraig) = k(% xpatl'g') = Kn Yy Y xpaotiogo).
De méme
ki (vxnag) = k(Yo xpa9') = K5 (YY" xy a090)-

Par définition de ky, ces expressions se récrivent
/ —1 = ! —1
FGA,N(yy )KO,N(’YQX()/CLOUOQO)a resp. HA,N(yy )’%,N(”Yox()/aogo)a

ol k4 n est une certaine fonction sur A(F') et ko y est I'analogue de ky pour le groupe
(. Mais les données affectées d’un indice 0 vérifient des conditions similaires a celles de
départ. Cela nous ramene au cas du groupe Gg, autrement dit au cas r = 0 que nous
avons déja traité. Cela acheve la démonstration. [J

Démontrons 10.4(11). Soit ¢4 > 0. On impose a Zp_, la minoration c4log(N) <

cinfla(Zp,, );a € Apin} pour que tous les termes ci-dessous soient définis. Comme en
10.5, pour ¢ et w comme en 10.4(11), la fonction

¢ = 05, (¢ Z2(9)70(C — Z(9)qam)

est insensible au changement de g en ug. Alors

knx(Q,ag) — knxn(Q, g) = /A . o'y, (H, (@), 2(9))q(Har, () — Z(g)qur)

(kn(yxwatg) — kn(vxnag))da.

Il nous suffit que la condition cslog(N) < inf{a(Zp,,., ); € Apin} entraine la propriété
suivante. Soit a € Apn(F') tel que

9) %, (Ha (), 2(9)7o(Ha, (a) = Z(g)qrm) # 0.

Alors ki (yxnatig) = ky(yyrag). Prenons ¢ = ¢4 dans le lemme précédent. On en déduit
une constante ¢’. Le méme calcul qu’en 10.5 montre que (9) implique

inf{a(Hu,(a); o € 25} —inf{a(Zp,. );a € Apin} >> —log(N).

Il existe donc ¢5 > 0 (et ¢5 > ¢4/c1) tel que la condition cslog(N) < inf{a(Zp,, );a €

Apmin} entraine inf{a(Hy,(a)); € B4} > clog(N). Alors I'égalité cherchée est la
conclusion du lemme ci-dessus. [

10.9 Apparition des intégrales orbitales pondérées
On fixe S € Set T € T(G,). Soit Ny l'entier déterminé par la proposition 10.4.

Proposition. Pour tout N > Ny et tout X € t(F)[S;> N~°]n (Y (F) x '(F)%), on a
les égalités

/ 27 (X o 9)dg = 0

T'(F)Aqn (F)\G(F)
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si Apr # {1} ;

/ 755 (X )i xo (g)dg = (T Apn )i, L (X)
T/(F) A (F)\G(F)

Si AT’ = {0}

.. et construit une fonction g — o(g). Il convient
maintenant de la noter plus précisément g — o(g,Yp, . ). Soit X € t(F)[S;> N~/ n
(Y (F)xt'(F)%). Dans les intégrales ci-dessus, on peut remplacer ky x»(g) par @(g, Yp,,,, ),

vérifie la minoration de la proposition 10.4. Supposons que I’on n’est pas
dans le cas exceptionnel. Alors 0(g, Yp,, ) est la fonction introduite par Arthur dans [A3]
p.30 : avec les notations de cette référence, c’est vy, (1,9, Yp,,,) (il 0’y a pas de v(Apn)
dans la définition d’Arthur, car sa mesure sur Az~ (F') n’est pas la méme que la notre).
Remarquons que les intégrales de ’énoncé sont a support compact. On peut faire tendre
Yp, .. vers Uinfini. Alors 9(g,Yp,, ) est calculé en [A3] p.46 : pour Yp , dans un réseau

convenable R C Ayy,,.., c’est une somme de fonctions Yp , +— qc(Yp,, )exp(C(Yr,,.)),
ol ¢¢ est un polynome et ¢ € Hom(R, 2miQ/2miZ). De telles fonctions sont linéairement
indépendantes. Puisque 1'expression que ’on calcule est indépendante de Yp_ . , on peut

aussi bien remplacer ©(g, Yp, . ) par ¢o(0). Avec les notations d’Arthur, on a

q(0) = g, (1,9) = (=)™ > chui (9),
QEeF(My)

Preuve. En 10.4, on avait fixé Yp

pourvu que Yp

min

cf. [A3] (6.6) et p.92. Les cf, sont des constantes et on a c; = 1. On a obtenu I'égalité

/ 9fh (Xknxn(g)dg = (=)™ > LI(Q),
T/ (F)Ags (FN\G(F) ocrim

(1)

ou

Q- [ ot (X)0, (9)dg.
"(F)Aqn (F)\G(F)

Pour @ = LUg # G, on décompose 'intégrale en produit d’intégrales sur T"(F) Ap» (F)\L(F),
Kpin et Ug(F). On voit apparaitre une intégrale

[ e
Uq(F)

Or cette intégrale est nulle d’apres le lemme 5.5(i). Donc I(Q) = 0. Pour @ = G, on
peut remplacer U'intégration sur 7"(F)Ap.(F)\G(F) par 'intégration sur T(F)\G(F), a
condition de multiplier par mes(T'(F')/T"(F)Ar~(F)). On obtient

I(G) = mes(T(F)/T'(F)Aps (F)) D% (X) V2 T3y, WX, f)

avec la notation de 5.4. Si Ay # {1}, on a Ay, = Ap» & Ag, , = ApAps. Donc
Jﬁ/[h,x,w(X, f) = 0 d’apres le lemme 5.5(ii). Supposons A = {1}. Alors M, est le Lévi
noté M(X) en 5.6 et, en appliquant les définitions de ce paragraphe, on obtient

I(G) = (=)™ u(T)mes(T(F)/T'(F) A (F))6

f7x7w

(X).
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On vérifie que v(T)mes(T(F)/T'(F)Ar(F)) = v(T")v(Ar») et la formule (1) devient
celle de I’énoncé.

Supposons maintenant que l'on est dans le cas exceptionnel. Alors 7" = G’ est un
tore déployé de dimension 1 et on peut supposer 77 C M,,;,. Il faut remarquer que les
fonctions d’Arthur que nous avons utilisées ci-dessus ne dépendent de g et Yp . que
par U'intermédiaire des familles de points (Hp,(g9))p,er,) €t (Yp,)pep(,)- On peut en
fait associer de telles fonctions a deux familles (G, My)-orthogonales de points de Ay,
la seconde étant ”assez positive”. Introduisons le groupe G de 10.3 et rappelons que le
lemme de ce paragraphe nous permet d’identifier P(M,) et F(M,) & P(M) et F(M).
En remplagant G par G, M, par M, la famille (Hp,(9))p,epu,) par (Hp,(9)17) pepn,)
et la famille (Yp,)p.cp(a,) par (thvT")PnEﬁ(Mn)’ on remplace la fonction vy, (1,9,Yp,.,)
utilisée ci-dessus par une autre fonction, notons-la v (1, g,Yp, ;. ). Elle est égale a notre
fonction (g, Yp,,,). Les calculs d’Arthur restent valables pour cette fonction ainsi que

les arguments ci-dessus. On obtient la formule (1) modifiée de la fagon suivante : la

somme est limitée aux Q € F(M,); les fonctions U]%h (g) sont remplacées par des fonc-

tions, notons-les v%(g) Ce terme est la constante associée & la (G, M)-famille de points
(Hp,(9)1) pep(an,);p,cq- Le sous-espace Apr de Ay, vérifie les conditions de [A2] para-

graphe 7. Pour @ = LUg € ﬁ(Mh)> on peut appliquer le corollaire 7.2 de [A2] et on
obtient une égalité

w2 = Y AL (9).

L'e FL(My)

Comme en 2.2(3), " est un élément de P(L'). La constante d(L’) est non nulle si et
seulement si on a 1’égalité

Ay, = projly, (Ar) @ Ab.

Les L' qui interviennent sont tous différents de G : c’est évident si Q # G puisque
L' C L;si Q= G, cela résulte de 1'égalité ci-dessus et du fait que Ap» est strictement
inclus dans Ayy,. Le méme argument que dans le cas non exceptionnel montre alors que
tous les termes de la formule (1) sont nuls. O

10.10 La proposition principale
Si Ag: = {1}, posons

(1) L@, )=) > v(T)|W (G, T)| ™!

SeS T=T'"T"eT.y (Gév) XT(G”)

/ Js(X) D (XD (X" 26, (X)dX.
t(F)xt'(F)S ”

Si A # {1}, posons
Jow(0, f) = 0.

Proposition. (i) L’expression (1) est absolument convergente.
(ii) On a I’égalité
limN—n}on,w,N(ea f) = Jx,w(ea f)
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Preuve. Les intégrales de I'expression (1) sont a support compact. D’apres le lemme
5.4(iii), on a une majoration

D% (X) 2167, (X)| << (1 + llog (D% (X))])".
D’apres [HCvD] théoreme 13, la fonction
X' D% (X)) js(X)]

est bornée. Le lemme 2.4 entraine le (i) de 'énoncé.

Pour le (ii), on utilise la derniére formule de 10.1 qui nous ramene a prouver que
limn ool , (0, f) = Jow(0, f). Le terme Iy (0, f) est défini par la formule 10.4(1)
ot1 on limite les intégrales en X aux ensembles t(F)[S;> N~Y|N (Y (F) x t'(F)®). Pour N
assez grand, la proposition précédente nous permet de remplacer les intégrales intérieures
de cette expression par

{ 0si Ap # {1};
V(T w(Arn)b , (X) si Ay = {1},

Si Agy, # {1}, il n’y a aucun 7" tel que Ay = {1} donc I , y(0, f) = 0. Supposons
Ag, = {1}. Alors I, v (0, f) est égale a I'expression obtenue a partir de (1) ci-dessus en
limitant les intégrales aux ensembles t(F)[S;> N=°| N (Y(F) x t"(F)%). Quand N tend
vers U'infini, cette expression tend vers J, (6, f). O

11 Etude au voisinage de l'origine

11.1 Enoncé de la proposition
Considérons I’hypothese

Hypothése. Pour tout quasi-caractere 6 sur h(F') et toute fonction trés cuspidale f €
C>(g(F')) dont le support ne contient aucun élément nilpotent, on a I'égalité

limNﬁoolN(H, f) = [(9, f)

Le but de la section est de prouver 'assertion suivante.

Proposition. Sous cette hypothese, on a ’égalité
liquOOIN(G, f) = I(H, f)

pour tout quasi-caractere 0 sur h(F') et toute fonction tres cuspidale f € C°(g(F)).
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11.2 Calcul de limy_oIn(0, f)

Soient € un quasi-caractere sur h(F) et f € C°(g(F)) une fonction tres cuspidale.
On peut fixer un ensemble fini S d’éléments de h,.,(F) et une famille finie (cg)ges de
nombres complexes de sorte que

Y)=> csj(8,Y)

Ses

pour tout Y € Supp(f)® N H(F). On peut supposer que le noyau de I’action de chaque
S agissant sur W est de dimension au plus 1. Pour tout 7' € 7 (G), on définit ’ensemble
t(F)® en appliquant la définition de 9.6 au cas ot V” = V. On pose

=> Z cs|W(G, T)| ! DY (X)Y20,(X)dX.

SESTeT(G (S

On a noté éf la transformée de Fourier de 6y, cf. lemme 6.1. A priori, J(6, f) dépend des
choix des familles S et (cs)gses. Le lemme suivant montre que ce n’est pas le cas.

Lemme. (i) Cette expression est absolument convergente.
(ii) On a I'égalité limy_oIn(0, ) = J(0, f).

Preuve. Cet énoncé n’est qu’'une version relative aux algebres de Lie de la proposition
10.10 . On peut arguer qu'une démonstration analogue a celle de cette proposition s’ap-
plique. Comme nous aurons besoin plus loin de la construction qui suit, expliquons plutot
comment on peut déduire le lemme de cette proposition. Soit w C g(F') un bon voisinage
de 0 (au sens de 3.1 appliqué au cas z = 1). Supposons d’abord Supp(f) C w. Posons
0 = 01,npr). On a In(0, f) = In(0., f). Par I'exponentielle, on releve 6, et f en des
fonctions 8, sur H(F) et f sur G(F), a support dans exp(w N h(F)), resp. exp(w). On a
Iégalité In(0,,f) = In(0, f). On peut appliquer la proposition 10.10 aux fonctions 6 et
f et au point = 1. Donc limy_—oIn(0, f) = J1,(0,, ). Dans cette derniere expression
figure une fonction Hﬁ ., qui n’est autre que 9f En effet, d’apres la proposition 5.8, Qf o
est la transformée de Founer partielle de 6¢ ., = 6. Mais, pour x = 1, on a V" = 1
et la transformation de Fourier partielle est simplement la transformée de Fourier. Alors
J1..(0,, f) coincide avec J (6, f), ce qui prouve le lemme sous 'hypothese Supp(f) C w.

En général, rappelons-nous que l'on a fixé au départ une famille (§;);—,... ,—1 d’éléments
de F*, dont dépendent le caractére & et nos constructions. Soit A € F*. A la famille
(A&)izo,...r—1 €st associée un caractere £'. Il convient d’affecter d’indices &, resp. &', les
objets construits & 'aide du caractere &, resp. . Posons § = 6 et f' = f*. Compa-
rons les termes I¢ n (6, f) et Je(6, f) avec leurs analogues I n(6', f') et Je (0, f'). Pour
Y € h(F), on a

FEE) =Y.

On en déduit B »
(1) Ton(@, f) = A4 (6, £).

Grace a 2.6(1), on a

=Y s (S AY) =Y A e T (AS,Y)

Ses Ses
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pour tout Y € Supp(f)¢ N h(F). Pour définir Je (¢, f'), on peut donc prendre pour
famille &' la famille (AS)ges et pour constantes les cyg = \)\|_5(H cg. Soient T € T(G)
et S € S. On vérifie que, quand on remplace & par £ et S par A\S, 'ensemble t(F)° est
remplacé par M\t(F)*. Donc

0, )= 3 3 e D [ D) e,

SeS TeT (G AYF)S

On a f'(X) = A" F(A1X), donc 6;(X) = [N D0, (A1X) grace au lemme
6.1. On a aussi DE(AX)Y2 = |A|%9? DG (X)1/2. Par changement de variable, on obtient

(2) ng(e/’ f/) _ |)\|—dim(G)+dim(T)+5(G)/2—5(H)/2Jg(e’ f)

On a
—dim(G) + dim(T) 4+ 6(G)/2 = —=6(G) /2 = —dim(U) — 6(Gy)/2.

A Paide de 7.7(2), on vérifie que §(Go) +6(H) = 2dim(H) et I'égalité précédente devient
Je(0/, f) = [A|pm O g o, f).

En comparant avec (1), on voit que la relation limy_oole (6, f) = Je(0, f) est équivalente
alimy_oole N(0', f') = Je (0, f'). Prenons A tel que Supp(f’) C w. Alors la deuxieme
relation a déja été démontrée (la démonstration est insensible au changement de £ en
¢’). La premiere s’en déduit, ce qui acheve la preuve. [J

11.3 Une premiere expression du terme d’erreur

Dans ce paragraphe, on suppose vérifiée I’hypothese du paragraphe 11.1. Considérons
I’application

(97f>HE(va):llmN—onN(evf>_I(97f):J(evf)_l(evf)u

définie sur I'espace des couples (0, f) formés d'un quasi-caractere 6 sur h(F') et d'une
fonction tres cuspidale f € C2°(g(F)). Elle est bilinéaire.

Lemme. L’application E est combinaison linéaire des applications (0, f) — cgoncy 105
ot O, resp. O, parcourt I'ensemble des orbites nilpotentes régulieres de b(F), resp.

a(F).

Preuve. On commence par prouver

(1) on a E(0, f) = 0 si cgon = 0 pour tout O € Nil(h(F)) ou si cg,0 = 0 pour
tout O € Nil(g(F)).

Supposons ¢y, 0 = 0 pour tout O € Nil(g(F')). On peut alors fixer un G-domaine w
dans g(F'), compact modulo conjugaison et contenant 0, tel que 67(X) = 0 pour tout
X € w. Posons ' = f1, et f”" = f — f'. Ces fonctions sont tres cuspidales. Le support
de f” ne contient pas de nilpotent donc E (6, f”) = 0 d’apres I'hypothese de 11.1. On a
05 = 0 donc aussi 8y = 0. Des définitions résultent les égalités J(6, f/) = 0 = I(6, f').
Dot E(0, f') = 0, puis E(0, f) = 0. Supposons maintenant ¢y oz = 0 pour tout O €
Nil(§(F)). On peut fixer un G-domaine w dans g(F'), compact modulo conjugaison et
contenant 0, tel que §(X) = 0 pour tout X € w N h(F). Définissons f’ et f” comme
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précédemment. Puisque 6 est nul sur Supp(f')“ N h(F), il résulte des définitions que
JO, f)=0=1(0, f'). On conclut comme précédemment. Cela prouve (1).

Soit A € F*% posons ' = 02, f' = f*. On a 0y = (6;)*. Pour OF € Nil(h(F)) et
O € Nil(g(F)), on a I'égalité

—dim(O™) /2—dim(0)/2

(2)  coomco,0 = Al Co.01Co;,0

d’apres 4.2(2).

Montrons que

(3) B, 1) = "R B, ).

Reportons-nous a 'égalité 11.2(2). Il y figure un terme Jg(¢', f'). En fait, il est égal
a Je(0, f'). En effet, ce terme ne dépend de & que par la définition des ensembles t(F)%,
pour T € T7(G) et S € &' (I'ensemble associé a 0’). Cet ensemble est celui des éléments de
t(F') vérifiant certaines conditions de régularité et conjugués a un élément de =+ S + ¥,
si le caractere utilisé est &, a un élément de A= + S + X, si le caractere utilisé est &', Or,
soit a € A(F) tel que a; = A~ pour tout i = 1,...,7. Alors a(Z+S+X)a™t = A2+ S+ 3.
Donc l'ensemble t(F)“ est insensible au changement de ¢ en ¢'. L’égalité 11.2(2) nous
dit alors que

@) JO, ) = NP g0, 8).

Soit T' € 7. Introduisons comme en 7.3 la décomposition W = W’ @ W relative a T
et les notations afférentes. Soit X € t,(F'). D’apres 4.2(2), on a les égalités

- _s(a"
cor(X) = N2 (AX), ep(X) = NP (0X).
On calcule comme en 7.5
DIATX) = NS DI ANTIX) = AR YIA(X).

Par changement de variable, on obtient
/ cor(X)ep (X)DT(X)A(X)dX = IAI%/ co(X)ep (X)D"(X)A(X) dX,
t(F) (1)

ou

b= —0(G")/2 — dim(T) + 6(H")/2 — 6(H) — rdim(W").

En utilisant 7.7(2), on vérifie que b = —§(G)/2 — §(H) /2. De I'égalité précédente résulte
alors I'égalité
10, f') = AR, f).

Jointe & (4), cette égalité démontre (3).

La relation (1) entraine que la forme bilinéaire F est combinaison linéaire des ap-
plications (0, f) — cyonce, 0, ot OF, resp. O, parcourt Nil(h(F)), resp. Nil(g(F)).
Les relations (2) et (3) nous disent que E, ainsi que toutes ces applications, sont ho-
mogenes pour la transformation (0, f) — (6*, f*). 1l en résulte que E est combinaison
linéaire de celles des applications ci-dessus qui sont de méme degré que E. On a toujours
dim(O") < §(H), dim(0O) < §(G). L'égalité dim(O7) + dim(O) = §(H) +§(G) est donc
équivalente a la réunion des deux égalités dim(O™) = §(H) et dim(O) = 6(G). Celles-ci
sont vérifiées si et seulement si O et O sont régulieres. [
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11.4 Calcul de germes de Shalika

Dans ce paragraphe, on suppose GG quasi-déployé. Soient B un sous-groupe de Borel
de G et T4 un sous-tore maximal de B. Soit X,q un élément de t,q(F) N greg(F).

Supposons d pair et d > 4. Pour toute extension quadratique E de F', notons 7g
'élément non trivial de Gal(E/F) et xg le caractere quadratique de F* associé a E.
Si dan(V) = 0 (ou encore, si G est déployé), on note xy le caractere trivial de F'* et
on pose 1 = 1. Si dg, (V) = 2, il y a une extension quadratique E de F' et un élément
n € F* tel que le noyau anisotrope de ¢ soit la forme nNormpg,p. L’élément n n’est pas
unique, on le fixe. On pose yy = xg. Soient Fj et Fy deux extensions quadratiques de F'
telles que xp, xm = Xv. Pour i = 1,2, soient a; € F;* tel que 7x,(a;) = —a;. On suppose
a1 # %ay. Soit ¢ € F* tel que xv(ncNormp r(a;)) = 1. On peut identifier V', comme
espace quadratique, a la somme orthogonale F| & Fy, & Z, olt I} est muni de la forme
cNormp, p, I, est muni de la forme —cNormp, r et Z est un espace hyperbolique de
dimension d — 4. Fixons une telle identification et un sous-tore déployé maximal 7' du
groupe spécial orthogonal de Z. Pour S € {(F), considérons 1'élément Xp, € g(F) qui
agit par multiplication par ai, resp. as, sur Fy, resp. Fy, et par S sur Z. Les éléments
a1 et as étant fixés, on peut choisir S tel que X r, soit régulier. On fixe un tel S. Les
éléments a1, as et S étant fixés, on peut faire varier ¢. La classe de conjugaison de Xp,
ne dépend que de X (¢). On note X;;l I’élément correspondant & un ¢ = ¢* tel que
xXr (ch) = xr(M)xm (Normp, jp(a1) — Normpg,/r(az)) et Xp celui qui correspond a un
c=c" tel que xr (c7) = —xp (c?).

On se rappelle que 'on a classifié les orbites nilpotentes régulieres en 7.1.

Lemme. Soit O € Nil(g(F)).
(i) On a les égalités

0, si O n’est pas réguliere;
1, si O est réguliere.

Fo(Xqa) = {

(ii) Supposons d pair et d > 4. On a les égalités

0, si O n’est pas réguliere;

+\ -\ —
F(9<XF1) FO(XFl) - { XFl(VU)> si0O =0, avec v € NV.

Preuve. Le tore Tj4 est un Lévi de G et la distribution f — Jo(Xya, f) est induite de
la distribution f +— f(Xyq) sur t,(F). On a évidemment F{TS‘}I(qu) = 1. Alors I'o(X,4)
est non nul si et seulement si O intervient dans 'orbite induite de 'orbite {0} de t,q(F).
Cette condition équivaut a ce que O soit réguliere. On en déduit la premiere égalité de
(i).

Supposons d pair et d > 4 et reprenons les constructions qui précedent 1’énoncé.
Notons Gy le groupe spécial orthogonal de Fy @ Z et Gy celui de Fy. Ils sont quasi-
déployés. Pour ¢ = 1,2, on fixe un sous-tore maximal 7; ,4 de G; inclus dans un sous-
groupe de Borel (on a Ty .4 = G2). Le groupe G x G5 est un groupe endoscopique de G.
La distribution

[ JG(Xl:tﬁ f) - JG(Xf:l’ f)

est le transfert endoscopique d’une distribution
(f1, f2) = Ja, (X4, f1)Ja, (X, f2)
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sur g1 (F') x go(F), ou, pour ¢ = 1,2, X, est un certain élément de t; ,4(F'). Il en résulte
que le développement en germes de la premiere distribution s’obtient en transférant celui
de la seconde distribution. Comme on vient de le voir, ce dernier ne contient que des
orbites nilpotentes régulieres de g;(F') X go(F'). Le transfert endoscopique d’une intégrale
nilpotente réguliere est combinaison linéaire de telles intégrales. On en déduit la premiere
égalité de (ii).

Il ne reste plus qu’a calculer des germes relatifs a des orbites nilpotentes régulieres.
Ceux-ci ont été calculés par Shelstad ([S]). Il faut d’abord voir que les mesures utilisées
par Shelstad sont compatibles avec les notres. Shelstad suppose les mesures sur les tores
maximaux ”algébiques” au sens suivant. On fixe une forme différentielle or,, de degré
maximal sur 7}4, invariante par translations, et un réel A > 0. Pour sous-tore maximal 7’
de G, l'isomorphisme T' ~ T, sur F' permet de transférer ot,, en une forme différentielle
dr sur T'. On prend alors pour mesure sur 7'(F') la mesure A|dr|Fr, cf. 9.6 pour la notation.
Mais on a vu dans la preuve du lemme 9.6 que nos mesures autoduales s’obtenaient par ce
procédé, pour dr,, et A convenables. Soit O une orbite nilpotente réguliere. La mesure sur
O utilisée par Shelstad est définie de la fagon suivante. Soit N € O. Considérons une suite
(Y;)jen d’éléments de g.co(F) telle que lim;_..Y; = N. Alors, I'espace tangent T'angy,
en Y; a la classe de conjugaison de Y; tend, en un sens que I'on va préciser, vers ’espace
tangent T'angy en N a O. Notons T; = Gy,. L’espace T'angy, est égal a g(F)/t;(F), sur
lequel on a une mesure m;. Alors les mesures D (Y;)Y?m; tendent vers une mesure my
sur Tangy. La mesure sur O est celle qui, en N, coincide infinitésimalement avec my.
Fixons un supplémentaire t du noyau de ad(/N') dans g(F'). Pour j assez grand, t est encore
un supplémentaire de t;(F') dans g(F) et on peut identifier Tangy, = Tangy = t. Soit
[; Porthogonal de t; dans g. On a aussi T'angy, ~ [;(F'). Modulo cette identification, la
mesure m; est la mesure autoduale associée & la forme quadratique (Y, Z) — Ltrace(Y Z)
sur [;(F). Mais le jacobien de ad(Y;) agissant dans [(F) est D(Y;). Donc D% (Y;)Y?m;
est aussi la mesure associée & la forme symplectique (Y, Z) — strace([Y;,Y]Z) sur [;(F).
La méme formule définit une forme antisymétrique sur tout g(F'), de noyau t;(#"). On
peut donc remplacer [;(F) par t et la mesure D%(Y;)Y2m; est la mesure associée a la
forme symplectique (Y, Z) — strace([Y;,Y]Z) sur . Quand Y; tend vers N, cette forme
tend vers (Y, Z) — itrace([N,Y]Z) et D(Y;)"/?>m; tend vers la mesure associée a cette
forme. Mais c¢’est précisément la facon dont nous avons défini notre mesure sur O en 1.2.

Cela étant, Shelstad montre qu'un germe 'p(S) associé a une orbite nilpotente
réguliere O vaut 1 ou 0, selon qu'un certain invariant est égal ou non a 1. Pour I’élément
X, 1l est facile de voir que l'invariant est 1 et on en déduit la seconde égalité de (i).
Considérons la situation de (ii). Pour un signe ¢ = =, notons T le sous-tore maxi-
mal de G tel que Xf;l € t5(F). Soient v € NV et N € O,. Shelstad note l'invariant
z'nv(Xf;l)inv(TC) Jinvpc(N). Tous ces éléments appartiennent au groupe de cohomologie
HYT¢) = H (Gal(F/F),T¢). On aici H'(T¢) = {£1} x {£1}. Les invariants dépendent
du choix d’un épinglage. On effectue ce choix comme en [W3| X.3 en prenant pour élément
n de cette référence notre élément 1 multiplié par 2(—1)%2~1. Dans le lemme X.7 de [W3)],
nous avons calculé le produit inv(X};l)inv(T ¢). On a

(1) imi(Xlgl)imi(TC) =

(xm (=12 ()" ay P'(ar), xm (2(=1)2n(c*) ~lay ' P! (a2))),

ot P est le polynome caractéristique de X, agissant dans V' et P’ est le polynome dérivé.
Notons (£35;);=3,...4/2 les valeurs propres de 'action de S dans Z. Elles appartiennent a
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F* puisque T est déployé. On a

P(T) = (T? + Normp, jp(a1))(T? + Normp,r(as)) | H (T? — &%).

Donc

a; " P'(a1) = 2(—Normp, jp(a1) + Normp, r(az)) H (=Normp, jp(a1) — 57)

On a 37 4+ Normg, jp(a1) = Normg, jp(5; + a1), donc xp, (55 + Normp, jp(a1)) = 1. Un
calcul similaire vaut en échangeant les roles de F et Fy. La formule (1) se simplifie en

inv(X};l Yinv(T¢) =

(xr (n(c*) " (Normp, yp(ar)—Normp, p(az))), xr, (1(c*) ™ (Normpg, yr(a1) = Normp, p(az))).
D’apres la définition de ¢, on obtient

inv(Xy, )inv(T¢) = (¢, C),

ou on identifie ¢ & un élément de {£1}. L’épinglage détermine un élément nilpotent
régulier N* : avec les notations de [W3] page 313, N* = > ., X,;. Notons v

.....

I’é1ément de NV tel que N* € O,-. On définit un cocycle dy de Gal(F/F) dans T¢ de
la fagon suivante. Si v = v*, dy = 1. Si v # v*, on pose Ey = F(y/v/v*). Alors, pour
o € Gal(F/F), on a dy(c) = 1si 0 € Gal(F/Ey) et dy(o) = —1 sinon. L’invariant
invpc(N) est I'image dans H*(T') du cocycle dy. On calcule cette image

invre(N) = (Xm (V/V), xR (v/V7)).
En fait, on a forcément xy (v/v*) =1, donc
invrc(N) = xr (V/V"), Xm (V/V7)).

L’élément N* laisse stable I’hyperplan engendré par ey, ..., €q/2_1, €q/2+€a/241, €a/242, ---, €d;
avec les notations de [W]. Le noyau anisotrope de la restriction de la forme g & cet hy-
perplan est la restriction de g a la droite portée par eq/s + €4/241. Or q(eq/2 +€ajat1) = 1,
donc v* = 7. Finalement

inv(X g, )inv(TC) finvre(N) = (Cxr (vn), Cxr (V1))

D’apres Shelstad, on a donc

_ 17 SiX 1(”77):C7
FO,,(XEH) - { 0’ si XFT(VH) — _C

Cela entraine la seconde égalité du (ii) de 1'énoncé. [
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11.5 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d impair

On suppose vérifiée I’hypothese du paragraphe 11.1 et on suppose d impair. On veut
prouver E(6, f) = 0 pour tout quasi-caractere 6 sur h(F') et toute fonction tres cuspidale
f e Cx(g(F)). Si G n’est pas déployé ou si H n’est pas quasi-déployé, I'une des algebres
de Lie de ces groupes n’a pas d’élément nilpotent régulier et la conclusion résulte du
lemme 11.3. Supposons G déployé et H quasi-déployé. Le méme lemme nous dit que, si
dw < 2, resp. dy > 4, il existe un nombre complexe ¢4, resp. une famille de nombres
complexes (¢, ), enw, de sorte que

E(e f) . CT@gce,oggcef,oreg7 S1 dW S 27
) - .
D ovenw CuCo.0HCo; Oreyy  SLdw > 4,

pour tous 6, f (on a introduit des exposants H pour préciser la notation). Les constantes
sont uniquement déterminées d’apres le lemme 6.3(iii).

Soient T' € T(G) et X € t(F) N grey(F). D’apres 6.3(3), on peut construire un
voisinage wx de X dans t(F') et une fonction tres cuspidale f[X] € C°(g(F')) vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) pour 77 € T(G) et T" # T, la restriction de éf[X] a t'(F) est nulle;

(2) pour toute fonction localement intégrable ¢ sur t(F'), invariante par W (G, Ty),

/( . P(X)DO(X) 2013 (X )AX = mes(ox) ™ / H(X)dX;
£

wx

(3) pour tout Y € g,4(F),
0 (Y) = mes(wx) / 59X, V)X
wx

(avec les notations de 6.3(3), f[X] = 85(X) "' D%(X)"?mes(wx) "' f'). Au voisinage de
0, I'égalité (3) se simplifie en

Orx (V) = j9X,Y) = Z Lo(X)j9(0,Y).
O€eNil(g)

Donc
(4) Copix),0 = PO(X)

pour tout O € Nil(g). Notons T, l'unique tore déployé dans 7 (G) et fixons X, €
ta(F) N greg(F). On fixe wy, et f[X4] comme ci-dessus et on pose f = f[X4]. Grace a
(4) et au lemme 11.4(i), on a ¢y, 0,,., = 1. Fixons un G-domaine w dans g(F'), compact
modulo conjugaison, contenant 0 et Supp(f). Soit S € b,.,(F). On suppose que l'action
de S dans W est de noyau nul. D’apres le lemme 6.3(ii), on peut choisir un quasi-
caractere 0[S] sur h(F) tel que A[S](Y) = 77(S,Y) pour tout Y € w. Comme ci-dessus,
on a cyg1.0n = Lo (S) pour tout OF € Nil(h). Remplacons G et V par H et W dans
les définitions de 11.4. On définit dans bh(F') un élément X 4 et, si dy > 4, des éléments
XE.

1Si dw < 2, posons ¢ = 0[X,4]. On pose aussi S = {Xyq} et cx,, =1.Ona co.om, =1,
donc ¢, = E(0, f).

Supposons dy > 4 et fixons v € NW. Si H est déployé, notons FV I'ensemble des
extensions quadratiques de F'. Si H n’est pas déployé, soient F et n comme en 11.4. Les
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extensions quadratiques de I distinctes de E vont par paire : a F} est associé Fy tel que
XmXF, = Xe- On fixe un sous-ensemble Fy qui contient un élément de chaque paire.
Remarquons que, dans les deux cas, on a 1’égalité

VY| =1+ |FY.

Posons

0= WY O + Y xm (rm)(O[XE] = 01X R])-

FeFVv

On note S 'ensemble des éléments S tels que #[S] intervienne dans ces formules et,
pour S € S, cg le coefficient dont 0[S] y est affecté. Le lemme 11.4 entraine que, pour
v € NV, on a l'égalité

09,05 = 5u,u’>

ou ce dernier terme est le symbole de Kronecker. Donc ¢, = E(0, f).

Pour X € wy,, la distribution ¢ — Jg(X,®) est induite d'une distribution sur
t4(F). Cela entraine que la fonction Y +— j¢(X,Y) est a support dans I'ensemble des
éléments appartenant a une sous-algebre de Borel de G. D’apres (3), c’est aussi le cas
de la fonction ;. Comme dans la preuve du lemme 7.6, cela entraine que, si 7" est un
élément de 7 différent du tore {1}, la fonction ¢; est nulle sur t(F"). Donc (6, f) se réduit
a la contribution de 'unique tore 7' = {1} € 7. Par définition, celle-ci est Co,0H,C05,0req
si dy <2, Co,0M, CO7.0req si dy > 4. Avec les calculs ci-dessus, on obtient

B 1,  sidy <2,
1(97 f) N { (5,,’_,,0, si dW Z 4.

L’ensemble S et la famille (cg)ses permettent de calculer J(0, f), cf. 5.2. Pour tout
S € S, posons
m(S) = mes(wx) Tmes(wx Nty(F)%).

En utilisant les propriétés (1) et (2), on obtient

(5) IO, f) =" csm(S).

Ses

Soit S € S. On utilise les définitions et notations de 9.4, appliquées au cas V'’ = V. Soit
X € t(F) N greg(F). On a

(6) X € t4(F)° si et seulement s'il existe une famille (245)j=1,...dy /2 d’éléments de
F* telle que

4vg S}JrZTRSVj (s5)

{ 2iz_j = — Pls) pour tout j =1, ..., dw/2;
Zj::l:l,...:l:dw/2 zjw; € W.

En effet, X appartient a t;(F)° si et seulement s’il est conjugué par un élément de
G(F) a un élément de =+ S + A°. Il n’y a pas d’indiscernabilité pour le tore déployé
T;. La condition équivaut donc & ce qu'il existe Y € Z+ S + A® tel que 'on ait 1’égalité
des polynomes caractéristiques Py = Py. Cela équivaut a ce qu’il existe une famille
(Ai)i=o,....r—1 d’éléments de F' et une famille (24;);-1,..4, /2 d’éléments de F* telles que,
d’une part, le polynome Py soit égal a celui figurant dans 1’énoncé du lemme 9.4, d’autre
part, I'élément Zj:il,...idwp z;jw; appartienne a W. D’apres 9.4(1), les conditions sur les
z; sont celles de (6). Les \; sont ensuite déterminés par un systeme inversible d’équations
linéaires a coefficients dans F'. Cela prouve (6).
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La condition (6) impose que Px(s;) # 0 pour tout j. On suppose cette condition
vérifiée. Il existe
- une décomposition de W en somme directe

@jzl,...,hF’j b 27

ou h <2 et les F; sont des extensions quadratiques de F';

- des éléments ¢; € F*, pour j = 1,...,h, de sorte que g soit la somme directe
orthogonale des formes c¢;Normpg,/r sur F; et d'une forme hyperbolique sur Z;

- des éléments a; € F, pour j = 1,..,h tels que 75,(a;) = —a; et un élément
S appartenant a lalgébre de Lie d’'un sous-tore déployé maximal du groupe spécial
orthogonal de Z, de sorte que S agisse par multiplication par a; dans F} et par S dans
Z.

Pour j = 1,...,h, soit (ej,e_;) la base de F; ®p F telle que tout élément x € F;
soit égal a we; + 7x,(v)e_;. Elle est définie sur Fj et on a I'égalité 7, (e;) = e_;. On
a D'égalité q(ej,e_;) = ¢;. On peut donc supposer que w; = e;, w_; = cj_le_j pour
J=1,..,het (W;)j=t(ht1),. +dw /2 €st une base hyperbolique de Z.On a 5j = a; pour
j < h. La condition (6) se décompose en d/2 conditions (6); portant sur les couples
(2j,%—;). Pour j > h, on satisfait (6); en prenant z_; = 1 et z; égal au membre de droite
de la premiere relation de (6). Pour j < h, la seconde relation de (6) équivaut a z; € F}*

et 7, (25) = cj_lz_j. La condition (6); équivaut donc a

Px(a;)
’ le/oa}—i_z Rs,j(aj)
On a
RS,j(afj) — H (a?—s?,) = (—1)dw/2_1( H (NOT’ij/F(CLj)—NOTij,/F(aj/)))
'=1,.,dyw [2;5'#5 =1, ki #g

JI=h 1, dy /2

Notons (£xx)k=1,...,(a—1)/2 les valeurs propres non nulles de X. On a

Px(aj) = a; H (aF — a7) = (—1)" D2, H (zj — a3).

k=1,...,(d—1)/2 k=1,...,(d—1)/2
Pour j' = h+1,...,dw/2, s appartient a F'*, donc 5, —a? est la norme d’un élément de
F}. De méme, pour tout k = 1,..., (d — 1)/2, x, — a est une norme. Enfin (—1)"a3" est

aussi une norme. Ces termes disparaissent de notre calcul et la condition (6); équivaut a

(0 xp(—cw  [I  (Normgr(a;) = Normg, p(ay))) = 1.

=1 hij 2

Cette relation est indépendante de X. On a imposé a X des conditions de non nullité qui
sont vérifiées sur un ouvert dont le complémentaire est de mesure nulle. Cela démontre
que m(S) = 1 si la condition (7) est vérifiée pour tout j =1, ..., h, m(S) = 0 sinon.
Supposons H déployé et S = X 4. Alors h = 0, donc m(S) = 1. Supposons H non
déployé et S = Xyq. Alors h =1, F; = E et ¢; =1 avec les notations de 11.4 appliquées
a W. Le noyau anisotrope de ¢ est le méme que celui de la forme quadratique sur £ @ D

e ® xvy — nNormg/p(e) + Vo2
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Puisqu’on a supposé G déployé, cette forme n’est pas anisotrope donc —nrq est la norme
d’un élément de E*. La condition (7) est vérifiée et m(S) = 1. Supposons maintenant
dw > 4det S = X%l, ou ( ==+, F; € FV. Alors h = 2, et les termes Fy, Fy, a; et as
coincident avec ceux de 11.4. On a ¢; = ¢ et ¢y = —c. D’apres la définition de ces
termes, la condition (7) équivaut & xr, (—nry) = ¢ pour j = 1, resp. x g (—nrp) = ¢ pour
Jj = 2. Mais le calcul ci-dessus montre que yy(—nvg) = 1. Les conditions pour 7 = 1 et
j = 2 sont donc équivalentes. On obtient que m(S) = 1 si xg (—nry) = ¢, m(S) =0
sinon. Reportons ces valeurs de m(S) dans 1’égalité (5). Dans le cas dy < 2, on obtient
immédiatement la formule ci-dessous. Dans le cas dyy > 4, celle-ci résulte d’une inversion
de Fourier sur le groupe F*/F*? si H est déployé, sur le groupe Normpp(E*)/F*?

sinon. La formule est p
1 si dy < 2
J(O, f) = ’ i -
(0. 1) { Ov—vy, Sidw >4.

Alors J(0, f) =1(0, f) et E(0, f) = 0. Donc ¢,¢;, = 0 dans le cas dy < 2 et ¢, = 0 dans
le cas dy > 4. Mais alors I'application bilinéaire E est identiquement nulle, ce que 1’on
voulait démontrer.

11.6 Preuve de la proposition 11.1 dans le cas d pair

On suppose vérifiée I’hypothese du paragraphe 11.1 et on suppose d pair. Eliminons
le cas d = 2. Dans ce cas, GG est un tore de dimension 1. Il résulte des définitions que

JO,f)=000) [ f(X)dX

o(F)

et
1(6, f) = 6(0) f(0).

Ces deux expressions sont égales par inversion de Fourier. On suppose maintenant d > 4.
En imitant ce que 'on a fait au paragraphe précédent, on peut supposer G quasi-déployé
et H déployé. Il existe une unique famille de nombres complexes (¢, ),cav de sorte que

E©, f) = Z CvC,0H Cor,0,
veNV

pour tous ¢, f. Fixons v € V. On introduit des éléments X4 et Xz, de g(F) comme en
11.4. Soit X un de ces éléments. On peut supposer qu’il appartient a un tore appartenant
a7 (G), que l'on note Tx. On introduit un voisinage wy de X dans tx(F') et une fonction
f1X] vérifiant les conditions (1), (2) et (3) de 11.5. On pose

f= WY (Xl + Y xm ) (FIXGE] = FIXRD):

FeFVv

Les notations sont celles introduites dans le paragraphe 11.5, I'extension F étant main-
tenant associée a V' et non plus a W. On note X’ 'ensemble des éléments X tels que f[X]
apparaisse dans ces formules et, pour X € X, cx le coefficient dont il est affecté. On
fixe un G-domaine w dans g(F'), compact modulo conjugaison, contenant 0 et Supp(f).
Notons T} I'unique tore déployé dans 7 (H )et fixons un élément S € t;(F) Nh,eo(F). On
choisit un quasi-caractere 6 sur h(F) tel que §(Y) = 57 (S,Y) pour tout Y € wNh,ey(F).
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Pour T' € T, T # {1}, la fonction ¢; est nulle hors de w tandis que ¢y est nulle sur
t(F') Nw pour la méme raison que ¢y 1'était en 11.5. Donc cyey est nulle sur ¢(F'). Comme
en 11.5, on calcule alors

10, f) = 0y,
Pour X € X, on pose

m(X) = mes(wx) tmes(wx Ntx(F)7).

(1) JO.0)= ) exm(X),
Xex
et on est ramené a calculer ces termes m(X).

On utilise les définitions et notations de 9.4 appliqées au cas W” = W. Puisque Ty
est déployé, on peut supposer que les vecteurs wy; appartiennent a W. Soit X € g,.,(F).
Supposons Px(s;) # 0 pour tout j = 1,...,m et Px(0) # 0. Soit X3, ..., X; un ensemble
de représentants des classes de conjugaison par G(F') dans la classe de conjugaison stable
de X. Montrons que

(2) il existe un unique i € {1, ..., 1} tel que X; soit conjugué & un élément de =+ S5+
par un élément de G(F).

La forme bilinéaire (v,v’) — ¢(v, Xv') est symplectique. Son déterminant est donc
un carré dans F*. Ce déterminant est det(q)det(X). On a det(X) = Px(0) et det(q) =
(—1)** M. On a Rgo(0) = (=1)" T[,—y. 87 et m = (dw —1)/2. On en déduit que
Px(0)

e F*2,
(—I)TVSI/OR&Q(O)

(3)

On peut choisir des coordonnées (\;)i=1,.r, (2+j)j=1...m €t 20, avec \; € F et z; € F*
pour j = 0,41, ...,+m, de sorte que Px soit le polynome du lemme 3.4. En effet, on
pose z_; = 1 pour j = 1,...,m et, grace a (3), on peut choisir les z;, pour j = 0,...,m,
de sorte que les égalités 9.4(1) et 9.4(2) soient vérifiées. Ensuite, les A; sont déterminés
par un systeme inversible d’équations linéaires a coefficients dans F. Cela montre qu’il
existe Y € 2+ 5 4+ A° tel que Py = Px. Un tel Y est conjugué a X par un élément de
G™T. Comme on I’a dit dans la preuve du lemme 9.5, quitte & changer z; en —zy, on peut
assurer que Y est conjugué a X par un élément de GG. Donc Y appartient a la classe de
conjugaison stable de X et est conjugué a I'un des X; par un élément de G(F'). L’unicité
de cet élément X; est assurée par le lemme 9.5 : deux éléments de =4 S + 3 ne peuvent
étre conjugués par un élément de G' que s’ils le sont par un élément de G(F'). D’ou (2).

On a choisi un élément S. On peut supposer que les hypotheses de non-nullité im-
posées ci-dessus a X sont vérifies pour tout élément de |y, wx. Pour X € wx,,, la
classe de conjugaison stable de X se réduit a sa classe de conjugaison par G(F'). Donc
X € ty,,(F)%, puis m(X,q) = 1. Soit F; € F¥. Pour ¢ = %, posons X¢ = Xj, . Alors X+
et X~ sont stablement conjugués et ces deux éléments sont un ensemble de représentants
des classes de conjugaison par G(F') dans leur classe de conjugaison stable. L’assertion
(3) nous dit qu’il y a un unique ¢ tel que X¢ appartienne a ty¢(F)°. Notons ¢ cet ¢. On
va le déterminer. Dans ce qui suit, on fixe F} et ( = £, on pose X = X¢. Comme dans
le paragraphe précédent (en changeant W en V), on décompose V en somme directe
orthogonale

V — Fl @ F2 @ Z
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et, pour j = 1,2, on introduit la base (e;,e_;) de F}.

Supposons d’abord dy > 3 et r = 0. Pour j = 1,2, posons €¢; = ¢; et e_; = cj_le_j.
Choisissons une base hyperbolique (€44)k=3,. q4/2 de Z. Supposons ( = ¢ et choisissons
un élément v € G(F) tel que v Xy € S+ A°. Pour k = 1,...,d/2, on a étudié dans la
preuve de 10.8 les coordonnées de v tey, dans la base {vg, ws, Wiy, ..., Wiy} de V. En
notant Y, sa coordonnée sur v, les formules 10.8(3) et 10.8(4) nous disent que

Hj:l,...,m('s? - l%)

k=10 .
Hk’:l,...,d/2;k’7£k(xz’ - xi)

Yi.Y_

Appliquons cela & k = 1. On a 75, (1) = c%e_1, donc aussi 7g, (7 te;) = Sy~ te_; puis
77, (Y1) = Y. 1. Alors xp, (cSY1Y_1) = 1. On a x; = a; et on déja utilisé plusieurs fois
que y2 —a? était la norme d’un élément de F; ! pour tout y € F. On déduit de la formule
ci-dessus que

xr(Y1Y_1) = xp (wo(23 — 27)) = xp (vo(Normp, jp(a1) — Normp, p(as))).

D’apres la définition de ¢S, on en déduit ¢ = xr, (7).

Passons au cas dyy > 3 et r > 0. On peut supposer que Z C 7 et que €1 = Vt(k+r—d/2)
pour k =d/2+1—r,...,d/2. On peut écrire X = Xo+ X, avec Xy € go(F) et X, € a(F).
L’élément X vérifie les mémes conditions que X, relativement a I’espace Vjy. Supposons
¢ = xm(np). On vient de voir que X, est conjugué a un élément de S + ¥y, par un
élément de Go(F'). Par un argument que 1'on a déja utilisé plusieurs fois, X est conjugué
a un élément de =+ S + X9 par un élément de G(F). Donc ¢ = ¢ = xr, (n1p).

Considérons enfin le cas dy = 1. Dans ce cas, S = 0, = est un élément nilpotent
régulier et Z+ A est une section de Kostant relative a cet élément. D’apres [Kot] théoreme
5.1, si X est conjugué a un élément de =+ A par un élément de G(F), on a 1'égalité

inv(X)inv(Tx) = invp(Z2),

avec les notations de 11.4. L’élément = laisse stable I'hyperplan D & Z. Le noyau aniso-
trope de la restriction de ¢ a cet hyperplan est la restriction de ¢ & D. Donc = € O,,.
L’égalité ci-dessus jointe a 11.4(2) entraine ¢ = xp (n10).

Le raisonnement ci-dessus s’étend a tout élément de wx+Uwx-. En effet, tout élément
de cet ensemble est du méme type que X, avec des valeurs propres différentes. On
obtient alors

m(XC) — { 1, §i ¢ = xr (M),
0, si¢=—xr(o)
En reportant ces valeurs dans 1'égalité (1), on obtient J(6, f) = d,,,. Donc J(8, f) =
1(0, f) et E(0,f) = 0. Comme dans le paragraphe précédent, cela implique que E est
identiquement nulle. [J

12 Preuve des théorémes 7.8 et 7.9

12.1 Du groupe a l’algebre de Lie

Considérons les assertions suivantes
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(th)g. Pour tout quasi-caractére 6 sur H(F) et toute fonction trés cuspidale f €
CX(G(F)), on a I'égalité limy_In(0, f) = 1(0, f).

(th')g. Pour tout quasi-caractere 0 sur H(F') et toute fonction treés cuspidale f €
C>*(G(F)), dont le support ne contient pas d’élément unipotent, on a I'égalité limy_...In(0, f) =

10, f).

(th)g. Pour tout quasi-caractere 6 sur h(F') et toute fonction tres cuspidale f € C°(g(F')),
on a l'égalité limy_oIn(0, f) = 1(0, f).

(th")4. Pour tout quasi-caractére 6 sur h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C(g(F)),
dont le support ne contient pas d’élément nilpotent, on a I’égalité limy_...In(0, f) =

10, f).

Lemme. L’assertion (th)g entraine (th),. L'assertion (th')g entraine (th'),.

Preuve. Supposons vérifiée (th)q. Soient # un quasi-caractere sur h(F) et f € C(g(F))
une fonction tres cuspidale. On veut montrer que E(6, f) = 0, avec la notation de 11.3.
Dans la preuve de ce paragraphe, on a vu que E était homogene pour la transformation
0, f) — (6*, f*). Cela permet de supposer que le support de f est contenu dans un
bon voisinage w de 0 dans g(F'). Comme dans la preuve du lemme 11.2, on introduit un
quasi-caractere 0, sur H(F') et une fonction f € C°(G(F)) tres cuspidale. On vérifie
que J(0, f) = J1,(0,.F) et 1(0, f) = 11 ,(0,,f). D’apres les lemmes 8.2 et 8.3 et la pro-
position 10.9, on a Ji (0., f) = limy_In(0u,f), [1,(0,,f) = 1(6,,f). D’apres (th)q,
ces deux termes sont égaux. La conclusion E(6, f) = 0 s’ensuit.

La preuve de la seconde assertion est identique : si le support de f ne contient pas
d’élément nilpotent, celui de f ne contient pas d’élément unipotent. [

12.2 La récurrence

On va raisonner par récurrence sur d. Considérons des données V", W, d” analogues
a 'V, W, d (avec le méme 7). Pour ces données, il y a une assertion (th)g» analogue a
(th)g. Considérons l'assertion

th).q. L’assertion (th)qr est vérifiée si d’ < d.
(th)<

Lemme. L’assertion (th).4 entraine (th')q. Les assertions (th)<q et (th), entrainent

(th)g.

Preuve. Supposons vérifiée (th).4, soient # un quasi-caractere sur G(F) et f €
C*(G(F)) une fonction tres cuspidale, dont le support ne contient pas d’élément uni-
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potent. Soient x € Gg(F) et w, un bon voisinage de 0 dans g,(F'). Posons Q, =
(rexp(w,)). On impose & w, les conditions suivantes. Si x = 1, on suppose que ; N
Supp(f) = 0 (c’est loisible d’apreés 'hypothese sur f). Si 2 n’est conjugué a aucun
élément de H, (F'), on impose & w, les conditions de 8.1. Si z est conjugué a un élément
de H(F'), on fixe un tel élément 2, on choisit un bon voisinage w, de 0 dans g,/ (F')
vérifiant les conditions de 8.2 et on définit w, comme I'image par conjugaison de w,s. Le
méme procédé qu’a la fin de la preuve de la proposition 6.4 permet de choisir un sous-
ensemble fini X C G,,(F) et de décomposer f en somme finie f = >~ _.. f,, de sorte que,
pour tout x € X, f, soit le produit de f et de la fonction caractéristique d’un G-domaine
inclus dans €2,. Par linéarité, on peut aussi bien fixer z € X et supposer f = f,. Six =1,
cette fonction est nulle d’apres le choix de wy. L’assertion a prouver est triviale. D’apres
8.1, c’est aussi le cas si x n’est conjugué a aucun élément de H(F'). Supposons que = # 1
et = est conjugué a un élément de H(F'). On peut aussi bien supposer = € H(F'). Les
lemmes 8.2 et 8.3 nous ramenent a prouver 1’égalité

(1) l’l.mN_WO[%%N(e, f) = wa(e, f)

On utilise les notations des sections 8 a 10. Si Ag: # {1}, le membre de gauche est
nul d’apres la proposition 10.9. L’ensemble 7 est vide et le membre de droite est nul
lui-aussi. Supposons Ag; = {1}. En 10.1, on a décomposé 6, ., en une somme finie

Z]S H” S X//)

Ses

pour X € wNh(F). On peut aussi bien écrire

Zel 9// X//)

Ses
pour tout X € bh,(F), olt 05(X") = 1,js(X') et 04(X") = Loy ™ (S, X”). Remar-
quons que 0%, resp. 04, est un quasi-caractere sur g, (F) = b (F), resp. h”(F), a support
compact modulo conjugaison. On peut de méme décomposer 6y, ,, en somme

Oraw(X) =)0 ,(X)0},(X")

beB

ol B est un ensemble fini d’indices et, pour tout b € B, 9}717, resp. 93&,, est un quasi-
caractere sur g, (F), resp. g"(F'), a support compact modulo conjugaison. D’apres la
proposition 6.4, pour tout b € B, on peut choisir une fonction f; € C(g"(F)), tres
cuspidale et telle que 67, = Ofy. En comparant les formules de 7.9 et 8.3, on obtient
I’égalité
Lo(0.))= Y I'(SH16sf;)
SeS,beB
ol
I'(S,b) = Z W(G., T v (T") / 05(X"0, (X' ) D% (X")dX.
T'eTu(GY) )

De méme, en comparant les formules de 10.9 et 11.2, on obtient

:Ewef Z I/Sb / //)

Ses,beB
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Puisque x # 1, on a dim(W") < d. L’assertion (th).4 et le lemme 12.1 entrainent que
(th)gr est vérifiée. Donc J (6%, fi') = 1(6%, f]') grace au lemme 11.2. Alors les formules
ci-dessus et la proposition 10.9 impliquent 1’égalité (1) qu’il fallait prouver.

La seconde assertion de I’énoncé se démontre de méme. On ne peut plus éliminer le
point x = 1. Mais, pour ce point, I’égalité J(6%, f') = 1(0%, f!) provient de 'assertion
(th)g que l'on suppose vérifiée. [

12.3 Finale

Pour prouver le théoreme 7.8, et aussi le théoreme 7.9 d’apres le lemme 12.1, il
suffit de prouver que l'assertion (th)q entraine (th)g. Or (th)<q entraine (th')e (lemme
12.2), qui entraine (th), (lemme 12.1). Cette derniére assertion entraine (th), : c’est une
reformulation de la proposition 11.1. Jointe & (th).g4, cette derniére assertion entraine
(th)g (lemme 12.2). Cela achéve la preuve.

13 Un cas de la version faible de la conjecture locale
de Gross-Prasad

13.1 Définition des multiplicités

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. Une représentation de G(F) est
un couple (7, E), ou E, est 'espace de la représentation (pour nous, un espace vecto-
riel complexe), et 7 un homomorphisme de G(F') dans GL¢(Ey). On oubliera souvent
I'un des termes en la notant simplement 7 ou E,. On notera aussi une classe d’iso-
morphie de représentations comme une représentation dans cette classe. On note 7 la
représentation contragrédiente de 7. On note Ir7(G) lensemble des classes d’isomor-
phie de représentations admissibles irréductibles de G(F) et T'emp(G) le sous-ensemble
des représentations qui sont aussi tempérées. A tout élément m € Irr(G) est associé
un caractere 6, que l'on peut considérer comme une distribution sur G(F') ou comme
une fonction définie presque partout. Dans cette derniere interprétation, @, est un quasi-
caractere sur G(F') d’apres un théoreme de Harish-Chandra ([HCDS] théoreme 16.2).

Considérons la situation de 7.2, soient (7, E) € Irr(G) et (o, E,) € Irr(H). Notons
Hompy¢(m,0) Pespace des applications linéaires ¢ : E; — E,; telles que

p(m(hu)e) = E(u)a(h)p(e)

pour tous h € H(F), u € U(F), e € E,. Cet espace dépend des constantes &; qui nous
ont permis de définir £, mais de facon inessentielle. En effet, si on associe un caractere &’
a d’autres constantes, on vérifie qu’il existe a € A(F') tel que 'application ¢ — @ o 7(a)
soit un isomorphisme de Hompge(m, o) sur Hompyge(m, o). Tout ce qui suit est donc
essentiellement indépendant des constantes &;.
On a
(1) dimC(HOmH’g(ﬂ',O’)) <1

Sir =0, c’est le théoreme 1’ de [AGRS]. Ce résultat est généralisé a tout r dans [GGP]
corollaire 20.4 (pour les groupes unitaires, mais la preuve est la méme pour les groupes
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spéciaux orthogonaux). On pose
m(o,m) = dimc(Hompe(m, 0)).

Soit T' € 7. En appliquant les définitions de 7.3 aux quasi-caracteres 0 = 05 et 7 = 0,
on définit les fonctions ¢y, et ¢y, sur T'(F'), que I'on note simplement cs et ¢;. On pose

Mgeom(0,7) = S [W(H,T)|"'(T) / cs(t)en () D (H)A(t) dt.

TeT T(F)
Cette expression est absolument convergente d’apres la proposition 7.3.

Proposition. Supposons m € Irr(G), o € Irr(H) et m supercuspidale. Alors on a
Iégalité m(o, ) = Myeom (0, 7).

Preuve. Si V' est hyperbolique de dimension 2, on vérifie directement que les deux
termes de 1'égalité valent 1. On exclut ce cas. Introduisons les représentations de G(F) :
p= [ndg((?)U(F)(a ®&) et p= z'ndg((’?)U(F)(é ® ). La premiere est I'induite lisse de la
représentation o ® & de H(F)U(F), ot1 £ est le conjugué complexe de ¢, la seconde est
I'induite a supports compacts de la représentation o ® £. Par réciprocité de Frobenius

pour la premiere égalité et d’apres un résultat standard pour la seconde, on a
Hompy g(m,0) = Homgr)(m, p) = Homer(p, 7).

Puisque 7 est supercuspidale et le centre de G(F') est fini, la théorie de Bernstein nous
dit que p se décompose en somme d’une représentation 7 dont aucun sous-quotient n’est
isomorphe a 7 et d’un certain nombre de facteurs tous isomorphes a 7. Le nombre de
ces facteurs est précisément m(o, ). Soit f un coefficient de 7. On a I’égalité

trace(7(f)|Bx) = f(1)d(m)™

ou d(m) est le degré formel de 7. L’opérateur 7(f) est nul. Donc p(f) est de rang fini et

(2)  trace(p(f)) = m(o, ) f(1)d(m)"".

Montrons que, si N est un entier assez grand,

)  trace(p(f)) = In(0s, f)-

Fixons un sous-groupe ouvert compact K’ C K tel que f soit biinvariante par K’.
Notons 2y le support de la fonction kx et E, v le sous-espace de £, formé des fonctions
a support dans €. Selon I'usage, notons Efjv le sous-espace des éléments invariants par
l'action de K'. Puisque l'image de p(f) est de dimension finie, elle est contenue dans
Efjl\, si N est assez grand. Alors trace(p(f)) est la trace de la restriction de p(f) a Efjl\,
Fixons un ensemble de représentants I'y des doubles classes H(F)U(F)\Qy/K'. Notons

'v le sous-ensemble des v € I'y tels que € soit trivial sur YK’y 1 NU(F). Pour v € Ty,

posons Kf[y] = vK'v~' N H(F) et fixons une base B[y] de I'espace EE"0 Notons

{b;b € B[]} la base duale de EfHM. Pour v € Iy et b € B[y, il existe un unique
élément ¢[b,v| € E,, a support dans H(F)U(F)yK’, invariant a droite par K’ et tel
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que @[b,7](7y) = b. L’ensemble {p[b,7];y € Ty, b € B[]} est une base de Ef]'\, Alors, la
trace de p(f) agissant dans Efjl\, est

Z < (p(f)elb, ) (7),b> .

yE )y ,bEB[]
On a
< Delb Db >= [ < elbal09).b> S
=mes(H(F)U(F)\H(F)U(F)yK") /H(F)U(F) < 5(h)b,b > &(u) f(y~ *huy)du dh

= mes(H(F)U(F)\H(F)U(F)vyK") / < &(h)b,b > 7 f5(h)dh.
H(F)
La somme sur b € B[y] de cette intégrale est trace(s(7f¢)), ou encore I(05, f,7). On
vérifie que ce terme est nul pour v € I'y, v € [y et on obtient

trace(p(f)) = Y mes(H(E)U(F)\H(F)U(F)yK")(85. f.7)

/ 165, f.9)r(9)dg.
H(F)U(F)\G(F)
d’ou (3).

La fonction f est tres cuspidale. On calcule son quasi-caractere associé

(4) 0y = f(1)d(m) " 0x.

En effet, cela résulte de notre définition 5.3 de 6; et de [A6] théoreme p.3 (il y a un
probléeme de passage a la contragrédiente dans ce théoreme).

Grace a (3) et au théoreme 7.8, on a trace(p(f)) = I1(05, f). Grace a (4), 1(05, f) =
F(1)d(m) " mgeom (o, 7). Alors la proposition résulte de (2). O

13.2 Les L-paquets

Considérons de nouveau la situation de 7.2. On suppose désormais que G et H sont
quasi-déployés, autrement dit que dg, (V) < 2, d,,, (W) < 2. On affecte les notations d'un
indice i : V;, W;, G;, H; etc...

A équivalence pres, il existe au plus un couple (V' ¢') analogue a (V;,¢;), tel que
dim(V') = d, le discriminant de ¢’ soit égal a celui de ¢;, mais (V’,¢') ne soit pas
équivalent a (V, ¢;). Un tel couple vérifie dy, (V') + dun(V;) = 4. Le couple (V' ¢') existe
si et seulement si d + d,,(V;) > 4. S’il existe, on le note (V,, q,) et on introduit pour ce
couple les mémes objets que pour (V;, ¢;), affectés d’un indice a. On introduit de méme
un couple (W, qw, ), s'il existe, c’est-a-dire si dyw, + dan(W;) > 4. Quand ces deux couples
existent, on a ’égalité V, = W, D et q, est la somme orthogonale de gy, et de la forme
déja fixée sur D.

Remarque. Les indices ¢ et a signifient "isotrope” et ”anisotrope”, les données af-
fectées de I'indice 7 ayant tendance a étre ”plus isotropes” que celles affectées de I'indice
a. Précisément, on a du, (V;) 4+ dun(W;) < dan(Va) 4 dan(Wy).
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Pour simplifier, si le couple (V,, q,), resp. (W, gw, ), n’existe pas, on pose Temp(G,) =
(0, resp. Temp(H,) = (). Selon une conjecture due essentiellement & Langlands, les en-
sembles de représentations Temp(G;) et Temp(G,) se décomposent en réunions disjointes
de L-paquets, qui possedent les propriétés (1), (2) et (3) ci-dessous.

(1) Soit IT un L-paquet de Temp(G;) ou Temp(G,). L’ensemble II est fini. Posons
= Znen 0. Alors 07 est une distribution stable.

(2) 1l existe une application qui, & un L-paquet dans Temp(G,), associe un L-paquet
dans Temp(G;), et satisfait les conditions suivantes. Elle est injective. Soient II, un L-
paquet dans Temp(G,) et II; son image. Alors (—1)%, est le transfert & G,(F) de
la distribution Oy, sur G;(F). Soit II; un L-paquet dans Temp(G;) qui n’est pas dans
'image de l'application. Alors le transfert a G,(F') de 6y, est nul (si le groupe G, existe).

Remarque. Le signe (—1)? s’interprete comme (—1)7097(Ga)=rangr(G) o rangp(G,),
resp. rangp(G;), est la dimension d’un sous-tore déployé maximal de G, resp. Gj.

On sait définir la notion de modele de Whittaker d’une représentation dans Irr(G;).
Plus précisément, une telle notion est associée a chaque orbite nilpotente réguliere O
de g;(F). Soient O une telle orbite et N € O. On peut compléter N en un sl,-triplet
qui détermine un sous-tore maximal 7" et un sous-groupe de Borel B de G; de sorte que
T C Bet N € b(F). Notons Ug le radical unipotent de B et définissons une fonction
&y sur Up(F) par Ey(exp(N)) = (< N, N >). C’est un caractere. Pour 7 € Irr(G;),
on dit que m admet un modele de Whittaker relatif a O s’il existe une forme linéaire [
sur E., non nulle et telle que I(m(u)e) = {x(u)l(e) pour tous u € Ug(F), e € E,. La
derniere propriété des L-paquets est

(3) pour tout L-paquet IT dans Temp(G;) et toute orbite nilpotente réguliere O dans
g:(F), il existe un et un seul élément de Il qui admet un modele de Whittaker relatif a
0.

Remarques. La propriété (1) pour le groupe G; est annoncée par Arthur. Il n’y a
guere de doute que, dans un avenir proche, les travaux d’Arthur démontreront également
cette propriété pour le groupe G, et la propriété (2). Konno a montré que des résultats
également annoncés par Arthur entrainaient la propriété (3) ([Konno] théoreme 3.4).
Signalons que cette propriété (3) est une conjecture de Shahidi.

Dans la suite de ’article, on admet ’existence de L-paquets possédant ces
propriétés. Bien évidemment, on les admet aussi pour les groupes H; et H, ('entier d
étant changé en dy).

13.3 Un résultat en direction de la conjecture locale de Gross-
Prasad

Soient II; un L-paquet dans Temp(G;) et ¥; un L-paquet dans Temp(H;). Si 1I; est
dans I'image de I'application 13.2(2), on note II, le L-paquet dans T'emp(G,) dont il est
I'image. Sinon, on pose I, = (. On définit de méme ¥,. Pour (o, 7) € (X;xI1;)U(X, xIL,),
on définit la multiplicité m(o, 7).

Théoréme. Supposons que tout élément de 11; U 1l, soit supercuspidal. Alors il existe
un unique couple (o, ) € (X; x II;) U (3, x I1,) tel que m(o, ) = 1.
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Sous les hypotheses indiquées, c’est une partie de la conjecture 6.9 de [GP]. La
démonstration sera donnée au paragraphe 13.6.

13.4 Calcul de fonctions j

On considere la situation du paragraphe 11.4 dont on reprend les notations. On
reprend aussi la notation Fy introduite en 11.5. Dans le cas ou d est pair et d > 4,
on a défini des éléments Xj;. On pose ep, = xp, (—Normp, r(az)). En fait, ce terme
ne dépend pas de ay puisque l'image de Normp, r(az) dans F*/F*? est uniquement
déterminée. On note Ty, le commutant de X dans G.

Lemme. (i) Supposons d impair ou d < 2. On a I’égalité
1(Oregs Xqa) = WD (Xga) ™12,
(ii) Supposons d pair, d > 4. Soit v € NV. On a I'égalité
300, Xga) = INVHWE D (Xga) 112,
Pour I} € FV, on a I'égalité

(W(G, Tk,)|

j(OwX]—ﬁtl) = _j(OquIa) = €F1XF1(V77> 2|Nv|

DE(XEH)2

Preuve. Supposons d impair ou d < 2. D’apres 2.6(4) et le lemme 11.4, on a 1'égalité
3(07‘697 qu) = 3()\qu7 qu)

pour tout A € F*? assez voisin de 0. Le commutant T,y de X,q dans G est un Lévi
minimal. La formule 2.6(5) exprime j%(AX,q4, X4q) & l'aide de la fonction ;7. Mais,
pour tout tore 7', la fonction (X,Y) — j7(X,Y) est constante de valeur 1, ainsi qu’il
résulte de sa définition. D’autre part, un élément de t,4(F’) est conjugué a X 4 par un
élément de G(F) si et seulement s'il Pest par un élément de Normegp)(Tyq). Ly a |[WC|
tels éléments. Alors, la formule 2.6(5) conduit a ’égalité du (i) de I’énoncé.

Dans la situation du (ii), notons X I’ensemble formé des éléments X4 et X}l, pour
Fy € FV. La formule 2.6(4) et le lemme 11.4 entrainent que pour A € F*? assez voisin
de 0, on a I'égalité

(1) J0,Y) =N GOX, Y) + D xnm)(GAXEY) = J(AXE,Y)))

FeFVv

pour tout Y € X. Fixons un tel \.
Comme ci-dessus, on a

5<)‘qu7qu) = ‘WG|DG(qu)_1/2-
D’autre part, pour F; € FV, I'élément lel n’est conjugué a aucun élément de t,q(F) et

la formule 2.6(5) entraine )
J(AXga, X5) = 0.
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Soit F; € FV. Il nous faut calculer j’()\X;fl,Y) — j()\XJ;l,Y) pour Y € X. On va
d’abord supposer d = 4. Pour j = 1,2, notons G; le groupe spécial orthogonal de Fj
muni de la forme Normpg,/r. C’est un tore de dimension 1. Le groupe G’ = G1 x Gy
est un groupe endoscopique elliptique de G. La classe de conjugaison stable de Xﬁ
dans g(F') est I'image de la classe de conjugaison stable d'un élément X’ € ¢'(F'), cette
derniere classe se réduisant a { X'} puisque G’ est un tore. On peut normaliser le facteur
de transfert Ag ¢ de sorte que Ag o (X, Xlgl) = ( pour ( = & = £1. Grace a Ngo Bao
Chau, la conjecture 1.2 de [W4] est maintenant démontrée. La fonction i%(X,Y") de [W4]
est égale & j%(X,Y)DS(Y)Y2. La fonction i est constante de valeur 1 puisque G’ est
un tore. Avec les notations de cette référence, on a donc I'égalité

(@) (GOOAXE,Y) = JCOXE, Y)DYY) 2 = 3(8) Y Ace(ZY)
Zeg (F)

pour tout Y € g,.,(F). La classe de conjugaison stable de 1'élément X 4 n’est I'image
d’aucun élément de g'(F). Il n’y a donc aucun Z pour lequel Ag o (Z, X4a) # 0. On
obtient R A

JOOXGE, Xea) — 1A X7, Xga) = 0.

Soit F| € FV. Si F| # F}, la classe de conjugaison stable d’un élément X};,, pour ( = =+,
1
n’est I'image d’aucun élément de g’(F’) et on obtient de méme

JOONXEL X)) = 9 OAX R, Xpy) = 0.

Si Fy # Fy, la classe de conjugaison stable de Xf;l est I'image d’'un unique élément de
g'(F), a savoir X’ et on connait la valeur Ag e (X' ,Xlgl) = ( (en identifiant ¢ a un
élément de {£1}). Si F; = Fy, la classe de conjugaison stable de X};l est I'image de
deux éléments de g'(F) : X' et 'élément X" obtenu en échangeant les deux facteurs
de X’. Un argument général nous dit que, parce que G est quasi-déployé, le facteur de

transfert est insensible a 'action d’un automorphisme du groupe endoscopique G’. Donc
Aga (X, ngl) = Ag,ar (X, X};l) = (. On obtient

JOOXE, Xp) = J9OXE, XE) = (L4 6r,8)70(8) 15 (8) DO (XG) 772

Remarquons que DY (X} ) = DY(X,). Si Fi # Fj, le groupe W(G, Tp, ) a deux éléments :
I’action de 1’élément non trivial de ce groupe envoie Xf,l sur un élément analogue ot les
valeurs propres a; et as sont changées en —a; et —ay. Si Fy = Fy, le groupe W(G, Tr,)
a 4 éléments : on peut de plus permuter les deux facteurs. Donc

_ WG, TF)

1+5F17F2 f.

Il reste a calculer les facteurs 7,,. Ces facteurs sont les ”constantes de Weil” associées a 1
et aux formes quadratiques (X,Y) — trace(XY)/2 sur g(F') et ¢'(F'). Fixons &, & € F*
tels que F; = F(\/g) pour j = 1,2. Si GG est déployé, posons & = 1. Si G n’est pas
déployé, soit £ € F* tel que E = F(1/€). La forme quadratique sur g(F) a méme noyau
anisotrope que la forme z? + £y? de dimension 2. La forme quadratique sur g'(F) est
équivalente a la forme &22 + &y?. Ces deux formes ont méme déterminant. Elles sont
équivalentes si et seulement si yp (&2) = 1, ou, ce qui revient au méme, si e = 1. On
en déduit I'égalité
Yo (8)7(8) 7" = €m,
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puis

‘W(Gv TFl)‘

() JOOXEXE) — JCOXGR, XE) = Cen

Remarque. Le calcul serait le méme si 'on remplacait Xlgl par un élément similaire,

mais de valeurs propres différentes. Par exemple si ’'on remplagait Xf;l par un conjugué
par un élément du groupe G*(F).

Levons I'hypothese d = 4. Dans la construction de 11.4 des éléments Xﬁ, on a
fixé un espace hyperbolique Z et un sous-tore déployé maximal T' du groupe spécial
orthogonal de cet espace. Notons M le commutant de 7 dans G. On a M = TG, o
G’ est le groupe spécial orthogonal de I'espace quadratique F; & F, de dimension 4. Soit
X € X et Y un élément de m(F) conjugué a X par un élément de G(F'). Il est clair
que Y = Yz+ Y’ ot Yz € t(F) et Y’ est un élément de g'(F) construit de la méme
fagon que X, éventuellement conjugué par un élément du groupe G'*(F). Comme on I'a
dit ci-dessus, la fonction ;7 est constante de valeur 1. La formule 2.6(4) et nos résultats
ci-dessus appliqués au groupe G’ conduisent a ’égalité

FEOAXEX) = j90Xp, X) =0

pour X € X, X # X;.. Pour X = X}, on doit calculer le nombre de classes de conju-
gaison par M(F') contenues dans l'intersection de m(F') et de la classe de conjugaison
par G(F') de X. Parce que X est elliptique dans m(F'), tout élément g € G(F') tel que
gXg~' € m(F) normalise M. Le nombre cherché est donc le nombre d’éléments du groupe
Norme ) (M)/M(F). On vérifie que tout élément de ce quotient a un représentant dans
Normegr)(Tr). Le nombre cherché est donc |W(G,Tr)||W (M, Tk )|"". Le deuxieme
facteur est I'inverse de celui qui apparait dans 1’égalité (2) appliquée au groupe G’. On
obtient alors la méme égalité (2) pour notre groupe G.

On a maintenant calculé tous les termes intervenant dans la formule (1). Cette formule
conduit a 1'égalité du (ii) de I’énoncé. [J

13.5 Classes de conjugaison stable de tores

Dans ce paragraphe, on travaille soit avec 'une des séries de données V;, W;, G; etc..
ou V,, W,, G, etc..., soit avec les deux. Dans le premier cas, pour simplifier, on note b
I'indice ¢ ou a. On a défini I'ensemble 7, en 7.3. A T € 7,, on a associé des espaces
W, etc... et des groupes H, etc... On précise la notation en les notant plutot Wb”T, Hb”T
etc... Pour T € 7, on introduit le groupe de cohomologie HY(T') = HY(Gal(F/F),T).
Puisque Ar = {1}, ce groupe est un produit de facteurs Z/2Z et il est non trivial si
T # {1}. On pose

_ [ HYD)[/2, siT# {1},
MT) = { 1, § T = {1},
On introduit le groupe W (H,, T) = Normy, (T)/Zg,(T). Le groupe de Galois Gal(F/F)
agit sur W (H,,T), on note Wx(H,,T) le sous-groupe des points fixes.
Fixons un isomorphisme ® : W, @p F — W; @p F tel que qw.(®(w), P(w')) =
qw, (w,w'") pour tous w,w’ € W, ®p F. Pour h € H,, notons ¢(h) = ®oho ® 1. Cest
un élément de H; et I'isomorphisme ¢ ainsi défini de H, sur H; est un torseur intérieur.
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Soient T, 7" € T ,UZ,. On dit que T et T" sont stablement conjugués si et seulement si
I'une des conditions suivantes (1) ou (2) est vérifiée.

(1) Il existe un indice b tel que T, 7" € T,. Il existe h € H, tel que hTh™' =T’ et
I’homomorphisme ¢ — hth™! de T sur 7" est défini sur F.

(2) Quitte a échanger T'et T, ona T € T, et T € T,. Il existe h € H; de sorte que
he(T,)h~' = T; et 'homomorphisme ¢ +— ho(t)h~" de T, sur T; est défini sur F.

On note T~ T" cette relation. On vérifie que c¢’est une relation d’équivalence.

Lemme. (i) Soient T et T" deux éléments de T, U T, stablement conjugués. Dans

la situation de (1), I'espace quadratique Wy ., resp. W', est isomorphe a Wb’T,, resp.

W' et on peut choisir h vérifiant (1) de sorte que Ia restriction de h a Wb’ . soit

un isomorphisme défini sur F' de W), sur W/';,. Dans la situation de (2), les espaces

quadratiques W' r et W/, sont 1somorphes et on peut choisir h vérifiant (1) de sorte

que la restriction de ho ® & Wi soit un isomorphisme défini sur F' de W'y sur W'p,.
(ii) Soit T' € T,. On a I'égalité

> WH, T = h(T)|We(H,,T)|™

T'€Ty);T ~stT

Les nombres h(T) et |Wg(H,,T)| ne dépendent que de la classe de conjugaison stable de
T.

(iii) Toute classe de conjugaison stable dans T, U T, coupe T,. La seule classe de
conjugaison stable qui ne coupe pas 7, est la classe réduite au tore {1} € T,.

Preuve. Soient T" et 7" deux éléments de 7, stablement conjugués et h vérifiant (1).
Supposons dy, impair. On a h(W Rp F) = Wy ' ®F F. Notons h” : W) @F F —
W' ®F F la restriction de h. L’ apphcatlon ¢+ x +— h"zh’~! est un 1somorphlsme
de H)' sur Hj ;. Ces deux groupes étant quasi-déployés, on peut fixer dans chacun
d’eux un sous-groupe de Borel, un sous-tore maximal de ce groupe et un épinglage, ces
données étant définies sur F. Quitte a multiplier A" a droite par un élément de H',, ce
qui est loisible, on peut supposer que ¢” envoie ces données du groupe H,';. sur celles
du groupe H)'7,. Soit o € Gal(F/F). La condition (1) entraine que o(h)~'h appartient
au commutant de 7' dans H,, c’est-a-dire & 7' x H}';.. Donc o(h")"'h" € H)}. Cet
élément conserve le sous-groupe de Borel, le tore maximal et 1’épinglage de Hb”T Donc
il appartient au centre de H)';,, qui est réduit a {1} puisque dim(W]’) est impaire. Donc
h" est défini sur I et c’est un isomorphisme de W', sur W', Supposons dw, pair. On
considere h comme un élément de G et on remplace les espaces W' et W ' par V) T €t
VI;”T, dans le raisonnement précédent. On conclut de méme que ces deux derniers espaces
sont isomorphes. Puisque W)", et W'}, sont les orthogonaux dans ces espaces de I'espace
commun D @ Z, ils sont eux-aussi isomorphes. De méme, maintenant que 1'on a prouvé
que W' et W', étaient isomorphes, W . et W/, le sont aussi. On peut remplacer h
par un élément qui a méme restriction a W, , ®p F et qui est un isomorphisme défini sur
F de Wb”T sur Wb’jT, (on peut choisir ce dernier tel que h soit dans H, et non seulement
dans H,"). Un tel h vérifie encore (1) et la condition du (i) de I'énoncé.

Soient T' € T, et T" € T, deux éléments stablement conjugués et h vérifiant (2).
Dans le cas dyy, impair, le méme raisonnement s’applique en remplacant ’application h”
par la restriction de ho ® & W/, ®p F' et ¢" par la restriction a Hj ;» de = — he(x)h~
Dans le cas dy, pair, on étend ® en un isomorphisme de V, ®p F' sur V; @p F' qui est
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I'identité sur D @ Z. On en déduit un prolongement de ¢ en un torseur intérieur de G,
sur G;. On remplace alors h” par la restriction de ho® a V', ® rF et ¢ par la restriction
a G p de z — hg(z)h~". Cela prouve (i)

Soit T € T,. Notons Hy l'ensemble des h € H, tels que o(h)"'h € T pour tout
o € Gal(F/F). On vient de voir que, pour tout élément T’ € 7, stablement conjugué a
T, il existait h € Hrp tel que hTh™! = T". Inversement, pour h € Hrp, le tore T' = hTh™*
est défini sur F. La restriction de h a Wb”T est définie sur F' et le tore T" appartient
a T, :ona W', = h(W') et W, est orthogonal de cet espace dans W,. A tout
h € Hr, associons I'unique élément T}, € 7, tel que hTh™! soit conjugué a 7T}, par un
élément de H,(F'). L’application h +— T}, se quotiente en une surjection de H,(F)\Hr/T
sur Pensemble des 77 € 7, tels que T" ~g T. Pour h € H,(F)\Hr/T, notons n(h) le
nombre d’éléments de la fibre de cette application au-dessus de Tj. Le membre de gauche
de I'égalité du (ii) de I’énoncé est égal a

S ) WH, T

he Hy(F)\Hr/T

Soit h € H,(F)\Hr/T, que I'on releve en un élément de Hr tel que hTh™t = Tj,. Notons
Hy, 1 U'ensemble des = € Hr tels que 2Tz~ = T),. L’entier n(h) est le nombre d’éléments
de I'image de Hy, 1 dans H,(F)\Hr/T. On vérifie que Hyr = h(HrNNormpy, (T')). Donc
n(h) est le nombre d’éléments de 'image de 'application

Hr N Normpy, (T) — Hy,(F)\Hp/T
n —  H,(F)hnT.

On vérifie que cette application se quotiente en une bijection de Normy, g (T5)\(Hzr N
Normp,(T))/TH]+(F) sur son image. Le groupe T'H.(F) est un sous-groupe distingué
de HrNNormy, (T') et son intersection avec Norme(l;)(Th) est Zg,(7)(Th). Donc n(h) =
n1|W(H,, Ty)| ™!, ot ny est le nombre d’éléments de (Hp N Normp,(T))/TH) (F). Le
membre de gauche de 1’égalité du (ii) de 1'énoncé est donc égal & nony*, ol ny est le
nombre d’éléments de H,(F)\Hz/T. On vérifie que I'application qui, a h € Hrp, associe
le cocycle o +— o(h)7th, se quotiente en une bijection de H,(F)\'Hz/T sur le noyau
de I'application H'(T) — H'(H,). On sait bien que ce noyau a h(T) éléments. Donc
ny = h(T). Considérons l'application naturelle

(3) (Hr N Normy, (T))/TH,'(F) — W(H,,T).

On vérifie qu'elle est injective et que son image est contenue dans Wg(H,, T). Inverse-
ment, soit n € Normy, (T') dont I'image dans W (H,,T') appartient a Wg(H,,T). Tout
élément de Normy, (1) conserve les espaces Wb’ T RF F et Wb”T ®p F. Notons n’ et n”
les restrictions de n a ces espaces. Choisissons nj € Hb”;f (F') de méme déterminant que

. Considérons 'élément ng € H, de restriction n’ a WbT ®@p F et de restriction ng a
W . @p F. 1l appartient & Normpg, (T) et a méme image que n dans W (H,, T'). Puisque
cette image appartient & Wx(H,,T), on a U(no)_lno € T'x H';, pour tout o € Gal(F/F).
Par construction, la restriction de o(ng)'ng & W/ @ F est I'identité. Donc cet élément
appartient a T' et ny appartient a Hy N Normy, (T) L’image de l'injection (3) est donc
égale a Wr(H,,T) et n; est le nombre d’éléments de cet ensemble. Cela prouve ’égalité
du (ii) de I’énoncé.
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Deux tores T et T" stablement conjugués sont isomorphes sur F', donc h(T") = h(T").
Dans la situation de (2), on vérifie que I'application n +— h¢(n)h~! est un isomorphisme
de Wg(H,,T) sur Wg(H;, T') d’ot1 I'égalité du nombre d’éléments de ces ensembles. Un
résultat analogue vaut dans la situation de (1). Cela prouve (ii).

Soit T' € 7 ,. Puisqu’au moins 1'un des groupes H, ou G, n’est pas quasi-déployé, on a

Wi r #{0}. Cet espace est de dimension paire. S’il est de dimension 2, on a T'= H|, ;. et,
puisque Ar = {1}, W r n’est pas hyperbolique. Il existe donc un espace quadrathue
notons-le Wz, qui a méme dimension que W, 7, dont la forme quadratique a méme
déterminant que celle de W, ;., mais qui n’est pas isomorphe a W, 5. Il est clair que la
somme orthogonale W ;@ W’ 'r est isomorphe a W;. Puisque T' est un sous-tore maximal
elliptique de H L’%T, on peut le transférer en un sous-tore maximal elliptique 7" du groupe
spécial orthogonal Hj, de l'espace W . Par I'isomorphisme précédent, 7" devient un
sous-tore de H;. Ce tore T” appartient & ’Z_' ; et est stablement conjugué a 7". Donc la classe
de conjugaison stable de T" coupe 7,. Si T' € T, et T # {1}, un raisonnement analogue
montre que la classe de conjugaison stable de T' coupe 7 ,. Par contre, si T = {1}, sa
classe de conjugaison stable se réduit a 7" lui-méme. Le seul sous-tore de H, qui pourrait
lui correspondre est le sous-tore {1} de H;. Mais celui-ci n’appartient pas a 7, puisque
I'un des groupes H, ou G, n’est pas quasi-déployé. [

13.6 Démonstration du théoréeme 13.3

Pour un indice b = 7 ou a, considérons la somme

m(S,, IL) = Y mlo,m).

UGEbJrEHb

D’apres ’hypothese du théoreme, toutes les représentations 7w qui interviennent sont
supercuspidales. D’apres la proposition 13.1,on peut remplacer les multiplicités m(o, 7)
par Mgyeom (0, 7). On obtient

O m(S. ) = 3 [WH, T) " w(T) / s en D" AW

TeT,

ou

cn, (t) = Z cr(t),

well,

et cg, (t) est défini de fagon analogue. Fixons T' € 7,, introduisons les espaces Wy et V' et
les groupes H'; et G, qui lui sont associés. Pour m € I, ¢ € Ty(F) et X € ngreg(F)
avec X assez proche de 0, on a un développement

Or(texp(X))DDr(X)2 = N ¢y o(t)jFr (0, X)D%r (X)),
OENil(g;(T)

Le terme c,(t) est égal a ¢y, o,.,(t) si d est impair ou si dim(V,’;) < 2, & ¢p, 0,,(t) si d
est pair et dim(V]";) > 4. Remplagons X par AX, avec A € F' *2 et faisons tendre \ vers
0. D’apres 2.6(1), la fonction

A % (O, X ) D% (AX)?
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tend vers 0 si O n’est pas réguliere. Supposons d’abord d impair ou dim(V])7,) < 2.
Choisissons pour X un élément de la forme X, 4. D’apres le lemme 13.4, la fonction

ci-dessus est constante de valeur [W.r)| pour O = Oyey- On obtient
ca(t) = (W) [T im0 (texp(A X)) Dr (A X 4a) /2.

Si maintenant d est pair et dim(V,’;) > 4, on introduit dans I'algebre g () des éléments
Xﬁ. Le lemme 13.4 conduit alors a 1'égalité

r(t) = limy_o(|Wr)| 710, (texp(AX 4a)) Do (A X 4q) '/

+ Y WG Tl e xm (vom) (B (texp(AX f, ) =6 (texp(AX ,))) D (AX ) /2.
F1€.7:Vbl’lT

Pour calculer ¢, (¢), on somme ces expressions sur 7 € II,. Cela revient a remplacer les

caracteres 0 par fry,. Dans le cas olt d est pair et dim(V]";) > 4, on remarque que, pour

Fy € F%7, les points texp(AX},) et texp(AXf, ) sont stablement conjugués. Or Oy, est
une distribution stable. Donc

On, (texp(AXF,)) — On, (teap(AXF7,)) = 0.
En tout cas, on obtient 1’égalité
2) e, (t) = W) imy b, (texp(A X 4a) ) DD (A X ) /2.

Soit 7" € 7, stablement conjugué a T'. D’apres le lemme 13.5(i), on peut choisir un
élément h € H vérifiant la condition 13.5(1) et tel que sa restriction a V]". soit un
isomorphisme défini sur F' de cet espace sur Vb”T, La conjugaison par h identifie T" & T”,
v a Vi et GY poa Gy . Soit # = hth™!. Posons X[, = hXgh™'. Clest un élément
de g (F) qui a les mémes propriétés que Xyq. On peut calculer cr, (') en remplacant ¢
par t' et X, par X, dans la formule (2). Mais les éléments texp(AX,q) et t'exp(AX],)
sont stablement conjugués. Puisque 6y, est stable, cette fonction prend la méme valeur
en ces deux éléments et on en déduit cp, (t) = ¢y, (#'). On démontre de méme ’égalité
cs, (t) = cg, (t). On a aussi DY (t)A(t)" = DY (t')A(t)". Alors I'intégrale indexée par T"
dans la formule (1) a la méme valeur que celle indexée par T.
Notons 7, ;; un sous-ensemble de représentants dans 7, des classes de conjugaison
stable coupant 7. Alors

m(S, 1) = Y m(T)u(T) / cs, (e, () D™ (H)A()"dt,

Te,]—b,st T(F)

mT) = Y (W, T

T’eﬂ?T/NstT

Le lemme 13.5(iii) définit une injection 7, s — 7; . Solent T, € T, et T; € T; o son
image. Choisissons h € H; vérifiant la condition 13.5(2) et tel que la restriction de h o ®
a W/p, soit définie sur F' (lemme 13.5(i)). Soit ¢ € T 4(F), posons t' = h¢(t)h~". Un
argument similaire a celui ci-dessus montre que

en, (1) = (=1)en, (), cg, () = (=1)"eg, (t).
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Les signes proviennent de la relation 13.2(2). Leur produit est —1. On a aussi m(7,) =
m(T;) d’apres le lemme 13.5(ii) et, bien str, DHe(t)A(t)" = DHi(¢#)A(t')". Alors la
contribution de T, a m(3,,1II,) est I'opposée de celle de T; a m(%;,I1;). La somme
m(Xq, 1) + m(X;, IL;) se réduit donc a la contribution de I'unique classe de conjugaison
stable qui ne coupe pas 7, 4, ¢’est-a-dire a la contribution du tore {1} de 7;. On obtient

(3) m(3q, Ia) +m(X;, 1) = ¢, (1)em, (1).

Rappelons un résultat de Rodier ([R] théoréeme p.161 et remarque 2 p.162). Soient 7 une
représentation admissible irréductible de G;(F') et O une orbite nilpotente réguliere de
gi(F). Alors ¢y, 0(1) vaut 1 si m possede un modele de Whittaker relatif a O et 0 sinon.

On a
e (1) = ) cor0(1),

mell;

ot O = O, ou O, selon le cas. Le résultat ci-dessus et la propriété 13.2(3) entrainent
que cette somme ne contient qu'un terme non nul, qui vaut 1. Donc ¢, (1)) = 1 et, de
meéme, cg, = 1. Le membre de gauche de (3) est la somme des m(o, ) pour (o,7) €
(3; x IL;) U (2, x II,). Puisqu’elle vaut 1, il y a un unique couple (o, ) pour lequel
m(o,m) =1.0
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