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Abstract

We consider a data stream and suppose that each data is a realization of a random vector
whose expectation varies in time, each component following a linear model. We use stochastic
approximation processes to estimate on line the parameters of the linear models and simultane-
ously the principal components of the data.
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1 Modéle de flux et plan d’étude

Soit un flux de données, représenté par une suite de vecteurs (21, ..., 2y, ...) dans RP.

1.1 Modéle d’étude et formulation

On suppose que:

. pour tout n, z, est la réalisation d’un vecteur aléatoire Z,, d’espérance mathématique variable
dans le temps ;

. les vecteurs aléatoires Z, sont mutuellement indépendants ;

. pour tout n, on a la décomposition Z, = 0, + R,, 0, = (0,11...05’1)’ étant un vecteur de RP,
la loi du vecteur aléatoire R, ne dépendant pas de n, E[R,] = 0, Covar[R,] = ¥ (matrice
de covariance de R,,) ; ceci revient a supposer que les R, = Z, — 6, constituent un échantillon
iid. d'un vecteur aléatoire R dans RP tel que E[R] =0, Covar[R] =X ; on a alors E[Z,] =
0, Covar [ Z,] =X ; r, = 2z, — E [Z,] représente la donnée z, centrée ;

. pour i = 1,...,p, il existe un vecteur 8 de R™ inconnu et , pour tout n, un vecteur Ul de R™
connu au temps n tels que 9% = < B, Ufm>, (.,.) désignant le produit scalaire euclidien usuel dans R™
; Ul peut étre un vecteur de fonctions connues du temps (6:, est alors une combinaison linéaire de
fonctions connues du temps) ou un vecteur de valeurs de variables explicatives controlées ; si I'on
note Z:, respectivement R, la i®m¢ composante de Z,, respectivement R,,, on a alors le modéle de
régression linéaire

Z:l:<ﬁl7U:/l>+Ril7 Z.:]‘7"'7]9'

On pose le probléme suivant : réaliser une analyse en composantes principales (ACP) du vecteur
aléatoire R dans RP que 'on munit d’une métrique M ; on effectue ainsi une ACP de données
corrigées de leffet du temps ou d’effets explicatifs. On étudie ici 'estimation des facteurs de cette
analyse.

On rappelle dans le paragraphe 2 une présentation de ’ACP d’un vecteur aléatoire (cf Monnez
2006).



1.2 Principe et plan de I’étude

Les facteurs de ’ACP du vecteur aléatoire R sont vecteurs propres de la matrice C' = MY associés
aux valeurs propres rangées par ordre décroissant. On va en effectuer une estimation en ligne, en
actualisant au temps n, aprés avoir introduit ’observation z,, I’estimation d’un facteur obtenue au
temps n—1. On fait cette estimation en paralléle avec celle des parametres 3¢, donc des composantes
9; de 6,. On utilise pour cela des processus d’approximation stochastique de la famille de ceux de
Robbins-Monro (1951), Benzécri (1969), Krasulina (1970).

On définit les processus dans le paragraphe 3, on donne les théorémes de convergence presque
stire dans le paragraphe 4, on étudie le cas particulier o ’on prend pour métrique M celle de ’ACP
normée dans le paragraphe 5, on donne une conclusion dans le paragraphe 6 et les démonstrations
dans le paragraphe 7.

2 ACP d’un vecteur aléatoire

Soit un vecteur aléatoire R dans RP, défini sur un espace probabilisé (£2,.4, P), de composantes
R', R?, ..., RY de carré intégrable. On note ¥ la matrice de covariance de R.

On munit R? d’une métrique M ; on note ||.|| la norme associée : ||R(w)||* = R (w)MR(w). A
partir de M est définie la distance entre deux réalisations R(w) et R(w’) de R qui est la mesure de
la différence vis-a-vis de R entre les éléments, ou individus, w et w’. Le choix de cette métrique est
primordial et conditionne les résultats de I’ACP.

On désigne par F,. un sous-espace affine de RP de dimension r auquel appartient ’espérance
mathématique E [R] de R. On note IIR le vecteur aléatoire dans RP qui, a tout w € €, fait
correspondre la projection orthogonale, au sens de la métrique M, I[IR(w) de R(w) sur F,. On a
E[R] = E[IIR] et :

E ||k~ B[R] = E IR~ TR|?| + B [INR - E[R]|?].

2.1 Etude géométrique

I’ACP du vecteur aléatoire R consiste & déterminer un sous-espace F), qui restitue au mieux en di-
mension r la dispersion de R mesurée par E [HR — E(R) ||2} , donc qui soit tel que E [HHR —E(R) ||2]

soit maximale ou FE [HR - HR||2] minimale. Si I'on note (uq,usg, ..., u,) une base M-orthonormée

de F., on a

E [||HR —E [R]||2] - ;u;MZMuk.

Pour k£ = 1,2,...,7, on recherche alors un vecteur u; qui rend maximale la forme quadratique
W MY Mu sous les contraintes d’étre M-unitaire et M-orthogonal aux vecteurs u;, j =1,....,k — 1
. uy, est vecteur propre de la matrice XM associé a la k"¢ plus grande valeur propre \; ; on a
up, M Muy = i, ; l'axe (E [R],uy) est appelé le k™€ axe principal de 'ACP de R.

2.2 Interprétation statistique

La formulation statistique, équivalente a la géométrique, est le cadre usuel de présentation de ’ACP
d’un vecteur aléatoire. Soit I’élément ay, = Muy, du dual RP* de RP, appelé k™€ facteur principal
de PACP de R. A partir du critére de détermination de ug, on obtient que ar rend maximale
la forme quadratique a’Ya sous les contraintes a’Sa; = 0, j = 1,2,..,k—let M la=1;la
combinaison linéaire des composantes centrées de R, Cy, = a},(R— E [R]), appelée ki¢me composante



principale, est donc de variance maximale sous les contraintes d’étre non corrélée aux composantes
précédentes et que ay, soit M ~-unitaire. aj, est vecteur propre associé a la k'™ plus grande valeur
propre )\ de la matrice M ~!-symétrique MY et on a al.Yar = .

3 Définition des processus d’approximation stochastique

Soit M,, un estimateur de M au temps n.
On note (.,.), le produit scalaire dans le dual RP* de R? au sens de la métrique M, .
Soit (ay) une suite de nombres réels positifs.
Pour i = 1, ..., p, on définit le processus d’approximation stochastique (Bf) de A tel que

Byi1 = By, — anUp (U}l B, — Z,).

On définit :
Ol = (Bi,U.),0,=(}.6r)
Cn = My 1(Z,Z, —0,0.).
Soit 7 le nombre de facteurs a estimer. Pour i = 1,...r, on définit les processus (X?)

d’estimation des facteurs tels que :

(CuXp, X)),
<X%7X;L>n—1

nr1 = Xy an(Cn = Fu(X0)1) X,

' orthy, -1 (Vi ).

n

Fo(X;)

)
n+1

I désigne la matrice-identité d’ordre p. X!, = orthy—: (Y,i,,) signifie que (X}, 1, ..., X" ;) est

obtenu en orthogonalisant par rapport & M, ' au sens de Gram-Schmidt (Y}, {, ..., ;1)

4 Théorémes de convergence presque siire

4.1 Principe de I’étude de la convergence des processus d’estimation des fac-
teurs

L’étude de la convergence du type précédent de processus a été faite par Bouamaine et Monnez
(1997, 1998) en se plagant dans I’algébre extérieure d’ordre j de RP*. On rappelle d’abord quelques
éléments théoriques relatifs a cette algebre.

4.1.1 Algébre extérieure d’ordre j; de RP*

On note A le produit extérieur de vecteurs de RP* et pour j = 1,...,p, IARP* T'algébre extérieure
d’ordre j de RP* : (ey, ..., €p) étant une base de RP*, 'ensemble des C} produits extérieurs iy ... \e;
pour 1 <i; < ... <i; < p est une base de JARP*.

On définit un produit scalaire dans JARP* & partir de celui dans RP* induit par la métrique
M~1 ; dans cette définition, G; est 'ensemble des permutations o de {ki,...,k;}, s(o) est le

nombre d’inversions de la permutation o et & (¢) = (—1)*() :

<6i1/\.../\6i]., ekl/\.../\ekj> = Z e (o) <e7;1, ea(k1)>M—1 <€ij7€a(k:j)>

M-t
O'EG]‘



On suppose que les r plus grandes valeurs propres de I’endomorphisme C' dans RP* sont dif-
férentes : Ay > ... > A,.. On définit pour j = 1,...,7, 'endomorphisme /1C dans / ARP* par

J
NO@ A ha?) =Y ' AACa A nad 2l € RV T =1, 5.
h=1

Si V1, ..., V7 sont des vecteurs propres de C correspondant respectivement a A1, ..., Ajs VIA LAV
est vecteur propre de /'C correspondant a la plus grande valeur propre Ay = Zle M. On note
751 le sous-espace propre correspondant a \y; et (7 S1)* son supplémentaire orthogonal.

4.1.2 Convergence des processus

On effectue la démonstration de la convergence en deux étapes. ‘
Soit le processus (? X,,) dans I'algébre extérieure d’ordre j de RP* défini par : IX, = XEN . AX.

On démontre d’abord que, pour j = 1,...,r converge p.s. dans un ensemble /E vers

JXn
o R
VIA..AVI € 78] (on suppose les vecteurs Vi normés). On démontre ensuite que, pour [ = 1,...,7,

! . .
||§7|| converge p.s. dans ﬂézl IE vers V!. On donne ci-dessous la définition de I’ensemble 7E.

Dans le cas ot 'on connait C' et M1, on définit

nCigd a:>

hi(lz) = < G2y Jx e IARPY,

et le processus (j Un) dans I ARP* par
Tni1 = (I +an ('C = h((UI)) U,

Dans ce cas, /E est ’ensemble {le ¢ (jSl)L} ; Xll, ...,X{ ne doivent pas étre orthogonaux au

sous-espace engendré par les vecteurs propres de B correspondant & ses j plus grandes valeurs
propres.

Le processus (X,) = (XIA...AX}) peut étre considéré comme une perturbation stochastique
du processus (jUn). On note :

Apj = 14an(hy—hi(0 Xy))
o 1 i .
Qj — le + Z T X1 — (I—i—an (J ¢ - h](an)I)) JXn.
n=1

[Ti; Ay

L’ensemble 7 E est {Qj ¢ (jsl)i}. On remarque que @/ = 7X; pour (X,) = (jUn).

4.2 Hypotheéses

On fait les hypothéses suivantes.
(H1)(a) max; sup,, |Ug]| < oo.
(b) Pour i = 1,...,p, il existe un entier r;, un réel A\; > 0, une suite croissante d’entiers
(ni, 0 > 1) tels que nin = 1,101 < g +1i, Amin(Xje,, UiUY) > Ni, avee Ly = {nig, ..., nipr1 — 1}
(H2) M,, = M p.s.
S an ||M, — M| < oo p.s.

H3) ap=-5%, ¢>0, i<a<l
(H3) ay, >0, Y °minjes, a; =00, >.7%a2 < oco.

4



4.3 Théorémes

On a les énoncés suivants. . R ‘
Théoréme 1 Sous H1 et H3’, pour i = 1,...,p, B!, — ' et O} — 0! — 0 p.s.

Théoréme 2 Sous HI et H3, pour i =1,...,p
1) pour 3 <a <1 ou (azlet%zc>1) :

T 0B [|[ B, - 3] < oo et T noE [H@;‘L iy

2
< 00 ;
— 2Xhic _ 1 .
2) pour a =1 et =€ =1 .

lim %E [HB@ - Bﬂﬂ < o0 et lim —E [H@z — 6!

e

3) pour a =1 et%;c<1:

2Xic

lim n%E [HBf1 - BZHQ] < oo etlimn i [H@; — 6%

2
< 00.

Théoréme 3 Sous H1, H2, H3, si l'on suppose que R admet des moments d’ordre 4r, pour
j=1,..,r, Q7 converge presque sirement et, si [’on suppose que les r plus grandes valeurs propres
de C = MY, sont distinctes, alors, pour i = 1,...,7, X! converge presque sirement dans ﬁ§:1jE

vers un vecteur propre de C associé a sa i plus grande valeur propre.

5 Cas particulier de la métrique de ’ACP normée

Soit (o*i)2 =Var [Rl] ,t=1,...,p. La métrique de ’ACP normée dans RP est la métrique diagonale

~.\2 .
=1 ZJ 1 (Z’ @?) de (a’)2 et la métrique diagonale M,, dans

de fagon récursive.

RP des M. On peut calculer Ml

Théoréme 4 On suppose que R admet des moments d’ordre 4. Alors, sous H1 et H3 avec
a=1, M, = M et Y an||M, — M| < co p.s.; donc, Uhypothése H2 est vérifiée.

6 Conclusion et extensions

On a traité ici ’estimation en ligne des facteurs de ’ACP d’un flux de données. On peut également
estimer en ligne les valeurs propres associées (Bouamaine et Monnez, 1998), les corrélations entre
les variables et les facteurs ; on peut aussi estimer en ligne la valeur d’un facteur pour un individu
et procéder éventuellement & une classification des individus.

Cette étude introductive sera développée dans les directions suivantes :

1) étude d’'un modele ou 'espérance et la variance varient dans le temps ;

2) étude de modeles non linéaires de variation des parameétres ;

3) autres choix de métriques M ;

4) application a d’autres méthodes d’analyse factorielle.



7 Démonstrations

7.1 Démonstration du théoréme 1
On a défini : Ble = Bﬁ— anUﬁ(‘U}'l'Bf? — 7).

Comme Z} =0, + R}, =U!B'+ R},, on a:

Biy1 — B = B, — ' — anULU (B, — ') + anU, R,
A i fixé, notons : Y,, = B, — B4V, = Ui, S, =R, n =nyr=r;.Ona:
Yoi1 =Y, — a, Vo, VI Y, + a, Vi S

Pour établir la convergence presque stre, on utilise le lemme suivant (Robbins et Siegmund,

1971).

Lemme 5 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, (T,) une suite croissante de sous-tribus de
A. Soit, pour tout n, anp,B,,7, des variables aléatoires réelles T,, - mesurables, non négatives,
intégrables, telles que

E [an—l—l ‘ Tn} < an(l + 671) TV — 6"’
o o0

Zﬁn < oo, Z’yn <00 p.S.
1 1

Alors, la suite (ay,) converge presque sirement vers une variable aléatoire « finie et on a Y 7 0y, <
00 p.s.

1)On a:

Yoiil? = [1Val? + a2 |[VaVi Yo — ViSal” + 2an (Yo, Vi)

—2ay, <Yn, VnVAYn>

HYn||2 + 20”21 ”VnH2 HYnH2 + 2‘1% ”VnH2 S’rzl, + 2a5 (Yo, VaSn)
—2an, <Yn, VnVTQYn>.

IN

Soit T, la tribu du passé au temps n, par rapport a laquelle Y1, ..., Y, sont mesurables. On a
E[S, | T, =E[R] =0, E[S2|T,] = E[(R")?].
B Yol | To] < (14202 |Val®) |Yall” + 202 |Va]* B [57]
—2an, (Yo, ViV Yn)  p.s.

Sous les hypotheses Hla et H3’, on a : Y 7% a2 |Vil|? < o0. D’apres le lemme 5 :

o
3T >0: ||Yn|\2 —T p.s. ;Zan <Yn,VnVT:Yn> <00 p.Ss.
1

2) On a: [[Yn41 = Yol < an ||VnH2 1Ynll 4 an [[VaSall -
B3 a2 VaSall] = £ a2 IVall” B [$7] < oo.

Donc : 3.5 a2 [|[ViSnll® < 00 p.s.; an|[ViSnl = 0 p.s.
Sous Hla et H3, ay [|[Vp]* — 0 p.s.

On en déduit que |Yp41 — Yol — 0 p.s.



3) On raisonne a w fixé, appartenant a I'intersection des ensembles de convergence presque stre
définis. Supposons T'(w) # 0.

On supprime dans la suite I’écriture de w.

Alors : 30 < €1 < 1,3N(€e1) : ¥n > N(e1),e1 < ||[Ya| < %

Dong, sous H1b, a partir d’'un certain rang L, on a :

<Ym, > VjVj’Ynl> > Al

Jeh
On en déduit qu’il existe un entier m; € I; tel que:

A€

=N

Yoy Vi Vit Y ) >

7|

On consideére la décomposition :

<le’ le VT:’Ll le> = <le + Y"l’ le VT/YLZ (le - Ynl)> + <Ynl7 le VT/YLlYnl> :

3
Soit € > 0 tel que € < 4:‘2%, avec C' = sup,, ||V,.|]| < oo sous Hla. A partir d’un certain rang :
|Yont1 — Yol < e;donc: ||V, — Yy, <re;

— 1 Ae?
’<le + Ynmvmlvrgfz,l (le - Ynl)>’ < 2a027'6 S 27’,}

, /\e%

— <levvleleml> > TT‘

Sous H3’, on a alors : > %, am, <le, Vi, V! le> = oo. Donc :

mp ¥ my

Yorlyan (Yo, ViV, Y,) = 00 ; il y a contradiction. Par conséquent : T'(w) = 0.0

7.2 Démonstration du théoréme 2
1) On reprend les notations du théoréme 1. D’apres la partie 1 de sa démonstration, on a :
E(Vaurl?] < (14202 [ValP)VE [I1Yal?] + 22 |Vl B [57]
=20, E [(Yn, VAV Yo )] -
D’apres le lemme 5 :

3#>0:E [|\Yn||2} =t Y B[V, VaViYa)] < oo
1

2) Dong, il existe b > 0 tel que, avec j; = minjey, a; :

IN

B [[[Yas?]

B [[¥are ]

E [HYnﬂ +ba2 |Vall? = 20, [(Vy, VaVIY,)]

E [V ) + 03" a2 IViI* = 2 > B [(¥, Vi3]
Jen JE

IN

YEYLVVIY)] = Y E[(Ya, ViViYa)]

JjEL JEL

+ 3B (Y + Yo, VVI(Y; — Ya))]
J€EL

7



Sous H1b : e, B [ (Yo, ViV Yo, )| = AE [ IV 1]
On note C' = sup,, |V,||. 1l existe a > 0 tel que:

DB LY+ Yo, ViVi(Y = Vo) |

JEL
< SB[+ Yal IV;IP 1Y - Yo
JEL
1 1
2 2
< Y (B +Yal?])® (B [1% - Yal?])
JEL
1
< @3 (BE|IY; - vul))’
Jjeh

Or:Y;,-Y, = k n ( akaVkYk + ai Vi Sk).
1Y; = Yo, | < 3292, (axC2 ([ Vell + anC || Sk])).
Il existe d > 0 tel que : E [HY] — Yol } <d) ke, a2 < dr maxyey, 3.
Dong, il existe f > 0 tel que :
S8 (03 + Yo V(Y = ¥a)) | < Fapacan.
Jel !

Par conséquent, il existe g > 0 tel que :

2
B [HYan } < (1=2\wm)E [|Ynz|| } +brC? I]gga%ﬂm max ay

2
< (1=2\m)E [\lel}Jrggleaflwk-

P c _c
Or: = (an_l)a > )a,maxkell e < £ Ia-

Donc, il existe h > 0 tel que :
2 Ae 1 2 h
I HE <1 - 2ala) E{1¥l?] + e
3) Dans le cas % < a < 1, on applique un lemme de Schmetterer (1969) :

Tml®E {Hymyﬂ < 00

Dans le cas @ = 1, on applique un lemme de Venter (1966) :

2\ —

pour AN 1,limlE [HYang} <o
r
2\ l

pour A 1,lim— [HYmH } ;
r Inl
2\ —

pour 28 < 1,liml7E[||YmH ] <
r

Comme E [||Yn+1||2] <E [||Yn||2} +ba2 ||V, ||2, on a pour n € I :

E1¥0P] < B 1% 7] + o

Comme | < n < Ir, on obtient des résutats semblables aux précédents pour E[HYnHQ}, en

remplacant [ et n; par n.l



7.3 Démonstration du théoréme 3

D’apres le théoréme 4 de Bouamaine et Monnez (1998), on a les conclusions de ce théoréme sous
les hypotheses :

D) SFan [E[Ca | T - Ol <50 ps.
2) Pour j =2,...,2r, > aLE [HC’n - | Tn] < oo p.s.
3) My, est T,,-mesurable ; M, — M p.s.; > 7 an ||Mp—1 — M| < oo p.s.
4) an >0, Y 3% a, = o0, Y.7%a? < .
On vérifie ’hypothese 1.
Cp = My1(ZaZ,—6,0,) ; C=MS=ME/|[Z,7] —0.0,).
Cn—C = Mu1(ZnZy, — E|Zy2),]) + (Mp—1 — M)(E [Zn 2] — 0,0;,)
- n—l(én - Hn)é\)% - Mn—len(é\)n - Hn)l
E[Cy|T] —C = (My—1— M)~ My,_1(0n — 0,)0), — Myy_16,(0,, — 6,,)".

D’apres les conclusions du théoréme 2, en utilisant la norme euclidienne usuelle dans RP, on a
dans tous les cas :

00 0o 1
1 (-~ 1 ~ 2 2
E fH@n—en < Y- (E H@n—en

Sileol] < £2(]

SR i i ||? :
< Y (e|fE-al]) <
i=1 n=1
Donc : Ton% 0, — Ol < 0o p.S.

D’apres le théoréme 1, @n -0, —0 p.s.
Sous H2, on a alors :

n

<1
27 |E[Cn | Th] - Cl| < o0 p.s.
1

On vérifie ’hypothése 2 en écrivant que :
ICn=CIF < H7(IMur I || 2025, — B [ZoZ3) || + [ Mns = MIPISI

+ HMn—lnj Hén —bn ’ Hén ! + HMn—lnj HenH] Hén —bn j)v

0, -0,

[e%¢) A ) [e%e) ‘ j e’} A

> a)||My - M|P < oo, > dl <oo, Y al <o,
1 1 1

M, — M, ©,-0,—0 psh

7.4 Démonstration du théoréme 4

1) Montrons que, pour i = 1,...,p :



j=1 j=1 j=1
Les Z]i- —.03- (i()pstituent un échantillon i.i.d. de ]il Donc : %Zyzl(Z? — 092 — (6))? p.s.
On a: 0} - @; —>0 .p.s.';doAn‘c: %Z?:l(‘gl 91)2—>0 D.S.
Notons V,; = (Z;, — 0,,)(0;, — ©},), W} | = Z] 1 j,Wl—O On a:

. 1 1.
el = (1—*)W’+*V£

Wi )2 = (1+ )(WZ) +2(1—3)3Viwi+i(vi)2—g(wi)2

n+1 - n'n non n2\n n n/

Soit T}, la tribu du passé au temps n.

E[Vi|T.] =E[Z,-6,|T.] (6, -6;)=E|[Z, - 6,] (6, -6,) =

. 1 . 1 . 2
E[Wp)? | T] =1+ E)(szf + jE (V)2 | ) — E(W%)Q p-s.
Or: B((Vi)? | T,] = B[(Z - 0,° | T,] 0, - 6,)° = B [(R] (0, - 6"
Donc : Y3° LE[(V)? | T,] = E[(R)?] Y0° (0, —©L)? < oo p.s.
En appliquant le lemme 5, on obtient :

. . , 1 . ‘
T >0: (WH2 =T ps. ; Z ﬁ(WﬁL)Q <oo ps. =W;,—0 p.s.
1

Par conséquent : %27:1(2} — @;)2 — (69)? p.s.

On en déduit que : M,, — M p.s.

2) On utilise dans la suite le lemme suivant.

Lemme 6 Soit, pour tout n > 1 :  wpy1 = (1 — ap)wy + apuy,, w; =0, u, >0, 0<
an < 1. 9 Y 77 a, =00 et Y 7 apu, < 0o, alors Zfoanwn < 00 et wy, — 0.

On remarque que, pour a, = %, Wpy1 = + Sy iU

Démonstration
Pour n > 1, w, > 0. D’apres le lemme 5, il existe w > 0 : w, — w et Y " apw, < 0o ; comme
> an, =00, 0onaw=0.

oo 1
n=1n

%Z’L (Zi — 812 — (o) 2) < 00 p.s.

On utilise la décomposition de 1 3" e 1(Z’ - ) vue dans la premiére partie de la démonstra-

3) Montrons que, pour i = 1,...,p, >

tion. Soit u4 le moment centré d’ ordre 4 de R'. On a:

N e :
DB || =D (2 =05 = (0)?|| < oo
1 j=1
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D’apres le théoreme 2, on a : » "+ ip [( 9’)

2=

< 00. On déduit du lemme 6 que :

|_|

1E[ (0 - (?);1)2} < 0.

1n

> L[|z - o -8l
1

IA
&
3
S
e
-]
S|
N
&
=
|
o)
3&
_®,
N—
[
A
g

[e.e] 1 _1 n
> E EZ‘(Z; —01)(0: —0Y)|| <0 pus
n=1 L 7j=1
On déduit des trois conclusions précédentes que
i\2 2
HE - (Z; —05)" — (o) < 00
n=1 7=1
PN o
Z b Z(Z]Z —0j)"—(0")°| < o ps.
n=1 j=1
Par conséquent, presque stirement, » - = HM 1 _1H < oo et
| =1
_ -1 -1
Z; ~ [ My — M| = Z‘{ - | My (M — MY M| < com
n= n=
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