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1 INTRODUCTION

1.1 Abstract

This is the geometric-orbifold version of [Ca01/04]. We define the bimero-
morphic category of geometric orbifolds. These interpolate between (compact
Kéhler) manifolds and such manifolds with logarithmic structure, and may
be considered as “virtual” ramified covers of the underlying manifold. These
geometric orbifolds are here considered as fully geometric objects, and thus
come naturally equipped with the usual invariants of varieties : morphisms
and bimeromorphic maps, differential forms, fundamental groups and univer-
sal covers, fields of definition and rational points. The general expectation is
that their geometry is qualitatively the same as that of manifolds with similar
invariants. The most elementary of such geometric properties are established
here. The arguments of [Ca0l] can then be directly adapted to extend the
main structure results established there to this geometric-orbifold category.
We hope to come back to deeper aspects later. The motivation is that the na-
tural frame for the theory of bimeromorphic classification of compact Kéahler
(and complex projective) manifolds without orbifold structure unavoidably
seems to be the category of geometric orbifolds, as shown here (and in [Ca01]
for manifolds) by the fonctorial decomposition of special orbifolds as tower of
orbifolds with fibres having either k, = —oo or k = 0, and also, in a different
context, by the minimal model program, in which most proofs naturally work
only after the adjunction of a “boundary”. An orbifold is special if it does
not map “stably” onto a (positive-dimensional) orbifold of general type, while
having k; = —oo means that it maps only onto orbifolds having k = —o0,
and is expected to mean rationally connected in the orbifold category.

Moreover, fibrations enjoy in the bimeromorphic category of geometric
orbifolds extension (or “additivity”) properties not satisfied in the category
of varieties without orbifold structure, permitting to express invariants of the
total space as the extension (or “sum”) of those of the generic fibre and of



the base. Indeed, the discrepancy between the invariants of the total space
and the “sum” of those of the base and general fibres is mainly due to the
presence of multiple fibres, taken into account in the orbifold (but not in
the manifold) category. For example, the natural sequence of fundamental
groups always becomes exact in the orbifold category. Also the total space of
a fibration is special if so are the generic fibre and the base. Both properties
are very false without orbifold structures. This makes this category suitable
to lift properties from orbifolds having either k, = —oco or kK = 0 to those
which are special. And even leads to expect that specialness is the exact
geometric characterisation of some important properties (such as potential
density or vanishing of the Kobayashi pseudometric).

Let us notice that the notion of morphism used to treat fundamental
groups, based on the classical divisibility differs, by necessity, from the one
used to deal with other geometrical aspects.

1.2 Introduction

L’objectif du texte est en priorité de définir et d’établir les propriétés de
base de nouveaux objets (les ”orbifoldes géométriques”) qui semblent étre
essentiels pour la compréhension de la structure birationnelle des variétés
projectives ou Kéahlériennes compactes, et en donnent une vue synthétique
globale tres simple. Les démonstrations données reposent cependant sur les
techniques usuelles de la géométrie algébrique/analytique. De nombreuses
questions ou conjectures a leur sujet sont également formulées.

Le présent texte est la suite de [Ca01/04]. Dans ce texte était introduite
la notion de base orbifolde (Y|A(f)) d'une fibration f : X — Y, avec X com-
pacte Kéahler, cette base orbifolde étant vue comme un revétement ramifié
“virtuel” de Y éliminant virtuellement les fibres multiples en codimension 1
de f. Ces fibres multiples forment 1’obstruction principale a exprimer les in-
variants géométriques fondamentaux de X comme extension (ou “somme”)
de ceux de la fibre générique X,, et de la base Y de f. On y avait in-
troduit, de plus, une nouvelle classe de variétés, dites spéciales. Ce sont,
par définition, celles n’ayant pas de fibration sur une base orbifolde de type
général. Un X arbitraire y était scindé, a I’aide d’une unique fibration fonc-
torielle (son “coeur”), en ses parties antithétiques : spéciale (les fibres) et de
type général (la base orbifolde). On y avait décomposé! fonctoriellement toute

!Conditionnellement en une version orbifolde C’,‘{Tf; de la conjecture C), ,,, d’litaka.



variété spéciale en tours de fibrations a fibres orbifoldes ayant soit k. = —o0
(version conjecturale de la connexité rationnelle), soit £ = 0. La géométrie
spéciale apparaissant ainsi comme la combinaison au sens orbifolde de ces
deux géométries classiques.

Cette décomposition (et peut-étre aussi, parallelement, la théorie des
modeles minimaux ou l’adjonction d’un “bord” joue un roéle crucial dans
nombre de démonstrations) semble indiquer que le cadre naturel de la théorie
de la classification des variétés (projectives complexes ou Kéhlériennes com-
pactes) est la catégorie biméromorphe des orbifoldes géométriques. Cette
catégorie restant, dans une premiere étape, a définir.

L’objectif principal du présent texte est de le faire (du moins dans le
cas “lisse”), et d’en développer les propriétés de base les plus simples (celles
dont la démonstration s’adapte directement du cas des variétés a celle des
orbifoldes). Le point de vue adopté est que ces objets, qui interpolent entre
les variétés sans structure orbifolde et les variétés logarithmiques, sont des
objets géométriques a part entiere, et sont donc équipés de tous les attri-
buts des variétés usuelles : morphismes, transformations biméromorphes,
formes différentielles, groupe fondamental et revetement universel, corps de
définition, points rationnels. Nous espérons développer des aspects plus pro-
fonds ultérieurement. En particulier, seules les orbifoldes lisses sont étudiées
ici. Il semble indispensable de considérer un cadre plus général (celui des
orbifoldes “klt” ou “l.c”) pour les développements ultérieurs.

Notons que les fibrations possedent bien, dans cette catégorie, les pro-
priétés attendues d’additivité qui font défaut dans celle des variétés sans
structure orbifolde, et qui sont a l'origine de leur introduction. Par exemple,
la suite des groupes fondamentaux devient exacte dans cette catégorie. De
méme, l'espace total d'une fibration a fibres et base orbifoldes spéciales est
spéciale. Cette catégorie devrait ainsi permettre, par dévissage, de “relever”
a la “géométrie spéciale” certaines des propriétés attendues des “géométries
ke = —oo et kK = 0”7. Et méme de conjecturer que certaines propriétés im-
portantes (densité potentielle et nullité de la pseudométrique de Kobayashi)
sont exactement caractéristiques des orbifoldes spéciales.

Le contenu du texte est le suivant : le §2 introduit la catégorie des or-
bifoldes, les morphismes étant définis de 3 fagons différentes (équivalentes) :
multiplicités (voie géométrique; voir définition 2.3, qui est probablement
la contribution principale du présent texte), préservation des faisceaux de
formes différentielles, et disques testants. Le §3 définit la base orbifolde
“stable” d’une fibration f : (X|A) — Y, et calcule la base orbifolde “stable”
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d'une composée. Dans le §4, on établit I'invariance biméromorphe de la di-
mension de Kodaira de la base orbifolde stable d’une fibration, résultat uti-
lisé constamment dans la suite. Le §5 définit les courbes rationnelles or-
bifoldes, et pose la question de savoir si leurs propriét$ sont analogues a
celles du cas non orbifolde. On montre que c’est bien le cas lorsque 1’orbi-
folde géométrique considérée est un “quotient global” au sens de 5.15. La
considération du champ algébrique associé pourrait permettre de traiter le
cas général avec des arguments similaires si les multiplicités sont entieres.
Le §6 contient des rappels extraits de [Ca0l] sur l'additivité de la dimen-
sion de Kodaira dans le cadre orbifolde. C’est le résultat technique central
du présent texte. Le §7 contient des préliminaires techniques sur les fibra-
tions de type général, nécessaires pour la construction du coeur, effectuée au
89, apres un exposé au §8 des propriétés et exemples de base des orbifoldes
spéciales. Au §10, on décompose (conditionnellement en C7%) fonctorielle-
ment le coeur en tour de fibrations a fibres orbifoldes ayant soit k. = —o0,
soit kK = 0. Ce dévissage permet de formuler des conditions sous lesquelles
“relever” aux orbifoldes spéciales les propriétés attendues des orbifoldes ayant
soit Ky = —o0, soit kK = 0. Dans le §11, on définit et étudie le groupe fon-
damental et le revétement universel, et on construit la ['-réduction dans le
cadre orbifolde (avec morphismes au sens divisible). Dans le §12, on énonce
des conjectures qui étendent directement au cadre orbifolde celles de [Ca01],
et résultent du “relevement” du §10.

Le projet d’étendre aux orbifoldes géométriques les résultats de
[Ca01] y était déja proposé. Il a été aussitot entrepris par S. Lu dans
math.AG /0211029. La définition d’un morphisme orbifolde qui y est donnée,
en terme de “relevant multiplicities”, permet d’adapter directement les ar-
guments de [Ca01], mais n’admet pas d’interprétation géométrique explicite,
indispensable pour les applications et développements ultérieurs.

Je voudrais remercier D. Greb et K. Jabusch pour m’avoir signalé une
erreur dans la version initiale.



2 LA CATEGORIE DES ORBIFOLDES
GEOMETRIQUES

2.1 Diviseurs orbifoldes

Definition 2.1 Soit X un espace analytique compleze normal (dénombrable
a linfini; X sera, de plus, supposé compact et connexe dans la suite de ce
texte, a lexception du présent §2 essentiellement) . On note W (X)) l’ensemble
des diviseurs de Weil irréductibles de X .

Une multiplicité orbifolde sur X est une application m : W(X) —
(QU +00) := QF telle que m(D) > 1 pour tout D € W(X), et telle que
m(D) =1 pour localement presque tout D € W(X) (ie : pour tout compact
K de X, m(D) =1 pour tous les D € W(X) rencontrant K, sauf un nombre
fini d’entre eux). Une telle multiplicité orbifolde est dite entiére si elle prend
ses valeurs dans (N U +00).

Une multiplicité orbifolde m sera dite finie si elle ne prend pas la valeur
+00.

Le diviseur orbifolde associé est A := 3"y ) (1=1/m(D)).D. C’est
une somme localement finie définissant un Q-diviseur effectif sur X. (Par
convention, 1/(400) := 0). On notera ma : W(X) — (QU +o0) la multipli-
cité orbifolde définissant A.

Le support de A, noté supp(A), ou [A], est la réunion des D € W (X)
tels que m(D) > 1.

Une orbifolde géométrique? est un couple, noté (X|A), de la forme
précédente. Une orbifolde géométrique (X|A) sera dite finie si sa multiplicité
ma est finie, et entiere si sa multiplicité [’est.

On dira que (X|A) est lisse si X est lisse et si supp(A) est un diviseur
a croisements normaud.

Remarque 2.2 1. Lorsque m ne prend que les valeurs 1 et +00, le diviseur
A est entier, réduit, de multiplicité 1. On dira que 'orbifolde géométrique

2Le terme “géométrique” provient de ce que 1’'on ne conserve de la structure orbifolde
que le support (un diviseur) et les multiplicités, mais que 1’on ne se donne pas d’action
locale d’un groupe. En ce sens, une “orbifolde géométrique” peut étre vue comme la trace
géométrique en codimension 1 d’une orbifolde au sens usuel. Nous espérons que ce terme
ne créera as de confusion avec les orbifoldes usuelles.



(X|A) est ouverte, ou : logarithmique. On notera (X|D) une telle or-
bifolde géométrique. Le cas général interpole donc entre les cas propre (ou
A = 0) et logarithmique.

Toute variété lisse et quasi-projective U s’écrit : U = X — D, avec (X|D)
lisse. Les propriétés de U sont celles de (X |D) ne dépendant que de X —D. Ce
sont en fait les propriétés “birationnelles” de (X |D) au sens défini ci-dessous.
Nous en verrons de nombreuses, nouvelles.

On écrira aussi A = > 7. ;(1 — 1/m;).D; si J est un sous-ensemble
localement fini de W (X) contenant tous les D tels que m(D) > 1, avec
m; = m(Dj>,Vj e J.

2. On peut considérer, plus géneralement, des fonctions de multiplicité a
valeurs réelles dans {[1, +oo[U{+0o0}}. Les définitions et résultats ci-dessous
s’appliquent, ainsi que leurs démonstrations, avec des modifications mineures,
a ce cadre élargi (susceptible d’autres applications).

3.Si A, A’ sont des diviseurs orbifoldes sur X, de fonctions de multiplicité
m,m’ respectivement, on dira que A > A’ si m > m/. (Ceci signifie en effet
que (A—A") est un diviseur effectif). Si ces deux orbifoldes géométriques sont
entieres, on dira que A’ divise A (noté ma/(D)|mas (D) divise ma(D),VD €
W(X) (avec la convention : n divise +o00,Vn > 0, entier).

4. On définit de maniere évidente le produit de deux orbifoldes
géométriques. Ce produit est donc lisse si les facteurs le sont.

5. Si A, A’ sont deux (ou méme une famille d’) orbifoldes géométriques
sur X on définit de maniere évidente sup{A, A’} et inf{A, A'}.

6. D. Abramovich a introduit, dans [Abr 07], le terme de constellation
et pour son raffinement toroidal, qui lui est du, celui de firmament. La
notion de “constellation” consiste en la donnée d’un systéme (compatible)
de diviseurs orbifoldes géométriques sur toutes les modifications propres de
X, considérées simultanément. Nous tentons ici de considérer les propriétés
biméromorphes (définies de maniére adéquate) des “orbifoldes géométriques”
individuelles, sans inclure la totalité de la constellation associée dans la
donnée initiale. La différence entre les deux notions semble cependant in-
essentielle.

D’ailleurs, dans le cas considéré ici, ou X est projective lisse et le sup-
port de A a croisement normaux, la notion d’orbifolde géométrique est un
cas particulier de celle de “champ algébrique” lisse de Deligne-Mumford, et
le terme est donc compatible (au niveau des objets, sinon des morphismes
définis ci-dessous) avec les terminologies antérieures.

L’ expression “orbifolde géométrique” sera parfois abrégée en “orbifolde”
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dans la suite. On parlera ainsi de “morphismes orbifoldes, fibre ou base or-
bifolde” d’une fibration. Ceci ne devrait pas créer de confusion, puisque les
“orbifoldes” au sens usuel ne sont jamais considérées dans le présent texte.

2.2 Invariants : dimension canonique, groupe fonda-
mental, points entiers.

Le principe que nous voudrions illustrer dans le texte qui suit est le
suivant :

1. Les orbifoldes géométriques (lisses) sont des objets géométriques a part
entiere, au méme titre que les variétés complexes (projectives ou compactes) :
on peut leur attribuer en particulier les invariants géomériques définis ci-
dessous.

2. Leurs propriétés géométriques sont les mémes que celles des variétés
(sans structure orbifolde géométrique) ayant des invariants analogues.

3. Nombre de ces propriétés sont établies en adaptant (en général sans
difficultés majeures) les démonstrations établissant celles des variétés sans
structure orbifolde géométrique. Pour certaines propriétés cependant, I’adap-
tation semble requérir des idées nouvelles. Des exemples sont : les courbes
rationnelles orbifoldes, ou le groupe fondamental des orbifoldes géométriques
qui sont soit Fano, soit a fibré canonique trivial.

e Si (X|A) est une orbifolde géométrique, on définit (voir [Ca04], les
définitions détaillées sont aussi données ci-dessous, dans les chapitres corres-
pondants ) :

1. Son fibré canonique Kx|a := Kx + A : c’est un Q-diviseur sur X.

2. Sa dimension canonique (ou de Kodaira®) : k(X |A) := k(X, Kx+A) >
k(X)) € {—00,0,1,...,dim(X)}, lorsque X est compacte et irréductible.

On dira que (X|A) est de type général si k(X |A) = dim(X) > 0.

3. On définira aussi des faisceaux de formes (pluri)-différentielles et, plus
généralement, de tenseurs holomorphes sur une orbifolde géométrique lisse.

3Habituellement appelée “dimension de Kodaira”, elle est en fait introduite pour les
surfaces dans le livre de Shafarevitch et al. sur la classification des surfaces projectives, et
en général par S. litaka et B. Moishezon (dont nous suivons la terminologie). K. Kodaira
ne l’a utilisée qu’en 1975, alors qu’elle était déja d’usage courant.
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(Voir §2.5 et §2.6 ci-dessous).

e Lorsque (X|A) est entiere, on peut aussi définir :

4. Son groupe fondamental 71 (X|A) et son revétement universel (voir
[Ca04] et le §11 ci-dessous).

5. Sa pseudométrique de Kobayashi dxa (voir [Ca04] et le §12.3 ci-
dessous).

6. Ses points entiers sur un corps de nombres, pour un modele donné.
(Voir [Ca05], et le §12.5 ci-dessous).

7. La notion d’orbifolde géométrique peut naturellement étre définie en
géométrie algébrique sur d’autres corps que C. Un cas intéressant est celui
des corps de fonctions (méromorphes sur une courbe projective définie sur C
ou sur un corps fini). Voir [Ca01] ou le §12.4 ci-dessous.

2.3 Morphismes orbifoldes.

La définition suivante est la contribution principale du présent texte :

Definition 2.3 Soit f : Y — X wune application holomorphe entre espaces
analytiques complexes normauz, et Ay, Ax des diviseurs orbifoldes sur'Y, X
respectivement. On note ict my,mx les multiplicités orbifoldes associées.
On dit que f induit un morphisme orbifolde (noté alors f : (Y|Ay) —

1. f(Y) n'est pas contenu dans |Ax|.

2. X est Q-factorielle au sens algébrique (ie : tout diviseur de Weil
irréductible sur X est Q-Cartier).

3. pour tout D € W(X), et tout E € W(Y), on a : t.my(E) > mx(D),
sit>0,o0u:t=tpp € Q" est tel que f*(D) = tgp.E+ R, avec R un
diviseur effectif de Y ne contenant pas E.

Definition 2.4 Dans l’étude du groupe fondamental orbifolde (défini seule-
ment pour les orbifoldes géométriques entiéres, voir §11), nous utiliserons
une notion plus restrictive de morphisme orbifolde, celle de morphisme
orbifolde divisible : il s’agit d’un morphisme orbifolde dans le sens
précédent, mais satisfaisant la variante “muliplicités classiques” : mx (D)
divise t.my (E)*, pour tous D, E comme dans la condition 2 ci-dessus. (Par
convention, +o0o est multiple de tout entier m > 0).

4Au lieu de : t.my (E) > mx (D).
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Pour distinguer ces deux types de morphismes, nous appellerons “mor-
phismes non-classiques” ceux définis en 2.3 ci-dessus, et “morphismes clas-
siques, ou divisibles” ceux définis ici.

On notera Georb® la catégorie des orbifoldes géométriques Q-factorielles
munie des morphismes non-classiques, et Georb? sa sous-catégorie pleine
constituée des orbifoldes entiéres. On notera en fin Georb™ la catégorie des
orbifoldes géométriques Q-factorielles entieres munie des morphismes “clas-
siques” (ou “divisibles”).

Pour indiquer qu’un morphisme orbifolde f : (Y|Ay) — (X|Ax) appar-
tient a l'une de ces trois catégories, on le notera : f: (Y|Ay)* — (X|Ax)*,
avec x = div, Z, () selon le cas.

Remarque 2.5

0. Les motivations pour la condition 3. de la définition 2.3 précédente sont
multiples, bien que peu évidentes a priori : tout d’abord, cette condition est
exactement celle qui préserve les faisceaux de formes pluri-différentielles (voir
proposition 2.12), ainsi que les morphismes du disque unité pour les orbifoldes
géométriques entieres (voir proposition 2.7).

Enfin, une motivation géométrique plus directe (dans le cas divisible) est
la compatibilité avec la composition des fibrations : soient f : X — Y et
g:Y — Z deux fibrations entre variétés complexes projectives normales. On
suppose f et g a fibres équidimensionnelles pour simplifier.

Soit D un diviseur de Weil sur Z. Alors la multiplicité de la fibre de (go f)
au-dessus du point générique de D est le pged, noté p(D), des t;.m; sig*(D) =
> tj-(Ej), ot my = pged(sij) , avee : f*(Ej) =3, si5.Fy;. (Les entiers ¢, s
sont bien définis au-dessus des points génériques de D, E;, puisque f, g sont
a fibres équidimensionnelles, de sorte que tous les £ ont pour image D). Les
m; sont donc simplement les multiplicités usuelles des fibres de f au-dessus
des points génériques des Ej.

Si l'on définit une orbifolde géométrique (Y|Ay) sur Y en posant :
ma,(E;) = my; pour tout diviseur de Weil E; sur Y comme ci-dessus,
et une orbifolde géométrique (Z|Ays) en posant ma , (D) = p(E), pour
tout £ C Z, alors : pour tout diviseur orbifolde Ay sur Y, lapplication
g: (Y|Ay) — (Z|Ays) est un morphisme orbifolde (au sens de 2.3) si et
seulement si Ay > Ay,

Cette situation sera étudiée en détail aux §3.1 et §3.3.

1. Si mx(D) =1 et si X est factorielle, la condition 2. est vide (puisque
t > 0 est entier et my(F) > 1). Seuls les D C [Ax]| et E tels que f(E) C
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[Ax] fournissent donc des conditions non vides. Si X et Y sont compacts,
les conditions a vérifier sont donc en nombre fini.

2.51 f: (Y[|Ay) — (X|Ax) et g : (Z]Az) — (Y|Ay) sont des mor-
phismes, le composé f o g aussi. La démonstration est immédiate.

3. 51 Ax = Ay = 0, toute application holomorphe f : X — Y est un
morphisme orbifolde. Si f: (Y|Ay) — (X|Ax) est un morphisme orbifolde,
et si A > Ay, alors f : (Y|AY) — (X]Ax) est un morphisme orbifolde.
De méme : si Ax > Ay, alors f : (Y|Ay) — (X|Ay) est un morphisme
orbifolde.

4. Si (X|Ax) est logarithmique, alors f : (Y|Ay) — (X|Ax) est un
morphisme orbifolde si et seulement si Ay > f~1(X|Ax).

5. On dit que f : (Y]|Ay) — (X|Ax) est un morphisme orbi-
folde biméromorphe élémentaire (ou une modification orbifolde
élémentaire) si ¢’est un morphisme orbifolde, si f : Y — X est birationnel,
et si f.(Ay) = Ax. On suppose ici que les deux espaces Y, X considérés sont
algébriquement Q-factoriels. Noter que les trois propriétés sont indépendantes
(deux d’entre elles n’impliquent pas la troisieme). On dira que deux telles
orbifoldes géométriques sont biméromorphiquement équivalentes s’il
existe une chaine de morphismes orbifoldes biméromorphes élémentaires les
reliant. De maniere équivalente : c’est la relation d’équivalence engendrée par
les morphismes orbifolde biméromorphes élémentaires.

e Voir 232 et 233 pour des exemples utiles d’équivalences
biméromorphes.

6. Si f: (Y|Ay) — (X]|A) et f/: (Y|Ay) — (X]|A') sont des mor-
phismes orbifoldes, ils se factorisent par fT : (Y]|Ay) — (X|AT), avec AT :=
sup{A, A’}. De méme, si f : (X]|A) — (Y]Ay) et f: (X|A) — (Y|Ay) sont
des morphismes orbifoldes, ils se factorisent par f~ : (X|A7) — (Y|Ay),
avec A~ :=inf{A,A’}.

7.51 f 1Y — (X]Ax) est une application holomorphe propre et surjective
avec Y et (X|Ax) lisses, et f~1([Ax]) a croisement normaux, il existe un
élément minimum, noté fT(Ax), parmi les diviseurs orbifoldes Ay sur Y
tels que f : (Y|Ay) — (X|Ax) soit un morphisme orbifolde. On Iappelle
relevement de Ax a Y. Pour tout £ € W(Y), la fT(Ax)-multiplicité de
E est my(E) := sup{l, supp{m(D)/tep}t}, D € W(X) tel que f*(D) =
tgp.E+ R, avec tgp > 0 et R effectif, de support ne contenant pas E.

Si 'on veut des orbifoldes entiéres (resp. et des morphismes divi-
sibles), on doit remplacer {m(D)/tgp} par {[m(D)/tgpl} (resp. par :
ppcmp{m(D)/pgcd(tg,p, m(D)}.
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On impose la condition my(F) > 1,VE € W(Y'), puisqu’elle n’est pas
toujours satisfaite (par exemple si f :Y — X est un revétement ramifié de
courbes projectives, si Ax = 0, et si E est un point de ramification de f).

On notera que si g : Z — Y est une seconde application holomorphe
propre et surjective, alors (fog)T(Ax) < gT(fT(Ax)), mais que 'on n’a, en
général, pas égalité.

Par exemple : pour f, éclater la surface X en un point lisse du support
(non vide, de dimension 1) de (Ax), puis pour g, éclater I'intersection de
la transformée stricte du support de Ax avec le diviseur exceptionnel. Si
la composante de Ax contenant le premier point éclaté est de multiplicité
m > 2, la multiplicité du diviseur exceptionnel du second éclatement dans

(fog)T(Ax) (resp. dans gt (fT(Ax))) est m/2 (resp. m).

Definition 2.6 Soit D le disque wunité de C, et X lisse. On note
Hol(D, (X|Ax)) l’ensemble, muni de la topologie de la convergence compacte,
des applications holomorphes h : D — X qui sont des morphismes orbidolde
lorsque D (resp. X) est muni du diviseur orbifolde vide (resp. Ax). (voir

[C-W05)).

Proposition 2.7 Soit (Y|Ay),(X|Ax) des orbifoldes géométriques, avec
Y, X lisses, et f:Y — X holomorphe. Alors :

L’application de composition : f, : Hol(D, (Y |Ay)) — Hol(D, X) définie
par : f.(h) = foh a son image contenue dans Hol(D,(X|Ax)) si [ :
(Y|Ay) — (X|Ax) est un morphisme (d’orbifoldes géométriques). Si (Y|Ay)
est entiére, la réciproque est vraie (ie : f est un morphisme orbifolde si f, a
son image contenue dans Hol(D, (X |Ax))).

Démonstration : Si f est un morphisme d’orbifoldes, la remarque 2.2(2)
précédente montre que l'image de f, est contenue dans Hol(D, (X |Ax)).
Réciproquement, supposons que, avec les notations de 2.3, f*(D) = t.F + R,
avec t > 0. Supposons que t.my(E) < mx(D). Soit y € E un point
générique lisse, et h : D — Y holomorphe telle que h(0) = y, et que
h*(E) = my(E).{0}, avec : (h(D)N[Ay]) = {0}. (On peut réaliser ces condi-
tions en restreignant suffisamment D, puisque (Y|Ay) est entiere). Alors :
(foh)*(D)=t.h*(E)+ h*(R) = t.my(E).{0}. Puisque t.my(E) < mx(D),
f n’est donc pas un morphisme d’orbifoldes.
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2.4 Résolution d’une orbifolde géométrique.

On peut définir comme suit la notion de modele lisse d'une orbifolde
géométrique arbitraire (X|A) , définie sur un espace complexe normal X
algébriquement Q-factoriel, c’est-a-dire tel que tout diviseur de Weil sur X
soit Q-Cartier. On note Sing(X) le lieu singulier de X.

Soit A =3",(1—1/m;).D; un diviseur orbifolde de X de support D, ot
m; € QN oo, V.

Definition 2.8 Une résolution p : (Y|Ay) — (X|A) de lorbifolde
géométrique (X|A) est alors une désingularisation p : Y — X de X telle
que p~1((D) U Sing(X)) soit un diviseur a croisements normauz sur Y,
et (Y|Ay) une orbifolde géométrique lisse de Y de support contenu dans
p Y ((D)USing(X)), telle que p.(Ay) = A, et telle que p: (Y|Ay) — (X|A)

soit un morphisme orbifolde.

Remarque 2.9 Sip: (Y|Ay) — (X|A) et p: (Z|Az) — (X]A) sont deux
telles résolutions, et si w : V. — Y et v : V — Z sont biméromorphes
(propres), il existe une plus petite orbifolde géométrique Ay sur V telle que
u: (VIAy) — (Y]Ay) et v : (V|Ay) — (Z|Az) soient des morphismes or-
bifoldes biméromorphes élémentaires, de sorte que powu : (V|Ay) — (X]|A)
et pov: (V]|Ay) — (X|A) sont aussi des résolutions, pourvu que les images
réciproques de (D U Sing(X)) par powu et powv soient des diviseurs a croise-
ments normaux.

e Lorsque X n’est pas Q-factorielle, la notion de résolution d’une orbifolde
géométrique n’est pas définie ici (et il ne semble pas immédiat d’en donner
une définition naturelle). La situation est donc, ici encore, analogue a celle
des résolutions logarithmiques du programme des (Log) modeéles minimaux.

2.5 Faisceaux de formes différentielles sur les orbi-
foldes géométriques lisses.

Notations : Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse (ie : X est lisse,
et [A] est a croisements normaux). On note A = >, (1 —1/my).D), =
Y ner @n-Dh, [a] = |a] étant la partie entiere du réel a, et [a] := —|(—a)]
son “arrondi supérieur”. Ici les multiplicités m; sont donc des rationnels dans
[1, 4+00[ ou +oo.
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Soit ¢ > 0 un entier, et Q% (log[A]) le faiccau des germes de formes
différentielles a poles logarithmiques dans [A] associé.

e Nous allons définir, pour une orbifolde géométrique lisse (X|A) les
faisceaux S™(2¢(X|A)), analogues des faisceaux Sym™ (%) lorsque A = 0.

Localement, dans des coordonnées locales © = (1, ..., z,) adaptées a A,
c’est-a-dire telles que A ait pour équation® : Hgi’l}xglfl/ " ), ce faisceau admet
donc comme O x-module les générateurs : dx;/x;, pour J partie ordonnée a
q éléments de {1,...,p}. On a noté : dxy/x; = Njesdr;/z;.

On note alors, pour tous les entiers non-négatifs ¢, N : Sy ,(X|A) =
SN(Q9(X]A)) le sous-faisceau analytique cohérent localement libre® de

Sym™ (Q%(log[A])) engendré par les éléments :
{dx /x5 = x(k/m].(}@ﬁjvda:h /xJZ = m(_k'a].@jvdxh, (J)=(J1,...,JN)},

définis comme suit :

1. Les J; sont des parties ordonnées (croissantes) a g éléments de {1, ..., p}.
Les N-uplets (Ji, ..., Jy) considérés sont croissants au sens large pour 'ordre
lexicographique sur les parties ordonnées a ¢ éléments de {1,...,p}.

2. Pour tout j = 1,...,p, on note k; le nombre d’occurrences de j dans
la suite Ji, ..., Jy. (C’est-a-dire que k; = ﬁzv ki, onkj; =1sij€eJ,et
kj; = 0 sinon).

3. On a aussi noté k/m le p-uplet (ky/my, ..., k,/m,), et [k/m] le p-uplet :
([k1/ma], .., [kp/m,]). Enfin @ zl*/ml = Hgi’fx][kj/mﬂ.

4. On a enfin noté (—k.a) le p-uplet (k;.aq, ..., —kp.a,), et [—k.a] le p-
uplet : ([—ki.a1], ..., [—kp.ap]). Enfin : zl7Fal .= H;j’l’x;_kj'aﬂ, avec : a; 1=
(1—1/m,).

e Cette définition est clairement indépendante des cartes adaptées locales
utilisées.

On vérifie alors aisément que lapplication naturelle Sy (X|A) ®
Su, @(X|A) — Sniar, (X |A) est bien définie (ie : prend bien ses valeurs
dans le membre de droite).

Remarque 2.10 1. A nouveau, la définition précédente s’applique avec
changement mineur au cas ou les multiplicités de A sont réelles.

Ssymbolique : les m; sont les A-multiplicités des hyperplans de coordonnées.

6C’est la propriété cruciale, utilisée constamment dans la suite. Elle permet de négliger
les sous-ensembles de codimension 2 ou plus, et donc de ne faire intervenir que le lieu de
codimension 1 du diviseur orbifolde.
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2. L'origine des faisceaur Sy o(X|A) = Sn4 (définis dans [Ca01]) est la
sutvante, pour les orbifoldes géométriques entieres : localement, dans la carte
x précédente, X|A a un revétement universel local f :' Y — X donné dans la
carte y = (y1,...,yp) par : f(y) =z = (v =y, ..., x, = yp")". Lorsque
N est suffisamment divisible, f*(Snq) = Sym» (QL). Pour N général, Sy,
est le plus grand sous-faisceau F de Sym™ (Qx(log([A])) tel que f*(F) C
Sym™N (QL).

3. Ces faisceauxr ont été utilisés de maniére cruciale dans le cadre de la
théorie de Nevanlinna dans [C-P05], avec p = 2,q = 1.

4. En  général, Snq,(X|A) contient, mais n'est pas égal a

SymMN (Q4(X|A)).

Exemple 2.11 1. Si ¢ = dim(X), Syq(X[|A) = N.Kx + > 4 {L(N(1 -
1/mp)|.Dp} = NKx+ |N.A| == |[N.(Kx+A)]. Le Q-diviseur Kx + A est
le fibré canonique de (X|A).

2. 8i Ax =0, Snyo(X|A) = Sym™(Q%), VN, q.

3. 8 A = [A], alors : Sy (X|A) = SymY (Q%(log(A))),YN,q. On a
bien sur : Sy o(X|A) C Sng(X|A) si A < A,

Les faisceaur Sy 4(X|A) interpolent donc, en général, entre Sym™ (Q%)
et Sym™ (% (log([AT))).

4. Soit (P'/D) lorbifolde géométrique logarithmique de dimension 1, avec
D réduit de support 2 points distincts de P' (par exemple 0 et 00). Alors les
faisceauz Sy 1(P'/D) sont triviauz, de rang 1. On en déduit que les faisceaux
Sn4((P'/D)") sont tous triviauz.

Proposition 2.12 Soient (Y|Ay) et (X|Ax) des orbifoldes géométriques
lisses, et f 1Y — X holomorphe.

1. Si f induit un morphisme d’orbifoldes géométriques, alors
F*(Sng(X]Ax)) C Snq(Y|Ay)) pour tous N, q.

2. Si f*(Svi(X[Ax)) C Swa(Y]Ay)) pour N = ppemj(num(m;)),
avec Ax = Zje,(l — 1/m;).D;, alors f induit un morphisme d’orbifoldes
géométriques. On a noté num(m;) le numérateur u; de m; = =%, siu;j,v; € Z
sont premiers entre eux.

)
Vi

Démonstration : Les notations sont celles introduites ci-dessus.

TAvec la convention : x; = y;7*>° := exp(y;), ou encore : dx;/z; = dy;, si m; = +oc.
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Pour 1, il suffit de montrer que, pour tous N, g, f*(x%/™] .®fjvdle /%) €
Sn.q(Y|Ay). Puisque ce dernier faisceau est localement libre, il suffit (Har-
togs) de vérifier cettte inclusion en codimension un dans Y. Soit donc
E € W(Y) et b € E un point générique. Soit y = (y1,...,yn) des coor-
données locales de Y en b telles que E ait pour équation locale y; = 0.
Au voisinage de b, on a donc : f(y) = (42 f1(y), ¥2. fo(y), ... i . fo (1)), avec
fj(b) # 0 pour j > 1. Notre hypothese est que t;.m" > m;, pour j =1,...,p,
sim' :=ma, (E).

Donc : f*(dxy/z;) = dyi/yn A\ uy, VJ, avec uy,VJ, une (¢ — 1)-forme
holomorphe, si |J| = ¢, et si t; > 1 pour un j € J au moins. Par suite, a des
termes holomorphes pres : f*(x!%/™] .®§§{dejl [z,) = ()5 (=K (dyy Jyr A
uy,)) ®=p .4 wy, avec g et w; holomorphes, et s := D et plilki/my].

On veut montrer que s > [k'/m/|, ou k' est I'entier ci-dessus (nombre
d’occurences de dy;/y; dans la forme précédente). On a évidemment :
K< >0 Ky Par ailleurs @ ¢;.m' > my,Vj, done : t;/m; > 1/m’,Vj. Donc,
pour tout j : t;.[k;/m;| > t;.kj/m; > k;/m’. Donc : s = Y t;.[k;j/m;] >
> k;j/m’ > k' /m/. Puisque s est entier, on a donc bien : s > [k'/m/].

Pour 2, soit F, D,b,t, f comme ci-dessus. On a donc, en particulier :
w1(f(y) =yt Done : f*(ai™ ™ (dayfa1)2N) = ¢yt ™™ (dyy fyr) =Y.
On a, par hypothese : t;.[N/my] > N/m'. Or, num(m;) divise N =
ppcm(num(m;)), et on a donc : 1.N/my = t;.[N/my] > N/m/. Clest
précisément (multipliée par N) l'inégalité définissant les morphismes orbi-
folde.

De I'exemple 2.11 on déduit :

Corollaire 2.13 Si f : (Y|Ay) — (X|Ax) est un morphisme orbifolde
surjectif et génériquement fini entre orbifoldes géométriques lisses, on a :
(Ky + Ay) > f*(Kx + Ax) (signifiant que la différence est Q-effective). En
particulier, k(Y |Ay) > k(X|Ax) siY est compacte et conneze.

Remarque 2.14 Dans [Ca04, définition 2.40, p. 541], la notion de mor-
phisme était définie seulement a l'aide des fibrés canoniques. Cette notion
semble trop faible pour étudier la catégorie des orbifoldes géométriques dans
un cadre biméromorphe.

2.6 Tenseurs holomorphes orbifoldes.
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On reprend les hypotheses et notations de la section précédente définissant
les faisceaux Sy ,(X|A) sur (X]A) lisse. On va définir plus généralement,
de maniere entierement similaire, les faisceaux 77 (X|A) de tenseurs holo-
morphes r-contravariants et s-covariants, muni des opérations de contraction
et de tensorisation usuelles. Cette définition résulte d’une discussion avec M.
Paun.

Dans des cordonnées locales adaptées (zy,...,x,), c’est le faisceau
T7(X|A) localement libre engendré comme O y-module par les :

Jj=s i=r
£ = glh=k)al, ® d(j) ® 0/ 0z,
j=1 i=1

ouw:[1,7r] — [1,p] et v:[1,s] — [1,p] sont des applications quelconques,
le p-uplet [(h — k).a] (& valeurs dans Z) étant défini comme dans la section
précédente.

De la définition on déduit les deux propriété usuelles suivantes :

e On a une application de tensorisation naturelle :

© : TI(X]A) QTP (X|A) = T (X|A), Vp, g, 7, s.
e On a une application de contraction naturelle :

c: T P(X|A) — TT(X|A), Vp, 5.
Remarque 2.15 On pourrait définir de méme des espaces de jets sur (X |A)
lisse, jets qui interviennent dans 1’étude de I’hyperbolicité.

2.7 Dimension canonique d’un faisceau différentiel de
rang 1

Notations Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X lisse, com-
pacte et connexe, et N,q > 0, entiers. On notera Ny := Ny(A) le plus petit
commun multiple des num(ma (D)) pour les D € W(X) tels que ma(D)
soient finis.

Soit Ly C Sy 4(X]A) un sous faisceau analytique cohérent de rang 1. On
notera Ly C Sy ,(X|A) sa saturation dans Sy ,(X|A), saturation qui est
par définition le plus grand sous-faisceau analytique cohérent de rang un de
Snq(X]A) contenant Ly. Ce faisceau est donc sans cotorsion.
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Soit maintenant L C Q% un sous-faisceau analytique cohérent de rang
1, et pour tout N > 0, soit Ly C Sy,(X|A) limage de L®V dans
SymN (Q%) C Snq(X|A), et soit enfin Ly C Sy ,(X]A) sa saturation dans
ce méme faisceau.

On a des applications naturelles Ly ® Ly — Lyiav, qui induisent
au niveau des sections une structure d’anneau gradué sur R(X|A,L) :=
®n>0H(X, Ly). On notera Ro((X|A), L) := ®u>oH(X, Lasn,) : cest
évidemment un sous-anneau gradué de R((X|A), L).

On notera k(X|A, L) le degré de transcendance sur C de cet anneau,
diminué dune unité si ce degré est au moins 1; si ce degré de transcendance
est 0, on notera k(X|A, L) = —oo. On définit de méme ro((X|A), L) a l'aide
de anneau Ry((X|A), L).

Lemme 2.16 Si (X|A) est lisse, et si Nog = No(A) :

1. Pour tout N > 0, on a, en codimension un® sur X : (Ly)®N C
(Lng)®™ = L.y -

2. De plus, H°(X, (Ly,)®*")=H"(X, Ly.n,)

5 ko((X|A), L) = ((X]A), L),

4. K((X|A), L) = limn— 100 (log(pn (X |A, L) /logN ) =max n=o(dim(Py(X))).
Ici, pn(X]A, L) == hO(X, Ly), et ®5(X) est lapplication méromorphe in-
duite par le systéme linéaire complet Ly .

En particulier, k(X|A, L) € {—00,0,1,...,p := dim(X)} est appelé (sui-
vant la terminologie de Moishezon) la dimension canonique de L.

La C-algébre K(X|A,L) := ®n>0H(X, (Ly) est appelée algébre ca-
nonique de L. Lorsque L = Kx, on note simplement K(X|A) cette algébre,
appelée ’algébre canonique de (X|A).

Démonstration : 1. Soit a € Dj, générique, et z = (z1,...,2,),p =
dim(X) des coordonnées locales de X en a telles que I’équation de D; en a
soit : azglfl/m) = 0. Soit w = (dzy Au)+v un générateur local de L C Q% en a,
avec u, v des (¢ — 1)-formes holomorphes telles que : u(a) # 0, et 595,V =
v(0/0xy,...) = 0. Donc Ly est engendré pres de a par (:EI_LN/mJ).w®N si
v =0, et par w®" si v # 0, ceci pour tout N > 0. Les inclusions annoncées
sont donc clairement vraies dans les deux cas.

Siv =0, Ly est engendré pres de a par : (2°/2V).w®N avec b = [N/m].
Puisque Ny = n’.num(m), avec n’ entier, No[N/m] > [No.N/m]| =

8(’est-a-dire : sur le complémentaire d’un fermé de Zariski de codimension au moins 2.
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NTNy/m]. La premiere inclusion de faisceaux résulte de la premiere inégalité,
et 1’égalité de faisceaux de la seconde égalité.

2. Résulte de 1. par Hartogs, puisque Sy ,(X|A) est localement libre, et
entraine immédiatement 3.

Les assertions de 4. sont classiques (voir, par exemple [U75]).

Exemple 2.17 1. Siq=dim(X), c(X|A, Kx) = (X, Kx+A) = r(X|A).
2. Soit (X|A) := (P'/D)",r > 1 lexemple 4 de 2.11. Pour tout ¢ > 1 et
tout sous-faisceau L de rang 1 de Q%, on a donc : k(X|A, L) < 0.

2.8 Invariance biméromorphe de la dimension cano-
nique

Proposition 2.18 Soit (Y|A') et (X|A) des orbifoldes géométriques lisses,
X, Y compactes et connezxes. Soit f :'Y — X une application biméromorphe.
On a équivalence entre les deux conditions suivantes :

1. f : (Y|A) — (X|A) est un morphisme orbifolde biméromorphe
élémentaire.”

2.11 existe N, divisible par les multiplicités de A et de A, tel que

F(Sna(X[A)) C Sya(Y]A")), et fu(Sna(Y]A)) C Sya(X]A)).

Démonstration : Si la condition 1. est satisfaite, la premiere (resp. se-
conde) des propriétés 2. est satisfaite par 2.12 (resp. par le lemme d’Hartogs,
et le fait que Sn1(X|A)) est localement libre).

Si la condition 2. est satisfaite, alors f est un morphisme orbifolde par la
premiere condition 2. et 2.12. De plus, f.(A’) = A par la seconde condition
2. En effet, cette condition garantit qu’en codimension 1, les multiplicités de
A coincident avec celles de A’ sur les transformés stricts des composantes du
support de Ae

Théoréme 2.19 Soit X, X' lisses compactes et connexes, et u : (X'|A") —
(X|A) un morphisme orbifolde biméromorphe élémentaire entre orbifoldes
géométriques lisses. Soit L C Q% un sous-faisceau cohérent de rang 1, et
L' = u*(L) C Q%. On note, pour tout N > 0 u* : Ly — L7 le morphisme
naturel de faisceauz. Alors :

1. u*: HY(X|A, Ly) — HY(X'|A', L) est un isomorphisme.

2. Donc : py(X|A, L) = py(X'|A", L.

2. kK(X|A, L) = r(X'|A, L).

9Voir remarque 2.5, (5) ci-dessus pour la définition.
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Démonstration : Soit A C X le lieu (de codimension 2 au moins) au-
dessus duquel u n’est pas un isomorphisme. Soit r : H(X, Ly) — H°(X —
A, Ly) larestriction. Par Hartogs, c’est un isomorphisme (d’espaces vectoriels
complexes). Soit 7 : H*(X', Ly) — H°(X — A, Ly) la restriction (composée
avec u). Elle est injective. Puisque r’ o u* = r,;u* est un isomorphisme.

Exemple 2.20 Le cas des orbifoldes géométriques logarithmiques est
simple : si (X'/D") et (X/D) sont des orbifoldes géométriques logarithmiques
lisses (ie : si X, X' le sont, et D, D’ réduites a croisements normauzx), ces
deux orbifoldes géométriques logarithmiques sont biméromorphes si et seule-
ment s’il eviste une suite w; = uj o (uj_l) © Xjo1 --» X d’équivalences
biméromorphes, pour j = 1,...,m, telle que (uj_l(Dj)) = (u})"1(Dj-1), avec
(Xo|Do) = (X|D), et (Xn|Dy) = (X'|D’) . La condition “croisements nor-
maux” n’est pas superflue : X = P?, D la réunion de 3 droites concourantes,
et X' = P x PY, D' la réunion de 3 fibres de la projection sur le premier
facteur, le montrent : la dimension canonique n’est pas méme préservée.

Par exemple, les orbifoldes géométriques (X|A) := (P1/Dy)",r > 1 de
Vezemple 4 de 2.11, et (X'|A") := (P"/D,), ot D, est la réunion réduite
et a croisements normaux de (r + 1) hyperplans projectifs (distincts) sont
biméromorphiquement équivalentes. On en déduit que les Sy (X'|A") sont
aussi tous triviauz, et kK(X'|A', L) < 0 pour tout sous-faisceau L de rang 1
de Q.

SiU = X —D est une variété quasi-projective lisse (connexe), avec (X|D)
lisse, les propriétés de (X|D) qui sont des invariants biméromorphes sont
donc des invariants de U. Tels sont donc x(X|D), H(X, SN (QF(X|D)). Et
en particulier ¢(U) := H°(X, Q' (X|D).

2.9 Invariance étale de la dimension canonique

Definition 2.21 Soit v : (Y'|A") — (Y|A) un morphisme orbifolde entre
orbifoldes géométriques lisses et entieres de méme dimension q.

Si N.(Ky + A) = v (N.(Ky: + A7), pour un entier N tel que N.A soit
entier, on dit que v est étale en codimension 1.

Proposition 2.22 Soit v : (Y'|A") — (Y|A) un morphisme orbifolde entre
orbifoldes géométriques lisses.

1. On a équivalence entre les 3 propriétés (a),(b),(c) suivantes :

(a). v est étale en codimension 1.
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(b). Pour tous N > 0,q > 0, N étant suffisamment divisible, v*
Sng(Y[A) = Sy (Y'|A") est un isomorphisme au-dessus du complémentaire
d’un fermé analytique A C'Y de codimension au moins 2.

(c). 1l existe un fermé analytique A C Y de codimension au moins 2
tel que, au-dessus du complémentaire de A dans Y, A’ divise exactement
v*(A) (ie : pour tout D' € W(Y) rencontrant (Y' — v='(A))), r(D') :=
ma(D")/ma(v(D")) est un entier égal a lordre de ramification de v au point
générique de D').

2. De plus, si v est étale en codimension 1, alors pour tout sous faisceau
L C Qf cohérent de rang 1, k(Y|A, L) = s(Y'|A", u*(L)).

Démonstration : Assertion 1 : localement en ¥/ € Y/ — A, A" :=v~1(A),
quitte & augmenter un peu A de sorte que AN (Y — A) soit lisse, on a des coor-
données y' = (v}, ...,y,), ainsi que des coordonnées locales y = (y1,...,Yn)
en b:=v(b) telles que v(y') = (¥}, ¥'2,...,y.,), et telles que les équations de
A en b (resp. A en V) soient : 1,2 /™ (vesp. ;'™ Un calcul immédiat
montre alors que les proriétés (a) et (c) sont simultanément vérifiées, ceci
si et seulement si : 7.m’ = m. D’ou 'équivalence de (a) et (c). Puisque (a)
et le cas particulier ¢ = n de (b), et que (¢) implique immédiatement (a),
I’assertion 1 est établie.

L’assertion 2 résulte de Hartogs, du fait que les faisceaux Sy 4(Y|A) sont
localement libres, et de la propriété (b) ci-dessus. .

2.10 Inégalité de Bogomolov (version orbifolde)

Le théoréme suivant est di a F. Bogomolov ([Bo 78]) lorsque D est vide.
Sa démonstration s’étend immédiatement au cas logarithmique, en utilisant
le fait, di a P. Deligne ([De 74]), que les sections de Q% (logD)) sont d-

fermées!?.

Théoréme 2.23 Soit X une variété Kahlérienne compacte et conneze'l,

D un dwviseur a croisements normaux sur X, et L C Q% (logD)) un sous-
faisceau cohérent de rang 1. Alors :
(1) k(X, L) < p.

10Cette version logarithmique de [Bo 78] a été observée indépendamment par S. Lu.
110u, plus généralement, biméromorphe & une telle variété.
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(2) Si k(X,L) = p, alors il ezxiste une (unique) fibration méromorphe
[ X =Y telle que les saturations dans 2% (logD)) de L et de f*(Ky) coin-
cident. (En particulier, dim(Y') = p, et f est la fibration d’litaka définie par
le systeme linéaire des sections de L,,, pour m > 0 assez grand, la saturation
de L®™ étant prise dans Sy, ,(X/D) = Sym™ (% (logD))).

Démonstration : Elle est identique a celle de [Bo 78] (dans le cas pro-
jectif), ou de [Ca 04] (dans le cas Kéahler), en utilisant [De 74] au lieu de
la classique fermeture des formes différentielles holomorphes de la théorie de
Hodge.

Corollaire 2.24 Soit X une variété Kdhlérienne compacte et connexe, et A
un diviseur orbifolde sur X. Soit L C Q% un sous-faisceau cohérent de rang
1. Alors :

(1) K(X|A, L) < p.

(2) Si k(X|A,L) = p, alors il eziste une (unique, 4 équivalence
biméromorphe prés) fibration méromorphe f : X — 'Y telle que L et f*(Ky)
coincident au point générique de X. (En particulier, dim(Y') = p, et f est
la fibration d’litaka définie par le systéme linéaire des sections de Ly, pour
m > 0 assez grand, la saturation de L®™ étant prise dans Sy, ,(X|A)).

Démonstration : Soit D le support de A. On a, bien str : k(X |A, L) <
k(X/D,L) < p. Dou (1), par 2.23 (1) ci-dessus, appliqué a L dans
0% (logD)). Si on a égalité, on a aussi : p = k(X|A,L) < k(X/D,L) < p.
D’ou (2), en appliquant de la méme fagon 2.23 (2)e

2.11 Orbifoldes géométriques log-canoniques et klt

Ces notions sont définies comme dans le cadre du PMML (=LMMP en
Anglais), avec la condition additionnelle de Q-factorialité.

Definition 2.25

e L’orbifolde géométrique (X|A) est dite log-canonique si :

1. X est Q-factorielle.

2. Le faisceau wy = Kx est Q-Cartier.

3.Pour toute (ie : pour une) résolution p : (Y|Ay) — (X|A), on a :
Kx 4+ Ay > p"(Kx + A).

e L’orbifolde géométrique (X|A) est dite kIt si, pour une (ie : pour toute)
résolution p : (Y|Ay) — (X|A), on a : (Kx + Ay) —p*(Kx + A) := F est
un diviseur effectif supporté sur le diviseur exceptionnel de p tout entier.
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Exemple 2.26 Les orbifoldes géométriques lisses sont log-canoniques, et kit
si et seulement si a multiplicités finies.

Remarque 2.27 Soit p : (Y|Ay) — (X|A) une résolution d’une orbifolde
géométrique log-canonique. Alors p*(H°(X, N(Kx|a)) = H°(Y, N.Ky|ay))
est indépendant de la résolution choisie, pour tous N > 0.

Question 2.28 Soit p : (Y|Ay) — (X]|A) une résolution d’une orbifolde
géométrique log-canonique.

Pour tous N > 0,q > 0, le faisceau SN (QI(X|A)) := p.(SV(QI(Y|Ay))
est-il indépendant de la résolution p ?

Si oui, alors : p*(H°(X, SN (Q4(X]|A)))) = H(Y,(SY(QU(Y]Ay)))) est

mdépendant de la résolution choisie, pour tous N, q.

Question 2.29 Supposons que (X|A) soit wune orbifolde géométrique
log-canonique, et que les faisceauzr S™(QI(X|A))) soient biens définis
(indépendants de la résolution de (X|A)). Les faisceauz SN (Q4(X]A))) sont-
ils alors réflexifs ¢

Pour ¢ = n := dim(X), c’est une conséquence de la définition. Lorsque
q=1,(n—1), une réponse positive partielle est fournie dans [G-K-K].

2.12 Equivalence biméromorphe.

Rappelons (définition 2.3 (5)) que f : (Y]Ay) — (X|Ax) est un mor-
phisme orbifolde biméromorphe élémentaire si c’est un morphisme
orbifolde, si f : Y — X est birationnel, et si f.(Ay) = Ax. On suppose ici
que Y, X sont Q-factorielles. Noter que les trois propriétés sont indépendantes
(deux d’entre elles n’impliquent pas la troisieme).

Definition 2.30 On dira que deux orbifoldes géométriques log-canoniques
sont biméromorphiquement équivalentes s’il existe une chaine de mor-
phismes orbifoldes biméromorphes élémentaires les reliant, et tels que cha-
cunes des orbifoldes géométriques de cette chaine soit log-canonique. De
maniere équivalente : c’est la relation déquivalence engendrée par les mor-
phismes orbifolde biméromorphes élémentaires entre orbifoldes géométriques
log-canoniques.

Remarque 2.31 Il résulte de a remarque 2.27 que la dimension canonique
d’une orbifolde géométrique log-canonique est un invariant birationnel, au
sens défini ci-dessus.
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L’équivalence biméromorphe dans cette catégorie présente des différences
notables avec le cas non orbifolde géométrique. En particulier : I'exemple
2.32 ci-dessous montre que deux orbifoldes géométriques lisses (projectives)
biméromorphiquement équivalentes ne sont pas nécessairement dominées par
une troisieme qui leur est biméromorphiquement équivalente. Cette différence
complique considérablement ’étude de I’équivalence biméromorphe orbifolde.

Exemple 2.32 (transformation de Cremona) Soit X := P2 et 3 points
a,b,c € X non alignés. On note A, B,C les trois droites projectives de X
passant par 2 de ces 3 points. Soit u : X' — X ’éclaté de X en les 3 points
a,b,c, et A", B",C" les transformées strictes des droites A, B,C' dans X'.

On note enfin B, F,G les trois diviseurs irréductibles de u. Alors X' ad-
met une seconde contraction v: X' — Y surY = P?, qui contracte A', B', C"
sur trois points o', ', € Y, et E, F,G sur trois droites projectives E', ', G’
de Y 2 P2 (wout: X --s Y nest donc autre que la transformation de
Cremona,).

On peut munir X' des deuz structures orbifoldes géométriques (logarith-
miques) :

A=(E+F+G)etA:=A+B+C).

Alors :u : (X'|A) — X et v : (X'|A") = Y sont des morphismes or-
bifoldes élémentaires, puisque le support de A (resp. A') est u-exceptionnel
(resp. v-exceptionnel).

De plus, v : X' = (X'|0) — X et v : X' — Y sont des morphismes
orbifoldes élémentaires, par dédinition méme.

Donc, lidentité ensembliste 1x : (X'|A) — X' = (X'|0) et
Ix: + (X'|A") — X' sont des morphismes orbifoldes birationnels (non
élémentaires).

Par suite, (X'|A) et (X'|A") sont birationnellement équivalentes.

Soit maintenant A” = sup(A,A') = (A'+B' +C'+ E+ F+G) : c’est un
diviseur orbifolde (logarithmique) sur X'. De plus, k(X'|A”) = k(X/D) =0,
si D:=(A+ B+ C). Donc (X'|A”) n'est birationnellement équivalent ni a
(X'|A) ni a (X'|A"), puisque k(X'|A) = k(X]0) = —o0.

Si Dorbifolde géométrique lisse (Z|Ayz) domine (par des morphismes or-
bifoldes) g : (Z|Az) — (X'|A) et ¢ : (Z]Az) — (X'|A"), elle domine
aussi (X'|A”). En effet, on a, ensemblistement g = ¢'. Si E' € W(X'),
si H e W(Z), et si g(F') = t.H + ..., avec t > 0, on a : tmg(F) >
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sup{ma(E"), ma/(E")}, par hypothése. Mais c’est justement la conclusion
cherchée.

Done k(Z|Az) > r(X'|A”) = 0, et (Z|Az) n'est pas birationnelle a
(X'1A).

Exemple 2.33 Le phénoméne précédent (deux orbifoldes géométriques bi-
rationnellement équivalentes non dominées par une troisieme qui leur est
birationnellement équivalente) existe aussi pour les orbifoldes géométriques
a multiplicités (entiéres) finies.

Soit B une courbe elliptique, et b; € B,1 = 1,2 deux points distincts dont
la différence (by—by) € Aut’(B) est un élément d’ordre 2. Soit X := B X P').
Donc X est munie des projectionp: X — B et q: X — PL. Soit D;,i = 1,2
deuz sections disjointes de q, et soit Fy := p~1(b;),i = 1,2. On note a; € X
lintersection de D; et de F;.

Soit t : X7 — X [’éclatement de X en les points a;,i = 1,2, F”; la
transformée stricte de F; dans X7, et E”;,1 = 1,2 le diviseur exceptionnel
de t au-dessus de a;. Soitt' : X — X' la contraction des deux (—1)-courbes
F7,,1 = 1,2 dans X7, E! C X' l'image de E”; dans X', et D i = 1,2
limage de D; dans X' par t'. Alors il existe une fibration b’ : X' — B telle
que p' ot =pot. Bt El = (p/)"Y(b;),i = 1,2. Par le choiz de (by — by), il
existe un isomorphisme f : X — X' qui échange Fy et F,, ainsi que D et
DQ.

Donc f se releve en une involution f” de X7 qui échange D" et D”5, et
envoit 7y sur E”9, et £ sur F”5.

Soit m > 1 un entier. On munit X” de deux diviseurs orbifolde A”;, avec
A’ = (1—=1/m).[D’1+ F"1 + E’9+ D”5], et A"y := (1 —1/m).[D"y +
F?9+ E”1 + D”5]. On a donc :

A7 = sup{A”l, A”Q} = (1 — 1/m).[D”1 +E”1 +E”2 —I—F”l —f-F”Q +D”2].

On vérifie immédiatemment que A" et A”5 sont biméromorphiquement
équivalentes. En effet, t . (X7|A”) — (X]A) et ' : (X7]A”5) — (X'|A)
sont des morphismes orbifoldes biméromorphes élémentaires si [’on définit :
A= (1—1/m).[Dy + Do] et A" := (1 —1/m).[D} + Dj]. De plus, il existe
un isomorphisme g : (X|A) — (X'|A"), induit par f.

On en déduit que h°(X7|A”;, SN (QH(X”|A”;))) = 1,VYN > 0.

Par ailleurs, t : (X7|A”) — (X|AT) est un morphisme orbifolde
élémentaire si AT = (1 — 1/m).[Fy + Fy + Dy + Dy]. D’ou l'on déduit
que : h°(X7|A”, SN(QY(X7|A”))) > hO(B, SN (QY(B|AB))) =2 2N.(1—1/m),
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puisque p : (X"|A”) — (B|Ap) est un morphisme orbifolde, si Ap =
(1 —=1/m).(by + by).

En particulier, (X”|A”) n’est pas biméromorphe a (X”|A”;), puisque
’équivalence biméromorphe préserve les sections de S™(929).

Definition 2.34 Si (X|A) et (X|A") sont deuz orbifoldes géométriques
lisses, avec A > A, Uidentité de X v :=1x : (X|A) — (X|A") est un mor-
phisme orbifolde, qui est un accroissement élémentaire s’il eriste deux
modifications élémentaires u : (X|A) — (Y]Ay) et v/ : (X|A") — (Y]Ay)
telles que u' o 1x = u (ie : uw = u' ensemblistement).

Siv” = 1x : (X|A”) — (X|A) est un second accroissement élémentaire,
Uapplication biméromorphe composée (v") T ov = 1x : (X]|A) --» (X|A”)
sera appelée une symétrie élémentaire.

Exemple 2.35 Dans l'ezemple 2.32 ci-dessus, 1x/ : (X'|A) --» (X'|A") est
une symétrie €lémentaire, composée des morphismes orbifoldes (égauz a 1x
ensemblistement) sur X' = (X|0).

Definition 2.36 Une suite d’équivalences biméromorphes orbifoldes g;
(X;1Aj) --» (X;-1|Aj_1) est dite ascendante si chacune des h; est en-
semblistement une application holomorphe biméromorphe. Les modifications
orbifolde élémentaires et les symétries élémentaires sont donc des suites as-
cendantes (a un seul élément) d’équivalences biméromorphes orbifolde.

Nous énoncons sans démonstration un résultat qui n’est pas utilisé dans
la suite, substitut faible dans le cadre orbifolde géométrique au fait que deux
variétés biméromorphes sont dominées par une troisieme :

Théoreéme 2.37 Toute équivalence biméromorphe h : (Xo|Ag) --+
(Xn|An) entre orbifoldes géométriques lisses est une composée h = fo g™t
de deux équivalences biméromorphes f : (X|A) --» (Xo|Ao) et g : (X]|A) --»
(Xn|AN), ou f (resp. g) est composée d’une suite ascendante de modifica-
tions orbifoldes élémentaires et de symétries élémentaires.

2.13 Restriction a une sous-variété.

Definition 2.38 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, et j : V — Y
Uinclusion d’une sous-variété Y2non contenue dans le support de /.

12je : un sous-ensemble analytique fermé irréductible.
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L orbifolde géométrique j' : (V'|A") — (Y]A) est une restriction de A
avVsi:

1. j V' =V est une résolution de V,

2. (1) Ysupp(A)) est un diviseur de V' & croisements normau.

3.7+ (V'|A") = (Y]A) est un morphisme orbifolde tel que, de plus :

4. pour tout diviseur orbifolde A” sur V' satisfaisant les conditions 1,2, 3
précédentes, on a : A7 > A.

En particulier, Uorbifolde (V'|A") est donc lisse, et pour toute résolution
j V! =V satisfaisant la condition 2 ci-dessus, il existe un unique diviseur
orbifode A" sur V' satisfaisant les conditions 3, 4.

Proposition 2.39 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, et j : V —
Y linclusion d’une sous-variété mon contenue dans le support de A. Soit
(V'|Ay+) une restriction de A a V.

1. Siu: V? — V' est une modification propre telle que (j'ou) ™ (supp(A))
est a croisements normauz, et si (V7|Ay») est la restriction de A a 'V de
support V7, alors u : (V7|Ay») — (V'|Av/) est une modification orbifolde
élémentaire (et en particulier un morphisme orbifolde).

2. Deuzx restrictions minimales de A a V' sont biméromorphiquement
équivalentes au sens orbifolde géométrique.

Démonstration :

1. Montrons que u est un morphisme orbifolde. Soit donc F' € W (V') et
E € W(Y) choisi tel que (j')"(E) = t.F' + ..., avec t > 0 et t.ma,(F) =
ma(E), Pégalité résultant de la minimalité de Ay.. Si F/ € W(V?”) est le
transformé strict de F' dans V", on a donc : (j' ou)*(F) =t.F' + ..., et par
hypothese, t.ma,,. (F') > ma(E). Donc ma,.(F') > ma,, (F), et u est un
morphisme orbifolde. En fait, puisque Ay~ est minimale, on a égalité, puisque
may. (F') = inf{ma(E)/t}, pour E,t comme ci-dessus. Donc u,(Ay») =
Avl.

2. Résulte de 1. et de la définition de 1’équivalence biméromorphe orbi-

folde.

Exemple 2.40 Pour les courbes, on a unicité de la restriction (minimale ou
pas). On va traiter ici un cas particulier (local, prés de (0,0) € X ), lorsque
V C X est une courbe irréductible dans une surface lisse X = C?.
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Supposons que V' soit lisse, et ait en (0,0) un ordre de contactt avec A, de
multiplicité m, de support D, d’équation y = 0, si (x,y) sont des coordonnées
locales de X en (0,0). C’est le cas si, par exemple, une équation locale de V
en (0,0) est : y' = 2%, avec t, s entiers premiers entre eur. On va calculer la
multiplicité p dans g : (V'|Av) — V de v := g 1(0,0), sig: V' — V est la
normalisation de V.

Par définition méme, g*(D) = t{v} +.... Donc, p = sup{l,m/t} (et
w = [m/t] si U'on se place dans la catégorie des orbifoldes géométriques
entiéres). Si supp(A) a 2 branches en (0,0), il faut prendre pour p le sup des
2 expressions ainst obtenues.

Remarque 2.41 La restriction ne commute pas avec [’équivalence
biméromorphe. Si (Y|A) ~ (Y1|Ay), et si Vi C Y] est la transformée stricte
de V, deux restrictions de A a V et de Ay a Vi ne sonrt en général pas
biméromorphiquement équivalentes. Considérer par exemple V', une droite
projective de Y := P?, avec A :==0, et u:Y, — Y léclatement de Y en un
pointa €V, si Ay := (1 —1/m).E, avec m > 1 et E le diviseur exceptionnel
de u.

On restreindra néammoins des applications méromorphes dans le cadre
orbifolde biméromorphe :

Definition 2.42 Soit f : (Y|A) --+ X une application méromorphe propre
et surjective, et V une sous-variété V de Y qui n’est contenue ni dans le
lieu d’indétermination de f, ni dans le support de A. On suppose ’orbifolde
géométrique (Y |A) lisse (et X normale). On appellera restriction de fa'V,
et on notera fy : (V|Ay) --» X la composée fy := f'oj : (V|Ay) — X,
pour j' o (V'|Ay) — (Y'|A') une restriction de A a V' comme ci-dessus,
choisie telle que, de plus, f':= fowv: V' — X soit holomorphe.

Remarque 2.43 En général, les invariants biméromorphes de fy dépendent
du choizx de la restriction. Voir néammoins §7.3 pour une situation impor-
tante dans laquelle on a indépendance de la dimension canonique lors de ces
choix, et §3.4 pour une autre situation particuliére.
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3 BASE ET FIBRE ORBIFOLDES D’UN
MORPHISME

3.1 Base orbifolde d’un morphisme

Definition 3.1 On appellera morphisme toute application f : Y — X,
holomorphe propre et surjective, entre espaces analytiques complexes Y, X
normaux. Une fibration est un morphisme a fibres connexes.

Soit Ay := A un diviseur orbifolde sur Y.

On note m(Ay) : W(Y) — QU {oo} := Q la multiplicité de Ay.

SiDeW(X), etsif:Y — X est un morphisme, on écrit : f*(D) =
ZjeJ(f,D) m;.D;+ R, ou R est le plus grand diviseur de X de support contenu
dans f*(D), et f-exceptionnel (ie : tel que la codimension de f,(R) dans Y
soit au moins 2). Remarquer que les entiers m; sont bien définis, méme si X
n’est pas Q-factorielle.

Definition 3.2 (Voir [Ca04, 1.29, p. 523]) Soit (Y|Ay) une orbifolde
géométrique. La base orbifolde (X|A(f, Ay)) du morphisme f: (Y|Ay) —
X est Uorbifolde géométrique (X|A(f,Ay)) définie par la multiplicité
m(f,Ay) : W(X) — QU {cc} telle que, pour tout D € W(X) :
m(f, Ay; D) = infiess.0){m; ma, (E;)}-

Lorsque Ay =0, A(f,0) est simplement notée A(f).

La définition précédente est celle des catégories Georb®? et Georb? (voir
définition 2.4).

Dans Georb™ , on remplace :

m(f,Ay; D) :=infjci.py{mjma, (E;)} ci-dessus par :

m(f, Ay; D) = pgedjesg,p){m;-may (Ej)}.

On précisera si nécessaire la catégorie considérée en notant
(X|A(f, Ay))*, ou : A(f, Ay))*, avec : x = Z,Q, div selon le cas.

Remarque 3.3

1. Méme si X et (Y|Ay) sont lisses, (X|A(f,Ay)) n’est pas lisse, en
général.

2. 81 f: (Y|A) — (X|A) est un morphisme orbifolde, on a : A’ <
A(f,A). En général, si X est lisse, [ : (Y]|A) — (X|A(f,A)) n’est pas un
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morphisme orbifolde (a cause des diviseurs f-exceptionnels de Y, négligés
dans la définition de A(f,Ay)). Si f est un morphisme fini, c’est cepen-
dant le cas (ceci résulte de 3.13, assertion 2, ci-dessous). On peut tou-
jours, en augmentant les multiplicités des diviseurs f-exceptionnels, faire de
f: (YIAY) — (X|A(f,A)) un morphisme orbifolde sans changer A(f, A).

3. Si X est une courbe (lisse), f: (Y]|A)* — (X|A(f, Ay)*) est un mor-
phisme dans la catégorie Georb*, avec x = Z, (@), div, puisqu’il n’y a alors
pas de diviseur f-exceptionnel. Dans ce cas, (X|A(f, Ay)* est aussi la plus
grande structure orbifolde sur X rendant f un morphisme dans la catégorie
Georb*.

4. 51 f = goh, avec h : Y — X’ une fibration, et g : X’ — X finie
(donc g o h est la factorisation de Stein du morphisme f), alors : A(f, A) =
A(g, A(h,A)) peut étre calculée en 2 étapes. (Ceci résulte aussi de 3.13 ci-
dessous). Si g n’est pas finie, on a seulement : A(f, A) > A(g, A(h,A)). Voir
ci-dessous pour les cas d’égalité.

5. La définition 3.2 est motivée, entre autres, par la propriété suivante
([Cab4, 1.30]) : si Ay = A(g), pour une fibration g : Z — Y, alors
A(f,Ay) = A(f,A(g)) > A(f o g), la différence provenant des diviseurs
de Z qui sont g-exceptionnels, mais non f o g-exceptionnels. Sur des mo-
difications adéquates de Z, X et Y, on obtient ([Ca04, 1.31]) des fibrations
g: 7' =Y Y — X telles que A(f og") = A(f', A(q)).

Nous allons généraliser cette relation au cas o ’on a un diviseur orbifolde
initial sur Z. Les arguments sont cependant essentiellement les mémes. Pour
cela, quelques résultats préliminaires doivent étre établis.

Lemme 3.4 Soit v, f, [ = f owv des applications holomorphes, avec v :
(Y'|A") — (Y|A) un morphisme orbifolde biméromorphe tel que A = v, (A) :
(Y'|A") == (Y]A)

RN

X
Alors : A(f, A) = A(f',A).

Démonstration : Soit D € W(X), alors :

FH(D) = v (f(D) = v (5, myD; + B) = 5ymy(v"(D) + v (R) =
Zj mj.Dj + Z(j,h) mj.n(j7h)E(j7h) + ’U*(R) = Zj mj.Dj + RI, Ofl Dj est 18
transformé strict de D, par v. Bien sur, v*(R) est f’-exceptionnel.
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D’autre part, puisque v est un morphisme orbifolde, on a, pour tous (7, h) :
n(.mym (Egpy) = m(Dj),

et donc : ngpy.m;.m/'(Eip)) > mjm(D;). On anoté m: W(Y) — Q, et m’:
W'(Y) — Q les fonctions de multiplicité associées a A et A’ respectivement.
Puisque v.(A’) = A, on a de plus : m(D;) = m'(D;).
Notant m; et m/; les multiplicités définissant A(f, A) et A(f', A") respec-
tivement, on a donc :

(1) my(D) = infi{m;.m(D;)}
tandis que :
(2) m'p(D) = infim{m;.m'(D;), mjngn.m'(Egn)}

On déduit alors des relations (1) et (2) précédentes que my(D) = m/(D),
ce qui est l'assertion du lemme.

Corollaire 3.5 Dans la situation du lemme 3.4 précédent, sih : X — W est
une application holomorphe, avec W lisse, alors A(ho f';A") = A(ho f,A)
est indépendant de A, avec A = v, (A"), v étant un morphisme d’orbifoldes
géométriques.

Lemme 3.6 Supposons que, dans le diagramme commutatif suivant, w et
g soient des morphismes orbifolde, que w et v soient biméromorphes, et que
les variétés considérées soient Q-factorielles, connexes et compactes.

(Z'|A") = (Z]4)

T
Y ———Y
Alors : v : (Y'|A(g',A") — (Y|A(g,A)) est un morphisme orbifolde. De
plus, si w,(A") = A, alors v, (A(g', A")) = Ag, A).

Démonstration : Soit £ € W(Y),E' € W(Y”) tels que v*(E) = s.E' +
..., avec s > 1. On veut montrer que s.m; (E') > my(E), si my, m;, désignent
les fonctions de multiplicité associées a A(g, A) et A(g’, A’) respectivement.
De méme, m, m’ sont celles de A et A'.

Sig™(E') =3 ;m;.F]+ R, ona:my(E) = inf;{m;m'(F})}.

J
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On choisit et fixe un j tel que ¢'(F}) = E' et m;.m/(Fj) = m;(E£’). On a
donc :

(1) (vog ) (E)=(9)(s.E +..) = s.m;.F; + ...

puisque £’ est la seule composante irréductible de v*(E) contenant g'(Fy).
Si g*(E) = > ek "k-Fi, on a donc : my(E) = infi{ng.m(F)}, puisque g
est un morphisme orbifolde, par hypothese.
Posant : w*(F}) = s(jx).F} + ..., on déduit de (1), en calculant la multi-
plicité de F dans (g o w)*(E), utilisant gow =wvo g :

(2) 5.1 > Ng.S(j k), VK
On déduit de (1) et (2) que :
s.my(E") = s.mym/(Fj) > ny.s¢e)-m'(F]) > ng.m(Fy) > my(E),

et donc la conclusion : s.my(E') > my(E) par application directe des
définitions ; I'avant-derniere inégalité résultant du fait que w est un mor-
phisme orbifolde.

La seconde assertion résulte du lemme 3.4 o

Remarque 3.7 La condition “g morphisme orbifolde” est essentielle. Elle

ne peut étre affaiblie en : “g" morphisme orbifolde”.

3.2 Fibrations nettes.

Definition 3.8 Soitg : (Z|A) — Y une fibration, avec (Z|A) etY lisses. On
dira que g est nette (relativement a g') s’il existe un diagramme commutatif :

(Z]A) —= (Z'|4")

Yy ———=Y’

dans lequel :

1. w est un morphisme orbifolde, v et w sont biméromorphes, Z',Y,Y’
lisses, et w,(A) = A.

2. Tout diwviseur g-exceptionnel de Z est w-exceptionnel.

On dira que g est nette si elle est nette relativement a une fibration ¢
comme ci-dessus.
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On dira que g est nette et haute si elle est nette, et si g : (Z|A) —
(Y|A(g,A)) est un morphisme orbifolde.

On dira que g est strictement nette si elle est nette, et si, de plus, sa
base orbifolde est lisse.

Exemple 3.9 Toute fibration sur une courbe est strictement nette et haute.

Proposition 3.10 Si ¢’ : (Z'|A") — Y’ est donnée, il existe un diagramme
comme ci-dessus avec :

1. g: (Z|A) =Y strictement nette relativement a ¢'.

2. 9:(Z|A) — (Y|A(g,A)) est un morphisme orbifolde (ie : g est stric-
tement nette et haute).

Démonstration : On construit le diagramme commutatif ci-dessous :
7= 2, (2 )

Nk
Y ——Y"
dans lequel : v est une modification telle que le morphisme déduit de ¢
par v soit plat sur la composante pincipale ([R72]), et tel que Y soit lisse, avec
v (Supp(A(g’, A'))) soit a croisements normaux sur Y. La désingularisation
de Z; fournit alors Z. On pose : w := w’ o w;. Les diviseurs g-exceptionnels
de Z sont alors w-exceptionnels, par platitude de g;. On munit Z du diviseur
orbifolde A tel que w,(A) = A’. Pour les diviseurs F' € W(Z) qui sont w-
exceptionnels, leurs multiplicité peut étre choisie arbitrairement assez grande.
Ceci établit la premiere assertion.
La seconde assertion résulte de 3.6, si les multiplicités des diviseurs
g-exceptionnels de Z (qui sont donc w-exceptionnels) sont choisies assez
grandes.

Corollaire 3.11 Supposons que, dans le diagramme commutatif suivant, w
soit un morphisme orbifolde biméromorphe élémentaire, et que g et g’ soient
des fibrations hautes et strictement nettes, et enfin que v soit biméromorphe.

(218" = (Z]4)

|k
V' ———Y
Alors : v : (Y|A(¢',A") — (Y|A(g,A)) est un morphisme orbifolde
biméromorphe élémentaire.
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En particulier, la classe d’équivalence biméromorphe des bases orbifoldes
de fibrations équivalentes pour la relation d’équivalence engendrée par de tels
diagrammes est bien définie (ie : est indépendante du représentant choisi).

Question 3.12 : Equivalence biméromorphe des bases orbifoldes.

Soit (Z|A) et (Z'|A") deux orbifoldes lisses biméromorphiquement
équivalentes, avec Z,7' compactes, kihler et connexes. Si g : Z — Y et
g Z' = Y' sont deux fibrations biméromorphiquement équivalentes (ie :
avec la méme famille de fibres génériques), avec Y,Y' lisses, et si g et ¢
sont trictement nettes, leurs bases orbifoldes sont-elles biméromorphiquement
équivalentes ¢

Nous établirons dans le chapitre §4 suivant une propriété plus faible,
mais centrale pour les résultats du présent texte : 1'égalité de la dimension
canonique de deux telles bases orbifoldes.

3.3 Composition de fibrations

Dans cette section, toutes les orbifoldes et variétés considérées sont lisses,
compactes et connexes.

On considere un diagramme commutatif de morphismes orbifolde entre
orbifoldes géométriques lisses (compactes et connexes). On suppose que les
fleches verticales sont des fibrations.

(Z|1A)

Proposition 3.13 Soit g: Z — Y et f:Y — X deux fibrations, avec Y, X
lisses, et A un diviseur orbifolde sur Z.

On peut donc construire trois diviseurs orbifoldes : Ay = A(g,A) sur
Y, ainsi que Agg := A(fog,A) et Ayg = A(f, Alg,A)) sur X. Alors :

1. A(fog,A) <A(f,A(g,A)).

2. 0naA(fog,A)=A(f,A(g,A)) si ma(F) est assez grand, pour tout
F e W(Z) qui est g-exceptionnel, mais non pas f o g-exceptionnel.

3. 5ig:(Z|A) — (Y|A(g,A)) est un morphisme orbifolde, on a : A(f o
0. 8) = A(f, Mg, A)).
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Démonstration : Soit D € W(X). Alors (g*(f*))(D) = (3_, 9" (m; Ej) +
g (R) = >, mjnjnkjn + R. Notons my, la multiplicité de A(f o g, A), et
my,q celle de A(f, A(g,A)).

Donc : myy(D) = inf; ,{m;.n;,.ma(Fj)}. La somme porte sur les com-
posantes Fjj, de (f o g)*(D) qui ne sont pas f o g-exceptionnelles.

Par définition, my/,(D) = inf; ,{m;.n;n.ma(Fjx)}, la somme portant sur
les composantes de (f o g)*(D) qui ne sont exceptionnelles ni pour g, ni pour
fog.

D’ou la premiere assertion.

Pour établir la seconde assertion, il suffit donc d’observer que my,(D) =
my;q(D) si, pour chaque F' qui est une composante g-exceptionnelle mais non
fog-exceptionnelle de de (fog)*(D), on a: ma(F) > m;.n;,.ma(Fjp), pour
(au moins) une composante Fj, = F’ qui n’est ni g-, ni f o g-exceptionnelle,
et telle que, de plus, g(F) C g(F') = g(Fjn) = D; = D (et il en existe
toujours).

Pour établir la troisieme assertion, nous allons, pour tout diviseur F' €
W (Z) qui est g-exceptionnel, mais non fog-exceptionnel, montrer I'existence
d’un tel diviseur F”, si g est un morphisme orbifolde.

Soit donc D := f(g(F)) € W(X). Soit E € W(Y) tel que ¢*(F) =
tE’F.F + ..., avec tE,F > 0.

Puisque g : (Z|A) — (Y]Ay) est un morphisme orbifolde, on a :

tE7F.mA(F) Z mg(E) = mAY(E).

De plus, il existe F' € W(Z) tel que g(F') = E, et tp p.ma(F') = my(E),
avec g*(E) = tp p.F'+. .., par définition de Ay = A(g, A). On a donc aussi :
tEyp.mA(F) Z tE7F/.mA(F’).

Soit D := fog(F) = fog(F). Si f(D) =s.E+ ..., on a donc :
(fog)*(D) = stgp.F' +tT.F+ ..., out" > s.tgp, puisque f*(D) peut
avoir un support dont plusieurs composantes distinctes contiennent g(F'). 11
en résulte que tT.ma(F) > s.tpp.ma(F') > smg(E) > mysy(D). Puisque
ceci est vrai pour tout F' € W(Z) qui est g-exceptionnel, mais non f o g-
exceptionnel, on a bien : myoy(D) > my/y(D),VD € W(X). En effet, my,,(D)
est le minimum des quantités s.tgp p.ma(F’), pour F’ tel que g(F') = £,
avec f(E') = D.

De 3.13, on déduit maintenant :

Proposition 3.14 Soit g : Z — Y et f ' Y — X deux fibrations. Soit
A un dwiseur orbifolde sur Z. Si g : (Z|A) — Y est nette et haute (ce

37



que l'on peut réaliser par un morphisme biméromorphe élémentaire), alors
A(fog,A)=A(f,Alg,A)).

Ce résultat montre que, quitte a effectuer sur (Z]A) une transformation
biméromorphe élémentaire, on peut calculer la base orbifolde de fog en deux
étapes.

De 3.13 et 3.10, on déduit plus généralement, par récurrence sur r :

Proposition 3.15 Soit g} : Z; --» Z,, pour j = 0,1,...,r des fibra-
tions méromorphes dominantes connezes, avec Z|, lisse, compacte et conneze.
Soit Ay un diviseur orbifolde sur Z|. Il existe alors un morphisme orbi-
folde biméromorphe élémentaire w : (Zo|Ao) — (Z§|Ay), des applications
biméromorphes w; : Z; — ZJ’», et des applications holomorphes g; : Z; — Zj11
telles que, pour 3 =0,1,...,r :

1. g ow; = wjt1 0 g;.

2. hj=gjogj_10---0g10go: Zy — Zj1 est strictement netle et haute.

3. A(hy, Do) = Algy, A(hj-1, Ao)).-

3.4 Fibres orbifoldes.

Definition 3.16 Soit f : (X|A) — Y une fibration (propre). On suppose
Uorbifolde géométrique (X|A) lisse. On définit alors la fibre générique or-
bifolde (X|A), = (X,|A,) comme étant, pour y € Y générique, la restric-
tion de A a X, := [~ (y). Clest-d-dire que si A ="y (1= m).D,
ona: Ay =3 pewon(l— m).(D NnXx,).

Le théoréme de Sard montre alors que (X,|A,) est lisse.

Definition 3.17 On dit que f et f' sont (biméromorphiquement)
élémentairement équivalentes s’il existe un diagramme commutatif :

(Y']A") = (Y]A)

| |’

X —X

dans lequel u,v sont biméromorphes, et v un morphisme orbifolde tel que
v (A") = A.

Plus généralement, f et f' sont équivalentes (on note alors : f ~ f') si
elles le sont pour la relation d’équivalence engendrée par de tels diagrammes.
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Proposition 3.18 Si f : (X|A) = Y et f': (X'|A") — Y’ sont deuz fibra-
tions biméromorphiquement équivalentes, et si (X|A) et (X|A) sont lisses,
leurs fibres orbifoldes génériques correspondantes sont biméromorphiquement
équivalentes.

Démonstration. Il suffit de démontrer I'assertion lorsque f et f’ sont
élémentairement équivalentes. Dans ce cas, il suffit de choisir x € X tel que
les fibres orbifoldes de f et f" au-dessus de x soient lisses. Alors v induit une
équivalence orbifolde élémentaire entre ces deux fibres e

Remarque 3.19 Lorsque f n’est pas holomorphe, [’assertion précédente
peut étre en défaut : les fibres orbifoldes génériques de 2 modéles
biméromorphes (au sens de 3.17 ci-dessus) de (X|A) rendant f holomorphe
ne sont pas nécessairement biméromorphes, et peuvent méme avoir des di-
mensions canoniques différentes. Voir 'exemple 3.20 ci-dessous, mais aussi
le théoreme 6.3 pour une situation dans laquelle la dimension canonique des
fibres orbifoldes génériques ne dépend pas du modéle biméromorphe choisi.

Remarquons que [’exemple simple qui suit montre que la proposition 3.18
tomberait en défaut si la relation d’équivalence biméromorphe ci-dessus n’im-
posait pas I’holomorphie et la préservation des fibres de f.

Remarque 3.20 Par contre, si f n’est pas presque-holomorphe'3, la fibre or-
bifolde générique (X,|Ax,) de f n'est pas bien définie, a équivalence orbifolde
pres, et sa dimension canonique dépend en général du modéle biméromorphe
choisi. Considérer, par exemple, f : X := P> ——» P! la fibration définie par
les coniques passant par 4 points a; € P* en position générale. Les fibres de
cette fibrations sont donc les coniques de la famille, sans structure orbifolde.
Si 'on éclate les points a;, et si l'on dénote par A; les diviseurs exception-
nels de cet éclatement, alors la fibration holomorphe f': X' — P! obtenue est
holomorphe. Munissant X' de la structure orbifolde Ay, := 3 .(1—1/m).A;,
les fibres lisses de f' rencontrent transversalement les A;, et sont donc mu-
nies de la structure orbifolde induite consistant en quatre points munis de la
multiplicité m, et leur dimension canonique est donc —oo (resp. 0, resp. 1)
sim =1 (resp. m =2, resp. m > 3). Observer que, pour tout m, (X|0) et
(X'|A!) sont biméromorphes.

13Voir définition 7.16.
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4 DIMENSION CANONIQUE D’UNE FI-
BRATION.

4.1 Dimension canonique d’une fibration.

Definition 4.1 Soit f : (Y|A) — X une fibration avec (Y|A) et X lisses.
On définit : Ly == f*(Kx) C Y, sip:=dim(X).

Rappelons que l'on a aussi défini dans le lemme 2.16 les invariants sui-
vants :

K<Y|A,Lf) = Ii(f, A), et pN(Y\A,Lf) = pN(f, A),VN > 0.

Remarque 4.2 Soit v : (Y'|A’) — (Y|A) un morphisme orbifolde
biméromorphe entre orbifoldes lisses tel que v.(A") = A, et f' := fouw.
Alors il résulte du lemme 3.4 que : py(f',A") = pn(f,A),YVN > 0, et

K(f,A) = k(S A).
L’objectif de cette section est de démontrer le :

Théoreme 4.3 Soit f: (Y|A) — X une fibration, avec (Y |A) et X lisses.
Alors :
1. k(YA Ly) < k(X|A(f, A)).

2. 8i f est nette, la derniere inégalité est une égalité.
Démonstration : Elle utilise le lemme 4.5 ci-dessous.

Definition 4.4 Soit F' un diwviseur entier effectif sur Y. On dit que F est
partiellement supporté sur les fibres de f s’il existe un diviseur effectif D
sur X tel que F' < f*(D), et tel que pour toute composante irréductible D’

de D, il existe une composante irréductible E' de f~'(D")non contenue dans
F, et telle que f(E') = D'.

On a:

Lemme 4.5 (/Ca04, lemma 1.22]) Soit F' un diviseur de Y partiellement
supporté sur les fibres de f, et L € Pic(X).

Alors Uinjection naturelle : HY(Y, f*(L)) C H(Y, f*(L) + F) est surjec-
tive.

Le théoreme 4.3 résulte alors de la proposition 4.6 suivante :
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Proposition 4.6 Soit Ny = No(f,A) le plus petit commun multiple des
numérateurs des multiplicités finies de A(f,A) := Ay. Soit N := No.M, et
Ly := Lyyar C Snp(Y]A),YM > 0,p := dim(X). Alors :

1. Il existe des diviseurs effectifs (dépendants de M) F, ET, E~ surY tels
que : Ly = f*(N(Kx + Af) + F + EY — E~, et tels que : F soit partiel-
lement supporté sur les fibres de f, ET et E~ sont f-exceptionnels et sans
composante commune.

2. Si f est nette, il existe un isomorphisme naturel :

gu t HY(Y, L) — f*(HY(X, (N(Kx + Ap)))).

Démonstration (de 4.6) :

Assertion 1. Il suffit de voir que, en codimension 1 au-dessus de X, on
a: Ly = f*(N.(Kx + Ay) + F, et méme seulement que, si D € W(X), et
E € W(Y) sont tels que f(E) = D, alors au-dessus du point générique de
D, on a égalité entre ces deux faisceaux (pour un choix convenable de F
déterminé ci-dessous).

On note Ay := A(f,A), m : W(Y) — QF la multiplicité définissant A,
et my celle définissant Ay.

Si f*(D) =t.E+...,avect > 0 entier, alors t.s := t.m(E) > ms(D) :=r,
par hypothese. Dans des coordonnées locales y = (yi,...,y,) adaptées au
voisinage du point b € F, générique dans E, E est défini par I’équation y; = 0,
et f(y) = (x1,...,2p) = (Ui, fos ..o, [p), avec w'(b) := dfa(b) A~ - - Adf,(b) # 0.
De plus, D est défini par I’équation z; = 0. Enfin, A (resp. Af) aen b (resp.
en a := f(b)) pour équation : yi =0 (resp. 21 V" =0 (avec s,r définis
ci-dessus, et s.t > r).

Un générateur de N.(Kx + Af) en a est donc : w := (dzg A -+ A
dz,) /2t N7 On en déduit que f*(w) = {77V (dyy A W)Y, ot w
est une (p — 1)-forme holomorphe non nulle et sans zéro sur Y pres de b. On
a, par hypothese, t/r > 1/s, avec égalité pour au moins I'une de composantes
E de f*(D). On en déduit bien la premiere assertion.

Assertion 2. On suppose que 'on a un diagramme commutatif :

(V'[A) 2 (Y]A)

f’l if

X ——X
dans lequel les fleches horizontales sont biméromorphes, les orbifoldes
lisses, et que les diviseurs f’-exceptionnels de Y’ sont v-exceptionnels. Donc
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f’ est nette (relativement a f), et on veut montrer Iassertion 2 pour f’ (et
non pas pour f). On note m’, A, = A, F”, ... les données relatives a f' qui
sont analogues a celles introduites pour f.

Soit A C Y le lieu au-dessus duquel v n’est pas un isomorphisme : il est
analytique de codimension au moins deux dans Y. Observons tout d’abord
que I'on a une injection naturelle de faisceaux v, (f™(N(Kx/ + A%)) + F') —
(f*(N(Kx +Af))+ F) qui est un isomorphisme au-dessus de (Y — A). Pour
tout diviseur v-exceptionnel E’ (pas nécessairement effectif) de Y”, on a donc
une bijection naturelle : H°(Y’, N(Kx: + A%}) + F'+ E') = H(Y', N(Kx/ +
A’;) + F'), puisque les sections ainsi définies peuvent étre vues comme des
sections de f*(N(Kx|Ay)) sur (Y — A), la conclusion résultant du théoreme
d’Hartogs.

On a donc, en particulier, un isomorphisme : H(Y”, f™*(N (K + A) +
F'y= HOY', f*(N(Kx: + A}) + F'+ B — E7) = HO(Y', Ly v ).

Par le lemme 4.5, on a donc : H(Y', f*(N(Kx + A})) + F') =
HO(Y', f*(N(Kx: + A}))) = H(Y', Ly ), et la conclusion e

4.2 Equivalence biméromorphe de fibrations.

Soit f: (Y|A) = X, et f: (Y'|A') — X' des fibrations, avec X,Y, X', Y’
lisses compactes et connexes.

e On supposera dans tout ce §4.2 que les orbifoldes géométriques (Y'|A)
et (Y’|A') sont lisses.

Rappelons (3.17) la :

Definition 4.7 On dit que f et f' sont (biméromorphiquement)
élémentairement équivalentes s’il existe un diagramme commutatif :

(Y]A") = (Y]A)

| J/f
X ——X
dans lequel u,v sont biméromorphes, u holomorphe mais v seulement
méromorphe, et v un morphisme orbifolde tel que v,(A") = A.

Plus généralement, f et f' sont équivalentes (on note alors : f ~ f') si
elles le sont pour la relation d’équivalence engendrée par de tels diagrammes.

Remarque 4.8 En général, u n’est pas un morphisme orbifolde sur les bases
orbifoldes de f et f', méme s’il est holomorphe.
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Proposition 4.9 Dans le diagramme précédent, supposons u holomorphe.
Aors :

1w (A(f,AN) = A(f, A).

2. k(X[A(f,A)) = s(X'|A(f, A))

3. On a égalité si k(X) > k(X') >0

Démonstration : La premiere assertion résulte du lemme 3.6. La seconde
s’ensuit immédiatement. La troisiéme est établie dans [Ca04,1.14,p. 514].

e La dimension canonique de la base d'une fibration n’est pas, en général,
un invariant biméromorphe. On va maintenant attacher a une fibration f :
(Y|A) — X comme ci-dessus un invariant biméromorphe (dans la catégorie
des orbifoldes lisses) fondamental d’une fibration, grace a la propriété de
décroissance ci-dessus.

Definition 4.10 Soit f : (Y|A) — X une fibration avec (Y|A) et X lisses.
On définit : k(X, f|A) = infp {k(X'|A(f,A)}. C’est la dimension ca-
nonique d’une fibration orbifolde.

Corollaire 4.11 Soit f : (Y|A) — X une fibration, avec (Y|A) et X lisses.
Alors :

Le((Y|A), Ly) = s((Y'|A), Ly) si f~ [

2. k(f1A) = w((Y|A), Ly) < w(X]A(f, A)).

3. St f est nette, la derniére inéqgalité est une égalité.

Démonstration : La premiere assertion résulte de Iinvariance
biméromorphe de la dimension canonique de (L, A), par le théoreme 2.19.
Pour I’assertion 2, on choisit un diagramme :

(Y|A) = (Y]A)

| |’
X ——X
comme ci-dessus, avec f’ nette relativement a f, f choisie telle que
k(f|A) = k(X|A(f,A)) = k(X'|A(f', A")), la premiere égalité par le choix
de f, la seconde par la décroissance 4.9.2 et minimalité de x(X|A(f, A)).
Puisque f” est nette, on a: k(X'|A(f", A")) = k((Y'|A"), L), par le théoreme
4.3. Puisque s((Y'|A"), L) = k((Y|A), Ly), par invariance birationnelle, on
a: k(flA) = k(X'|A(f,A") = k((Y'|A"), L) = c((Y|A), Ly). L'inégalité
résulte de ce que k(X'|A(f,A")) < k(X |A(f,A)), par 4.9
L’assertion 3 n’est autre que 4.11 o
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Corollaire 4.12 Soit un diagramme commutatif de morphismes orbifoldes :
(Y'|A") = (Y]|A)

f’i J{f
X ——X
dans lequel les fleches horizontales sont génériquement finies, les fleches
verticales des fibrations, avec Y'|A') YA, X', X lisses. Alors :
1. k5(fov|A) 2 K(f|A)

2. S v est étale en codimension 1, on a égalité.

Démonstration : Il suffit, par 4.3 pour 'assertion 1, et 2.22 pour 'as-
sertion 2, de montrer (par unicité de la saturation) que v*(Lf) = Ly C
O, p == dim(X) au point générique de Y’. Or ceci est évident, puisqu’en
un tel point : v*(Ly) = (fov)"(Kx) = f*(u*(Kx)) = f*(Kx/)e

Remarque 4.13 Les corollaires 4.6 et 4.12 (et leurs démonstrations) sub-
sistent lorsque X', X sont seulement normaux, et f, f' méromorphes, pourvu
que l'on définisse Ly, L comme les images dans QF., QF,, de fibrés canoniques
de modeles lisses arbitraires.

De 4.3 on déduit que :

Corollaire 4.14 Si p := dim(X), si f ~ f'sont comme ci-dessus'*, alors
k(fIA) = k(f'1A") = Kk((Y|A), L) sont bien définis, ou Ly C . est
cohérent de rang 1, et coincide avec f*(Kx) auz points génériques de Y
(en lesquels f est réguliére).

En particulier, si f : (X|A) --» Y est une fibration méromorphe domi-
nante, k(f|A) est bien définie, sur tout modéle holomorphe net de f, et est
indépendante de ce modele. On l’appelle la dimension canonique de f.

On notera [Y|A(f|A)] la base orbifolde d’une tel modeéle biméromorphe
strictement net et haut de f. On [’appellera une base orbifolde stable de

(f1A).

Il peut sembler inattendu que la dimension canonique soit bien définie,
méme pour les fibrations non presque-holomorphes, puisque la dimension ca-
nonique de la fibre orbifolde générique n’est pas un invariant biméromorphe.
Une explication partielle est fournie par la propriété suivante, puisque les
composantes orbifoldes non invariantes biméromorphiquement sont horizon-
tales dans le sens ci-dessous.

14Y/oir la définition 3.17.
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Corollaire 4.15 Soit f : (Y|A) — X une fibration holomorphe nette, avec
(Y|A) une orbifolde géométrique lisse. Soit A" (resp. A" le diviseur
orbifolde déduit de A par suppression de ses composantes horizontales (resp.
verticales), c’est-a-dire celles qui se projettent surjectivement (resp. ne se
projettent pas surjectivement) sur X par f.

Alors : k(f|A) = k(f|Av").

Démonstation : Par construction, A(f, A) = A(f, A*"). Puisque [ est
nette, £(f]A) = w(X|A(f, A)) = k(X|A(f, A¥™)) = k(f|A""))e

4.3 Fibration de Moishezon-Iitaka.

Soit (X]A) une orbifolde géométrique lisse telle que k(X |A) > 0. On sup-
pose X compacte et connexe. Pour tout entier m > 0 tel que mA soit entier
et H(X,m(Kx + A)) soit non nul, on note ®,, : X --» Py, Papplication
méromorphe associée a ce systeme linéaire.

Les arguments classiques (voir [U75], par exemple), montrent que pour m
assez grand et divisible, cette application est a fibres connexes, indépendantes
a biméromorphie pres de m, et que ces fibres orbifoldes stables génériques
ont k= 0, et que la base de cette fibration est de dimension k(X|A).

On la notera Mx|a) : (X|A) --» M(X|A), et on I'appellera la fibration
de Moishezon-Titaka'® de (X|A).

Elle peut étre caractérisée, avec les mémes arguments que dans le cas
non-orbifolde, comme suit : toute fibration ¢ : (X|A) --» Y dont les fibres
orbifolde F' générales satisfont x(F') = 0 domine M x|a ).

On en déduit immédiatemment la propriété de fonctorialité suivante :

Lemme 4.16 Soit [ : (X|Ax) --» (Y|Ay) un morphisme dans la catégorie
méromorphe des orbifoldes géométriques lisses'®. On suppose que X est com-
pacte et connexe, que k(X |Ax) >0, et que k(Y |Ay) >0 .

Notons (pour simplifier les notations) [Mx|Anr,] et [My|Anpg ] des bases
orbifoldes stables de M(x|ay) et de M(y|a,) respectivement.

Il existe alors un morphisme (dans la catégorie biméromorphe, sur des
représentants adéquats) My @ [Mx|Any] --» [My|Ap, ] tel que : My o
Mxiax) = My iayy o f-

15 Appelée habituellement “fibration d’litaka”, bien qu’introduite indépendamment par
B. Moishezon au CIM de Nice (1970).
16je : f devient un morphisme orbifolde sur des représentants biméromorphes adéquats

de (X|Ax) et (Y‘Ay)
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4.4 Fibrations de type général et orbifoldes spéciales.

On définit ces deux notions, utilisées constamment dans la suite.

Definition 4.17 Soit f : (Y|A) --» X une fibration méromorphe avec X,Y
compacts et iréductibles, et (Y|A) une orbifolde géométrique lisse. On dit
que (fIA) (ou f sl n’ y a pas d’ambiguité sur A)est une fibration de type
général si k(f|A) =dim(Y) > 0.

Cet ensemble ne dépend donc que de la classe d’équivalence biméromorphe
de (Y]A).

e La notion d’orbifolde géométrique spéciale est antithétique de celle de
fibration de type général.

Definition 4.18 Une orbifolde géométrique lisse (Y|A), avec Y compacte
et connexe est dite spéciale si :

1.Y €C (ie : Y est biméromorphe a une variété Kdhlérienne compacte).

2. Il n’existe pas de fibration f : (Y|A) --» X de type général. (De
maniére équivalente : (Y |A) n’a pas d’application méromorphe dominante
“stable” sur une orbifolde géométrique de type général de dimension stricte-
ment positive. Cette notion se formule donc naturellement dans la catégorie
biméromorphe des orbifoldes géométriques).
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5 COURBES RATIONNELLES ORBI-
FOLDES.

Nous introduisons ici les notions de base de la géométrie des courbes
rationnelles dans le contexte orbifolde (lisse), et posons un certain nombre
de questions, analogues orbifolde de celles déja connues ou conjecturées dans
le cadre non-orbifolde. Nous montrons enfin que lorsque (X|A) = X'/G est
un quotient global (voir la définition 5.15) ces propriétés peuvent étre déduites
des résultats connus lorsque A = 0. On montre en effet que, dans ce cas tres
particulier, on peut ”descendre” (5.6), mais aussi “relever” (5.16) les courbes
rationnelles a un revétement orbifolde étale sur lequel A = 0. On espéere
pouvoir étendre ces résultats au cas général (ot (X|A) est lisse et entiere) en
remplacant le revétement orbifolde X’ dans les démonstrations par le champ
algébrique lisse de Deligne-Mumford associé a (X|A).

5.1 Notion de courbe rationnelle orbifolde

Soit (X|A) une orbifolde lisse.

e Si les multiplicités sont entieres ou +oo, les morphismes orbifoldes
considérés peuvent étre de deux types :

1. Soit divisibles (ou encore : classiques). On notera alors (X|A) =
(X]A)4® pour préciser la catégorie de morphismes considérés.

2. Soit non-classiques. On notera alors (X|A) = (X|A)Z pour préciser la
catégorie de morphismes considérés.

e Si les multiplicités sont rationnelles (ou +o00), les morphismes sont
nécessairement non-classiques. On le précisera néammoins en notant
(X]A) = (X|A).

e On notera Georb*, x = @, Z,div, 'une des trois catégories dont les
objets sont les orbifoldes géométriques lisses, les morphismes étant de 'un
des trois types : ), Z ou div.
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Definition 5.1 1. Une courbe rationnelle orbifolde lisse est une orbi-
folde géométrique (P*|A") telle que deg(Kp1jan) < 0.

2. Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse. Une courbe rationnelle
orbifolde (ou A-courbe rationnelle) R C (X|A) est l'image d’un morphisme
orbifolde non-constant et birationnel sur son image v : (PA") — (X|A),
dans lequel (P'|A) est une courbe orbifolde rationnelle lisse.

Il y a donc trois types de courbes orbifoldes, selon la catégorie (de mor-
phismes) considérée :

1. Les A% -courbes rationnelles divisibles si (X|A)% est enticre et si v
est un morphisme orbifolde divisible. Leur ensemble est noté Ratl(X|A)%™.

2. Les AZ-courbes rationnelles entiéres si (X|A)¥ est enticre et si v est
un morphisme orbifolde non-classique. Leur ensemble est noté Ratl(X|A)%.
On a donc : Ratl(X|A)% C Ratl(X|A)Z :

3. Les AP-courbes rationnelles, en général, si v est un morphisme orbi-
folde non-classique. Leur ensemble est noté Ratl(X|A)9.

Lorsque (X|A) est logarithmique (i.e : si A = [A]), ces trois notions
coincident cependant.

Exemple 5.2 51 X =Py, et si A" = Zj(l — mij).pj, avec m; > 1,Vj € J,
les p; étant des points distincts de X, alors (P1|A) est rationnelle orbifolde
si et seulement si Y (1 —1/m;) < 2.

Lorsque A’ est entiére, c’est le cas si et seulement si la suite ordonnée
croissante des m;,j € J est l'une des suivantes :

|J| < 2: quelconque, (+00,+00) exclue.

7] =3 (2,2,m),¥m < +00;(2,3,3),(2,3,4): (2,3, 5).

De I'exemple 2.40, on déduit :

Proposition 5.3 Soit (X[|A), A = (3 ,(1 — mLJ)D]) une orbifolde
géométrique lisse, et R C X une courbe (rationnelle) irréductible non conte-
nue dans le support de A, de normalisation v : P* — X. On a équivalence
entre les deux propriétés suivantes :

1. R C (X|A)? est une A?-courbe rationnelle.

2. deg(Kpn + A') = =2+ 37 (1 — i) <0, A =30 n(l— H—lp){p}
étant le plus petit diviseur orbifolde sur P qui fait de v : (P|A') — (X|A)
un morphisme orbifolde. Les p, sont définis comme suit.

Pour tous j,p € P', on définit t;, par : v:(D;) = 3 i tjp{p}, et py =
max;{1,m;/t;,}, j décrivant l’ensemble des indices tels que : t;, > 0.
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Remarque 5.4 1. Si I'on veut que R soit une AZ-courbe rationnelle, et si
(X|A) est entiere, on doit choisir : i, 1= max;{[m;/t;,]}.

2. Si A est entiere et finie, et si 'on veut que R soit une A%’-courbe
rationnelle, on doit choisir : p, := ppem;{m/ , := m;/pgcd{t;,, m;}}.

3. Si (X|A) est entiere, on a donc : Ratl(X|A)? D Ratl(X|A)? D
Ratl(X|A)%. Ces inclusions sont strictes en général.

Exemple 5.5

1. 8i R, rationnelle, a tous ses contacts avec chacun des D; d’ordre au
moins m;, alors R est A9-rationnelle, avec : A = 0.

2. St (X|A) est une orbifolde géométrique lisse logarithmique (A =
supp(A)), les A-courbes rationnelles sont les courbes rationnelles R de X
dont la normalisation rencontre A en, au plus, 1 point.

3. Considérons par exemple X = P2, et A la réunion de 4 droites en
position générale, affectées de multiplicités 3,3,5,7. Donc (P?|A) est Fano,
puisque 1/3 +1/3 +1/5+ 1/7 = 106/105 > 1. Il n'existe qu’un nombre
fini de droites A9-rationnelles, puisqu’une droite rencontrant Supp(A) en
au moins 3 points, y acquiert des multiplicités au moins 3,3,7, et que 1/3 +
1/3+1/7=17/21 < 1. Par contre, (P*|A) a une famille a un paramétre de
coniques irréductibles AP -rationnelles : les coniques tangentes a chacune des
4 droites de Supp(A). Elles acquiérent en effet en leurs points de contact des
multiplicités rationnelles 3/2,3/2,5/2,7/2. Puisque 4 — (2/3 +2/3 4+ 2/5 +
2/7)=4—-2(1/34+1/34+1/54+1/7) =4—2(14+1/105) =2—2/105 < 2, ces
coniques sont bien AC-rationnelles.

Par contre, ces coniques mne sont pas AZ-rationnelles, car
13/2],13/2],15/21,[7/2] = 2,2,3,4, et donc telles que : —2 + 1/2 +
1/2+2/3+43/4="5/12 > 0. Il semble possible d’avoir des familles a nombre
positif de parameétres de AY-courbes rationnelles, mais seulement pour de
grands degrés (voir l'exemple 5.55 ci-dessous).

4. Soit X une variété projective lisse et torique. Et D son diviseur an-
ticanonique torique (a croisements normauz). On affecte chacune des com-
posantes de D d’une multiplicité finie, et on mnote A le diviseur orbifolde
résultant. Si R est une courbe rationnelle torique (adhérence de l'orbite d’un
sous-groupe algébrique a un paramétre du tore agissant sur X ), non conte-
nue dans D, alors R rencontre D en au plus 2 points en lesquels elle est
unibranche. C’est donc une AY-courbe rationnelle .
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5.2 “Descente” de courbes rationnelles.

La définition des A*-courbes rationnelles (x = @, Z ou div), est compa-
tible avec celle des courbes rationnelles usuelles et des revétements ramifiés.
En effet :

Théoréme 5.6 Soient (X|A), lisse et enticre. On suppose qu’il existe un
morphisme fini f : X — X, avec X lisse (pfojec@f), ramifiant au moins
(resp. exactement) au-dessus de A'7. Soit R C X une courbe rationnelle,

et R:= f(R) C X. Alors R est une A% -courbe rationnelle.
Si l'on a seulement m;- > m;,Vj, alors R est une AZ-courbe rationnelle.

Démonstration : Nous ne montrerons que le cas divisible (le cas non-
classique est similaire, plus simple).

Lorsque la restriction f : R' — R est birationnelle, la conclusion résulte
de ce que la composée de deux morphismes orbifoldes est un morphisme or-
bifolde (notant que f : X — (X|A) est un morphisme orbifolde). Dans le cas
général, composant les inclusions de R, R dans X, X avec les normalisations,
nous pouvons supposer que R, R sont lisses rationnelles (pour simplifier les
notations).

Soit maintenant b € R tel que b := f(b) € Dj;. Soit e(b) l'ordre de
ramification de f : R — Ren b, et D; := f~1(D;).

On note aussi e(b) := pged{e(b),b € f~1(b) N R}.

La formule de projection fournit pour les nombres d’intersection locaux
pres de b, b

m’.(D;.R)y = (f*(D;).R); = (D;.f.(R))s = e(b).(D;.R)s

D’ou 'on déduit, par le théoreme de Bezout, que, pour tout j tel que
f(b) € Dj, m}, et donc aussi my, divise e(b).(D;.R)p.

Et donc, désignant par A’ le plus petit diviseur orbifolde entier sur R
faisant de l'inclusion (normalisée) de R dans X un morphisme A-orbifolde
divisible : ma/(b) divise e(b). Donc : Kp > f*(Kr + A'), ce qui acheve la
démonstration du théoreme.

17Ceci signifie que, si A = >;(1 = 1/m;).Dj, alors f est étale au-dessus du
complémentaire du support de A, et ramifie a I'ordre m; multiple de m; (resp. m;» =
m;,Vj) en chaque point Z de X tel que f(z) € D;.
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Le théoreme résulte aussi du lemme suivant, qui en donne une version
quantitative, appliqué a R’ := R et R = R, puisque g(R) = g(R) =0 :

Lemme 5.7 Soit f: R — R un morphisme surjectif de degré d > 0 entre
courbes projectives lisses et connezxes. Pour tout b’ € R', on note e(b') lordre
de ramification de f enl/, et pour b € R, par e(b) := pgcd{e(t/),b' € f~1(b)},
et enfin par e (b) := maz{e(t),V € f71(b)} > e(b).
2(g9(R)=1) - 2(g(R)—1 R)-1
Alors : (g(d) ) > (9(d) )+Zb(1_ e+(b)) > (9(d) )+Zb(1_ ﬁ)

Démonstration : Appliquant la formule de Riemann-Hurwitz a f : R’ —
R, on obtient :

29(R)—2 =2d.(g(R)~1)+ ) (> (e(b)—1)) = 2d.(g(R)=1)+> (d— > _

b bef-1(b) b bef=1(b)
Divisant par d, nous obtenons :

2(9(R)) —1)  2(g(R)—1) Doyl
i +Z S )

La conclusion résulte alors de ce que : Z%be/ <e(d) <et(b) e

5.3 Lemme de “cassage” orbifolde.

Proposition 5.8 Soit (X|A) une orbifolde lisse avec X projective connexe,

et C; une famille algébrique couvrante de courbes A®-rationnelles. Alors :
(KX + A)Ct < 0.

Démonstration : Elle se fait en passant au graphe d’incidence normalisé
q: Z — X de la famille, et en utilisant le fait que ¢*(Kx) < Kz, puisque
la famille est couvrante. On conclut avec la formule d’adjonction : (Kx +
A).Cy=q*"(Kx+A).C; < (Kz+q¢*(A))|Cy = deg(K¢, +¢*(A)) < 0, puisque
Cy est A-rationnelle. (On a identifié C; et son image dans Z) e

La question centrale d’existence de la géométrie des A-courbes ration-
nelles est la réciproque :
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Question 5.9 Soit (X|A) une orbifolde lisse avec X projective connexe. Soit
C C X wune courbe projective irréductible non contenue dans le support de
A. Soita € C, a ¢ Supp(A). Si (Kx +A).C <0, existe-t’il une A-courbe

rationnelle passant par a ?

Nous allons déduire du classique “lemme de cassage” (“Bend and break”)
de Miyaoka-Mori [Mi-Mo 86] une réponse positive dans le cas (tres) particu-
lier suivant.

Théoréme 5.10 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, entiére et a
multiplicités finies. On suppose X projective. On suppose aussi qu’il existe
un morphisme fini f : X — X, avec X lisse, ramifiant au moins (au sens
divisible) au-dessus de A'S.

Soit C C X wune courbe projective irréductible, non contenue dans
Supp(A), et telle que (Kx + A).C < 0.

Alors : si a € C n'appartient pas au support de A, il existe une A%-
courbe rationnelle R de X passant par a.

St H est un diviseur ample sur X, on peut choisir R telle que :

2.HC

HR<L
T —(Kx+A)C

Remarque 5.11 L’hypothese tres restrictive de lexistence de f: X — X
devrait pouvoir étre supprimée en remplacant ce revétement par le champ
algébrique (de Deligne-Mumford) associé a (X|A), et en établissant un
“lemme de cassage” dans cette catégorie.

Démonstration : Soit C' une composante irréductible de f~(C). Alors
Kg.C =t.f"(Kx +A).C <0si f.(C) =t.C. Soit H := f*(H). Sia € C
est au-dessus de a, il existe, d’aprés [Mi-Mo 86], une courbe rationnelle R
passant par a et telle que :

HR<2.- LY
—(Kx%.C)

Posant d.R := f.(R), avec R := f(R). Il suffit donc de montrer que
R est une A-courbe rationnelle. Le théoréme 5.6 ci-dessus acheéve donce la
démonstration e

185v0ir 5.6 ci-dessus.
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Corollaire 5.12 Soit (X|A) et f : X — X satisfaisant les hypothéses du
théoreme précédent. On suppose que (Kx + A).Cy < 0 pour une famille Cy
de courbes irréductibles de X recouvrant un ouvert (analytique) non vide de
X. Alors un ouvert de Zariski non-vide de X est recouvert par une famille
algébrique de courbes A-rationnelles Ry.

St la famille Cy est algébrique, le H-degré des R satisfait la borne de
5.10.

5.4 Semi-positivité générique.

La présente section est suggérée par une question orale d’Amaél Broustet
([Br 08]) : “peut-t-on étendre aux orbifoldes géométriques le théoreme de
semi-positivité géométrique de Miyaoka (voir [Miy 87] et [SP 92]) ?”

Plus précisément :

Question 5.13 Soit (X|A) une orbifolde lisse et finie, avec X € C. Sl
existe des entiers strictement positifs m,p tels que S"QP(X|A) ait un quo-
tient Q tel que c1(Q) ne soit pas pseudo-effectif, alors (X|A) est-elle uniréglée
(i.e : génériquement recouverte par une famille de A-courbes rationnelles) ?

On a une réponse positive lorsque A = 0 si X est projective ([C-Pe 06]),
et aussi dans le cas (tres) particulier suivant :

Théoréme 5.14 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, entiére et a
multiplicités finies. On suppose X projective. On suppose aussi qu’il existe
un morphisme fini f : X — X, avec Y lisse, ramifiant exactement (au
sens divisible) au-dessus de A'.

Alors (X|A) est uniréglée s’il existe des entiers strictement positifs m, p
tels que S™QP(X|A) ait un quotient Q tel que ¢1(Q) ne soit pas pseudo-
effectif, et si m est divisible par toutes les multiplicités de A.

Démonstration : C’est une réduction immédiate au cas ou A = 0. En
effet : f*(S™OP(X]A)) = Sym™ (%) a pour quotient f*(Q), qui n’est pas

pseudo-effectif. Donc X est uniréglée, par [C-Pe 06], theorem 0.3, et donc
aussi (X|A), par 5.6

19C’est donc un quotient global au sens de 5.15 ci-dessous.
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5.5 Quotients globaux et relevement de courbes ra-
tionnelles orbifoldes.

Definition 5.15 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, entiére et finie
(avec X € C). On dit que (X|A) est un quotient global sl eziste f : X' —
X finie, holomorphe, avec X' lisse, et ramifiant exactement au-dessus de
A au sens de 5.6.

On dit alors que f: X' — (X]|A) est galoisien (de groupe G) s’il existe
un groupe fini G agissant effectivement sur X' tel que f soit le quotient
X - X=X/G.

Tout quotient global est aussi un quotient global galoisien (par la construc-
tion usuelle, en remarquant qu’elle préserve ici la lissité des revétements X').

Le résultat suivant permet de ramener les assertions sur les courbes ra-
tionnelles orbifoldes au cas non-orbifolde pour les quotients globaux.

Théoréme 5.16 Soit f : X' — (X|A) un quotient global, et R C X une
A% _courbe rationnelle. Alors toute composante irréductible R' C X' de
F7YR) est une courbe rationnelle.

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif :
R~ X
v lf
R—>(X]A)
dans lequel les fleches horizontales sont les normalisations composées avec
les inclusions, tandis que v est génériquement la restriction de f.
Soit 0" € R',b := v(V'), et t;,t; respectivement les ordres de contacts en
b et I respectivement de D; avec R, et de f~!(D;) avec R'. Notons enfin
e(b') := e l'ordre de ramification en b de v. La formule de projection (ou la
commutativité du diagramme précédent) montre que :
f*(R,)D] = 69*(D]> = e.tj = R,f*(D]) = mjt;
Puisque X' est supposé lisse, t; est entier.
Notons d; := pgcd(t;, m;), uj = t;/d;, m; :=m;/d;.
Donc pged(uj, m}) = 1.
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On déduit donc de 1'égalité ci-dessus que, pour tout j € J(b), ensemble

des j tels que g(b) € D; :
ey = M.t

De sorte que : u; divise t; et m divise e pour tout j € J(b).

Soit alors : m' := ppem{m;, j € J(b)}.

Alors m/ divise e par ce qui précede. Posons : e := e'.m/’.

L’assertion du théoréme sera établie si 'on montre que v : R' — (R|ARg)
est étale (ie : si e = m/, ce qui équivaut ici a : v*(Kg + Ag) = Kr, Agr
étant le diviseur orbifolde sur R attribuant a (tout) b € R la multiplicité
m’ précédente, qui est la plus petite faisant de g : (R|Agr) — (X]A) un
morphisme orbifolde divisible).

Nous allons montrer que ¢ = 1, ce qui établira donc le théoréeme.

Dans ’égalité suivante, les trois termes sont des entiers, et ¢’ divise donc
e” = pgcd(e,t),j € J(b)) :

¢.() = (i-?),w € J(b).

Dans des coordonnées locales adaptées, nous pouvons donc supposer (par
lissité et revétement étale local de X') que, si s € D est une coordonnée locale
sur R/, alors :

g'(s) = (s".(1+ s.wi(s)),...,sm.(1+ s.w,(s)),

tandis que :
f © g/(5> = p1<36>7 s 7pn<se)7
les wy, pr et xy, ci-dessous étant des fonctions analytiques au voisinage de

On a donc, sur un voisinage de 0 € D, disque unité de C :
pr(s%) = s (14 saop(s)),Vk :=1,...,n.

On en déduit que e.ty, = t;.my et que (1 + sawg(s)) = 1 + s®.x4(s%), pour
s assez voisinde 0 € C, et k=1,...,n. Donc :

g'(s) = (s".(1 4 s€.x1(s%)), ..., s (1 4 s€.2,(5%)).
Puisque ¢’ est génériquement injective pres de 0, on a bien :
pgcd(e,ti, k=1,...,n)=1.

Ce qui acheve la preuve e
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Remarque 5.17 Sous les hypotheses précédentes, la démonstration montre,
plus généralement, que si (R|Ar) — (X|A) est un morphisme orbifolde,
avec R une courbe irréductible, et si R C f~!(R) C X’ est une composante
irréductible, alors v : R" — (R|A) est étale (au sens orbifolde suivant :)

Definition 5.18 Soit f : (B'|Ap) — (B|Ag) un morphisme fini surjectif
entre courbes lisses projectives et connexes B', B. On dit que f est étale si
[*(Kg + Ap) = Kp + Apr. Ceci équivaut a : e(t)).m’(b') = m(b) pour tout
b e B, e(t) (resp. m(V'), resp. m(b)) désignant 'ordre de ramification en O/
(resp. la multiplicité de Ap: en V', resp. la multiplicité de Ap en b:= f(V')).

Si f: (B'|Ap) — (B|Ap) est étale, alors (B'|Ap:) est rationnelle (resp.
elliptique) si et seulement si (B|Ap) lest. (On dit que (B'|Ap/) est elliptique
St deg(K(B/|AB,)) = 0).

5.6 Uniréglage, Connexité Rationnelle orbifolde

Definition 5.19 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
connexe. On dit que (X|A) est :

1. uniréglée (abrégé en : UR) si le point générique de X est contenu
dans une courbe rationnelle orbifolde de (X|A).

2. rationnellement engendrée (en abrégé : RE) si, pour toute fibra-
tion méromorphe dominante f : (X|A) --» Y, toute base orbifolde stable
[Y|A(f, A)9] de f est uniréglée. (Cette notion est introduite, en l'absence de
structures orbifoldes, dans [Ca95]).

Puisque les tnvariances birationnelles, de l'uniréglage et des bases or-
bifoldes stables, sont inconnues, nous supposons l'uniréglage de toute base
orbifolde stable.

1l est essentiel que les bases orbifoldes soient considérées dans la catégorie
Georb® a cause des exemples 5.36 et 5.43 ci-dessous.

3. faiblement rationnellement connexe par chaines (en abrégé :
FRCC) si tout couple de points génériques de X est contenu dans une chaine
(ie : une réunion finie connexe) de courbes rationnelles orbifoldes de (X|A),
ou de leurs limites (considérées dans Chow(X)).

4. rationnellement connexe par chaines (en abrégé : RCC) si tout
couple de points génériques de X est contenu dans une chaine de courbes
rationnelles orbifoldes de (X|A).

5. rationnellement connexe (en abrégé : RC) si tout couple de points
génériques de X est contenu dans une courbe rationnelle orbifolde de (X|A).
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6. fortement rationnellement connexe (en abrégé : RC™" ) si tout en-
semble fini de points génériques de X est contenu dans une courbe rationnelle
orbifolde de (X|A)

7. Les trois notions de A-courbes rationnelles (divisible, entiére ou non)
peuvent étre employées ci-dessus, et conduisent d’ailleurs peut-étre a des no-
tions équivalentes dans nombre de cas importants (mais pas toujours : si
X =Py, par exemple, les notions UR? et UR? différent si A\ est a multipli-
cités rationnelles et si son support a au moins 4 points).

Si l’on veut préciser la notion de courbe rationnelle orbifolde employée, on
utilisera la notation URY, REY RCCY, FRCCY RO RC*4, sil'on
est dans la catégorie Georb™, avec des notations similaires pour Georb*,
x=Q, 4.

8. Les notions plus fortes suivantes semblent devoir étre utiles dans [’etude
de Uinvariance birationnelle des notions précédentes (voir le lemme 5.31 ci-
dessous).

Nous dirons que (X |A) est précisément uniréglée (noté U R, ) si pour
tout sous ensemble analytique Z de X de codimension au moins 2, et tout
point générique de X, il existe une courbe rationnelle de (X|A) passant par
ce point et évitant (ie : ne rencontrant pas) Z. On a donc les trois notions :
UR;,;, avec x = Z,Q), div.

On définit de la méme facon les notions RE.,;;, FRCCyiy, RCChyy, etc...

On a, bien sur, l'implication : UR},,, = UR*, ..., RC},;, = RC" et la
démonstration du lemme 5.31 montre que les propriétés UReyi, - .., RC ..
sont des tnvariants biméromorphes.

Exemple 5.20

1. Si (X|A) est lisse, Fano (ie : —(Kx + A) est ample sur X), et s’il
existe f + X — X satisfaisant les hypothéses du théoréme 5.10, alors (X|A)
est uniréglée.

2. Soit (X|A) lexemple torique de 5.5.4 ci-dessus. Alors (X|A) est ra-
tionnellement connezxe, puisque toutes ses courbes toriques rationnelles non-
contenues dans D sont A-rationnelles.

3. L’orbifolde (Py|A) de l'exemple 5.5.3 ci-dessus est RC' (mais avec des
coniques A-rationnelles non-entiéres). L’argument de comptage de l'ezemple
5.55 semble indiquer qu’elle devrait étre A-rationnelle pour des courbes ra-
tionnelles de degré assez grand sans structure orbifolde.

Remarque 5.21
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e On a les implications évidentes :

RCt = RC = RCC = FRCC = Uniréglée.

RE = Uniréglée.

Par contre, 'implication : FRCC — RFE (ou méme : RCT — RE)
n’est évidente que si I'on suppose que la propriété FRCC (resp. RC™) est
biméromorphiquement invariante (dans le cadre orbifolde et si les multipli-
cités sont finies, du moins. Voir la remarque 5.24.1 ci-dessous).

e On a aussi (a l'aide de 'invariance biméromorphe) les implications
évidentes :

Rc;_;it = RCevit = RCCevit = FRCCevit = REevit = URe'uit

e Lorsque A = 0, et si X est projective lisse, on a évidemment : RCC' <=
FRCC, ainsi que les difficiles implications réciproques, basées sur le “lemme
de collage” 2V :

e RE — RCC = FRCC ([GHS03]) et :

¢ RCC = RC = RC* ([KoMiMo092)).

Question 5.22

1. Les propriétés FRCC et RCC' sont-elles toujours équivalentes ? (ie :
FRCC = RCC ?)

2. Les propriétés précédentes (définies en 5.19) sont-elles stables par
déformation (au sens de 12.1) ¢

3. Les résultats de [KoMiMo92] et [GHS01] subsistent-ils dans le
cadre orbifolde géométrique ¢ Plus précisément : soit (X|A) une orbifolde
géométrique lisse, avec X € C, connexe. Alors :

4. Si (X]A) est RCC, est-elle RC ? Plus généralement, tout sous-
ensemble fini de X est-il alors contenu dans une courbe rationnelle orbifolde
(irréductible) de (X|A) ?

5. 81 f : (X|A)® — B est une fibration sur une courbe projective, et
si les fibres orbifoldes génériques de f sont RC, alors f admet-t-elle une
multisection orbifolde (ie : une multisection s : B — X d’image normalisée
irréductible B telle que f : (B'|Ap) — (B|A(f,A)) soit étale au sens or-
bifolde, si g : (B'|Ap) — (X|A) est un morphisme orbifolde divisible, Ap
étant la structure orbifolde minimale sur B’ avec cette propriété. Voir 5.37
pour plus de détails pour une formulation précise.) ?

6. Nous donnerons ci-dessous au §5.8 une réponse affirmative auzr ques-
tions posées pour les quotients globaux et les courbes A% -rationnelles.

20“Glueing lemma” dans I’original [Ko-Mi-Mo).
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Proposition 5.23 Soit f : (X|A) --» Y une fibration méromorphe domi-
nante, avec X € C connexe, et (X|A) lisse. Si la fibre orbifolde (générique)
(XylA,) et la base orbifolde stable de f sont RE, alors (X|A) est RE.

Démonstration : Soit g : (X|A) --» Z une fibration méromorphe do-
minante. Si g ne se factorise pas par f, la base orbifolde stable de g est
uniréglée, puisque recouverte par les images par g des fibres orbifoldes de f,
qui sont RE, et dont les images (munies de leur structures orbifoldes stables)
par g sont donc uniréglées. Sinon, g = ho f, et h : [(Y|A(f,A)] --» Z a
pour base orbifolde stable [(Z|Ay)] celle de h (par la propriété 3.13). Donc
[(Z]Az)] est uniréglée, puisque [(Y|Ay)] est RE, par hypothese.

Remarque 5.24

1. La propriété RCC n’est pas préservée par équivalence biméromorphe
(avec les définitions ci-dessus) pour les orbifoldes géométriques logarith-
miques. Par exemple : (P?|D) est (Fano et) RCC, si D est la réunion de 2
droites distinctes concourantes en 1 point a, puisque les droites passant par
a sont D-rationnelles (ce sont en fait les seules D-courbes rationnelles). Par
éclatement de a, on obtient une orbifolde géométrique qui n’est pas RCC : elle
admet une fibration orbifolde évidente sur I orbifolde géométrique (P'|D’),
olt D' est la réunion (réduite) de 2 points. Donc x(P'|D’) = 0.

En particulier, 'orbifolde logarithmique (Py|D) est Fano, sans étre RE.

2. Le phénomene précédent semble lié au fait que les singularités du couple
(P?, D) sont log-canoniques (Ic), mais pas kit. D’ou la :

3. Question : Pour les orbifoldes géométriques lisses “finies”, les pro-
priétés RC' et RCC sont-elles stables par équivalence biméromorphe? Les
propriétés RC' et RC,,;; sont-t’elles équivalentes ? Méme question pour les
autres propriétés : UR, RE, FRCC,..."?

5.7 Quotients rationnels orbifoldes

Théoréme 5.25 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
connexe. Il existe une unique fibration méromorphe dominante R := Rx|a) :
X --» R(X|A) telle que* :

1. Les fibres orbifoldes de R sont FRCC'.

2. Siy € R(X|A) est général, la fibre X,, de R au-dessus de y ne rencontre
aucune courbe rationnelle orbifolde de (X|A).

211ci encore, le résultat est valable pour les trois notions de A-courbe rationnelle.

59



Démonstration : Nous utilisons ici (brievement) 1’appendice technique
5.12 ci-dessous.

Si (X|A) n’est pas uniréglée, R = idy. Sinon, on désigne par A C C(X)
’ensemble des points paramétrant une courbe rationnelle orbifolde (réduite)
de (X]A). On va montrer que A est Z-régulier (au sens de 5.57). La conclu-
sion résultera alors de 5.58. Soit donc B C C(X) un sous-ensemble analytique
fermé irréductible (donc compact, par [Lieb78]) tel que Z, soit une courbe
rationnelle orbifolde réduite de (X |A) pour un sous-ensemble A’ := AN B qui
n’est pas contenu dans une réunion dénombrable de sous-ensembles analy-
tiques fermés stricts de B. Le membre générique Z;, de la famille paramétrée
par B est donc une courbe rationnelle de X. Soit Z C B x X le graphe d’inci-
dence (normalisé) de la famille Z;, b € B, muni de ses projections p : Z — X
et q : Z — B. Au-dessus d'un ouvert de Zariski dense B* de B, ¢q est une
submersion de fibre Py, et il existe une structure orbifolde fixe Ap sur P; (a
automorphisme pres de Py) telle que ¢q, : (Z,|/Ap) — (X]A) soit un mor-
phisme orbifolde, pour tout a € A” C A’, A” n’étant pas contenu dans une
réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques fermés stricts de B. Le
morphisme ¢, est donc naturellement la restriction d’un morphisme orbi-
folde ¢ : (Z|Az) — (X|A), pour une structure orbifolde Ay sur Z dont la
restriction a Z, est une courbe rationnelle orbifolde, pour b € B générique.

Corollaire 5.26 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
connexe. Il eriste*> une unique fibration méromorphe dominante R* :=
(x|a) 0 X -=» R (X]A) telle que :
1. Les fibres orbifoldes de R sont RE.

2. L’une des bases orbifoldes stables de R* n’est pas uniréglée.

Démonstration : Si une base orbifolde (X|A1) := [R(X|A)|A(R,A)]
n’est pas uniréglée au sens orbifolde, on prend R = R*. Sinon, on considere
Ry := R(x,|a,), et on itere la construction, raisonnant par récurrence sur
dim(X). Les fibres orbifoldes de la fibration composées sont bien RE, par
5.23.

Remarque 5.27 Si 'implication RE = RCC' est vraie, alors R = R*. Ce
serait le cas si les questions 5.22 avaient une réponse positive.

22Le résultat est valable pour les trois notions de A-courbe rationnelle.
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5.8 Le cas des quotients globaux.

Nous réduisons ici, grace au théoreme 5.16, I’étude des courbes A%-
rationnelles a celle des courbes rationnelles usuelles lorsque (X|A) est un
quotient global au sens de 5.15.

Théoreme 5.28 Soit f : X' — (X|A) un quotient global au sens de la
déﬁnz’tion 5.15. Alors :
1. (X|A)4® est uniréglée si et seulement si X' est uniréglée.
2. (X|A)¥ est FRCOC si et seulement si X' est RCC.
3. (X]A)¥ est RC si et seulement si X' est RC.
4. (X|A)¥ est RCY si et seulement si X' est RC™T.

Démonstration : Elle est immédiate, d’apres les définitions, et les
théoremes 5.6 et 5.16.

Corollaire 5.29 Soit f : X' — (X|A) un quotient global au sens de la
déﬁm’tz’on 5.15. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. (X|A)4® est FRCC
2. (X|A)# est RCC
3. (X]A)¥ est RC
4. (X]A)M est RCT

Démonstration : Evidente d’apres 5.28 et 1’équivalence entre les pro-
priétés RCT et FRCC pour X' (qui résulte de [Ko-Mi-Mo92]).

Nous établissons maintenant 1’équivalence biméromorphe (qui n’est pas
aussi évidente que lorsque A = 0) :

Corollaire 5.30 Soit f : X' — (X|A) un quotient global au sens de
la définition 5.15. Si (X1|A") est une orbifolde lisse birationnellement
équivalente a (X|A), alors :

1. (X|A)4 est uniréglée si et seulement si (X1|A)% est uniréglée.

2. (X|A) est RC si et seulement si (X1|A1)% est RC.

Démonstration : Il suffit d’établir les assertions lorsqu’il existe une
application biméromorphe ¢g : X; — X qui induit une équivalence
biméromorphe élémentaire au sens orbifolde (ie : f : (X1|A)% — (X|A)4®
est un morphisme orbifolde divisible, et f.(A1) = A).
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Dans ce cas, f(Ratl(X,|A;)%) C Ratl(X]A)%. Si donc (X1|A;)% est
UR (resp. RC), il en est de méme de (X|A).

L’inclusion f(Ratl(X;|A;)¥) C Ratl(X|A)% étant stricte en général
(voir 5.32 ci-dessous), les implications réciproques nécessitent un argument
supplémentaire.

Lemme 5.31 Soit X' € C lisse et uniréglée (resp. rationnellement connezxe),
et Z' C X' analytique fermé de codimension complexe au moins 2. Pour tout
e X' (resp. (2/,y') € X' x X'), il existe une courbe rationnelle irréductible
R’ passant par x' (resp. contenant z' et y').

Démonstration : Supposons d’abord X’ rationnellement connexe. Il
existe alors, d’apres [Ko-Mi-Mo 92|, une courbe rationnelle irréductible R’/
passant par x’ et y et de fibré normal ample. Un argument simple de
déformation montre alors que 'on peut déformer R’ en une telle courbe
évitant Z'.

Lorsque X’ est uniréglée (de dimension n > 0), on considere son quotient
rationnel ' : X' --» @', qui est presque-holomorphe ([Ca 92|, [Ko-Mi-Mo
92]) a fibres génériques lisses et RC' de dimension (strictement) positive. Soit
F' une fibre générique : elle rencontre Z’ en un ensemble de codimension au
moins 2 dans F.

Le résultat précédent appliqué a F’ permet donc de conclure e

Montrons maintenant que si (X]A)¥ est UR (resp. RC), il en est de
méme de (X;]A;)%". (Remarquer que (X;|A;) n’est pas, en général, un quo-
tient global).

Soit Z C X le centre de la modification g : X; — X, et Z’ C X’ son
image réciproque dans X', qui y est de codimension au moins 2 puisque f
est finie. Puisque (X|A)% est UR, il en est de méme de X', et il existe
donc une famille algébrique couvrante de courbes rationnelles de X’ dont
le membre générique évite Z’. Leurs images par f évitent donc Z, sont des
courbes rationnelles de (X|A)%" et se relevent donc par g en une famille
couvrante de courbes rationnelles de (X;|A{"), qui est donc UR.

L’argument est identique pour la propriété RC%e

Exemple 5.32 Nous allons montrer que linclusion f(Ratl(X,|A;)%) C
Ratl(X|A)¥ peut étre stricte, méme si (X1]A1)4 est minimum rendant
g: (X1]A) — (X]A)¥% un morphisme orbifolde.
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Prenons (X|A) := (Py|A), avec A := (1—1/2).(Dy+ D3)+ (1 —1/3).Ds,
Dy (resp. Dy) étant la droite d’équation affine : v = 0 (resp. y = 0), tan-
dis que D3 est une droite générique rencontrant la cubique rationnelle R
d’équation affine : y* = x3 en 3 points distincts a,b,c, dont le point a l'in-
fini a = (0,1,0) en coordonnées projectives. Alors R est une courbe A%"-
rationnelle de Py := X, puisqu’elle a un contact d’ordre 3 (resp. 2) avec Dy
(resp. Dy), de sorte que le diviseur orbifolde minimum Ag sur R rendant
Uinclusion normalisée (R|Agr) — (P2|A) un morphisme orbifolde divisible
est Ag = (1 —1/2).({a} + {b} + {c}).

Soit alors g : X1 — Py = X [’éclatement du point de coordonnées affines
(0,0), et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement. Soit Ry la transformée
stricte de R dans X;. Elle a donc un ordre de contact avec E (resp. la trans-
formée stricte D} de Dy ; resp. DY de Ds) égal a2 (resp. O (sur E); resp. 1).
La structure orbifolde minimum A% sur X, faisant de g = (X1|A1) — (X]A)
un morphisme orbifolde divisible est :

Adv = (1-1/6).E + (1 —1/2).(D} + D) + (1 —1/3).D}.

Tandis que la structure orbifolde minimum A%}’ sur Ry faisant de l'inclu-
sion (R1|Ag,) — (X1|A1) un morphisme orbifolde divisible est :

AfY = (1-1/2).({d} + {a} + {b} + {c}), en identifiant a,b, c avec leurs
images réciproques dans Xy, tandis que d :== (E N Dj). 1l en résulte que Ry
n’est pas une AYY-courbe rationnelle (mais elle reste cependant “elliptique”).

On peut d’ailleurs vérifier que Ry n’est pas non plus une courbe (X,|A')9-

rationnelle si g : (X1|A")? — (X|A)9 est un morphisme orbifolde.

5.9 Sections orbifoldes.

Cette section tente de formuler le théoreme de [G-H-S 03] dans le cadre
des orbifoldes géométriques. Rappelons-le :

Théoréme 5.33 ([G-H-S 03]) Soit ¢’ - X' — B’ une fibration, avec X', B’
projectives, lisses et connezes, et B' une courbe. Si la fibre générique de ¢’
est RC, alors g’ admet une section.

Dans le cas des quotients globaux, la situation se réduit encore au cas
précédent :

Proposition 5.34 Soit f : X' — (X|A) un quotient global au sens de 5.15.
On suppose qu’il existe un diagramme commutatif :
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X' — (x1a)

PR
B’ B

dans lequel les fleches verticales sont des fibrations, et ot B', B sont des
lisses et connexes. Alors :

1. KB/ S h*(KB + A(g,A)div).

2. 8 ¢ a une section o', alors : Kg = h*(Kp + A(g, A)¥™), et
A(g, A)¥% = A(g,A)2. De plus :

3. Si ¢ a une section méromorphe o', et si By := est la normalisée
de f o o'(B'), munie de la plus petite structure orbifolde NG’ faisant de
Uinclusion normalisée i : (By|Ap,)% — (X|A)% un morphisme, alors
g: (B1]Ap,)¥ — (B|Ap)¥" est étale.

h

Démonstration :

1. Soit ¥’ € B’ et e(t/) := e l'indice de ramification de h en b'. Soit
b := h(t) € B. Soit ' € X' tel que ¢'(b') =V, et z := f(a'). Soit D
une composante irréductible de g~!(b) contenant x, et D' une composante
irréductible de f~!(D) contenant ’.

Alors pres de 2’ et de z, on a :

tpma(D).D'+... = F*(g* (b)) = (gof)*(b) = (hog)*(b) = ¢"*(e.b') = e.d.D'+...

en désignant par tp (resp. d) la multiplicité de D (resp. D’) dans la fibre
de g au-dessus de b (resp. de ¢’ au-dessus de b').

Puisque, par définition, maaw(b) = pged(py{tp.ma(D)}, on voit que e(b)
divise mag (b), ce qui est I'assertion 1.

2. Si ¢’ admet une section ¢’ telle que ¢’(') = 2/, on a : d = 1. Donc :
e = tp.ma(D) = mpz(b) divise mag (b). Puisque mag. (b) divise (toujours)
maz(b), on alégalité : e = tp.ma(D) > mpz(b) = maz(b), pour tout b € B,
ce qui est I'assertion 2.

3. On sait (d’apres 5.16 et la remarque qui suit), que foo' : B —
(B1]Ap, )% est étale au sens de 5.18.

Puisque la composée h = (go fod') : B — (B|Ap)¥ est étale (par 2.
ci-dessus), on en déduit que g : (B|Ap, )% — (B|Ap)% " est aussi étale o

Corollaire 5.35 Dans la situation du diagramme de 5.84, si les fibres de ¢’
sont RC, alors ¢’ a une section ' (au sens de 5.37), et donc (d’aprés 5.34) :
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1. Kp = h*(Kp + A(g, A)™) (autrement dit : h est étale au sens de
5.18).

2. A(g, A)% = A(g, A)?.

8. g: (B1|Ap,)*™ — (B|Ap)™ est étale au sens de 5.18.

4. En particulier, si (B|Ag)™™ est rationnelle, (X|A)% et X’ sont RC'.

Remarque 5.36 Il est clair qu'une fibration f : (X|A) — B n’a en général
pas de (multi)section au sens orbifolde (dans le sens suivant) si 'on munit
sa base de la structure orbifolde au sens divisible (ie : de la plus grande
structure orbifolde (B|Ap)¥ telle que f : (X|A)% — (B|Ag)¥ soit un
morphisme (orbifolde divisible)), et si ’on exige que la (multi)section B’ C X,
une fois munie de la plus petite structure orbifolde Apg: telle que I'inclusion
normalisée i : (B'|Ap/) — (X|A) soit un morphisme orbifolde (méme dans
Georb?), induise une composée f oi: (B'|Ap) — (B|Ap) qui soit étale.

Considérons par exemple la seconde projection fy : Xg :== Py X Py —
Py := B. On éclate d’abord X aux trois points (0,0), (0,1) et (0,00). On
obtient ainsi X et sur X, six (—1)—courbes Fy, F, Fi, et Ey, E1, Ew, OU les
F; sont les transformés stricts des fibres f~1(7), et E; le diviseur exceptionnel
correspondant, image réciproque de (0,4) pour ¢ = 0, 1, c0.

On éclate ensuite X; aux trois points a; := (E; N F;). On obtient ainsi
X, := X, et trois (—2)-courbes exceptionnelles sur X, notées G;. On note
encore F;, F; les transformés stricts dans X, et f : X — Py := B la composée
de fy avec les deux éclatements précédents. On munit X du diviseur orbifolde
A:=1-1/3)Fi+Fo+ Fs+ E + FEy+ E3)+ (1 —1/2).(G; + G2 + G3).

Alors la base orbifolde divisible (Ag)¥ de f est nulle (puisque
pgcd(2,3) = 1). Donc toute multisection étale de g doit étre (par simple-
connexité orbifolde) une section. Puisque toute section s : B — X ne
rencontre aucune des G; (qui ont multiplicité 2 comme fibres de f), la
structure orbifolde (Ap/)® minimum d’une telle section est (Ap/ )% :=
(1—1/3).({0} + {1} + {oo}), qui n’est pas isomorphe & (B|0), et (B'|Ap/ )4
n’est pas méme une courbe rationnelle orbifolde.

Remarquons que la base orbifolde (Ap)? de f est (Ap)? = (1 —
1/2).({0} + {1} + {o0}) (qui est rationnelle orbifolde, mais a pour groupe
fondamental Zy X Zs), et que f n’a donc pas non plus de section orbfifolde
dans la catégorie Georb?. Elle a, par contre, une 4-section orbifolde étale.

Les “sections” orbifoldes seront donc (sous réserve d’existence) des mul-
tisections.
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Definition 5.37 Soit f : (X|A) — B une fibration sur une courbe lisse
projective connexe B, avec X wune variété complexe compacte et connexe,
et (X|A) lisse, enticre. Soit (B|Ag)? la base orbifolde de (f,A) dans la
catégorie Georb?. C’est aussi la plus grande structure orbifolde sur B pour
laquelle f est un morphisme orbifolde (non-classique).

Une section de (f,A) est alors une courbe irréductible normalisée i :
B' — X (birationnelle sur son image) telle que foi: B' — B soit finie (ie :
surjective), et telle que si Apr est le plus petit diviseur orbifolde sur B’ tel
que i : (B'|Ap)? — (X]A)Z soit un morphisme orbifolde, alors la composée
foi: (B|Ag) — (B|Ag) est un morphisme orbifolde étale (au sens de
5.18).

Nous allons déduire 'existence de sections pour les fibrations a fibres
orbifoldes rationnellement connexe de la généralisation 5.39 de la conjecture
suivante, due a Hassett-Tschinkel :

Conjecture 5.38 ([H-T 04]) Soit g : X — B une fibration, avec X, B
projectives, lisses et connexes, et B une courbe. Si la fibre générique de g est
RC, et si E C X est un sous-ensemble fini en chaque point duquel la fibre
de g est lisse et réduite, alors g admet une section dont ['tTmage contient E.

Conjecture 5.39 Soit g : (X|A) — B une fibration, avec X, B projec-
tives, lisses et connexes, et B une courbe. On suppose que la fibre orbifolde
générique (Xp|Ap) de g est lisse et RC, et que le support de A n'a pas de
composante irréductible g-verticale (ie : contenue dans une fibre de g). Soit
E C X est un sous-ensemble fini en chaque point duquel la fibre de f est
lisse et réduite.

Alors f admet une section o dont l’image contient E, et dont l'image By
est telle que linclusion : i : (Bi|Ap, := 0)% — (X|A)¥ est un morphisme
orbifolde. (De maniére équivalente, pour toute composante irréductible D; du
support de A de multiplicité m; dans A, et tout b de B, si o(b) € D;, ordre
de contact de D; avec By en o(b) est divisible par m;).

Remarque 5.40 Il est clair que la conjecture 5.39 fournit une section orbi-
folde de ¢ (au sens de 5.37) dans la situation particuliere o A n’a pas de
composante g-verticale.

Proposition 5.41 Soit g : (X|A) — B une fibration, avec X, B projec-
tives, lisses et connexes, et B une courbe. On suppose que la fibre orbifolde
générique (Xp|Ap) de g est RC.
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Admettons la conjecture 5.39.
1. Alors g a une (multi)section orbifolde au sens de 5.37.
2. En particulier, si (X|A) est lisse et si (B|Aga)? est rationnelle, alors

(X|A) est RCC.

Démonstration :

Soit Ap := A7, =351 —1/m(b)).{b} = >, (1 — 1/my).{by}, avec :
my = m(by) = infi{t;ma(Fy)}, st g*(by) = >_;t;.F;. Pour chacun des
b, soit j, un indice tel que t;,.ma(Fj,) = my. Posons : my(g) = t;,, et
B, 1= Y, (1= 1/mi(g))-Abe}.

Il existe alors un revétement orbifolde étale : v : B — (B|A,)*. On
considere ¢’ : X' := X/XB\Bl — By, déduit de ¢ par changement de base
et normalisation. Alors I'image réciproque F) de chacun des Fj, est une
composante réduite de la fibre de ¢’ au-dessus de b, := u~'(b;). Notons
f: X' — X la projection naturelle. Choisissant pour chaque k£ un point lisse
Ey de Fj(k7 et notant E la réunion des Ej, on peut appliquer la conjecture
5.39 & (X'|f*(A"°r)), o AP est la partie g-horizontale de A. On obtient
ainsi une section ¢’ de g contenant F, et ayant les ordres de tangence requis
le long de f*(A)hor).

On vérifie immédiatemment que By := f(¢’(B’)) est une (multi)section
orbifolde de ¢ : (X|A) — B. La derniére assertion est alors immédiate o

Remarque 5.42 On a vu (exemple 5.36) que si 'on considére, dans 1’énoncé
de 5.41, non pas A%, mais A%”, la conclusion peut-étre en défaut (i.e : il
n’existe as néccessairement de section orbifolde de ¢). En fait, il peut alors
méme ne pas exister de A-courbe rationnelle finie sur B, si (BJA)% est
rationnelle (voir I’exemple 5.43 ci-dessous).

Il est peut-étre nécessaire dans cette situation, si 'on ne veut considérer
que les bases orbifoldes divisibles, de borner les multiplicités pour que les
fibres singulieres (avec leurs multiplicités) soient (en un sens adéquat a
définir) des spécialisations d’orbifoldes lisses et rationnellement connexes.

Exemple 5.43 Considérons par exemple la seconde projection fy : Xy =
Py X Py — Py := B. On éclate d’abord X, aux trois points (0,0),(0,1) et
(0,00). On obtient ainsiu : X1 — Xo et sur X1, siz (—1)—courbes Fy, Fy, F

2Sauf si B = Py, et si le support de A, a 1 ou 2 éléments. Dans ce cas, on choisit
simplement B’ = B. La courbe B; résultant de la construction qui suit ne sera pas une
section orbifolde, mais sera une courbe A%"-rationnelle, ce qui suffit pour nos applications.
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et Ey, E1, By, ou les F; sont les transformés stricts des fibres f~1(i), et E;
le diviseur exceptionnel correspondant, image réciproque de (0,i) pour i =
0,1,00. On note g := foou: Xy — Py.

Soit 3 < p < q deux entiers premiers entre euxr. On munit X, de ['or-
bifolde Ay == (1 — 1/p).(Eo + Ev + Ex) + (1 — 1/q).(Fo + FA + Fix). 11
est alors facile de voir que (X1|A1)? n’a pas de courbe rationnelle orbifolde
g-horizontale (By1|Ap,). En effet : A?,Al = (1 —-1/p).({0} + {1} + {o0}),
et donc : k((P1|Aya,)?) = 1. Llinclusion normalisée de By dans X; com-
posée avec g fournirait alors un morphisme gy : (B1|Ag,)? — (P1|Aya,)%
qui induirait pour tout N une inclusion g; : HO(SM(Q'(P1|Aya,)?) —
HO(SN(QY(By|Ap,)). Ce qui implique que k(By1|Ag,) > k((P1|Aya,)?) =1
et contredit la rationalité de (B1|Ap,)?.

Remarquer que, par contre, Agfgl = 0, puisque pgcd(p,q) = 1.

5.10 Quotients globaux : limplication RE — RCC.

Théoreme 5.44 Soit X' — (X|A) un quotient global (voir 5.15). Si (X|A)
est REYY, il est (RCT)4%.

Démonstration : Il nous suffit de montrer que X’ est RC', par 5.28. Nous
pouvons supposer que le revétement f : X' — X est Galoisien de groupe G,
fini (voir 5.15). Soit donc ¢’ : X' --» Y| le quotient rationnel de X’ ([Ca
92], [Ko-Mi-Mo 92]) : ses fibres sont RC' et sa base n’est pas uniréglée si ce
n’est pas un point. Supposons donc dim(Y’) > 0. Nous allons montrer que
Y’ est uniréglé, ce qui établira le résultat. La fibration ¢’ est préservée par le
groupe G. Soit hg : Y] — Yy := Y/G le quotient naturel. Il existe donc une
application g : X --» Yy :=Y/G telle que go f = ho (.

Il existe donc des modifications u : X; — Y et v/ : X] — X', ainsi que
des applications holomorphes : f; : X] — Xj et h: Y’ — Y telles que :

1. hogi = g1of1 : X{ — Y, les applications v’ et f; étant G-équivariantes.

2. Pour toute structure orbifolde A; sur X; telle que u,(A;) = A et
telle que u : (X1|A))% — (X|A)¥" soit un morphisme orbifolde, alors :
(puisque (X|A) est RE¥ par hypothese), la base orbifolde (Y]Ay) est lisse
et uniréglée, avec : Ay := (A, a,)7.

3. h : Y — Y est finie (mais Y’ est seulement normal), et est un
revétement Galoisien de groupe G.
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Il existe donc sur Y une unique structure orbifolde A} telle que b : Y’ —
Y ramifie exactement au-dessus de A}.. On peut, de plus, puisque (X|A)
est, par hypothese, RE¥ ", supposer que :

4. Ay divise Ay (i.e : may (E) divise ma, (E), VE € W(Y)).

En effet : soit £ € W(Y) telle que m/(E) > m(FE), notant m/(E) (resp.
m/(E)) la multiplicité de E relative a A} (resp. Ay). Il existe donc D €
W(X1) tel que m'(E) = tg(D).ma, (D), avec gi(E) = tg(D).D + ..., avec
tg(D) >0,ie: (D) =E.

On a alors 2 cas : ou bien D est u-exceptionnel, ou bien u(D) = D; €
W(X).

Dans le premier cas, on peut augmenter ma,(D) de telle sorte que
tg(D).ma, (D) soit un multiple de m/(F) : (Y|Ay) reste uniréglée.

Dans le second cas, si D' € W(X') et si gj(D’) = E', et h(E') = E, on
a: (hog))"(E) = gi"(m'(E).E') = (tj (D').m'(E)).D' + ... = (g10 f)"(E) =
fi*(te(D).D+...) = (tg(D).ma(Dy).D + ..., ou Dy := u(D), puisque l'ordre
de ramification de f; au-dessus de D coincide avec celui de f au-dessus de
D().

On a donc (puisque f; et h sont Galoisiens, et que seuls des diviseurs non
g1 o fi-exceptionnels interviennent) :

t (D").m!(E) = tg(D).ma(Do) = tg(D).ma, (D) =: m(E).

Donc : m/(FE) divise m(E).

En répétant un nombre fini de fois cette construction (au plus autant de
fois que le nombre de diviseurs D qui sont u-exceptionnels dans les images
réciproques par g; des composantes du support de Ay), on obtient la divisi-
bilité annoncée.

Soit alors B C Y une courbe Ay-rationnelle, membre générique d’une fa-
mille couvrante de telles courbes. C’est, a fortiori, une courbe Al -rationnelle,
et (Ky+A}).B <0.Soit Z’ C Y’ le lieu singulier de Y', et Z := h(Z') C Y :
Z est de codimension au moins 2 dans Y. Puisque (X|A) satisfait la condi-
tion RE,,;, par hypothese, nous pouvons supposer que B évite Z. Soit B’
une composante irréductible de A~!(B), membre d’une famille couvrante de
Y’ avec hy(B') =t.B,t > 0:on adonc: Ky,.B' =t.(Ky +A}).B <0. Par
[Mi-Mo 86], Y’ est uniréglé, et le théoreme démontré e

Remarque 5.45 La démonstration montre que 'hypothese que (X|A) est

REY, est tres forte. Il serait intéressant de pouvoir Paffaiblir.
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5.11 Uniréglage et Dimension Canonique

Definition 5.46 Si (X|A) est une orbifolde géométrique lisse, on pose :

ke (X[|A) == max{&[Y|A(f, D))}, [ (X]|A) --» Y parcourant l’en-
semble des applications méromorphes surjectives (ie : dominantes), avec
dim(Y) > 0.

Donc ko (X|A) = —oo signifie que :

RIYIA(L, A))) = =00,V : (X]A) --» Y

La démonstration de I’énoncé suivant est facile :

Proposition 5.47 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X com-
pacte et connexe.

1. Si (X|A) est uniréglée, alors k(X|A) = —o0.

2. 8i (X|A) est RE, alors k4 (X|A) = —o0.

La conjecture suivante est la version orbifolde d'une conjecture standard
(cas o A = 0) de la géométrie algébrique :

Conjecture 5.48 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
conneze. Si k(X|A) = —o0, alors (X|A) est uniréglée.

Remarque 5.49 Le seul cas non-trivial avec A # 0 dans lequel cette conjec-
ture est connue est celui des surfaces projectives avec diviseur orbifolde lo-
garithmique (A = Supp(A)), par [K-M98]. Il s’agit donc dans ce cas de
recouvrir X par des courbes rationnelles R rencontrant A en un seul point,
en lequel R est unibranche.

Théoréme 5.50 Admettons la conjecture 5.48 précédente lorsque A = 0.

Alors cette conjecture est encore valable pour tout quotient global f : X' —
(X]A).

Démonstration : En effet : f*(Kx + A) = Kx, de telle sorte que
K(X|A) = k(X') = —oo. Donc X’ est uniréglée (par 5.48), et donc aussi
(X|A), par 5.6 o

Exemple 5.51 Soit a nouveau (X|A) l'exemple torique de 5.5.4. 1l est ra-
tionnellement conneze (au sens orbifolde), et donc k(X|A) = —oo. Clest
un exemple dans lequel la conjecture 5.48 est vérifiée.
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Corollaire 5.52 Admettons la conjecture 5.48. Soit (X|A) une orbifolde
géométrique lisse, avec X € C connexe. Si ky(X|A) = —o0, alors (X|A)
est RE.

Démonstration : Soit R* := R{y ) : X --» R*(X|A) la fibration
construite en 5.26. Sa base est de dimension nulle, puisque k4 (X|A) = —oc.

Donc (X|A) est RE.

Remarque 5.53 Admettant une autre conjecture (C°°  voir §6.1), nous

n,m?
construirons en 6.14 une variante de la fibration R* : ses fibres orbifoldes
générales ont ki = —o0, et sa base orbifolde stable a k > 0 (elle n’est donc

pas uniréglée). Si 5.48 est vraie, ces deux fibrations coincident.

Exemple 5.54 Soit X = P?, et A = C, avec C une conique lisse. Les
courbes rationnelles orbifoldes R sont alors les courbes rationnelles (de degré
d), qui coupent C' en un unique point en lequel R est unibranche.

Lorsque d = 1, les tangentes a C sont donc de tels exemples. Lorsque
d = 2, R est une conique lisse osculatrice a C'. On peut trouver de telles

courbes C-rationnelles pour tous les degrés d. On devrait pouvoir en déduire
que (P?|C) est RC.

Lorsque les multiplicités sont finies, de nombreux nouveaux cas se
présentent, méme lorsque n = 2, d’orbifoldes géométriques lisses (P?|A) qui
sont Fano, et pour lesquelles la vérification de la conjecture 5.48 n’est pas
immédiate.

Exemple 5.55 Soit X = P?>, A = 2/3(Ls + M) + 4/5L5 + 6/7.Ly,
ou Lz, M3, Ls, Ly sont quatre droites en position générale. L’orbifolde
géométrique lisse (P?|A) est Fano, puisque 2/3+1/5+1/7=1+1/105 > 1.

Pour des petits degrés N, les A-courbes rationnelles entiéres de P? sont
en nombre fini, et ne recouvrent pas P2. Il existe, par contre, des A-coniques
rationnelles (a multiplicités rationnelles) recouvrant génériquement P? (voir
Uezemple 5.5.3 ci-dessus).

Pour des degrés N multiples de 105, N = k.105,k > 0, existe-t’il des
A-courbes rationnelles de degré N dont tous les contacts avec Lg, My (si
d = 3) sont d’ordre d, pour d = 3,5,7 2 Un décompte de parameétres montre
qu’il existe des familles de dimension N(1/3 +1/3+1/54+1/7—1) =k
de telles courbes. Le probleme est de démontrer que les polynomes de degré
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N décrivant ces courbes sont bien premiers entre eux. Ce décompte de pa-
rametres suggere d’ailleurs la connezité rationnelle par des familles de courbes
rationnelles de degré suffisamment grand et divisible sans structure orbi-
folde pour toute orbifolde lisse, entiére et finie (P,|A). Il serait intéressant
d’avoir une approche plus conceptuelle (par déformation ?) de ces problémes.

5.12 Appendice : Quotients méromorphes.

Nous rappelons ici les résultats de [Ca04, appendice| (auquel nous ren-
voyons pour les démonstrations et plus de détails). Ils seront utilisés dans le
présent texte dans les §5.25 et 11.5.

Soit X € C, normal et connexe. On note C(X) ou Chow(X) la variété de
Chow (ou espace des cycles) de X construit dans [Ba75]. Pour a € C(X), on
note Z, C X le support du cycle paramétré par a.

On note A C C(X) un sous-ensemble (ensembliste). On supposera tou-
jours que la famille A est couvrante, c’est-a-dire que la réunion des Z,,a € A
est X. Soit Ry C X x X la relation d’équivalence pour laquelle deux points
de X sont équivalents si et seulement s’ils sont contenus dans A-chaine, ie :
une réunion finie conneze de Z,,a € A.

Si V' C X est analytique fermé irréductible, on dira que V' € A §’il existe
a € A tel que Z, =V.

Théoréme 5.56 On suppose A analytique fermé dans C(X). Il existe alors
une unique fibration qa : X --+» Qa, qui est presque-holomorphe (voir 7.16),
et telle que pour b € Qa général (générique si A a un nombre fini de com-
posantes), la fibre X, = q;'(b) est la classe de Ra-équivalence de chacun de
ses points. La fibration q, est appelée le A-quotient de X.

Definition 5.57 On dit que A C C(X) est Z-régulier si, pour tout B C
C(X), analytique fermé et irréductible, AN B soit contient une intersection
dénombrable d’ouverts de Zariski denses de B, soit est contenu dans une
réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques fermés stricts de B.

Si A est Z-régulier, il existe une unique réunion finie ou dénombrable de
sous-ensembles analytiques fermés irréductibles sans inclusions B,, de C(X)
(appelés les composantes de A), tels que, pour chaque n, AN B, contienne
une intersection dénombrable d’ouverts de Zariski denses de B, et tels que
A soit contenu dans la réunion des B,,. On note B la réunion des B,,.
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Théoréme 5.58 Soit A C C(X), Z-régulier et couvrant. Soit q4 : X --+ Q4
le B-quotient, B étant la réunion des composantes de A dansC(X). Sib € Q4
est général, et si Z,,a € A, rencontre X,, alors Z, C Xp.

Definition 5.59 Soit A C C(X),X € C. On dit que A est stable si, pour
tout V- C X analytique fermé irréductible muni d’une fibration méromorphe
dominante g : V --+ W, alors V € A si :

1. Les fibres générales de g sont dans A.

2. Il existe Z CV, Z € a tel que g(Z) =W.

Théoréme 5.60 Soit A C C(X), Z-régulier et couvrant. Soit g4 : X --+ Q4

le B-quotient, B étant la réunion des composantes de A dans C(X). Si A est
stable, et si b € Q4 est général, alors X, € A.
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6 ADDITIVITE ORBIFOLDE

On va rappeler ici certaines conjectures et résultats de [Ca04, §4, pp. 564-
574] auquel nous renvoyons pour les démonstrations et détails. Ces résultats
sont techniquement essentiels pour établir les résultats principaux du présent
texte (le “coeur” et sa décompostion).

6.1 La conjecture Cg?;ﬁg

Conjecture 6.1 (Conjecture Cg7),) Soit f: (Y|A) — S une fibration holo-
morphe, lorbifolde géométrique (Y |A) étant lisse avec Y compacte et connexe
dans la classe C.

Alors k(Y|A) > k(Ys|As) + (f|A)

On a noté (Ys|Ag) la fibre orbifolde de f au-dessus du point général s €
S. (Remarquons que cette orbifolde géométrique est lisse, par le théoréme
de Sard, et k(Y5|Ag) est indépendant de s € S, général, par le théoréme
de cohérence des images directes de Grauert, appliqué auz f.(m(Ky + A)),
m > 0 assez divisible).

Remarque 6.2 (1) Ici comme partout ailleurs®*, les coefficients des com-
posantes de A peuvent étre supposés seulement rationnels dans [0,1], et pas
nécessairement de la forme “standard” (1 —1/m).

(2) Lorsque f est nette (au sens de 3.8), on a aussi : k(f|A) =
R(SIA(S, A)).

(8) Cette conjecture est évidemment la version orbifolde de la conjecture
Chm d’Titaka, qui affirme que k(Y') > k(Y;) + k(S) si Y est projective.

6.2 Le cas des fibrations de type général.
Le résultat principal est ici le :
Théoréme 6.3 Lorsque f : (Y|A) — S est, de plus, une fibration de type

général, la conjecture précédente C’fo; est vraie, et on a alors :
K(Y|A) = r(Ys|Ag) + dim(S).

247 I’exception des définitions du groupe fondamental, du revétement universel, de la
pseudométrique de Kobayashi, et des points entiers au sens des orbifoldes géométriques.
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Ce théoreme est aisément déduit du suivant, adaptation au cadre orbifolde
de résultats de E. Viehweg, initiés par T. Fujita et Y. Kawamata (Voir [Fuj78],
[Kaw80], [Vie83]; un résultat similaire dans le cadre numérique est du a Y.
Kawamata [Kaw98]) :

Théoreme 6.4 [Cal4, /.13, p. 568] Soit f : Y — S une fibration, avec Y, S
lisses, Y dans la classe C, et S projective. Soit D = > m;.D; un diviseur
entier et effectif sur'Y dont le support est a croisements normaux au-dessus
du point générique de S. Soit m > 0 un entier tel que m > m;, pour tout j
tel que D; soit une composante f-horizontale de D (ie : tel que f(D;) = 95).
Alors : fu(mKy s + D) est un faisceau cohérent faiblement positif ** sur S.

Remarque 6.5

1. Bien qu’obtenue par les mémes méthodes que celles de [Vi 83], cette
généralisation en étend considérablement le champ d’application.

2. Il résulte de 6.3 que si f : (X|A) ==+ Y est une fibration de type général
(ie : la base orbifolde d’un modele holomorphe net est de type général), alors
les fibres génériques orbifoldes de deux modéles nets holomorphes de f ont la
méme dimension canonique, égale a la différence entre k(X|A) et dim(Y).
Nous verrons en fait (en 7.17) un résultat plus précis : une telle fibration est
presque-holomorphe.

3. Dans le Lemme 4.10, p.567 de [Ca04], Uhypothése (par exemple) que
9«(E) est localement libre a été omise, comme me l'a signalé O. Debarre.
Cette hypothese est difficilement vérifiable en pratique, mais on a la version
suivante, qui couvre les applications présentes :

Proposition 6.6 Soit f : Y — S une fibration avec Y compact, normal
et connexe. Soit A un Q-diviseur ample sur S et D un fibré en droites
sur' Y tel que f.(D) soit faiblement positif. Alors k(Y,D + f*(A) + F) =
k(Ys, Dg)+dim(S), pour E un diviseur effectif f-exceptionnel adéquat sur'Y .
S’il existe un morphisme birationnelv : Y — Y’ contractant tous les diviseurs
f-exceptionnels de Y, et un fibré en droites D' sur Y’ tel que D = v*(D’),
on peut prendre £ = 0.

Lorsque f est nette (c’est la situation présente, et aussi celle considérée
dans [Ca04]), 'hypothese de la seconde assertion de la proposition est satis-
faite (et le lemme 4.10 peut donc bien étre appliqué tel quel).

25Voir [Vi83] pour cette notion, due & E. Viehweg. Des rappels se trouvent aussi dans
[Ca04, §4]
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Démonstration : (C’est, sous une forme simplifiée, celle de 4.6 et de 4.3
ci-dessus). 11 suffit de montrer que H°(Y,m(L + E + f*(A)) # 0 pour E et
m > 0 adéquats. Par hypothese, H(S, S™(F) ® mA) # 0, si S™(F) est le
bidual de Sym™(f.(D)). Une section non nulle de ce faisceau fournit donc
une section de m(D+ f*(A)) ayant des poles sur un diviseur f-exceptionnel de
Y (on suppose mA entier). D’ou la premiere assertion. La seconde assertion
résulte de ce que, sous ’hypothese de contractibilité de I’énoncé, toute section
de m(D + f*(A)) définie sur le complémentaire du lieu exceptionnel de f se
prolonge a Y tout entier.

6.3 Premiere application : k = 0.

Notre premiere application du théoreme 6.3 est I'exemple fondamental
suivant d’orbifolde géométrique lisse “spéciale” (voir aussi définition 4.18
pour ce terme) :

Théoréme 6.7 Soit f : (Y|A) — S une fibration holomorphe, ’orbifolde
géométrique (Y |A) étant lisse avec Y compacte et connexe dans la classe C.
Si k(Y|A) =0, alors (Y|A) est “spéciale” (ie : il n’existe pas de fibration de
type général f: (Y|A) --» X).

Démonstration : Soit f: (Y|A) --» X une telle fibration.

On a donc dim(S) > 0, et (c’est immédiat) : x(Ys|As) > 0.

Donc : 0 = r(Y|A) = r(Yi|As) + dim(S) > dim(S) > 0, par 6.3.
Contradictione

Le méme argument fournit un résultat un peu plus général :

Théoréme 6.8 Soit f : (Y|A) — S une fibration holomorphe de type
général, lorbifolde géométrique (Y |A) étant lisse avec'Y compacte et connexe
dans la classe C.

Si k(Y]A) > 0, alors dim(S) < k(Y|A), et on a égalité si et seulement
si k(Y5|Ag) =0, pour la fibre orbifolde générale.

Remarque 6.9

1. Lorsque k(Y|A) = —o0, l'inégalité précédente tombe en défaut (déja
pour A =0 : prendre Y =P x X, ou X est une variété de type général de
dimension strictement positive arbitraire)

2. Rappelons que, dans les théoréemes 6.7 et 6.8 précédents, les multipli-
cités de Uorbifolde géométrique lisse (X|A) sont des rationnels a;, 0 < a; <
1,Vj.

76



Corollaire 6.10 Soit (X|A) lisse et Fano (ie : —(Kx + A) est ample sur
X). Alors (X|A) est spéciale.

Démonstration : Soit H une section lisse de —m(Kx + A) intersectant
transversalement A. Soit A’ := A+ (1/m).H. Alors : (X|A') est lisse, et
Kx + A’ est de Q-torsion, donc k(X |A’) = 0. Donc (X|A') est spéciale, par
6.7. Donc aussi (X|A), puisque A < A'e

Le méme argument fournit ’exemple suivant (suggéré par une question
de M. Mustata) :

Exemple 6.11 Soit X une wvariété torique de fibré anticanonique D, et
A < D. Alors (X|A) est spéciale. En effet : le diviseur anticanonique,
complémentaire de l’orbite ouverte, est a croisements normaux.

Un cas particulier utilisé dans la suite est le suivant :

Exemple 6.12 Soit (Y|A) := (P"/D,) lorbifolde géométrique (logarith-
mique) lisse de l'exemple 2.20, obtenue de P" en munissant l'hyperplan a
Uinfini de la multiplicité +oo. Cette orbifolde géométrique (torique) est donc
spéciale.

6.4 Le quotient k-rationnel (conditionnel)

Lemme 6.13 On suppose dans ce lemme que CffﬁL est vraie. (Voir 6.1).

Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C.

Soit f: (X|A) -=» Y et g : (X|A) --» Z deux fibrations avec dim(Y) > 0
et dim(Z) > 0, telles que k(f|A) > 0 et k(g|A) > 0.

Il existe alors une fibration h : (X|A) --» V telle que k(h|A) > 0 qui
domine f et g (ie : il exviste w:V -->Y etv:V --» Z telles quevoh =g

etuoh=f).

Démonstration : On peut supposer f et g holomorphes, nettes, avec
bases orbifoldes lisses. Soit V' C Y x Z I'image du morphisme produit A :
fxg:X — Y x Z défini par h(z) = (f(x),g(x)). On note v : V. — Y
et v:V — Z les projections naturelles, telles que uoh = f, et voh = g.
Observons que h est bien une fibration, puisque V, = ¢(X,) est connexe,
pour tout y € Y.
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On peut encore, quitte a modifier encore X, Y et Z, supposer la fibration
h : (X]A) — V nette et a base orbifolde lisse, et supposer aussi (par 3.6)
que : A(f,A) = A(u, A(h, A)).

La famille g(X,) = (V},)yey forme une famille couvrante de sous-variétés
de Z. Notons Az := A(g,A). L’orbifolde géométrique stable [(Z|Az)y,] in-
duite par restriction est donc bien définie, et est telle que x([(Z]|Az)v,]) > 0,
puisque k(g|A) = k(Z|A(g,A)) = k(Z|Az) > 0, par hypothese.

La fibration v : (V]|A(h,A)) — Y a pour fibre orbifolde générique
(VIA(R,A))v, = [(Z/(Az)v,]. On vient donc de voir que x((V|A(h,A))y, >
0. Par hypothese k(Z|A(v, A(h,A))) = k(Z|A(vo h,A)) = k(Z]|Az) > 0.

Appliquant C7?, & la fibration v : (V|Ay) — Y, on obtient :

K(VIAy) >0 e

Corollaire 6.14 On suppose que C1), est vraie. (Voir 6.1).

Soit (X|Ax) une orbifolde géométrique lisse avec X € C, et dim(X) > 0.

Il existe une unique fibration T;IA  (X]A) --» RT(X|A) telle que :

1L K([RT(X]A)|A(ry 4, A)]) 2 0.

2. ki (X]A), = —o0, si [(X]A),] est la fibre orbifolde stable générique de
N

Cette fibration, bien définie a équivalence biméromorphe prés sur (X|A),
est appelée le k-quotient rationnel (conditionnel) de (X|A).

Démonstration : L’unicité est claire, puisque k(h|A) = —o0, pour toute
fibration h : (X|A) --» T telle que dim(h(X,)) > 0 pour r € RT(X|A)
générique.

Etablissons l'existence. Si £, (X|A) = —o0, on choisit pour r}l A lapplica-
tion constante sur un point. Sinon, on choisit une fibration f : (X|A) --» Z
avec dim(Z) > 0 maximum, telle que x(f|A) > 0. Le lemme précédent
montre que f domine toute fibration g : (X|A) --» T telle que x(g|A) > 0.

Il reste & montrer que . ([(X|A).]) = —oo, pour z € Z générique.

Sinon, par récurrence sur dim(X) > 0, toute fibre générale [(X|A),] de f
admet un (unique) k-quotient rationnel (conditionnel) rf : (X|A), --» R],
holomorphe sur un modele biméromorphe adéquat de f, et dont la famille
des fibres forme donc une composante irréductible de Chow(X,). 1l résulte
alors (par des arguments exactement similaires) de la démonstration de 7.20
qu’il existe des fibrations r* : (X|A) --» Vet s: V --» Z telles que :

l.sor=f:(X|A)--» Z.

2. r&z =}, pour z € Z général.
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En particulier, a la fois la base orbifolde stable et la fibre orbifolde stable
de s: (V|A(r*,A)) --» Z ont une dimension canonique positive ou nulle. Il
résulte alors de C7% que £(V]A(rt, A)) > 0. Ce qui contredit la maximalité

de dim(Z), puisque dim(V') > dim(Z), par construction. Les fibres orbifoldes
génériques de f ont donc bien Kk, = —o0.

Remarque 6.15

1. On a donc : RT(X|A) = (X]A) si et seulement si k(X|A) > 0, et
dans ce cas, M(X|A) = (X|A) si et seulement si k(X|A) = dim(X) > 0.

2. 1l peut se faire que T(JSQAX) ne soit pas presque-holomorphe lorsque
A # 0. Par exemple si X = P2, et si A est lorbifolde géométrique loga-
rithmique (multiplicités +00) dont le support consiste en deux droites (pro-
jectives, distinctes). Ceci est cependant peut-étre particulier auz orbifoldes
géométriques logarithmiques.

Ici encore, r&l Ax) jouit de la propriété de fonctorialité suivante :

Lemme 6.16 Soit f : (X|Ax) --» (Y|Ay) est un morphisme dans la
catégorie méromorphe des orbifoldes géométriques lisses. On suppose que
X eC.

Notons (pour simplifier les notations) [R;HAR;] et [RHAR;] les bases
orbifoldes stables de T&\Ax) et de r(’;my) respectivement.

Il existe alors un (unique) morphisme 17 [R;HAR}] - [RHARJ;] tel

ot ot —
que 17 O T xjay) = Tvjay) © /-

Démonstration : Notons Fx la fibre orbifolde générique de T(ng Ax)? Ry
la base orbifolde stable de (), €t 1y 1= 1y, ) Alors 1y 1 Fx --» Ry
définit une famille couvrante de Ry. Il s’agit de montrer que dim(Fx) = 0.
Supposons le contraire. L’ orbifolde géométrique obtenue par restriction
de [A(ry, Ax)] & rf(Fx) a donc k = —oo, puisque quotient de Fx telle
que k4 (Fx) = —oo. Puisque cette famille est couvrante, ceci contredit

R(REIAGE. Ay)) = 0 e
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7 FIBRATIONS DE TYPE GENERAL.

Notation 7.1 Désormais®®, (Y|A) désignera une orbifolde géométrique lisse
avec Y compacte et connexe.

On dira que Y € C si Y, compact, normal et connexe, est biméromorphe
a une variété Kahlérienne compacte.

On notera f: (Y|A) --» X une application méromorphe surjective.

7.1 Fibrations de type général : définition, stabilité par
composition

Definition 7.2 Soit f : (Y|A) --» X une fibration méromorphe avec X,Y
compacts et iréductibles, et (Y|A) une orbifolde géométrique lisse. On dit
que (f|A) (ou f s’iln’ y a pas d’ambiguité sur A)est une fibration de type
général si k(f|A) = dim(Y) > 0.

Si (Y|A) est une orbifolde géométrique lisse, avec' Y compacte et conneze.
On note FTG(Y|A) Uensemble des classes d’équivalence biméromorphe de
fibrations de type général sur (Y |A). Si f est une telle fibration on notera [f]
sa classe d’équivalence dans FTG(Y |A).

Cet ensemble ne dépend donc que de la classe d’équivalence biméromorphe

de (Y|A).

Proposition 7.3 Soit g : (Z|Az) — (Y|Ay) un morphisme surjectif d’or-
bifoldes géométriques lisses (Y et Z étant compactes et connexes) , et
f:(Y|A) — X holomorphe surjective. Si f est de type général, la composée
fog lest aussi. La propriété subsiste lorsque f et g sont méromorphes.

Démonstration : Si f est de type général, (Y, Ls) = p = dim(X) >
0. Or Loy = g"(Ly). Donc k(Z,Lpog) = r(Z,9"(Lg)) = r(Y,Ly).
D’ou la premiere assertion. La seconde assertion se démontre de la méme
maniere, puisque la dimension canonique des faisceaux L est un invariant
biméromorphe des orbifoldes géométriques lisses.

26C’est-a-dire : dans la présente §7.
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7.2 Faisceaux de Bogomolov et fibrations de type
général.

Definition 7.4 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, et L C QF, avec
p > 0, un sous-faiscau cohérent de rang 1. Rappelons que, d’aprés 2.24,
k(Y|A, L) <p.

On dit que L est un Faisceau de Bogomolov si k(Y |A, L) = p.

Deux tels faisceauzr sont équivalents s’ils coincident sur un ouvert non
vide de X. On note Bog(Y|A) l'ensemble (éventuellement vide) des classes
d’équivalence de tels faisceauzr. On note [L] la classe d’équivalence de L.

Si f: (Y|A) --» X est une fibration méromorphe, de faisceau L; :=
f*(Kx) au point générique de Y, alors le corollaire 4.3 montre que Ly est
un faisceau de Bogomolov si et seulement si f est de type général. D’oli une
application naturelle (clairement injective) : F' := Fyja) : FGT(Y|A) —
Bog(Y|A).

Il résulte du corollaire 2.24 que cette application est surjective lorsque Y

est biméromorphe & une variété Kéhlérienne compacte (ie : dans a classe C
de Fujiki). D’ou le :

Théoreme 7.5 Si (Y|A) est une orbifolde géométrique lisse, avec Y dans
la classe C, Uapplication Fy|ay : FGT(Y|A) — Bog(Y|A) précédente est
bijective.

7.3 Restriction a une sous-variété générique.

On étend au cas des orbifoldes géométriques géométriques certains des
résultats de [Ca 04].
Pour les notions de restriction au sens orbifolde, voir §2.13.

Proposition 7.6 Soit f : (Y|A) --» X wune application méromorphe de
type général, avec (Y |A) lisse, Y compacte et connexe. Soit V. C Y wune
sous-variété non contenue dans le support de /A, et non contenue dans le lieu
d’indétermination de f. Si f(V) = X, alors fy : (V|Ay) --» X est aussi de
type général, pour tout choix de la restriction fy .

Démonstration : Soit p := dim(X) > 0. Soit (V'|Ay/) une restriction
arbitraire de A a V. Voir §2.13 pour cette notion. On obtient Ly, C QF,
en composant U'inclusion Ly := f*(Kx) C Qf avec la restriction naturelle
QF — QF,. On en déduit 'inégalité : p := x(f|A) < k(fv|Av), et Passertion.
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Definition 7.7 Soit Y wune variété complexe connere. Une famille cou-
vrante (Z;)er de sous-variétés de'Y est un quadruplet (Z,T,g,h) constitué
d’une variété complexe connexe Z, et de deux applications holomorphes
propres et surjectives h: Z — T, et g: Z — Y, h ayant des fibres connexes.

On note alors, pour t € T, Z; == (h"(t)) C Z, et Y; := g(Z;) : c’est
un sous-ensemble analytique compact, irréductible sit € T est générique. On
suppose aussi que la restriction g, : 4y — Yy de g a Z; est biméromorphe,
pour t € T générique.

On note enfin : X; = f(Y;) C X, et f; : Yy — Xy la restriction de f, si
f:Y — X est holomorphe.

On dit que la famille Z; se factorise par la fibration f 1Y --+ X 57l
existe une application méromorphe m : T — X telle que moh = fog.

Théoreme 7.8 Si (Y|A) est une orbifolde géométrique lisse, et si f :
(Y|A) --» X est une fibration méromorphe, la restriction de f au membre
générique d’une famille couvrante de sous-variétés de Y est de type général
si cette famille ne se factorise pas par f.

Démonstration : On peut remplacer (Y|A) par (Y'|A’) ci-dessus, et
supposer de plus que f est holomorphe. Soit alors ¢t € T générique, et d; :
X[ — X; une désingularisation de X;.

Alors on a une injection naturelle de faisceaux sur X; : df (Kx) C Kx; qui
fournit une injection de faisceaux sur Y; : (f{)*(Kx) = Ly, C Ly,, notant
fli=(d) o fi: Y, -—-» X]. L

On en déduit que s(fi|Ay,) = &(Ys, Ly,) 2 £(Ye, Lymyy,), ceci pour tout
m > 0.

Puisque t € T est générique, puisque le systeme linéaire |Ly,,| définit
f:Y --s X pour m assez grand, et puisque f est de type général, le systeme
linéaire | Ly, y,| définit f; : Y, --+ X, qui est donc bien de type général sur
(Yi|Ay).

Remarque 7.9 L’argument précédent montre, plus précisément, que fy :
(VIAy) = W := f(V) est de type général si V rencontre la fibre générique
de f (et n’est pas contenue dans le support de A).

Rappelons la :

Definition 7.10 Un point t € T est dit général s’il appartient a un sous-
ensemble de T contenant une intersection dénombrable d’ouverts de Zariski
non vides. Une fibre Y, de h est dite générale sit € T est général.
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Rappelons aussi la notion d’orbifolde (géométrique lisse) spéciale :

Definition 7.11 Une orbifolde géométrique lisse (Y'|A), avec Y compacte
et conneze est dite spéciale si :

1.Y €C (ie : Y est biméromorphe a une variété Kihlérienne compacte).

2. 1l n'existe pas de fibration f : (Y|A) --» X de type général. (De
maniére équivalente : (Y |A) n’a pas d’application méromorphe dominante
“stable” sur une orbifolde géométrique de type général de dimension stricte-
ment positive. Cette notion se formule donc naturellement dans la catégorie
biméromorphe des orbifoldes géométriques).

Exemple 7.12 Soit (Y|A) := (P"/D,) lorbifolde géométrique (logarith-
mique) lisse de l'ezemple 2.20. Alors tous les faisceaur Sy o(Y|A) sont tri-
viauz. 1l n'existe donc pas de fibration de type général f : (Y|A) --+» X sur
cette orbifolde géométrique, et FTG(Y|A) = 0 dans ce cas. Cette orbifolde
géométrique est donc spéciale. Une seconde démonstration de cette propriété
est donnée en 6.11.

Les orbifoldes géométriques spéciales forment avec les orbifoldes
géométriques de type général les deux classes antithétiques fondamentales
de la classification biméromorphe des orbifoldes géométriques. Elles seront
étudiées plus en détail dans la section 8. Le résultat principal du présent
texte est le scindage fonctoriel de toute orbifolde géométrique en ses parties
spéciale (les fibres orbifoldes) et de type général (la base orbifolde) par une
unique fibration (son coeur) dans la section 9.

De 7.3 on déduit :

Corollaire 7.13 Siu : (X|A) --» (X'|A") est méromorphe surjective entre
orbifoldes géométriques lisses, et si (X|A) est spéciale, alors (X'|A") est aussi
spéciale.

De 7.8 on déduit le :

Corollaire 7.14 Soit f : (Y|A) --» X wune application méromorphe sur-
jective de type général, lorbifolde géométrique (Y|A) étant lisse, Y com-
pacte et connexe. Supposons aussi qu’il existe une fibration méromorphe
h:(Y|A) --» T telle que les fibres orbifoldes générales de h soient spéciales.
Alors h se factorise par f (ie : il existe g : T --+» X telle que f = goh).
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Démonstration : Sinon, d’apres le théoreme 7.8 précédent, la restriction
de f a (Yi|Ay,) est de type général, ce qui est impossible, puisque les fibres
orbifoldes générales sont suposées spéciales o

A Daide de I’exemple 7.12, on obtient le résultat suivant, utilisé dans la
§7.4 ci-dessous :

Corollaire 7.15 Soit f : (Y|A) --+ X une application méromorphe surjec-
tive de type général, lorbifolde géométrique (Y|A) étant lisse, Y compacte
et connexe. Supposons aussi qu’il existe une fibration holomorphe h 1Y — T
telle que les fibres génériques Yy = P de h soient des sous-variétés lisses
connezes de Y rencontrant transversalement le support de A en s < (r + 1)
hyperplans projectifs. Alors la famille des fibres de h se factorise par f.

7.4 Presque-holomorphie des fibrations de type
général

Definition 7.16 Soit f : Y --» X wune application holomorphe propre et
surjective (définition par passage au graphe Yy C X xY de f) entre espaces
analytiques normauz connezxes. Soit Iy C'Y son lieu d’indétermination (lieu
au-dessus duquel le graphe de f a des fibres de dimension strictement posi-
tive), et f(Iy) C X lUimage de Iy par f (image par f': Yy — X de l'image
réciproque de Iy dans Yy).

On dit que f est presque-holomorphe si f(Iy) C X.

L’exemple le plus simple de fibration méromorphe non presque-
holomorphe est f : P? --s P! dont les fibres sont les droites passant
par un point @ € P?. La famille des fibres de cette fibration (vue dans
C(P?) = Chow(P?)) se déforme (en fonction de a).

Par contraste, les applications presque-holomorphes jouissent de pro-
priétés similaires a celles des applications holomorphes. Par exemple : si
f Y --» X est une fibration presque-holomorphe, la famille des ses fibres
(famille vue dans la variété de Chow C(Y")) forme une composante irréductible
de C(X), par le classique “lemme de rigidité”.

En particulier, l’ensemble des fibrations presque-holomorphes (a
équivalence biméromorphe prés) sur une variété complexe fixée Y
(dénombrable & 'infini) est fini ou dénombrable. Remarquer que cette pro-
priété tombe en défaut sur 'exemple non presque-holomorphe tres simple
donné ci-dessus.
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De plus, si f est presque-holomorphe, la restriction (Ay ), de l'orbifolde
géométrique Ay a sa fibre générique Y, est bien définie, et (Y,/(Ay),) est
lisse si (Y|Ay) est lisse. La classe d’équivalence biméromorphe de (Y, /(Ay).)
ne dépend que de celle de (Y|Ay).

Théoréme 7.17 Si (Y|A) est une orbifolde géométrique lisse, avec'Y com-
pacte et connexe, et si [ : (Y|A) --» X est une fibration méromorphe de type
général, alors f est presque-holomorphe.

Démonstration : Soit v : Y/ — Y une composée d’éclatements de
centres lisses telle que f' := fowv : Y’ — X soit holomorphe. Si f n’est
pas presque holomorphe, I'un des diviseurs exceptionnels E de 'un de ces
éclatements est tel que :

L f(E) = X,

2. v(FE) :=T est de codimension r + 1 > 2 dans Y.

3. Les fibres génériques E; de E sur T ont des images X; dans X de
dimension d > 0. (Autrement dit : f}, : £ — X ne se factorise pas par v).

4. On peut supposer que E n’est pas contenu dans le support de A’ (ceci
par le corollaire 4.15, puisque f, et donc f’ sont de type général).

Puisque (Y|A) est lisse, T' est contenu dans s < (r + 1) des composantes
(lisses, d’intersections transversales) du support de A. Pour ¢t € T générique,
I'orbifolde géométrique (E;|Ag,) est donc biméromorphe a (P"|A,), ou A, est
supportée par s hyperplans projectifs en position générale. Donc (E;|Ag,) est
spéciale. Mais d’apres 7.6, fg est de type général, donc d’apres 7.8, fg, aussi.
Mais ceci contredit 7.12, dont la démonstration est indépendante de ce qui
précede.

Remarque 7.18

1. La condition de lissité de (Y|A) est essentielle. Soit f : (P?|A) --» P!
la fibration dont les fibres sont les droites passant par un point donné a € P?,
et soit A = (1 —1/m).(Dy + Dy + Ds), les D; étant 3 droites concourantes
en a € P2 Cette fibration est de type général si m > 4 (puisque sa base
orbifolde géométrique l'est : considérer u™(A) sur I'éclaté de P? en a). Elle
n’est évidemment pas presque-holomorphe.

2. Lorsque A = 0, la condition de lissité de Y est également essentielle
(Exemple 2.23, p. 534 de [Ca04] du cone Y sur une variété de type général).

Ceci semble indiquer que la condition de lissité d’une orbifolde
géométrique (par condition de croisements normauz sur le support de A)
est l’analogue adéquat du cas ou A = 0.
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7.5 Réduction de type général simultanée.

Definition 7.19 Soit g : (Y|A) --+ X une fibration de type général, avec
(Y|A) lisse, Y compacte et conneze. On dit que g est maximum si toute
autre fibration de type général h : (Y|A) --» V' est dominée par g (ie : telle
qu’eziste k : X --+»V avec h=Fkog).

Une telle fibration de type général maximum est unique (& équivalence
biméromorphe pres) si elle existe. L’existence (qui est 'un des résultats prin-
cipaux du présent texte) sera établie pour les variétés de la classe C dans
la section 9, a ’aide du théoreme d’additivité orbifolde pour les dimensions
canoniques. On utilisera en particulier le :

Théoréme 7.20 Soit f : (Y|A) — S une application holomorphe surjec-
tive, avec (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, Y étant compacte connexe
et dans la classe C. On suppose qu’il existe T C S, un sous-ensemble (ar-
bitraire®” ) non contenu dans une réunion dénombrable de fermés de Zariski
stricts® de S, tel que pour tout t € T, l'orbifolde géométrique (que l'on
peut supposer lisse) (Yi|Ar) := (Yi|Ay,) admette une fibration de type général
Gt = (Yi|Ay) --» Xy mazimum.

Il eziste alors une unique fibration g : (Y|A) --+ X au-dessus de f (ie :
telle qu’existe h : X — S avec f = ho g) telle que pour x € U général dans
S, gs : (Ys|Ag) --+ X soit la fibration de type général maximum de (Yi|Ay).
De plus, pour tout s=te€ T NU, gs = g

Démonstration : Le théoreme 2.35, p. 538 de [Ca04] montre 'existence
d’une fibration ¢ : (Y|A) --» X au-dessus de S telle que g; = g; pour tout
t €T C T, T nétant pas analytiquement maigre dans S. (Les arguments
de la démonstration de [Ca04,thm 2.35] s’appliquent sans changement a la
situation considérée ici, et plus généralement au cas de fibrations presque-
holomorphes possédant une propriété dunicité sur les fibres Y;,t € T de

f)-

Le théoreme résulte alors de la proposition suivante :

Proposition 7.21 Soit f : (Y|A) — S une application holomorphe surjec-
tive, avec (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, Y étant compacte connexe.

27
2

S.

ie : non nécessairement analytique.
8ie : différents de S. Un tel ensemble T est dit ne pas étre analytiguement maigre dans
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Soit f = h o g une factorisation de f par une application méromorphe
g:Y --» X et une fibration h: X — S.

On suppose que la restriction g, : (Yi|Ay) --+» X, est de type général pour
toutt € T', T non analytiquement maigre dans S. Alors, g est de type général
pour s € S général.

Démonstration : Pour tout entier m > 0, considérons le faisceau
analytique cohérent L := g*"(Kxss) C Qy g, avec p = dim(X/S5) =
dim(X) — dim(S), et la saturation L,, C S, ,((Y|A)/S) de L®™ dans le
faisceau Sy, ,((Y']A)/S) quotient de S, ,(Y|A) par le sous-faisceau des (po-
lynomes en les) formes nulles sur les p-vecteurs tangents a Y qui sont f-
verticaux.

Par le théoreme d’image directe de Grauert, les faisceaux F, := f,(Ly)
sont cohérents, et, pour s € U général dans S, la fibre F},, ; de ), en s coincide
avec HO(Yy, (Ly,)m) pour tous les m > 0. On a noté L,, := (g,)*(Kx,) C QY.
et L_gs,m C Spmp(Ys|As) la saturation de L?;m dans Sy, (Ys|As).

L’assertion résulte alors de ce que si, pour un s € U, le systeme linéaire
|L,. m| définit une application ¢, : Y, --+ Z, de rang p, il en est de méme
pour tout s’ € S générique, et qu’alors Z; = X (quitte a remplacer m par
un multiple adéquat).
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8 ORBIFOLDES GEOMETRIQUES
SPECIALES

8.1 Fibre et base orbifolde d’une fibration

Rappels. Dans cette section, on considerera uniquement des orbifoldes
géométriques (X|A) lisses, avec X € C, lisse et connexe.

Si f:(X]A) --» Y est méromorphe surjective, on définira sa base orbi-
folde stable, notée [Y|A(f, A)] ou [f|A], obtenue comme base orbifolde d'un
représentant holomorphe net arbitraire de f. Nous ne savons pas si la classe
d’équivalence biméromorphe (au sens orbifolde) de [Y]A(f,A)] = [f|A]
est indépendante du modele choisi. Mais, par 4.14, la dimension canonique
k([f|A]) est bien définie. C’est donc sur cet unique invariant que sont basées
toutes les considérations qui suivent.

On dit (definition 4.17) que f est de type général si sa base orbifolde
stable est de type général et de dimension strictement positive.

Si f @ (X|A) --» Y est une fibration, on désignera par (X|A), sa
fibre orbifolde générique stable , définie, par modification de X, sur
un modele holomorphe de f (également noté f), dont la fibre orbifolde
générique (X,|A,) est alors lisse (par le théoreme de Sard). Remarquons que
la classe d’équivalence biméromorphe de (X|A), générique dépend en général
du modele biméromorphe de f choisi, rendant f holomorphe. Voir cependant
7.16 et 7.17 ci-dessous : si f est presque-holomorphe (définition 7.16), alors
(X]A), ne dépend pas du modele choisi, et f est presque-holomorphe si elle
est de type général.

Lorsque f est holomorphe, on a donc : (X|A), = (X,|4,), A, étant la
restriction (transversale) de A a X,

e Rappelons aussi que, par 7.14, si f : (X]|A) --» Y est une fibration de
type général, et si g : (X|A) --» T est une fibration dont la fibre générique
(orbifolde stable) (X|A), est spéciale, il existe une (unique) factorisation
h:T --+Y de f telle que f =hog.

e Rappelons enfin (4.18) la :

Definition 8.1 L’orbifolde géométrique lisse (X|A) est dite spéciale si :
1. X eC.
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2. Aucune fibration f : (X|A) --»Y nlest de type général.
(En particulier, X € C est dite spéciale si (X|0) est spéciale).

8.2 Premiers exemples

Les exemples et contre-exemples les plus simples sont les suivants :

Exemple 8.2

1. Si (X|A) est lisse de type général, de dimension non nulle, alors (X|A)
n’est pas spéciale.

2. Si X est une courbe lisse projective de genre g, et si A = Zj(l—mij).pj,
avec m; > 1,Vj € J, les p; étant des points distincts de X, alors (X|A) est
spéciale si et seulement si2(g — 1)+ _;(1—1/m;) <O0.

C’est le cas si et seulement si g =1 et A =0, ou g =0, et si la suite
ordonnée croissante des m;,j € J est l'une des suivantes :

|J| < 2: quelconque.

7] =3 (2,2,m),¥m < +00;(2,3,4): (2,3,5); (2. 3,6); (2,4, 4).

1T =4:(2,2,2,2).

3. Si f: (X]|A) --» (X'|A") est méromorphe surjective (ie : telle que f
ait un modeéle biméromorphe lisse qui est un morphisme orbifolde sujectif),
et si (X|A) est spéciale, alors (X'|A") est spéciale, par 7.3.

4. Si (X|A) est une orbifolde géométrique lisse, si X € C, et si k(X|A) =
0, alors (X|A) est spéciale. (Ceci résulte du théoréme 6.7).

5. 51 (X|A) est lisse et Fano, alors (X|A) est spéciale (par le corollaire
6.10). Plus généralement (du moins conjecturalement) :

6. Si ki (X|A) = —o0 (voir définition 5.46), et en particulier si (X|A)
est RE (voir définition 5.19), alors (X|A) est spéciale. C’est évident, par
définition.

7. Si (X|A) est S-connexe (voir définition en 9.7) , alors (X|A) est
spéciale (par le corollaire 9.7 du chapitre suivant).

8. Pour tout n > 0 et tout k € {—00,0,1,...,n — 1}, il existe des orbi-
foldes géométriques spéciales de dimension n avec k =k (Voir [Ca04] pour
des exemples simples).

9. Si X est une variété quasi-projective lisse, et X une compactification
lisse de X telle que X — X = D soit un diviseur & croisements normauz de
X, on dira que X est spéciale si et seulement si (X|D) est spéciale. Cette
condition ne dépend pas de la compactification choisie.
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10. X est spéciale sl existe une application méromorphe non-dégénérée
@ C" --» X (voir [Ca 04], qui traite d’une situation plus générale). De
maniére similaire, s’il existe un morphisme orbifolde ¢ : C* — (X|A), alors
(X|A) n'est pas de type général ([Sak 74]. Je remercie E. Rousseau pour
m’avoir indiqué cette référence).

8.3 Composition de fibrations spéciales

Le résultat simple suivant est crucial :

Théoréeme 8.3 Soit f : (X|A) --» Y une fibration méromorphe surjective
telle que :

1. XeC

2. La base orbifolde stable [Y|A(f,A)] de f est spéciale.

3. La fibre générale orbifolde stable (X|A), de f est spéciale.

Alors : (X|A) est spéciale.

Démonstration : On supposer que f est nette, a base orbifolde lisse
spéciale, et a fibres orbifoldes générales spéciales. Soit g : (X|A) --» T une
fibration de type général. Il résulte de 7.14 que g = h o f pour une fibration
h :Y --» T. Quitte a changer de modeles biméromorphes pour f,g,h, on
peut supposer par 3.6 que Ar(g, A) = Ar(h, Ay(f,A)) est la base orbifolde
stable de h : (Y|A(f,A)) — T'. Puisque g est de type général, il en est donc
de méme pour h. Mais ceci contredit le fait que [(Y|A(f, A)] est spéciale.
Donc (X|A) est spéciale.

Remarque 8.4 Ce résultat est évidemment fauz (surfaces elliptiques de base
P! ayant au moins 5 fibres multiples, par exemple) sans l'introduction de
structures orbifoldes géométriques. Ce résultat simple est ['un de ceux qui jus-
tifient la nécessité de travailler dans la catégorie des orbifoldes géométriques,
plutot que dans celle des variétés. Un autre résultat similaire est celui por-
tant sur les groupes fondamentaux des fibrations : celui de l’espace total est
extension de celui de la base orbifolde par (un quotient de) celui de la fibre
(orbifolde), ceci sous des conditions faibles.

Par itération, on obtient, a ’aide de 3.15 :

Corollaire 8.5 Soit f; : (X;|A;) --» X;11,7 = 0,...,k — 1, une suite de
fibrations méromorphes telle que :
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1. Xy €C.

2. X}, est un point.

3. Pour tout j =0,...,k—1, [(X;31|A;11)] = [(Xj1]A(f;, Aj)].

4. Pour tout j =0,...,k—1, la fibre orbifolde stable générique F; de f;
est telle que : ou bien Kk(F;) =0, ou bien ry(F;) = —oc.

Alors : (Xo|Ag) est spéciale.

Nous verrons au §10 que, réciproquement, sous réserve de la validité
de la conjecture C?® on peut canoniquement décomposer les orbifoldes

géométriques spéciales en tours de fibrations a fibres orbifoldes génériques
ayant soit K = 0, soit Ky = —o0.
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9 LE “COEUR” D'UNE ORBIFOLDE
GEOMETRIQUE

9.1 Construction du Coeur.

Le résultat central du présent texte est le :

Théoréme 9.1 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y compacte
conneze et dans la classe C.* Il existe alors une unique® fibration ciy|a)
(Y|A) --» C(Y|A) telle que :

1. Kk(cyiay|A) = dim(C(Y]A)) (et ¢ est donc presque-holomorphe).

2. Les fibres générales (Y:|A.) de c(y|a) sont spéciales.

La fibration ciy|a) est appelée le coeur® de (Y|A).

On notera [C(Y|A)] la base orbifolde stable (voir 4.14) de ciyia)™.

La dimension de C(X|A) est appelée dimension essentielle de (X|A),
et est notée ess(X|A).

On notera aussi K(C(Y]A)) = A(Y|A) lalgébre canonique (voir
définition en 2.16) de la base orbifolde stable de c(y|ay. On Uappelle ’algebre
essentielle de (Y|A).

Remarque 9.2

(1) La fibration cy|a) est donc de type général si dim(C(Y'|A)) > 0.
Sinon, dim(C(Y|A)) =0 si et seulement si (Y |A) est spéciale.

(2) A Uautre extréme, (Y|A) est de type général si et seulement si
dim(C(Y|A)) = dim(Y'), c’est-a-dire si et seulement si cy|a) = idy.

(8) D’apres 7.14, le coeur est donc lunique fibration de type général mazi-
mum (au sens de 7.19) sur (Y|A) si (Y|A) n’est pas spéciale.

(4) Si Ch est vraie, alors le coewr défini en 9.1 coincide avec celui défini
en 10.2.

Démonstration : L’unicité est une conséquence immédiate du théoreme
7.14. On montre donc maintenant ’existence. On procede par récurrence sur

2%e : biméromorphe & Y, Kihlérienne compacte.

30 équivalence biméromorphe pres

31Ce terme est choisi pour insister sur le fait que cette fibration décrit la structure de
X dans son aspect le plus essentiel.

32Nous ne savons pas si ¢’est un invariant de c(y|a) dans la catégorie biméromorphe des
orbifoldes géométriques lisses.
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n = dim(Y). Sin = 0, la conclusion est (évidemment) vraie, en considérant
les points comme des orbifoldes géométriques spéciales. Supposant la conclu-
sion vraie pour dim(Y") < n, on choisit pour ¢(y|a) une application constante
si (Y|A) est spéciale. Sinon, on choisit une fibration f : (Y]A) --» S de
type général, avec p := m(X) > 0 maximum. Il suffit de montrer que les
fibres générales (orbifoldes) de f sont spéciales : on aura alors f = cy|a)-
Si les fibres orbifoldes générales de f ne sont pas spéciales, il existe un sous-
ensemble T' C S qui n’est pas analytiquement maigre dans S, et tel que
pour s € T, (Y;|A;) n'est pas spéciale, et c(y,|a,) est donc, par 'hypothese
de récurrence, puique dim(S) > 0, par hypothese, 'unique fibration de type
général maximum sur (Y;|Ag). On déduit alors de 7.20 et 7.21 l'existence
d’une factorisation f = hog de f,avec g : Y --» X et h : X --» S des
fibrations, telles que dim(X) > dim(S), et telle que, pour s € S général, la
restriction gs : (Y;|Ag) --» X de g a Y soit de type général.

Puisque f = h o g est de type général, on déduit du théoreme 6.3 que
g: (Y|A) --» X est une fibration de type général. Ceci contredit le fait que
dim(S) soit maximum parmi les bases de fibrations de type général définies
sur (Y|A), et montre donc que les fibres orbifoldes de f sont spéciales.

Exemple 9.3 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse avec Y compacte
et conneze dans la classe C. Sik(Y|A) > 0, alors dim(C(Y]A)) < k(Y|A), et
on a égalité si et seulement si ciy|ay = My|a) est la fibration de Moishezon-
litaka de Uorbifolde géométrique (Y|A). Ceci résulte imédiatemment du
théoreme 6.8.

Proposition 9.4 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y € C.
Soit f: (Y|A) --» S une fibration méromorphe a fibres orbifoldes générales
spéciales, et g : (Y|A) --+» X une fibration méromorphe telle que k(g|A) =
dim(X). On pose ¢ := c(y|a)-

Il existe alors une unique couple de fibrations o : S — C(Y|A) et 7 :
C(Y|A) — X telles que : coo = f etyoc=g.

(v|a) =5

| )

X~ C(Y]A)

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de 7.14 : pour
construire o (resp. ), on utilise le fait que ¢ est a base orbifolde stable
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de type général (resp. a fibre orbifolde générale spéciale).

9.2 Fonctorialité.

Proposition 9.5 Soit f : (Y|A) --» (X|A') une application méromorphe
surjective d’orbifoldes géométriques lisses, avec Y € C. Alors f induit
une (unique) application méromorphe d’orbifoldes géométriques lisses cy :
C(YlA) g C(X|A,) telle que C(X|A’) e} f =CfO C(Y|A)'

De plus, f induit une application méromorphe orbifolde c; : [C'(Y|A)] —
[C(X]A")] entre bases orbifoldes stables.

Démonstration : La composée cxjan o f : (Y|A) --» C(X|A') est de
type général, par la proposition 7.3. Sa restriction a la fibre générale orbifolde
de cy|a) est donc, par le théoreme 7.6, soit constante, soit de type général.
Comme cette fibre orbifolde est spéciale, cette application est constante, et
c(x|)an © f se factorise donc par cy|a). La seconde assertion résulte de 3.6, en
considérant des représentants strictement nets et hauts.

9.3 Connexité par chaines spéciales.

Proposition 9.6 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y € C,
et ciyjay @ (Y[A) --» C(Y|A)) son coeur. Si (Vi)ier est une famille couvrante
de sous-variétés de Y, et si (Vi|Ay,) (définie par restriction de A a V; comme
en 2.38) est spéciale pour t € T général, alors V; est contenue dans la fibre
de ciy|ay, pour tout t € T'.

Démonstration : Sinon, la restriction de c(y|a) est de type général, par
le théoréme 7.8, ce qui contredit le fait que (V;|Ay,) est spéciale.

Corollaire 9.7 Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, Y € C' compacte
et connexe. Supposons que deux points générauxr de Y peuvent étre joints par
une chaine connexe de sous-variétés (au sens de 2.38) de Y telles que les
sous-orbifoldes géométriques de (Y|A) obtenues par restriction & ces sous-
variétés (au sens de 2.38) soient spéciales (On dira alors que (Y|A) est
S-connexe).

Alors (Y|A) est spéciale. (Autrement dit : (Y|A) est spéciale si elle est
lisse et S-connexe).
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Démonstration : Soit y I'un des deux points, choisi tel que la fibre F
de ¢ := cy|a) passant par y ne passe pas par le lieu d’indétermination de
c(v|a)- Ceci est possible, puisque cy|a) est presque-holomorphe, en vertu du
théoreme 7.4. Soit V' C Y une sous-variété telle que (V|Ay ) soit spéciale et
rencontre F' sans étre contenue dans F' (on peut supposer que la restriction de
A a 'V est définie, par le méme théoréme 7.8 et la remarque 7.9). Alors ¢(V') #
C(Y|A), par 7.6. Par récurrence sur dim(Y'), on en déduit (en considérant les
variétés de la forme W := ¢~ 1(V)) que (Y|A) admet une famille couvrante
de sous-orbifoldes géométriques (W|Ay,) contenant strictement les fibres de
c. Contradiction avec 9.6.

Remarque 9.8 La lissité de (Y|A) est essentielle (considérer le cone sur
une variété de type général). En sens inverse, il existe des Y (avec A =
0) spéciales n'ayant aucune famille couvrante non-triviale de sous-variétés
spéciales : par exemple, les variétés abéliennes simples.

Corollaire 9.9 Si (Y|A) est lisse, avec Y € C, et si (Y|A) est rationnelle-
ment connexe par chaines, alors (Y|A) est spéciale.

9.4 Invariance par revétement étale.

Proposition 9.10 Soit v : (Y'|A") — (Y|A) un morphisme d’orbifoldes
géométriques lisses et connexes dans la classe C. Siv est étale en codimension
1 (au sens orbifolde, voir 2.21 et 2.22), alors ¢, : C(Y'|A") — C(Y|A) est
génériquement fini.

Démonstration : On peut supposer que le revétement v est Galoisien de
groupe fini G en codimension 1 (ie : sur le complémentaire de A, Zariski fermé
de codimension au moins 2 dans Y'). On peut ensuite, quitte a augmenter
A’ (ie : a remplacer A’ par A" > A’), supposer que A’ est G-invariant :
il suffit pour cela d’affecter chaque composante D’ de v~ 1([A]) de la plus
grande des multiplicités apparaissant initialement sur I'une des composantes
de v~!(v(D’)). 1l nous suffit donc d’établir I'assertion lorsque v : (Y'|A") —
(Y|A) est Galoisien en codimension 1 au sens précédent.

Le groupe G agit naturellement sur C(Y'|A’), par unicité du coeur. Soit
alors ¢ : C(Y'|A") — C'(Y|A) le quotient par G de C(Y'|A’). On a une
application naturelle ¢ : Y --» C'(Y]A) telle que ¢ o v = g o ¢iy/jan. Les
fibres orbifoldes de cette application sont spéciales, puisque images par v de
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celles de c(yjan. De plus, ¢’ est une fibration de type général, par 4.12. Donc
C'(Y|A) = C(Y|A) et ¢ = cy|a). D’ou le résultat.
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10 DECOMPOSITION DU COEUR.

La conjecture C°" implique que le “coeur” d’une orbifolde géométrique

lisse (Y|A) de la classe C n’est autre que la composée des itérés, dans le
cadre orbifolde géométrique (c’est essentiel), des deux fibrations de base de la
classification : la fibration M de Moishezon-litaka, et le quotient k-rationnel
r. En bref : ¢ = (M or)",n=dim(Y).

10.1 La décomposition conditionnelle du coeur.

On rappelle les propriétés de M et r.
Lemme 10.1 On admet l'existence du k-quotient rationnel 33
foldes géométriques lisses dans C.

Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y € C.

Soitr:Y --» R™ = R (Y|A) son k-quotient rationnel, de base orbifolde
stable [RT|A}] == (RY|A(r, A)). (Voir la §6.4).

Soit M : (RY|A}) --» M(RT) la fibration de Moishezon-Iitaka de
(RY|A}) (qui est bien définie, puisque k(RY|AF) > 0).

On notera syyjay == Mor : (Y|A) --» S(Y|A) la composée, appelée
réduction spéciale élémentaire de (Y|A).

Alors :

1. Les fibres orbifoldes stables générales de sy |a) sont spéciales.

2. S(Y|A) = (Y|A) si et seulement si (Y|A) est de type général (ie : si
et seulement si k(Y|A) = dim(Y) > 0).

pour les orbi-

Démonstration : La premiere assertion résulte de 8.3, la seconde de la
remarque 6.15 précédente.

Théoreme 10.2 On admet [’existence du k-quotient rationnel pour les or-
bifoldes géométriques lisses dans C, conséquence de C;;’;ig

Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y € C.

On définit une suite de fibrations s* : (Y|A) --» S¥(Y|A) := S*, de base

orbifolde stable notée (S*|Agk), par récurrence sur k > 0 par les conditions :

1. SO = Zdy
2. Sk+1 = S(Sk|ASk) : (Sk|ASk) -—> SkJrl
Alors :

¥ Conséquence de CJ75,.
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1. Il existe un plus petit entier k < n = dim(Y) tel que S¥*1 = S*.

Cet entier sera appelé la longueur de (Y|A), noté v(Y|A).

2. Sik>v(Y|A), s¥ =5s": (Y]A) --» S¥ = 8" est l'unique fibration de
type général a fibres orbifoldes spéciales définie sur [’orbifolde géométrique
(Y|A).

La fibration S™ (conditionnelle en CZ'2) est donc le coeur de (Y'|A). Elle
a été construite inconditionnellement dans le §9.

Démonstration : La premiere assertion résulte de ce que dim(S*+1) <
dim(S*) si S¥+1 £ S* et de ce que S¥* = S* pour tout j > 0 si cette égalité
a lieu pour j = 1. La seconde assertion résulte du lemme précédent, I'unicité
de 8.3 e

Reformulons le résultat précédent :

Théoréme 10.3 On admet lezistence du k-quotient rationnel (condition-
nel) pour les orbifoldes géométriques lisses dans C. Soit (Y|A) une orbifolde
géométrique lisse, avec Y € C et n = dim(Y'). Alors : ¢ = (M or)", avec les
notations précédentes.

Pour les orbifoldes géométriques spéciales, on a donc :

Corollaire 10.4 On admet [’existence du k-quotient rationnel (condition-
nel) pour les orbifoldes géométriques lisses dans C.

Soit (Y|A) une orbifolde géométrique lisse, avec Y € C, et n = dim(Y').

Alors (Y|A) est spéciale si et seulement si dim(S™(Y|A)) = 0.

De maniére équivalente : (Y|A) est spéciale si et seulement si (Y |A) est
(comme en 8.5) une tour de fibrations a fibres orbifoldes générales stables F
ayant soit Kk =0, s0it Ky = —00.

Remarque 10.5 La suite de fibrations s* fournit une décomposition in-
trinseque et fonctorielle dans la catégorie biméromorphe des orbifoldes
géométriques lisses de C en composantes des trois “géométries pures”
élémentaires :

1. ky = —o0 (conjecturalement rationnellement connexes dans un sens
orbifolde adéquat).
2. k=0.

3. k = dim (“type général”).
Les analogues “numériques” de ces trois géométries biméromorphes sont :
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1. K <0 (“géométrie de Fano)

2. K=0. (ouc, =0).

3. K >0 (fibré canonique ample).

L’objectif du programme des modéles minimauz (en version “logarith-
mique”) est précisément de réduire la version biméromorphe a la ver-
sion numérique. Ce “programme” pourrait étre (en l’absence de méthodes
biméromorphes directes) l’outil permettant de démontrer certaines des conjec-
tures énoncées ci-dessous concernant les orbifoldes géométriques.

La “géométrie spéciale” combine donc (conditionnellement, et seulement
dans la catégorie orbifolde biméromorphe) les deur premiéres “géomélries
pures” (ky = —oo et k = 0), tandis que le “coeur” décompose canoniquement
et fonctoriellement les orbifoldes géométriques dans C en leurs composantes
“spéciale” (les fibres), et de “type général” (la base orbifolde).

10.2 Existence de variétés de type et dimension
donnés.

Definition 10.6 Admettons la conjecture C’f;’”ﬁl Pour toute orbifolde
géométrique (X|A) de dimension n, avec X € C, et k = 0,1,...,n, soit
d, = dip(X|A) := dim(S*(X|A)), et pour k = 1,...,n, soit : d' = d}, =
dim(R(S*(X]A))).

Les (2n 4+ 1) entiers : dy := dim(X) > d} > dy > dy > dy > -+ > d,, =
dim((X|A) forment une suite décroissante t(X|A) = (do,d,, ..., d,) appelée
le type de (X|A).

Soit v = v(X|A) le plus petit entier k < n tel que dy, = dy+1 = d,, ou

1 = di, = d,. Cet entier v est la longueur de (X|A).

Le type de (X|A) est soumis auw conditions : d > dj_, si k < v(X|A)
(puisque la composée de deuz fibrations dont les fibres orbifoldes générales
ont Ky = —00 a aussi cette propriété).

Nous allons voir que ces conditions sont les seules, en général. Il nous
suffira pour cela, par récurrence sur v, d’établir le lemme 10.7 suivant :

Lemme 10.7 Soit X = (X|0) une variété projective lisse de dimension m,
de type t = (m = 09, 07,01,...,0,_1 = -+ = 0y,) et de longueur (v—1). Alors,
pour tout entier r > 0 :

1. Sik(X) >0, ((X xP")|0) est de longueur v et de type (dg = m+r,d| =
m =20y =01,dj=0;_1,d; =01 pour j=1,...,m).
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2. Il existe une variété projective lisse Y telle que k(Y) = dim(X) = m,
dim(Y') = dim(X) + r, et une fibration J : Y — X qui est la fibration de
Moishezon-Iitaka de Y. Le type de Y est alors : (m +r = dy = dy, d; =
0j_1,dj = 651 pour j=1,...,m).

Démonstration : L’assertion 1 est évidente, puisque la projection de
Y = (X x P") sur son premier facteur est le quotient rationnel de Y, et
coincide donc avec r pour l'orbifolde géométrique (Y'|0).

Pour T'assertion 2, on choisit sur X un fibré res ample H, et pour Y un
membre générique du systéme linéaire |d.H x Opri1(r + 1)|, sur (X x Pr+1),
pour d > 0 entier assez grand. La projection de Y sur X induite par celle du
produit sur son premier facteur n’a pas de fibre multiple en codimension 1,
et satisfait les conditions énoncées. (Nous ne le vérifions pas ici) e

Exemple 10.8 Pour tout n > 0, on note c¢(n) (tout comme en [Ca 04,
6.22]), le nombre de types en dimension n. Par étude directe on voit ([Ca
04, 6.22]) que c(0) = 1,¢(1) = 3,¢(2) = 8,¢(3) = 21.

En dimension 1, les trois types sont : (1,0,0), (1,1,0) et (1,1,1) corres-
pondant respecivement a k = —00,0, 1 pour les courbes (X|0).

En dimension 2, les 8 types sont : (2,0,0,0,0), (2,1,1,0,0), (2,1,1,1,1),
(2,2,0,0,0), (2,2,1,0,0),(2,2,1,1,0), (2,2,1,1,1), (2,2,2,2). Ils corres-
pondent, pour les surfaces (X|0) aux invariants (k,q) suivants respective-
ment, ou ¢ est le maximum des irréqularités des revétements étales finis de
X :(=00,0), (—00,1), (—o0,+00) (ie : ¢ > 2), kK = 0,(k = 1,0),(k =
1,1),(k=1,+00), k = 2.

On trouvera dans [Ca 04,3.38 | une liste partielle des invariants bira-
tionnels des variétés (X|0) correspondants aux différents types non-spéciaux
possibles en dimension 3.

Plus généralement, on va montrer ([Ca 04, 6.22]** que : c(n) =
avec : a = 34«7/5 et b= %‘?’, car ¢(n+1) = 3c(n) —c(n —1).

En effet : on ac(n+1) = (n+2)+> ;(n+1—dy).c(dy). Le premier terme
correspond auz types tels que dj = dy < (n+ 1), le deuziéme auz types tels
que : (d}y > dy). On en déduit : c(n+1—c(n) =1+ g c(dr), puis ’égalité
voulue en faisant la différence avec c¢(n) —c(n —1).

an+1 _b7L+1

\/5 )

34 expression donnée de c(n) est exacte, bien que la formule de récurrence y soit incor-
recte !
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Remarque 10.9 Sous réserve de C27%, nous avons donc défini une série de
nouveaux invariants biméromorphes des orbifoldes géométriques lisses (X|A).
Ces invariants sont donc définis en particulier dans les cas extréemes A = 0
(cas compact) et A = Supp(A) (cas ouvert, qui s’applique a toute com-
pactification & croisements normaux de toute variété quasi-projective). Nous
conjecturons que ces invariants entiers sont stables par déformation (par
exemple lorsque A = 0).

Ces invariants généralisent et précisent la dimension canonique (dite “de
Kodaira”). Ils fournissent, déja lorsque A = 0, (voir, par exemple, le cas de la
dimension 2 ci-dessus) une description beaucoup plus précise de la structure

de X que la classique dimension “de Kodaira”.

10.3 Analogie avec les algebres de Lie.

Dans le dictionnaire ci-dessous entre notions de géométrie complexe, et
notions de la théorie des algebres de Lie complexes, le “coeur” est I’analogue
de la fibration de Levi-Malcev, tandis que la décomposition du coeur ¢ =
(M or)™ est 'analogue de la suite des quotients par la série dérivée.

’ Géométrie orbifolde H Algebres de Lie ‘

Fibration Extension
Fibre générale orbifolde Noyau
Base orbifolde stable Quotient
Spéciale Résoluble
Type général Semi-simple
k=0o0uky =—00 Abélienne
] Coeur H Levi-Malcev ‘

10.4 Fonctorialité (conditionnelle)

Des lemmes de fonctorialité 4.16 et 6.16 pour r et M, on déduit
immédiatemment celles de s (réduction spéciale élémentaire) et du coeur :

Proposition 10.10 Soit f : (X|Ax) --» (Y|Ay) est un morphisme dans
la catégorie méromorphe des orbifoldes géométriques lisses. On suppose que
X € C. Soit k > 0 un entier. Notons (pour simplifier les notations)
[S§(|AS§(] et [S{‘}|AS§] respectivement les bases orbifoldes stables de SIEXIAx)

et de S?Y‘Ay), supposées exister.
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Il existe alors un (unique) morphisme s [S§(|AS§(] --» [Syk/msg] tel
que : 550 8{xa) = Sfyiag © f-

On a:v(X|Ax) > v(Y|Ay).

Siv = v(X|Ax), s} induit donc un morphisme orbifolde (dans la
catégorie biméromorphe) entre les bases orbifoldes des coeurs de (X|Ax) et
de (Y|Ay)

Question 10.11 Si u : (X|A) — (X'|A") est un morphisme orbifolde
étale en codimension 1, entre orbifoldes géométriques lisses de C, les mor-
phismes naturels induits par u (v}, My, sy, s") sont-ils également (sur des
représentants adéquats) étales en codimension 1 ¢ En particulier, la dimen-
sion des orbifoldes géométriques images doit étre alors la méme. Nous verrons
(en 9.10) que cette derniére propriété est vérifiée pour le coeur, et l’est donc
bien, en particulier, pour chaque étape de la décomposition.

10.5 Relevement de propriétés par dévissage.

Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse spéciale. Admettons la conjec-
ture C7. Soit alors s* : (X|A) --» S*(X]A) la suite de fibrations définies
ci-dessus, pour k < v(X|A), avec s¥ = (M o r)*. Cette suite est appelée le
dévissage canonique de (X|A).

Soit maintenant (P) une propriété susceptible d’étre ou non satisfaite par
une orbifolde géométrique lisse (X|A), avec X € C. De maniere équivalente,
notons (P) la classe des orbifoldes géométriques lisses (X|A), avec X € C
possédant la propriété (P).

On a alors le lemme de “relevement” évident suivant, qui permet de re-
lever aux orbifoldes géométriques spéciales des propriétés satisfaites pour les
classes k =0 et Ky = —00 :

Lemme 10.12 Admettons C2'7,.

A. Supposons que la classe (P) possede les propriétés de stabilité sui-
vantes :

1. Invariance biméromorphe.

2.(X|A) € (P) st k(X]|A) = 0.

3.(X|A) € (P) si ky(X|A) = —o0.

4. Stabilité par extension : si f : (X|A) --» Y est une fibration
méromorphe de base orbifolde stable [Y|A(f,A)] € (P), et si (X|A), € (P),
pour y € Y général, alors (X|A) € (P).
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Alors : (X|A) € (P) si (X|A) est lisse et spéciale.

B. Si, de plus, la classe (P) est telle que :

5. (X|A) ¢ (P) si (X|A) est lisse, de type général, avec : dim(X) > 0.

6. Si [ : (X|A) --» Y est une fibration, avec (X|A) € (P), alors
YIA(f, A)] € (P).

Alors : (P) est exactement la classe des orbifoldes géométriques
spéciales.

(Pour démontrer le point B., utiliser le “coeur”, en raisonnant par 1’ab-
surde).

Ce lemme devrait permettre de réduire la preuve d'un certain nombre
de propriétés conjecturales (voir S.12) des orbifoldes géométriques lisses et
spéciales aux cas “élémentaires” cruciaux kK = 0 et Ky = —oo. La stabilité
par extensions est elle-méme conjecturale dans la plupart des situations. Sa
signification est la suivante : si les obstructions a étendre (P) s’annulent
localement sur la base (orbifolde stable) de f, elles s’annulent globalement
sur cette base. Des exemples de propriétés auxquelles appliquer ce principe
de relevement sont fournies dans le §12.
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11 GROUPE FONDAMENTAL

11.1 Groupe fondamental d’une orbifolde géométrique
lisse

Les orbifoldes géométriques considérées dans cette section sont entieres,
lisses et connexes. Les morphismes orbifoldes le sont au sens divisible (voir
définition 2.3).

On montre ici que le groupe fondamental orbifolde se comporte, sous
I’hypothese usuelle de lissité, comme dans le cas des variétés sans structure
orbifolde (et méme mieux, puisque les fibrations induisent toujours des suites
exactes, voir 11.7. Ce fait est, avec 8.3, une seconde indication du fait que la
catégorie orbifolde géométrique puisse étre le cadre naturel de la géométrie
kéhlérienne ou algébrique).

La définition suivante est classique :

Definition 11.1 Soit (X|A) wune orbifolde géométrique lisse, avec X
conneze, et A = . (1 — mij).Dj. On note X* = (X — supp(A)) le
complémentaire dans X du support de A, et a € X*. On note m(X|A,a)
le quotient de m(X*,a) par le sous-groupe normal engendré par les lacets
g;-”j, désignant par g;,¥j € j le lacet basé en a, tournant une fois dans le
sens direct autour du diviseur D; (lacet dit “élémentaire” pour D;). (Dans
les problemes considérés ici, on omettra la mention des points-base, qui n’y
jouent aucun role).

On notera enfin X° tout ouvert de Zariski de X, complémentaire d’un

sous-ensemble analytique fermé A de codimension 2 au moins, A contenant
le lieu singulier Sing([A]). On note A° := AN X°.

Remarque 11.2 Si X est compacte, m1(X|A) est donc de présentation finie,
puisque quotient de m(X*), qui est de type fini, par le sous-groupe normal
engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 11.3 Soit f : (X|Ax) — (Y|Ay) un morphisme orbifolde di-
visible?® entre orbifoldes géométriques lisses, avec X conneze.

1. 1l induit un morphisme fonctoriel naturel de groupes f, : m(X|Ax) —
(Y]Ay).

2. 8i f est une fibration, f,. est surjectif.

35Voir définition en 2.3.
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3. Linjection j° : (X°|AY) — (X]A) induit un isomorphisme de groupes :
0 m(X0A%) — m (X]A)

4. Si f est étale en codimension 1, f. est injectif. L’indice de m(X|Ax)
dans m (Y|Ay) est égal au degré géométrique de f.

5. Si f est propre et surjective, son image est d’indice fini (au plus égal
au nombre de composantes connezes d’une fibre générique) dans m (Y|Ay).

Démonstration : 1. L’image par f du support Dx de Ax est contenue
dans le support Dy de Ay. Si D est une composante de Ay de multiplicité m,
et si £ est une composante quelconque de Ay contenant f(D), de multiplicité
m/, on a donc, par hypothese : t.m = k.m/, pour un entier £ > 0. Soit donc
gp un lacet de X — Dx élémentaire pour D. Soit gg un lacet élémentaire
relatif & F dans (Y — Dy). Puisque f*(E) =t.D+ ..., f.(9p) = (gr)" (&
conjugaison pres dans 71(Y — Dy)). Donc f.(¢%) = (9g)"™ = (95)™"* =
((gp)™)*, est donc dans le noyau du quotient 7 (Y — Dy) — 7 (Y|Ay),
puisque ceci est vrai pour toute composante £ de Dy . La fonctorialité de f,
résulte immédiatemment de sa définition.

2. Soit X** := (X — f~1(Dy)) N X* C X* C X. Si f est une fibration,
le morphisme de groupes m(X**) — m(Y*) est surjectif. En effet : X, et
donc X** est lisse et connexe, les fibres génériques de fix« : X™ — Y~
sont connexes, et fix« : X™ — Y* est surjective, par hypothese. Donc f, est
également surjectif, puisque f, est déduit du morphisme de groupes précédent
par passage aux quotients. Plus précisément, le diagramme commutatif ci-
dessous établit la surjectivité de f,.

7T1(X**) —>7T1(X*) —>7T1(X|A)

l 7

m (Y") —=m((Y[|Ay))

3. Les groupes m; (X*) et 71 (X°)* sont naturellement isomorphes par 5°, et
les noyaux des morphismes définissant 71 (X°|A%) et 7 (X|A) sont engendrés
par les (classes des) lacets élémentaires correspondants.

4. On est donc réduit, par 3, au cas ou f est étale au sens orbifolde.

On peut donc supposer étre dans la situation de 2.22. Si D est une com-
posante de Dy de multiplicité m, alors f(D) = E est une composante du
support de Dy qui est de multiplicité m/, avec r.m = m/, si r est 'indice
de ramification de f le long de D, tel donc que f*(E) = r.D + .... Donc
folgp)™ = ((ge)")™ , avec les notations utilisées dans la preuve de 1. Puisque
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le morphisme naturel 7 (X*) — 7 (Y*) induit par la restriction de f est in-
jectif, et que les sous-groupes normaux de w1(Y™*) engendrés par les lacets
élémentaires autour des composantes de Dx et de Dy coincident, m (X |Ax)
est bien un sous-groupe de 7 (Y|Ay) dont I'indice coincide avec celui de
m1(X*) dans 71 (Y™*), égal au degré (fini ou pas) de f.

5. Le diagramme utilisé dans la démonstration de ’assertion 2 ci-dessus
montre que l'on peut remplacer Y par 'un quelconque de ses ouverts non
vides de Zariski Y, et X par X’ := f~1(Y"). Soit f = hos,s: X — Z
une fibration, et h : Z — Y finie, la factorisation de Stein de f. Quitte a
remplacer Y par Y’ adéquat, on supposera que (Z|A(s,Ax)) est lisse, que
sa ¢ (X|Ax) — (Z]A(s,Ax)) est un morphisme orbifolde (nécessairement
divisible), et que h : Z — Y est étale et induit un morphisme orbifolde
divisible ha : (Z]Az) = (Z|A(s,Ax)) — (Y|Ay). La seule assertion non
immédiate est la divisibilité de sa et ha. Puisque f est divisible, Ay divise
A(f,Ax). Par finitude de h, A(f,Ax) = A(h,A(s,Ax)) := A(h,Az). Ce
sont les assertions de divisibilité annoncées. On est donc réduit au cas ou
f = s est étale finie. L’assertion de divisibilité signifie alors que h*(Ay ) divise
Ayz. Donc m(Z/h*(Ay)) est un quotient de m (Z|Az). Puisque m (Y|Ay)
est un quotient de m(Z/h*(Ay)) de degré égal au nombre de composantes
connexes de la fibre générique de f, le résultat est établi.

Remarque 11.4 1. La condition de divisibilité du morphisme orbifolde f
est en général nécessaire, pour l’existence de f, : considérer par exemple
X = P! avec les trois diviseurs orbifoldes A, = {0} + (1 — i){oo}, pour
k=1,2,3 et a; < as < az = 400, a; et ay premiers entre eux. Ils induisent
deuz morphismes de groupes : 7 — Zq, €t Z — Zq,, mais aucun morphisme
Za, — Zq, n'est compatible par composition avec les précédents.

2. 81 f: (X]|A) — (Y]A) est léclatement d’un point lisse du support de
Ay, situé sur une composante D de Dy affectée dans Ay de la multiplicité
m > 1, et si le diviseur exceptionnel D de f est affecté dans Ax tel que
f«(Ax) = Ay d’une multiplicité m', premiére avec m, et assez grande pour
que [ : (X]A) — (Y|A) soit un morphisme orbifolde (non divisible), alors
m(X|Ax) = m(Y|AY), ou A} est obtenu de Ay par suppression de la
composante (1 —1/m).D. Ce dernier groupe est en général un quotient strict
de m (Y]Ay).

En  particulier, le groupe fondamental n’est pas un invariant
biméromorphe dans la catégorie des orbifoldes lisses (munie des morphismes
non divisibles).

106



3. Un cas particulier de f: (X|Ax) — (Y|Ay) auquel Uassertion 2 peut
étre appliquée est celui dans lequel X =Y et Ay divise Ax (ie : ma, (D)
divise ma, (D),VYD € W(X) = W(Y)) : m(Y|Ay) est alors un quotient de
m(X]Ax).

Proposition 11.5 f : (X|Ax) — (Y|Ay) un morphisme orbifolde divi-
sible, avec X connexe. On suppose que f est biméromorphe au sens orbifolde
(ie : biméromorphe de X sur'Y, et tel que f.(Ax) = Ay). Alors f. est un
1somorphisme de groupes.

En particulier, deux orbifoldes géométriques biméromorphes au sens di-
visible® ont des groupes fondamentauz isomorphes.

Démonstration : Par l'observation faite ci-dessus, on ne change pas
m1(Y]Ay) en restreignant Y au complémentaire de A C Y, Zariski fermé de
codimension au moins 2. On choisit A contenant le lieu d’indétermination
de f=1. Alors f' : X* — Y* est un isomorphisme. Et il existe donc un
morphisme quotient h : m (Y*) — 7 (X|Ax) tel que fooh =dy : m((Y*) —
m1(Y]Ay) est le quotient naturel. Puisque le noyau de § (engendré par les
lacets Ay-élémentaires) est contenu dans celui de A (engendré par les lacets
A x-6lémentaires), f, est un isomorphisme e

Definition 11.6 Soit A’ et A deux diviseurs orbifoldes sur X, conneze.
Alors idx : (X|Ax) — (X|A) est un morphisme orbifolde divisible si
et seulement si A’ divise A (ie : que pour chaque D € W(X), ma/(D)
divise ma(D)). Ce morphisme induit un morphisme de groupes (idx). :
m(X|Ax) — m (X|A") surjectif.

On dit que (X|A) est réguliere si le seul diviseur orbifolde A’ divisant
A, tel que le (idx). soit un isomorphisme est A' = A (autrement dit : si on
ne peut pas “réduire” strictement A sans réduire strictement son my).

11.2 Suite exacte associée a une fibration orbifolde
nette

Proposition 11.7 f : (X|Ax) — (Y|Ay) un morphisme orbifolde divi-
sible, avec X conneze. Soit (X,|A,) une fibre orbifolde lisse générique de f,

36ie : §’il existe une chaine d’équivalences biméromorphes orbifoldes biméromorphes

divisibles les reliant.

107



notant A 1= Ay, et j : (X,|A,)) — (X|A) linclusion naturelle. Elle induit
une morphisme de groupes naturel j, : m(X,|A,) — m(X|A).

Si f est nette au sens divisible®, la suite de groupes suivante induite par
j et f est exacte :

T (X,]A,) L m (X[A) L= (Y|Ay) — {1}

Démonstration : Seule I'exactitude en 71 (X|A) reste a établir. Puisque
feojs = (foj)s, il faut montrer que le noyau de f, est contenu dans I'image
de j.. Rappelons (voir 3.8) que f “nette” (au sens divisible) signifie qu’il
existe un diagramme commutatif :

(X]4) == (X'|A")

oLk

Yy ———=Y

dans lequel :

1. w est un morphisme orbifolde divisible, v et w étant biméromorphes,
Y, Y’ lisses, et w,(A) = A’

2. Tout diviseur g-exceptionnel de X est w-exceptionnel.

Si A C Y est analytique fermé de codimension 2 ou plus, f~1(A) =
BUEFE C X est analytique fermé réunion de B, et E’, analytique fermés
dans X, B de codimension 2 ou plus, et E un diviseur f-exceptionnel,
donc w-exceptionnel, puisque f est nette relativement a f’. Il en résulte
que T (X7 |A”) = m(X|A), si X7 = f7H{Y — A), et A7 :=ANX".

Remplagant Y par un ouvert adéquat Y” et X par X7 := f~1(Y”), on
supposera donc désormais que f, ainsi que sa restriction au support de Ax
sont a fibres équidimensionnelles, le support de Ay étant lisse.

On va maintenant montrer que I’on peut supposer que, de plus, A = Ave"?,
partie f-verticale de A, ce dernier diviseur orbifolde étant simplement la
réunion des composantes du support de A qui ne sont pas envoyées surjecti-
vement sur Y par f, les multiplicités des composantes ( f-verticales) restantes
étant conservées.

Alors @ Ay = A(f,A) = A(f,A"""). Cette derniere égalité résulte
immédiatemment des définitions.

On a, de plus, une surjection naturelle 71 (X|A) — 71 (X|A"™), compa-
tible avec les restrictions a X,.

37je : satisfait la condition de 3.8, les morphismes orbifoldes I’étant alors tous au sens

divisible.
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La propriété cruciale pour cette seconde réduction est le fait que le noyau
du morphisme naturel 71 (X|A) — 71 (X|A""™) est engendré par les lacets
élémentaires autour des composantes f-horizontales de A, et est donc contenu
dans 71 (X,|Ax,) = m1(X,), puisque A{Y" = 0.

On supposera donc que f et sa restriction & A = A" sont
équidimensionnels, et que Ay = A(f, A) est a support lisse.

Soit donc g € 71 (X*) tel que son image dans m;(X|A) soit dans le noyau
de f. ci-dessus. On peut donc écrire : f(g) = IL.h2r#r ou les h¥ sont des
lacets élémentaires autour des composantes du support de Ay . Puisque Ay
est la base orbifolde de (f|A), pour chaque r, on peut écrire, par le théoréme
de Bezout : htr = Il f(g t”m”q”) puisque g, = pgcds(t, s.m, ), par la
définition de la base orbifolde (divisible). Les g, ; sont des lacets élémentaires
autour de composantes de A**"* dont I'image par f est la composante d’indice
r, de multiplicité pu,, du support de Ay.

Donc : g = IL. . f(ghs"™ ™= ") ¢/, ot f(¢’) = 1 dans m;(Y*). Mais la
suite exacte d’homotopie :

P * S« *
T (Xy) == m (X*) == m (V") — {1}
montre que g’ € m(X,) = 7 (Xy|Ax,). Ce qui acheve a démonstration.

Passant a un modele holomorphe net, on en déduit la version
biméromorphe suivante :

Corollaire 11.8 Soit (X|A) lisse, avec X connexe, et f : X --» Y
méromorphe dominante connexe et propre, de fibre orbifolde générique
(X|A), (sur un modéle biméromorphe rendant f holomorphe), et de base
orbifolde stable [Y'|Ay|. La suite de groupes suivante est alors exacte :

(X, A,) L 7 (X]A) (Y [Ay]) — {1}

Explicitons le lien entre le groupe fondamental de X € C, lisse et connexe,
et celui de la base orbifolde (stable) de sa I'-réduction.

Corollaire 11.9 Soit X € C, lisse et conneze. Soit vx : X — Y = ['(X)
sa I'-réduction (au sens de [ca94], ou sa réduction de Shafarevich), et X,
sa fibre générique (lisse). Soit (I'(X)|A(vx)) = [Y|Ay] sa base orbifolde
(stable). Alors on a une suite exacte de groupes :

T (Xy) L (X) = m ([YV]Ay]) — {1}

Remarque 11.10 Cette suite exacte montre que ’étude de m(X) nécessite
celle de lorbifolde géométrique (Y|Ay).
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11.3 Revétement universel d’une orbifolde
géométrique lisse

Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse avec X connexe. On note
A =3"c,(1—1/m;).D;. On note aussi X* := (X — [A]), et X?:= X — A,
avec A D Sing([A]) le lieu singulier du support de A, si A est de codimension
2 au moins dans X.

Nous adoptons ici la terminologie de [N87], et en rappellons certains
résultats.

Definition 11.11 Un revétement ramifié en au plus A de X est une
application holomorphe g : X — X telle que :

1. X est normal et connexe, et les fibres de g sont discrétes.

2. La restriction g* : X* := g7 1 (X*) — X* de g a X* est un revétement
non ramifié (de groupe G C m(X™*)).

3. Si DY = g7'(D;) € X° := g"1(X"), alors g ramifie ¢ lordre nj,
diviseur de my; le long de D).

4. Tout a € X a un voisinage ouvert connexe W, tel que, pour toute
composante conneze U, de g~* (W), U, N g~ '(a) soit réduit a un point a, et
g, : Ua — W est propre (et finie).

On dira que X est le complété de X* au-dessus du support de A.

On dit que g ramifie en A sin; =m;,Vj € J.

La notion d’isomorphisme de revétements ramifiés est la notion usuelle.
Les revétements ramifiés sont considérés a isomorphisme pres dans la suite.

Théoréme 11.12 [N87, 1.5.8] Dans la situation précédente 3®, il existe une
bijection naturelle entre les sous-groupes de m(X™*) contenant le sous-groupe
normal K engendré par les g;l",j € J, et les revétements ramifiés en au plus
A de X (a isomorphisme de revétement pres).

Cette bijection associe au revétement g : X — X le sous-groupe de 7 (X*)
consitué des automorphismes du revétement g* : X* — X* obtenu par restric-
tion de g au-dessus de X*. Réciproquement, a un sous-groupe, le théoréeme
associe la complétion au-dessus du support de A du revétement de X* défini
par ce sous-groupe.

38Le résultat de [N87] couvre, plus généralement, les diviseurs orbifoldes & groupes fon-
damentaux locaux finis.
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Corollaire 11.13 Il existe un unique revétement uxa : (X|A) == X — X
ramifié en au plus A, avec X° (et donc a fortiori X) simplement conneze.
On Uappelle le revétement universel de (X|A). Alors :

1. Pour tout j € J, soit n; Uordre auquel ramifie ux|a le long de D? :
c’est un diviseur de m;. Soit A =3 (1 —1/n;).D; : ce diviseur orbifolde
divise A\, et on l'appelle la régularisation de A.

2. L’identité de X induit un morphisme orbifolde (divisible) idx
(X|A) — (X/A) qui est un isomorphisme au niveau des m. De plus :

3. ux|a : X — X est aussi le revétement universel de (X/A), et ux|A

ramifie en A. On a : (A) = A. En particulier : A = A si et seulement si
(X|A) est réguliere.

4. Le sous groupe normal de m (X*) engendré par les g;nj,j € J est aussi
le groupe normal engendré par les g;” (notations de 11.11).

5.8 f  (X'A") — (X|A) est un morphisme orbifolde divisible
biméromorphe, alors le revétement universel de (X'|A’) est déduit de celui
de (X|A) par le changement de base f: X' — X et normalisation.

Démonstration : Le revétement universel est donc obtenu en
considérant le sous groupe K. L’assertion 1 est évidente, d’apres les
définitions. L’isomorphisme au niveau des m; résulte de ce que les groupes K
coincident pour A et sa régularisation. L’assertion 3 est évidente. L’assertion
4 résulte de la définition du groupe K associé a la régularisation de A, et
de ce qu’il coincide avec celui associé a A. La propriété 5. résulte de ce que
les fibres des deux espaces coincident au-dessus de X°, de ce que I'on a un
morphisme naturel du changement de base normalisé X’ xx X — X’ vers
X' au-dessus de X, et de ce que les fibres des deux espaces au-dessus de X
sont discretes.

Remarque 11.14 Dans la situation de 11.13, on peut montrer 1’assertion
suivante (non utilisée dans la suite) :

Soit f: (Y|Ay) — (X|A) une application biméromorphe propre, avec des
orbifoldes géométriques lisses, Y et X étant connexes. On note X% = X — A,
A C X étant de codimension 2 au moins, Zariski fermé, et contenant le lieu
d’indétermination de f~! et Sing([A]).

On suppose que f.(Ay) = A, que (X]|A) est réguliere, et que I'isomor-
phisme f0: Y, := f~}(X°) — X° induit un isomorphisme entre ses quotients
7T1(X|A) et 7T1(Y|Ay).

Alors f est un morphisme orbifolde divisible.
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Concernant le revetement universel de X € C, de 11.9, on déduit :

Proposition 11.15 Soit X € C, lisse et connezxe. Soit vx : X — Y =

['(X) sa I'-réduction (au sens de [Ca94]), ou réduction de Shafarevich. Soit

(T(X)|A(vx)) = [Y|Ay] sa base orbifolde (stable), et uy : Y — Y son

revétement universel orbifolde. On suppose que l'on a modifié¢ X et'Y de

telle sorte que v soit holomorphe et nette. Donc (Y |A(vx)) = [Y]Ay].
D’apres 11.9, on a une suite exacte :

m(Xy) Lo m (X) -2 (V] Ay) — {1}
Soit u : X — X le revétement Galoisien de groupe m (Y |Ay), quotient
de m1(X) par le groupe normal fini m(X,).
Soit X' = X xyY le produit fibré normalisé. Alors : le morphisme naturel
X' — X se reléve en un morphisme propre et biméromorphe 3: X' — X.

Démonstration : Soit Yy C Y louvert au-dessus duquel ~vx est
équidimensionnel, et A(vx)) lisse. Soit Y, son image réciproque dans Y. Soit
Xo = %—{1 (Yp). Puisque 7x est supposée nette, m (Xg) = m1(X). Il nous suffit
de voir que, au-dessus de Yp, 'application naturelle X’ — X est étale. Soit
(Y|A}) Porbifolde géométrique régularisée de (Y |Ay ). Donc A} divise Ay,
et a le méme m; et le méme revétement universel. Puisque A}, divise Ay, un
calcul local direct montre que la normalisation de X xy Y est étale au-dessus
de Xy. (En effet, chaque composante de chaque fibre de vy au-dessus de Y
a une multiplicité multiple de la multiplicité de A} au point image par vx
de cette fibre).

11.4 Finitude résiduelle et critéere d’abélianité.

De 11.13 on déduit :

Corollaire 11.16 1. Il existe un revétement ramifié (Galoisien) fini g : X —
X qui ramifie en A (exactement) si et seulement s’il existe un sous-groupe
(normal) G' d’indice fini G de m(X|A) ne contenant, pour chaque j € J,
aucun des éléments gé-“, pour 0 < k < m;. Cette condition est satisfaite, en
particulier, si m (X|A) est résiduellement fini.

2. S’il existe un revétement ramifié (Galoisien) fini g : X — X qui ramifie
en A (exactement), alors la complétion au-dessus de A C X du revétement
universel (au sens usuel) de X© est le revétement universel de (X|A).
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Démonstration : 1. Soit G’ < G un tel groupe, et G < 7 (X™*) son
image réciproque. Elle définit un revétement étale fini X" de X*. Le groupe
G™ contient K, et définit donc un revétement ramifiant en au plus A. Il
ramifie en A exactement, puisque, par hypothese, les lacets g™ ne sont pas
dans G’ si n; est un diviseur strict de m;.

Si m(X|A) est résiduellement fini, un tel sous-groupe existe (par
définition).

2. Dans ce cas, le revétement universel de X, satisfait les conditions de
11.13 caractérisant le revétement universel de l'orbifolde géométrique (X|A).

Remarque 11.17 1. Dans la situation de 11.16, si 0 : X — X est une
résolution des singularités (quotient) de X, comme ci-dessus, alors I'inclusion
de X° ¢ X induit un morphisme : j, : 7 (X?) — m;(X) surjectif, mais de
noyau infini, en général, comme le montre I'exemple (classique) suivant : E
une courbe elliptique, (—1) I'involution usuelle sur E, (X|A) = ((Py x Py)|A)
le quotient de F x E par le sous-groupe a quatre éléments engendré par
les deux involution agissant sur chacun des facteurs. On choisit pour X la
surface de Kummer quotient de E x E par 'action diagonale des involutions.
Néammoins, lorsque les groupes fondamentaux locaux des singularités de X
sont triviaux, ce morphisme j, est bijectif. Nous exploiterons ce fait dans
11.18 ci-dessous.

2. En général, X est singulier. Par exemple, si A := (1—1/m).(D;+D>) est
le diviseur orbifolde sur P2, avec D, Dy deux droites projectives distinctes
et 2 < m < +oo entier, alors 7 (P?A) & Z,,. De plus, X, le revétement
universel orbifolde de (P?|A) est le cone sur la courbe rationnelle normale de
degré m dans P™ (c’est la conique plane si m = 2). Remarquons que le groupe
fondamental local de la singularité du revétement universel est ici trivial.

Théoréme 11.18 Soit (X|A) lisse, avec X complexe, compacte et connexe.
Si m (X|A) est résiduellement fini, il existe un revétement fini ramifié en A
(ezactement) g : X — (X|A) tel que m(X°) — m(X) soit bijectif, et m(X)
est un sous-goupe d’indice fini de m(X|A), sio: X — X est une résolution
des singularités (quotient) de X.

Démonstration : On peut naturellement stratifier Supp(A) comme
réunion disjointe d’'un nombre fini de sous-variétés lisses Vj, localement
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fermées. A chacune des V; est attaché un sous-groupe fini abélien G, de
m1(X|A), bien défini & conjugaison pres seulement, et égal au groupe fon-
damental local de (X|A) en un point quelconque de Vj. Le groupe 1 (X|A)
étant supposé résiduellement fini, il admet un sous-groupe normal d’indice
fini qui ne rencontre qu’en {1} chacun des G;. Le revétement associé a un
tel sous-groupe satisfait les conditions énoncées, puisque les groupes fon-
damentaux locaux deviennent tous triviaux sur un tel reveétement, donc

m1(Xo) = m(X).

Théoréme 11.19 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C,
connezxe. Si w1 (X|A) est résoluble et résiduellement fini 3°, alors 7 (X|A)
est presque nilpotent.

Si (X|A) est spéciale, et si m (X |A) est linéaire (ie : plongeable dans un
GI(N,Q)), alors m (X|A) est presque abélien.

Démonstration : Soit X, X comme dans 11.18 ci-dessus (puisque
m(X]A) est résiduellement fini, de tels revétements existent). On a donc
X € C, avec m1(X) résoluble. Par [De06], 1 (X) est donc presque nilpotent.
Par 11.18, m;(X) est d’indice fini dans 7 (X|A). Ce dernier groupe est donc
presque-nilpotent.

La seconde assertion résulte de ce qui précede et de [Ca04, theorem 7.8],

puisque X est spéciale.

Théoréme 11.20 “° Soit X € C telle que, pour tout revétement fini étale
X' de X, Uapplication d’Albanese de X' soit surjective. Alors tout groupe
quotient G de m1(X) qui est résoluble est presque abélien.

En particulier, si X est spéciale, tout quotient résoluble de m(X) est
presque abélien.

Démonstration : Il résulte de [Delz06] que G est presque nilpotent
(sinon un revétement étale fini de X fibre sur une courbe de genre 2 ou
plus, contredisant I'hypothese sur 'application d’Albanese). Il résulte alors
de [Ca95] que G est presque abélien.

Par les mémes arguments que ceux de 11.19, on déduit de 11.20 :

3971 existe des groupes résolubles de présentation finie non résiduellement finis : voir
O. Kharlampovich. Izv. Akad. Nauk 45 (1981), p. 852. Je remercie T. Delzant pour cette
référence.

40Ce résultat est inspiré par une discussion avec K. Yamanoi.
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Corollaire 11.21 Si (X|A) est lisse et spéciale, avec X € C, et si m(X|A)
est résiduellement fini, tout quotient résoluble de m(X|A) est presque
abélien.

Remarque 11.22 L’hypothese de finitude résiduelle de 11.19 est probable-
ment superflue dans 11.19 et 11.21.

11.5 TI'-réduction (ou réduction de Shafarevich) orbi-
folde.

Nous étendons partiellement au cadre orbifolde géométrique certains
résultats de [Ca94] :

Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, et V' C X Zariski-fermé
irréductible, non contenu dans le support de A. Soit alors (V|Ay) une res-
triction divisible*'de A & V, au sens de 2.38. Cette restriction induit, par
11.3, un morphisme de groupes m(V|Ay) — 71 (X|A) dont I'image est bien
définie a conjugaison pres dans 7 (X|A), et est indépendante de la restriction
(divisible) (V|Ay) choisie (c’en est méme un invariant biméromorphe).

On notera 71 (V|Ay)(x|a) cette image. C’est un quotient de m(V]Ay).

Exemple 11.23 Soit R C (X|A) une courbe rationnelle orbifolde. Alors
T (R|AR)(x|a) est un groupe fini, puisque (X|A) admet pour revétement uni-
versel (PY|A), avec A" vide ou supportée par un seul point.

Nous allons maintenant introduire une version orbifolde de la I'-réduction
de [Ca94] (voir aussi [K093| dans le cas projectif).

Théoréme 11.24 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C.
1l existe une unique fibration méromorphe presque holomorphe g : X --+Y
telle que :

1. Poury €Y générique, m(Xy|Ax,)(x|a) est fini.

2. Poury € Y général, si V C X est Zariski-fermé irréductible tel que V
rencontre X, et si w1 (V|Ay)x|a) est fini, alors V C X,.

La fibration g est appelée la T'-réduction (ou réduction de Shafarevich)
de (X|A). On la note : yx|a) : (X]A) — I'(X|A). La dimension dim(Y")

41 C’est-a-dire que les morphismes orbifoldes de cette définition sont cette fois-ci, divi-
sibles.
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de la base de cette réduction est appelée la T'-dimension de (X|A), notée
vd(X|A).
On dit que (X|A) est de m-type général si dim(Y) = dim(X) ci-dessus.

Démonstration : Notations du §.5.12. Soit A C C(X) le sous-ensemble
des a tels que Z, soit (réduit), non contenu dans Supp(A), et m (V]Ay)x|a)
fini. Il suffit, d’apres 5.57, 5.58 et 5.60, pour établir I'assertion, de montrer
que A C C(X) est Z-régulier et stable. Soit donc B C C(X) analytique fermé
irréductible, donc compact. Supposons que A N B ne soit pas contenu dans
une réunion dénombrable de sous-ensembles Zariski fermés stricts de B. Nous
allons montrer que A N B contient le point générique de B. Soit Z C B x X
le graphe d’incidence (normalisé) de la famille de cycles {Z,,b € B} pa-
ramétrée par B. Par hypothese, Z est irréductible, non contenu dans B x D,
D := supp(A). Soit X’ C X la réunion (Zariski fermée) des Z;,. Par une mo-
dification lisse adéquate p: Y’ — Y := B x X, on peut supposer que X’ (ou
plutoot sa transformée stricte dans Y’) rencontre transversalement A’ divi-
seur orbifolde sur Y tel que (Y’|A') soit lisse, et que v : (Y'|A") — (Y/BxA)
soit biméromorphe. On suppose aussi que X’ rencontre transversalement
B x A. De sorte que (X'|Ay,) est une restriction de (B x X/B x A) a X'.
Cette restriction induit, par restriction a Z,, b € B générique, une restriction
de A a Z,. Il nous suffit de montrer que m1(Z,|Az,)(x|a) est indépendant de
b € B générique. Ceci est maintenant évident, puisque l'on a une factorisa-
tion : m(Zy|Ag,) — m(X'|AY) — m(X|A), et que 'image de la premiere
fleche est indépendante de b € B, générique (tel que sa restriction, vue dans
(X'|A%/), soit une orbifolde géométrique lisse). QED pour la Z-régularité.
Nous considérons maintenant la stabilité de A.

Quitte a construire, comme auparavant, des modifications adéquates, il
suffit de voir que si g : V' — W est une fibration, avec W,V € C lisses et
connexes, et h : V — X biméromorphe sur son image V' := h(V), alors
Ve Asig(Vy,) € A, et s'il existe Z C V analytique fermé irréductible tel
que g(Z) = W et h(Z) € A. Soit donc (ce que 'on peut supposer) (V]|Ay)
une restriction (divisible) de A a V’ telle que g : V' — W soit nette. On a
donc une une suite exacte de groupes fondamentaux orbifoldes :

m(VolAviy,) —=m(V]Av) —m(W]Aw) — {1}

Dans laquelle (W]Ay) est la base orbifolde de g : (V|Ay) — W. D’apres
11.3, on a un morphisme d’image d’indice fini : 7 (Z|Az) — m(W|Aw).
Prenant les images par h, dans m(X|A), on en déduit que G :=
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h(m(V]Ay)) admet N := hy(m(Vy|Aypy,)) comme sous-groupe nor-
mal, le quotient admettant un sous-groupe d’indice fini quotient de ) :=
h.(m1(Z|Az)). Par hypothese, N et @) sont finis, donc aussiG.

Corollaire 11.25 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse rationnelle-
ment engendrée (ie : RE). Alors m(X|A) est fini.

Démonstration : Puisque (X|A) est une tour de fibrations a fibres
orbifoldes RCC, il suffit , par 5.26 et 5.23, de montrer le résultat lorsque
(X|A) est RCC. Puisque deux points génériques de X sont alors joints par
une chaine connexe de courbes orbifoldes dont les groupes fondamentaux sont
finis, I'assertion résulte de 11.24

Remarque 11.26 Il est possible de construire (comme dans [Ca94]) la T-
réduction d’un revétement orbifolde étale (non compact). La construction de
[Ca94] nécessite cependant, pour étre adaptée, la construction d’une métrique
de Kdhler adéquate sur ce revétement, et [’élaboration d’arguments technique-
ment différents de ceux présentés ici. **

Rappelons ([Ca98]) :

Definition 11.27 Une classe G de groupes est dite stable si :
1. Tout groupe isomorphe a G € G est dans G.
2. Tout quotient, tout sous-groupe d’indice fini de G € G est dans G.
3. Tout extension de deuz groupes de G est dans G.

Les exemples les plus simples sont les classes des groupes finis, vir-
tuellement (ou presque) abéliens, virtuellement polycycliques, virtuellement
résolubles. La classe des groupes virtuellement nilpotents n’est pas stable.

Corollaire 11.28 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
conneze. Soit G une classe stable de groupes. Si deuz points génériques de
X peuvent étre joints par une chaine connexe de sous-variétés (analytiques
fermées irréductibles) V- C X telles que m (V|Av)(x|a) € G, alors m(X|A) €
g.

42Cette construction a été récemment faite par B. Claudon dans [Cla08].
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Démonstration : Lorsque G est la classe des groupes finis, c’est une
conséquence immédiate de 11.24. En général, on considere le sous-ensemble
A € C(X) constitué des a tels que m1(Z,]Az,)(x|a) € G. 1l s’agit de montrer
que cet ensemble est Z-régulier et stable. Les arguments sont les mémes que
ceux de la démonstration de 11.24 43| et sont exposés dans [Ca98] et [Ca04]
auxquels nous renvoyons.

4311 suffit, dans la premiere (resp. derniere) ligne, de remplacer : “m(V]Av)(x|a) fini”
par : “m(V|Ay)(x|a) € G” (resp. “N,Q finis” par : “N,Q € G”)
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12 CONJECTURES

Les conjectures qui suivent sont motivées par le lemme de dévissage 10.12
dans le cas des orbifoldes géométriques spéciales, et par des conjectures stan-
dard dans le cas des variétés (lisses) avec k = 0 ou k4 = —oo (conjectura-
lement rationnellement connexes). D’autres sont des versions orbifoldes de
celles de S. Lang (voir [La86]) concernant l'arithmétique et I'hyperbolicité
des variétés de type général. Ces conjectures orbifoldes semblent étre des in-
termédiaires incontournables pour atteindre les propriétés conjecturales des
variétés spéciales (sans structure orbifolde), puis des variétés arbitraires, a
I'aide du “coeur”.

Nous ne cherchons pas a établir une liste (pourtant limitée) des cas
connus.

12.1 Stabilité par déformation et spécialisation

Definition 12.1 Soit 0 € S un espace analytique conneze pointé, et (X|A)
une orbifolde géométrique lisse, avec X € C. Une déformation de (X|A)
paramétrée par S est une orbifolde géométrique lisse (X|D) munie d’une
submersion surjective propre et connexe f : X — S dont toutes les fibres
sont dans C, et telle que :

1. 8i D=} .(1- m%_).Dj, alors chacune des D; est lisse, et la restriction
de f a D; est submersive.

2. (X/Do) = (X|A), posant : Ag:= 3. (1 — m%_).(Dj)s,Vs es.

Conjecture 12.2 La dimension essentielle de (X|A) est invariante par
déformation (ie : Vs € S,ess(Xs|As) = ess(Xo|Ag) dans la situation
précédente). En particulier, si (Xo|Ao) est spéciale, Vs € S, (X|As) est
spéciale.

Plus précisément : il existe une fibration méromorphe (unique) ¢ : X —
C au-dessus de S qui induit, pour tout s € S, une fibration méromorphe
cs © Xy — O qui est le coeur de (X4|As). Sur un modele biméromorphe
adéquat, la base orbifolde stable de (C/D(c,A)) est une déformation de celle
de (Xo|Ay).

L’algebre essentielle A(X|A) est aussi un invariant de déformation. Elle
est de type fini. (Voir 9.1 et 2.16 pour sa définition).

Les deux dernieres conjectures sont analogues a l'invariance par
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déformation de l'algebre canonique, et a la finitude de ses générateurs
([Siu01], [Pa05], [BCHMO6]).

Nous allons maintenant voir que ces conjectures peuvent étre réduites,
dans une certaine mesure, par le dévissage de §.10.5, au cas de 'invariance
par déformation des plurigenres en version orbifolde, et au cas kK, = —o0.
Ce dévissage suggérant 'invariance par déformation de nouveaux invariants
intermédiaires définissant le type (voir définition 10.6), et en particulier de
la longueur v(X|A). Le lemme 10.12 montre en effet immédiatement que les
conjectures 12.2 résultent des suivantes (et de C’f{f;, ou de sa conséquence :
'existence du k-quotient rationnel) :

Conjecture 12.3 1. k(X|A) est invariante par déformation (ie : Vs € S,
K(Xs|As) = r(Xo|Ag) dans la situation précédente). L’algébre canonique
K(X|A) est de type fini, et invariante par déformation. (Voir 2.16 pour la
définition,).

2. La dimension du k-quotient rationnel T&\A) de (X|A) est un invariant
de déformation.

3. Si k(X|A) > 0, il existe une fibration méromorphe (unique) p : X —
M au-dessus de S qui induit, pour tout s € S, une fibration méromorphe
ws » Xs — My qui est la fibration de Moishezon-Iitaka de (X|Ag). Sur un
modele biméromorphe adéquat, la base orbifolde stable de (M /D(u, A)) est
une déformation de celle de (Xo|Ap).

4. il eziste une fibration méromorphe (unique) r : X — R au-dessus de S
qui induit, pour tout s € S, une fibration méromorphe r} : Xy — R qui est
le k-quotient rationnel de (X|As). Sur un modeéle biméromorphe adéquat, la
base orbifolde stable de (R/D(r,A)) est une déformation de celle de (Xo|Ao).

Remarque 12.4 1. Les résultats de [Cla06] et de [BCHMO6] établissent res-
pectivement la stabilité par déformation de K (X|A) et la finitude de son type
(du moins lorsque A = 0). La conjecture 5.48 implique facilement I'invariance
par déformation du x-quotient rationnel.

2. Les conditions imposées aux composantes de D dans la définition 12.1
semblent nécessaires. Dans I'exemple (logarithmique)suivant, ou D est lisse,
mais fp non submersive, le quotient rationnel est trivial pour s # 0, mais
non-trivial pour s = 0 : X, = P?, Vs, et A, est une conique lisse (réduite) si
s # 0, et la réunion de 2 droites si s = 0. Cette pathologie semble cependant
liée a la singularité log-canonique non klt qui apparait sur la fibre centrale.
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Exemple 12.5 (Suggéré par une remarque de Y. Tschinkel). Soit X{, le cone
sur une hypersurface lisse de degré (n+2) (donc de type général) de P,,,n > 2.
Il est spécialisation d’une famille d’hypersurfaces lisses de degré (n+2) (donc
spéciales) de Py,11. Soit Xy le transformé total de X{) dans l’éclaté de P,y
en le sommet de X{. Donc Xy a deur composantes : 'éclaté de X en son
sommet, qui n’est pas spécial, et une seconde composante isomorphe a P,. Et
Xy est encore spécialisation de la famille précédente de variétés spéciales.
Observons que Xy est S-connexe (avec la définition 12.6 ci-dessous), bien
que ['une de ses composantes ne le soit pas.

Definition 12.6 Une orbifolde géométrique (X|A) est dite S-conneze si
X € C est de dimension pure, si ses composantes irréductibles sont lisses
et se coupent transversalement, si chaque composante (Xi|Ay) de (X|A) est
lisse, et st deux points génériques de X peuvent étre joints par une chaine
conneze de sous-orbifoldes géométriques spéciales.

Conjecture 12.7 Toute spécialisation d’orbifoldes géométriques lisses
spéciales est S-conneze.

Cette conjecture ne semble pas pouvoir étre simplement déduite par
dévissage des cas k =0 et Ky = —00.

Dans une toute autre direction :
Conjecture 12.8 vd(X|A) est invariante par déformation.

Le cas des familles projectives de variétés de dimension 3 (sans structure
orbifolde géométrique) a été partiellement résolu par B. Claudon [Cla07].

12.2 Groupe fondamental et revétement universel

Conjecture 12.9 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse entiére, avec
X € C conneze.

1. Si (X|A) est spéciale, alors m(X|A) est presque abélien (noté :
m(X]|A) € ;{vb, ceci signifie que ce groupe a un sous-groupe d’indice fini
abélien). En particulier :

2. Si k(X|A) =0, alors m(X|A) € Ab.

3. Si ki (X|A) = —o0, alors m(X|A) est fini.
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Dans ce cas particulier, le lemme de “dévissage” 10.12 permet de réduire
la conjecture 12.9.(1) a ses cas particuliers 12.9.(2) et (3).

Proposition 12.10 Supposons la conjecture ng,’; vraie, ainsi que les
énoncés (2) et (3) de la conjecture 12.9. Alors 'énoncé (1) de la conjecture
12.9 est également vras.

Démonstration : Il suffit de montrer que si f : (X|A) --» Y est une
fibration dont la base orbifolde stable et la fibre orbifolde générique ont un
m1 presque abélien, alors G := m(X|A) € Ab aussi. Or ce groupe est exten-
sion d’un groupe presque abélien de type fini par un autre groupe du méme
type. Donc G est polycyclique, et en particulier résoluble linéaire, et donc
résiduellement fini. Il résulte donc de 11.19 que G est presque presque-abélien.

Remarque 12.11 0. On a montré en 11.19 que la conjecture 12.9(1) est
vraie si 71 (X|A) est supposé linéaire.

1. Le cas particulier de 12.9(3) ou (X|A) est Fano (ie : —K(x|a) ample)
est peut-étre accessible par les méthodes L?, ou la construction de métriques
orbifoldes a courbure de Ricci positive lorsque es multiplicités sont finies.
(Dans le cas logarithmique, la condition (X|A) Fano n’implique en effet pas
que : £y (X|A) = —o0).

2. Le cas particulier ou K(x|a) = 0 est peut-étre accessible par 'usage
de métriques de Kéhler-Einstein. (Voir [Ca02] pour le cas tres particulier des
variétés a singularités quotient).

3. Lorsque (X|A) est RE, la conjecture 12.9.(3) est vraie, par 11.25. La
conjecture 12.9.(3) est donc une conséquence de 11.25, et de la conjecture
5.48.

Question 12.12 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C
conneze.

1. Existe-t-il Y € C, normal, tel que m (Y) et m(X|A) soient commen-
surables (ie : admettent des sous-groupes d’indices finis isomorphes) ?

2. Existe-t-il Z € C, normal, tel que les revétements universels de Z et
de (X|A) soient analytiquement isomorphes ?

Lorsque (X|A) admet un revétement étale fini X — (X|A) comme en

11.16, et en particulier lorsque 71 (X |A) est résiduellement fini, la réponse a
ces deux questions est “oui”, avec Z =Y = X.
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12.3 Pseudométrique de Kobayashi

On rappelle la notion de pseudométrique de Kobayashi d'une orbifolde
géométrique (X|A) : c’est la plus grande des pseudométriques d : X x X —
[0, +-00] telles que d < h*(dp), pour tout morphisme orbifolde i : D — (X|A),
dp étant la métrique de Poincaré sur le disque unité D. On la note d(x|a).
Considérant seulement les morphismes orbifoldes divisibles : D — (X]|A),
on obtient la pseudométrique classique (ou divisible) d>(kX| A)- On a : dixja) <

*

(X1a):

Conjecture 12.13 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse, avec X € C,
conneze.

1. d(x|a) est nulle si et seulement si (X|A) est spéciale.

2. Si (X|A) est de type général, il existe un ouvert de Zariski dense U de
X tel que la restriction de dix|ay a U x U soit une métrique.

3. Sic: (X]|A) = C(X]A) est le coeur, alors dix|a) = ¢*(dic(x|a)|a(A)))-

Remarque 12.14

1. La conjecture (1) précédente peut étre réduite aux cas Kk = 0 et K+ =
—oo par dévissage si I'on peut montrer qu'une orbifolde géométrique munie
d’une fibration a une pseudométrique de Kobayashi nulle s’il en est de méme
pour sa base et ses fibres orbifoldes.

2. ’assertion (2) est une version orbifolde de la conjecture hyperbolique
de S. Lang.

3. L’assertion (3) signifie qu’il n’y a pas d’obstruction globale au
relevement & (X|A) des morphismes orbifoldes h : D — (C(X|A)|A(e, A)),
base orbifolde du coeur.

4. La conjecture 12.13(1) est établie pour les courbes dans [C-WO05], ou
I’on montre aussi que le lemme de Brody reste valable en version orbifolde
géométrique.Dans [C-P 05], une version orbifolde des théoremes d’hyperboli-
cité de Bogomolov et M°Quillan est établie pour certaines surfaces orbifoldes
avec (c? — ¢z) > 0. Voir [R 08] pour de nombreux compléments intéressants
et améliorations sur ce sujet.

On peut tenter de relier 'annulation de la pseudométrique de Kobayashi
orbifolde a 'existence de courbes entieres orbifoldes.
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Conjecture 12.15 Soit (X|A) wune orbifolde lisse, avec X € C. On a
équivalence entre les propriétés suivantes :

1. (X|A) est spéciale.

2. d(X|A) = 0.

3. Il existe une A% -courbe entiére (ie : un morphisme h : C — (X|A)%v)
dont I'tmage est Zariski-dense dans X .

4. 1l existe une A% -courbe enticre dont 'image est dense (pour la topo-
logie analytique) dans X .

5. Tout sous-ensemble fini de X est contenu dans une A% -courbe entiére
dont [tTmage est dense dans X.

Exemple 12.16

1. Soit X une variété quasi-projective lisse, et X = (X — D) une com-
pactification de X lisse telle que D soit un diviseur a croisements normauz
de X. On dit que X est spéciale si (X|D) est spéciale. Cette définition ne
dépend pas de la compactification choisie. La conjecture précedente affirme
donc en particulier que X est spéciale si et seulement si elle contient une
courbe entiére (au sens usuel) Zariski-dense.

2. Un récent (Novembre 2008) preprint de J. Winkelmann caractérise les
surfaces quasi-projectives X dont 'application quasi-Albanese a une image
de dimension 2, et qui contiennent une courbe entiere Zariski-dense. Sa ca-
ractérisation semble coincider dans ce cas avec le fait d’étre spéciale, et donc
fournir pour cette classe de surfaces une solution (positive) de la conjecture
précédente.

8. Si (X|A) lisse, enticre, avec X € C contient une A%-courbe entiére
Zariski-dense, elle est d’aprés la conjecture précédente, spéciale, et son
groupe fondamental est donc presque-abélien. En particulier, une variété
quasi-projective contenant une courbe entiére (au sens usuel) Zariski-dense
a un groupe fondamental presque-abélien.

12.4 Points rationnels : corps de fonctions

Soit B une courbe projective complexe lisse et connexe, et kg := C(B) le
corps de ses fonctions méromorphes. Soit f : X — B une application holo-
morphe surjective et connexe, X étant une variété projective complexe lisse
(et connexe, donc). Pour b € B, on note X, la fibre schématique de f au-
dessus de b. On suppose X muni d'une structure d’orbifolde géométrique
lisse (X|A) qui induit, pour b € B générique, une structure d’orbifolde
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géométrique lisse (X,|Ap) = (X|A), sur Xj. On dira simplement que (X|A)
est une orbifolde géométrique lisse définie sur kp. On dira que (X|A) est
spéciale (resp. de type général, etc...) s’il en est de méme pour (Xp|A,), pour
b € B général. Voir [Ca 01] pour plus de détails.

Un point kg-rationnel s de X sur kg est une section s : B — X de f. On
note X (kp) 'ensemble de ces points. (Cet ensemble est essentiellement un
invariant birationnel de (X, f) : si (X', f’) est un second modele birationnel
de f, X(kp) et X'(kp) coincident sur un ouvert de Zariski non vide commun).

Soit S C B un sous-ensemble fini au dessus du complémentaire duquel
(X|A) a bonne réduction, c’est-a-dire est tel que (X;|Ay) est lisse si b ¢ S.

SiA=5,(1=1/m;)D;, sis€ X(kp),sib¢gS,etsije ], onnote
(s.Dj)p V'ordre de contact en s(b) de s(B) avec D;. C’est un entier positif (ou
nul).

On définit alors (X|A)(kp, S) comme le sous-ensemble des s € X (kg) tels
que V7,0 ¢ S, on ait : (s.D;), > m; si (s.D;), > 1. Autrement dit : ordre de
contact doit étre au moins égal a m; si s(b) € D;, ceci pour tous j € J,b ¢ S.

On note (X |A)(kp) la réunion des (X |A)(kp, S"), lorsque S" C B est finie,
de complémentaire de bonne réduction au sens précédent. Cet ensemble est
essentiellement un invariant birationnel de ((X|A), f).

On peut définir ces notions en version classique : (X|A)*(kg, S) est alors le
sous-ensemble des s € X (kp) tels que V5,0 ¢ S, on ait : (s.D;), est divisible
par m;. On a, bien sur : (X|A)*(kg, S) C (X|A)(kg, S).

Les extensions finies de corps k’/k correspondent bijectivement aux mor-
phismes finis B — B, B’ courbe projective lisse et connexe, posant : k' = kp.
Un morphisme f : (X]|A) — B comme ci-dessus définit alors par changement
de base (et désingularisation) un morphisme f’ : (X'|A’) — B’, et des in-
clusions (X|A)(kg,S) C (X|A)(kp,S’), avec S’ image inverse de S dans
B

Sig: (X|A) — (Y|Ay) est un morphisme orbifolde au-dessus de B, il
induit naturellement une application f : (X|A)(kp,S) — (Y|Ay)(ks, S),VS.
Si f est un morphisme orbifolde divisible (ou classique), il induit de méme
une application f : (X|A)*(kg,S) — (Y|Ay)*(kg, S).

On dit que f : (Y]Ay) — B est isotrivial s'il existe B’ — B fini, et
(F|AF) une orbifolde géométrique lisse telle que (Y |Ay ) x g B’ soit birationnel
au-dessus de B" a (F|Afp) x B'.

On dit que (X|A) n’a pas de quotient isotrivial (sur kg) s’il n’existe pas de
morphisme orbifolde méromorphe g : (X|A) --» (Y|Ay)dominant au-dessus
de B tel que (Y|Ay) soit isotrivial.
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Conjecture 12.17 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse définie sur
kg, et sans quotient isotrivial.

1. (X|A) est spéciale si et seulement s’il existe une extension finie kg /kp
telle que (X|A)(kp/) soit Zariski dense (ie : tel que la réunion des s(B),s €
(X|A)(kp/) soit Zariski dense dans Xp).

2. (X|A) est de type général si et seulement s’il existe un ouvert de Zariski
dense U de X tel que, pour toute extension finie kg /kp, l'ensemble des
s € (X|A)(kp) tels que s(B') rencontre U soit fini.

Remarque 12.18

1. La conjecture 12.17.2. est la version orbifolde de la conjecture corps de
fonctions de Bombieri-Lang.

2. Le coeur montre que si (X |A) n’est pas spéciale, et si 12.17.2. est vraie,
alors (X|A)(kp/) n’est Zariski dense pour aucune extension finie kg /kp, ce
qui établit 12.17.1. dans ce cas. Plus précisément, si 12.17.2. est vraie, alors
(c(x1a)(X|A)(K')) N U est fini, pour toute extension finie kp//kp, et pour un
ouvert de Zariski non vide U de C(X|A).

3. La densité potentielle des orbifoldes géométriques lisses spéciales peut
etre conjecturalement réduite aux cas k = 0 et kK = —oo par le méme
“dévissage” et sous les mémes hypotheses que dans les cas précédents.

4. Voir [Ca 05] pour un cas particulier en dimension relative 2.

12.5 Points rationnels : arithmétique

Ce cas est analogue au précédent (aux questions usuelles d’isotrivialité
pres). On renvoie a [Abr06] en particulier pour une présentation et une dis-
cussion détaillée des notions présentées ici.

Si X,A =3 . ;(1—1/m;).D; sont définis sur un corps de nombres k, X
lisse et Supp(A) a croisements normaux, et si X', D=} . ;(1—1/m;).D; sont
des modeles de X, D;,V; définis et de bonne réduction (ie : si la réduction
de A reste a croisements normaux pour toute place v ¢ S) sur anneau des
entiers Oy g, on note alors (X|A)(Oy.s) 'ensemble des points Oy g-intégraux
x € X(O,g) tels que pour toute place v ¢ S de O, et tout j € J, le nombre
d’intersection arithmétique (z.D;), de x avec D; en v est : soit nul, soit
supérieur ou égal a m;.

Pour tout k, S fixés, les points intégraux de (X/A) sont essentiellement
indépendants des modeles choisis : deux modeles étant choisis, ces points
intégraux coincident sur un ouvert de Zariski non vide (“commun”) de X.
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On peut introduire la notion plus restrictive de points intégraux clas-
siques en imposant la condition que les nombres d’intersection arithmétiques
(.D;), soient divisibles par m;. Voir [DG98] dans le cas des courbes pour
les multiplicités “classiques”, et [Ca05] pour les différences et motivations.
On notera (X|A)*(Oy.s) I'ensemble de ces points intégraux “classiques”. On
a évidemment (pour un modele fixé) : (X|A)*(Ors) C (X|A)(Ok,s).

Sif:(X]A) — (Y]A') est un morphisme orbifolde défini sur &, il induit
une application naturelle f : (X|A)(Oy,s) — (Y|A")(Oy,s), sur des modeles
sur lesquels f est défini. Si ce morphisme est un morphisme orbifolde divisible,
il induit aussi une application f : (X|A)*(O.s) — (Y|A")*(Ok.s).

Conjecture 12.19 Soit (X|A) une orbifolde géométrique lisse définie sur
k, un corps de nombres **. On suppose fizé un modéle défini sur Oy, 5 comme
ci-dessus.

1. (X|A) est spéciale si et seulement s’il existe une extension finie k' [k
telle que (X|A) (k') soit Zariski dense pour un, et donc tout modéle. (“Densité
potentielle”)

2. (X|A) est de type général si et seulement s’il existe un ouvert de Zariski
dense U C X tel que, pour toute extension finie k' [k, (X|A)(K')NU soit fini
pour un, et donc tout modéle.

Remarque 12.20

1. La conjecture 12.19.2. n’est qu’une version orbifolde géométrique de la
conjecture arithmétique de Bombieri-Lang. Remarquons que cette conjecture
est ouverte méme pour les courbes, pour lesquelles elle résulte cependant de
la conjecture abe (voir [C05]). La version corps de fonctions complexes est
cependant établie dans [Ca05]. La version “classique” peut étre cependant
déduite du théoreme de Faltings (voir [DG9S]).

2. Le coeur montre que si (X|A) n’est pas spéciale, et si 12.19.2. est
vraie, alors (X|A)(k") n’est Zariski dense pour aucune extension finie k'/k,
ce qui établit 12.19.1. dans ce cas. Plus précisément, si 12.19.2. est vraie,
alors (c(x|a)(X]A)(K")) NU est fini, pour toute extension finie &'/k, et pour
un ouvert de Zariski non vide U de C'(X|A).

3. La densité potentielle des orbifoldes géométriques lisses spéciales peut
étre conjecturalement réduite aux cas kK = 0 et Ky = —oo par le méme
“dévissage” que dans les cas précédents.

440n pourrait formuler cette conjecture, plus généralement, pour k de type fini sur Q.
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4. Voir [Ca 05] pour un énoncé de la conjecture de Mordell en version or-
bifolde, conséquence de la conjecture abc, mais non du théoreme de Faltings.

12.6 Familles de variétés canoniquement polarisées.

De facon vague, il est conjecturé que “l’espace des modules fin” des
variétés de type général a des composantes irréductibles qui sont elles-mémes
de type général.

Dans le cas des variétés a fibré canonique ample (dont les courbes de
genre g > 2 fournissent 'exemple classique), on va présenter des résultats
et une conjecture plus précise, dont le cadre naturel semble étre justement
les notions d’orbifoldes géométriques logarithmiques spéciales et de “coeur”
développées dans le présent texte.

Soit g : V' — B un morphisme projectif, submersif et a fibres connexes
de V, lisse, sur une base B quasi-projective connexe. On supposera que B =
B — D, ou B est projective lisse, et D un diviseur & croisements normaux de
B. Donc B n’est autre que l'orbifolde géométrique logarithmique (B/D). On
notera : K(B) := k(B/D).

On suppose que g est une famille de variétés canoniquement po-
larisées, c’est-a-dire satisfait les conditions précédentes, et que, de plus, le
faisceau canonique relatif Ky,p est ample sur toutes les fibres V;,b € B de g.

On note alors : Var(g) le rang de l'application de Kodaira-Spencer
ks, (b) : TBy — H'(V}, TV;) au point générique de B. Donc Var(g) = 0 si et
seulement si g est isotriviale (ie : ses fibres sont deux-a-deux isomorphes).

Notre conjecture *° est la suivante :

Conjecture 12.21 Si B = (B/D) est spéciale, la famille g est isotriviale.

En particulier, Var(g) < dim(C(B/D), la dimension du "coeur” de la
base orbifolde géométrique logarithmique de la famille considérée, dans le cas
général.

En effet, pour B arbitraire, la restriction de g au-dessus des fibres du
“coeur” cg : B — C(B/D) de B serait isotriviale, et la “variation” de g se
factoriserait par C(B/D) (ie : au point générique b de B, 'application de
Kodaira-Spencer ks,(b) s’annule sur l’espace tangent a la fibre de cp en b).

450n pourrait la formuler, plus généralement, lorsque les fibres V3, ont un fibré canonique
semi-ample, ou méme nef.
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Cette conjecture généralise et renforce en les précisant considérablement
les 3 conjectures antérieures A, B, C suivantes :

e A. (Viehweg, voir [V-Z02]) : si Var(g) = dim(B), alors B est de type
général (ie : R(B) := dim(B)). En effet, cette égalité entrainerait alors :
dim(B) = Var(g) < dim(C(B/D) < dim(B), or dim(B) = dim(C(B/D) si
et seulement si B est de type log-général.

e B. ([Ke-Kov06] Si x(B) = 0, alors Var(g) = 0 (c’est-a-dire que g est
isotriviale). En effet, la condition x(B) = 0 entraine que B est Log-spéciale.

e C. ([Ke-Kov06] Si R(B) = —o0, alors Var(g) < (dim(B) — 1). En effet,
si K(B) = —o0, B n’est pas de type Log-général. Et dim(C(B/D) < (n—1).

e La décompostion conditionnelle du coeur montre que les deux cas cru-
ciaux dans lesquels la conjecture devrait étre d’abord établie sont les cas ol
73 (B) = —oo (en particulier lorsque (B/D) est Fano), et lorsque ®(B) = 0
(en particulier lorsque ¢;(B/D) = 0). Cependant, la conjecture 12.21 traite
aussi les nombreux cas dans lesquels (B/D) "fibre” de maniere itérée (au
sens orbifode) avec des fibres de 'un des deux types précédents. Le premier
cas non traité par les conjectures A,B,C ci-dessus étant celui dans lequel
R(B) =1 et dim(B) = 2. 1l est résolu ci-dessous, a titre d’exemple.

La conjecture 12.21 est démontrée lorsque dim(B) = 1 ( [Kov96], [Kov00],
généralisant le cas classique dans lequel les V, sont des courbes de genre
g>2).

Lorsque dim(B) = 2, les conjectures A, B et C ci-dessus sont démontrées
dans [Ke-Kov06].

Cependant, méme lorsque dim(B) = 2, il existe de nombreux cas (B
spéciale avec ®(B) = 1 ou —oc0) dans lesquels la conjecture 12.21 renforce les
conjectures A,B,C (la conclusion étant “g isotriviale”, et non : “Var(g) < 17).

Théoreme 12.22 Soit g : V — B une famille de variétés canoniquement
polarisées (dans le sens ci-dessus). On suppose que dim(B) = 2, et que B
est spéciale. Alors g est isotriviale.

Démonstration : Tout comme dans [Ke-Ko06], la démonstration résulte
essentiellement du résultat suivant de [V-Z] :

Théoreme 12.23 Soit g : V — B une famille de variétés canoniquement
polarisées. Il existe alors un entier N > 0 et un sous-fibré L de rang 1 de

Sn1(B) == Sn,1(B/D) = Sym™ (Q4(log(D)) tel que (B, L) > Var(g).

Le théoreme 12.22 résulte alors du :
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Lemme 12.24 Soit B = (B/D) une orbifolde géométrique lisse, projective
et logarithmique spéciale de dimension 2. Pour tout N > 0, et pour tout
sous-fibré L de rang 1 de Snx1(B), on a alors : k(B, L) < 0.

Démonstration : Nous traitons successivement les cas &(B) = 0, 5(B) =
—o00, et ®(B) = 1. Les deux premiers cas étant déja essentiellement connus.

e Lorsque %(B) = 0, le résultat est, en fait, établi dans [Ke-Kov06]. Il
nous reste a traiter les cas ®(B) = —o0 et B(B) = 1.

e Lorsque %(B) = —o0, il résulte de [K-McK99] que B est recouverte par
des courbes rationnelles rencontrant D en au plus un point (unibranche).
Si le point générique de B est contenu dans 2 telles courbes distinctes (au
moins), alors (B/D) est spéciale, et g isotriviale (par [Kov00], par exemple).

Sinon, il existe une fibration f : (B/D) — C dont la fibre générique est
'une des courbes rationnelles précédentes. Et D = D" + DV est alors réunion
de D", soit vide, soit une section de f, tandis que DV est effectif, contenu
dans une réunion finie de fibres de f. Soit F,. = P! une fibre générique lisse
de f. La restriction de Q%B/D) a = F, c e C est une extension de Op(—d)
par Op = f*(T¢..), avec d = 1 si D" # 0, et d = 2 sinon. Donc, pour tout
N > 0, les sections de Sy 1(B) sur F' forment un espace vectoriel complexe
de dimension 1 engendré par f*((T¢,.)*V).

Les sections de Sy 1(B) sont donc de la forme : f*(N.K¢ + A¢), pour
A¢ un diviseur effectif sur C'. Par la proposition 4.6, et 'exemple 3.9, Ag <
N.A(f, D).

Si Sn1(B) admet deux sections non nulles s, ¢ telles que ¢ = u.s, pour u
méromorphe sur B, c’est donc que k(C|A(f, D)) = 1, et (B/D) = B n’est
donc pas spéciale.

e Supposons donc désormais que ®(B) = 1. Soit f : (B/D) — C la
fibration de Moishezon-litaka. Soit F' := F,, ¢ € C une fibre générique lisse
de f. Alors F est soit elliptique, soit rationnelle, et D = D" + DV est réunion
de DV effectif, contenu dans une réunion finie de fibres de f, tandis que D"
est soit vide (si F' est elliptique), soit réduit de degré 2 sur C.

On note 7 : P(QL) — B le projectifi¢ (des droites) du fibré cotangent

de B. Soit s une section non nulle de Sy1(B), et B C P(Q25) le projectifié
(non nécessairement réduit) du sous-faisceau tautologique engendré par s. La
projection 7 fait de B — B un revétement de degré N. Puisque la restriction
de Q%B/D) aF = F. c € C est une extension de Op = Q%F/DF) par Op =

fA(T¢,.), il existe un revétement ramifié h C — C tel que B soit déduit de
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f: B — C par le changement de base h : g — C. De plus, par construction,
T(5) =51 ® 5 ® - ® sy, avec s; € HO(B,ng/E)), avec D = m~ (D).
Supposons maintenant qu’il existe une seconde section ¢ de S ~n1(B) telle
que t = u.s, u étant méromorphe non constante sur B. Par ce qui précede,
u = f*(v), pour v méromorphe non constante sur C, et 7*(t) = t; @ to ®

0/ 1 P o /
- ®ty, avec t; € H <B’Q(E/5))7 et pour j = 1,..., N, t; = v}.s;, avec v;

méromorphe sur C.

Il en résulte que s et ¢ sont des sections méromorphes de f*(N.K¢). On
en déduit, comme dans le cas ou ®(B) = —o0, que la base orbifolde de f est
de type général, et donc que B n’est pas spéciale.

Remarque 12.25 Lorsque la fibration de Moishezon-litaka f : (B/D) — C
n'est pas isotriviale (et F' est donc elliptique), on peut démontrer plus
directement que L C f*(N.K¢) au-dessus du point générique ¢ de C' :
puisque l'application de Kodaira-Spencer ksg(c) n’est pas nulle en ¢, les
classes successives des extensions déduites de la filtration naturelle de quo-
tients (TF*)® @ (f*(TC.))*™N=9) de Sym™ (QL)|F comme extension de TF*
par f*(T'C.) sont des multiples entiers non nuls de kss(c). Les sections de
Sym™ (Q)|F se réduisent donc a celles de (f*(TC.))*N = f*(K&Y).

Question 12.26 Soit (B|A) une orbifolde géométrique lisse spéciale avec
B € C. Peut-il exister un sous-fibré L C Sy1(B|A) de rang 1 tel que
k(B,L) > 0¢ Une réponse positive (qu’il est optimiste d’attendre en toute
dimension : l’argument précédent utilise une propriété trés spécifique a la
dimension 2 : la décomposabilité des produits symétriques de 1-formes) im-
pliquerait la conjecture 12.21.

12.7 Formes différentielles

Soit (X]A) une orbifolde géométrique lisse avec X € C.
Soit ¢ > 0 un entier, et QI(X|A) := Gy>oH’(X, Sy,) Palgebre des g-
formes différentielles symétriques sur (X |A).

Pour z € X,z ¢ Supp(A), on a une application naturelle d’évaluation en
z:evd : QIX|A) — BnsoSymN (% ).

Conjecture 12.27

1. Si ki (X|A) = —o0, alors Q(X|A) = C,Vq > 0.
2. 81 k(X|A) =0, alors evl est injective pour x € X générique.
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Remarque 12.28

0. La conjecture précédente entraine en particulier que : si L C Q% p > 0,
ona:k((X|A),L) <0sik(X|A)=0,et:rk((X|A),L)=—ocosik(X|A)=
—00.

1. La conjecture 12.27.1 est vraie pour les variétés rationnellement
connexes (avec A = 0). Elle l'est aussi pour les orbifoldes rationnellement
connexes (au sens orbifolde). Elle doit pouvoir étre établie au moins dans
le cas des multiplicités entieres et finies a 1'aide de métriques orbifoldes a
courbure de Ricci positive.

2. La conjecture 12.27.2 est vraie pour les variétés Kahlériennes compactes
avec ¢1(X) = 0 (et A = 0), par la solution de la conjecture de Calabi sur
I'existence de métriques de Kahler Ricci-plates et le parallélisme des g-formes
symétriques qui en résulte. La conjecture de K. Ueno (h°(X, Q%) < Wi@! si
k(X) =0, avec n := dim(X)) est un cas particulier de 12.27. Elle doit pouvoir
étre établie au moins dans le cas des orbifoldes géométrique a multiplicités
entieres et finies a ’aide de métriques orbifoldes a courbure de Ricci nulle.

3. Une conjecture sur 'algebre Q7(X|A) lorsque (X]A) est spéciale semble
plus difficile a formuler, le dévissage exposé au §10.5 ne fournissant pas de
structure simple apparente, méme en admettant 12.27.
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