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❖r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❡t t❡♠♣s ❞✬❛rrêt

❙❛♠② ❆❜❜❡s

❏❛♥✈✐❡r ✷✵✵✾

❘és✉♠é

❖♥ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à t❡♠♣s

❞✐s❝r❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ s✉r ❧❡s ♠♦ts ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s

s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦ù ❡st ❛❜s❡♥t❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦✲

❝❡ss✉s ❛✈❡❝ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡✉①

♣r♦♣r✐étés ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✱ ❧✬✉♥❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✱ ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉♦♦❜ ❬✷❪✱ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s X = (Xn)

n≥1
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ S✱ q✉✐ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡s
♣❛rt✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Ω ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
X ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✐♥✜♥✐❡s✱ ♦✉ ♠♦ts ✐♥✜♥✐s Ω = SN

⋆

✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛✲
t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ (Fn)

n≥1
✱ ♦ù Fn ❡st ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n ≥ 1 ❧❛ tr✐❜✉ ❡♥❣❡♥❞ré❡

Fn = 〈X1, . . . , Xn〉✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✈❛♥t❛❣❡✉①✱ ❡t ❝✬❡st ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❡✱ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s s✉r S ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳

▲✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❵≤✬ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ✿ x ≤ y

s✐ ❧❡ ♠♦t y ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦t x✳ ▲✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ = Γ ∪ Ω ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s✱ ❞♦♥t Ω ❢♦r♠❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✳

◆♦t♦♥s N ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N ❡t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ∞✳ ➚ t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ T : Ω → N✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ VT : Ω → Γ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ♣♦✐♥t ω ∈ Ω ✿ s✐ T (ω) < ∞✱ ❛❧♦rs VT (ω) ❡st ❧❡ s♦✉s✲♠♦t ♣ré✜①❡ ❞❡ ω ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r T (ω)✱ ❡t VT (ω) = ω s✐ T (ω) = ∞✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs VT (ω) ≤ ω✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ V : Ω → Γ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈ér✐✜❡ V (ω) ≤ ω ♣♦✉r t♦✉t
ω ∈ Ω✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ TV : Ω → N✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r TV (ω) = |V (ω)|✱ ♦ù |x|
❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ❞✉ ♠♦t x ∈ Γ✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ T : Ω → N✱ s❡ tr❛❞✉✐t ❛✐♥s✐ ✿ T ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥

✶



♥❛t✉r❡❧❧❡ (Fn)
n≥1

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ VT ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

∀ω, ω′ ∈ Ω,
(

VT (ω) ≤ ω′
)

⇒
(

VT (ω′) = VT (ω)
)

. ✭✶✮

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s
❞✬❛rrêt ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s
❛ ❞✐s♣❛r✉ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥
à ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛t✲
t❡✐♥t❡✳ ❖♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ♣❛r♠✐
❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ s✐ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ τA ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ s❛♥s ré❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
à ❧❛ ♣❛rt✐❡ A✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❡♥tré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛r✲
t✐❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❀ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ♦❜t❡♥✉ ❛✐♥s✐ ❡st
♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s s✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ♦♣éré❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ▲❡s
❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉t❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✷ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

✷✳✶ ❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ S✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Ω ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
s✉✐t❡s (xn)

n≥1
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s S✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ tr✐❜✉ ♣r♦❞✉✐t F✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r

n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ Xn : Ω → S ❧❛ n❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛
s♦✉s✲tr✐❜✉ Fn ⊆ F ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s n ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s X1, . . . , Xn ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
✜❧tr❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ F1,F2, . . . ✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ tr✐❜✉ tr✐✈✐❛❧❡
F0 = {∅,Ω}✳

✷✳✷ ❚❡♠♣s ❞✬❛rrêt

❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt r❡❧❛t✐❢s à ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱
❡t ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳ ❖♥ ♥♦t❡ N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N = N ∪
{∞}✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❛♣♣❡❧é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0 ❡st ♣❡r♠✐s❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s
♣❛r❝♦✉rt N⋆✳ ❈❡t ❛❥♦✉t s❡r❛ ❥✉st✐✜é ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ τ : Ω → N ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀n ∈ N, {τ = n} ∈ Fn . ✭✷✮

✷



❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡s✉✲
r❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥ts✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s τ : Ω → N ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✱
q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ S✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡
❞❡ A ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ τA : Ω → N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

τ
(

(xn)
n≥1

)

= inf{n ≥ 1 : xn ∈ A} , ✭✸✮

♦ù ♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✈❛✉t ∞✳

✷✳✸ ❖r❞r❡ ♣ré✜①❡

❖♥ ♥♦t❡ Γ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t S✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ♠♦t x ❡st ♥♦té❡ |x|✳ ▲❛
❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ x·y ♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦ts ✜♥✐s x, y ∈ Γ✱ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡
s✉r Γ✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ♥♦té ∅ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s |x · y| = |x|+ |y|
♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ Γ✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♠♦t x ∈ Γ ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥ ♠♦t y ∈ Γ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t
z ∈ Γ t❡❧ q✉❡ y = x · z✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦♥♦ï❞❡s✱ ✉♥ ♣ré✜①❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
❞✐✈✐s❡✉r à ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❵≤✬ ❞é✜♥✐❡ s✉r Γ ♣❛r ✿

∀x, y ∈ Γ, x ≤ y ⇐⇒ x ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ y,

❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
s❡ ✈♦✐t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠♦ts✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧
s✉r Γ✱ ❛♣♣❡❧é ♦r❞r❡ ♣ré✜①❡✳

❉é✜♥✐ss♦♥s Γ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s✱ Γ = Γ ∪ Ω✳ ▲❛
❧♦♥❣✉❡✉r |x| ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ Ω ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ∞✳ ▲❡ ♠♦♥♦ï❞❡ Γ ❛❣✐t à
❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ s✉r Γ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ x · y ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ Γ ❡t t♦✉t y ∈ Γ✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r Γ × Γ ét❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥
❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r Γ× Γ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❵≤✬ s✉r Γ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ s✉r Γ ✿

∀x, y ∈ Γ, x ≤ y ⇐⇒

{

|x| = ∞, ❡t x = y✱

♦✉ |x| < ∞, ❡t ∃z ∈ Γ : y = x · z✳

✸ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ♣❛r ❧✬♦r❞r❡

♣ré✜①❡

❆✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st s✉rt♦✉t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r
♣ré❝✐s❡r ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ♦ù s✬❛rrêt❡r ❀ ❛rrêt❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s X = (Xn)

n≥1
❛✉

t❡♠♣s τ ✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xτ ✱ ♦✉ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛rrêté X1 . . . Xτ ✳
❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✸



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V : Ω → Γ✱ ❞❡s ♠♦ts
✐♥✜♥✐s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ♦✉ ✐♥✜♥✐s s✉r S✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀ω ∈ Ω, V (ω) ≤ ω. ✭✹✮

▲❡s t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉①
t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡ts V,W : Ω → Γ ✈ér✐✜❡♥t V ≤ W s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ V (ω) ≤ W (ω)
♣♦✉r t♦✉t ω ∈ Ω✳

❖♥ r❡❧✐❡ ❧❡s t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡ts ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s N ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ➚ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T : Ω → N✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t VT

❞é✜♥✐ ❛✐♥s✐ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ω ∈ Ω✱ VT (ω) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ω ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
T (ω)✳ ➚ t♦✉t t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t V : Ω → Γ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ TV : Ω → N

❞é✜♥✐❡ ♣❛r TV (ω) = |V (ω)|✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥ T : Ω → N ❡t ♣♦✉r
t♦✉t t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t V : Ω → Γ ✿

TVT
= T, VTV

= V. ✭✺✮

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ : Ω → N ♣❛r ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❞✉ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t ❛ss♦❝✐é Vτ ✳ ❈✬❡st ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t V : Ω → Γ ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ V ❡st ✉♥ t❡♠♣s
❞✬❛rrêt s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

∀ω, ω′ ∈ Ω, V (ω′) ≤ ω ⇒ V (ω) = V (ω′). ✭✻✮

▲❡ t❡r♠❡ ✓ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ✔ ❡st ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡✉① t②♣❡s ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✺✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡r♠❡ttr❛ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡
q✉❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ t❡r♠❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ❝❛r ❧❡s ❞❡✉①
♥♦t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ♣rès✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t τ : Ω → N ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆❧♦rs τ ❡st ✉♥ t❡♠♣s
❞✬❛rrêt s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Vτ ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ s♦✐t V : Ω → Γ ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆❧♦rs V ❡st ✉♥
t❡♠♣s ❞✬❛rrêt s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ TV ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t τ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✱ s♦✐t Vτ ❧❡
t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t ❛ss♦❝✐é✱ ❡t s♦✐t ω, ω′ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ Ω t❡❧s q✉❡ Vτ (ω′) ≤ ω✳ ❙♦✐t
n = |Vτ (ω′)|✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ n < ∞✳ ❙♦✐t R ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ R : Ω → Γ
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t ξ ∈ Ω ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ξ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ {τ = n}
❡st Fn✲♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

{τ = n} = R−1(A),

♦ù A ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ Vτ (ω′) ≤
ω✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s R(ω) = R(ω′) = Vτ (ω′)✳ ❈♦♠♠❡ ω′ ∈ R−1(A)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡

✹



ω ∈ R−1(A)✱ ❡t ❞♦♥❝ τ(ω) = n✳ ❖r ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❞❡ ω ❡st Vτ (ω′)✱
❞♦♥❝ Vτ (ω) = Vτ (ω′)✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ω ❡t ω′ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✭✻✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ n = ∞✳ ❆❧♦rs Vτ (ω′) = ω′ ♣✉✐sq✉❡ Vτ (ω′) ≤ ω′

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥❝r❡t✱ ❡t ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ω = Vτ (ω′) q✉✐ s✉✐t ❞❡
Vτ (ω′) ≤ ω✳ ❆✐♥s✐ ω = ω′ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ✭✻✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
♠♦♥tré q✉❡ Vτ ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Vτ ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t n ∈ N ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ R : Ω → Γ q✉✐ à
✉♥ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ❛ss♦❝✐❡ s♦♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✻✮ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ {τ = n} ❡st s❛t✉ré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r R ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ω, ω′ ∈ Ω s♦♥t R✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ R(ω) = R(ω′)✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ {τ = n} ❡st ❜✐❡♥ Fn✲♠❡s✉r❛❜❧❡✳ ❉♦♥❝ τ

❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡t ❞❡s é❣❛❧✐✲

tés ✭✺✮✳

✹ ❉❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡

✹✳✶ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ Ω → N à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛✉ss✐ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ r❡❧❛t✐❢ à ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ A ⊆ S✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ VA ✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt VτA

: Ω → Γ✱ ♦ù τA ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ s✐ A ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈✐❞❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t VA

❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ é❣❛❧ ❛✉ ♠♦t ✈✐❞❡ s✉r Ω✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡
s✐ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ A → VA ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s
❞❡ S✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s
t❡♠♣s ❞✬❛rrêt q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐t V : Ω → Γ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ ❡t s♦✐t v ∈ Γ ✉♥ ♠♦t ✜♥✐✳ ◆♦✉s
❞✐r♦♥s q✉❡ v ❡st V ✲❞é✜♥✐ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ω ∈ Ω t❡❧ q✉❡ ✿

V (ω) ≤ v ≤ ω.

❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ✿

✶✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ s✐ v ❡st V ✲❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs V (ξ) = V (ω) ≤ v

♣♦✉r t♦✉s ω, ξ ∈ Ω t❡❧s q✉❡ v ≤ ξ ❡t v ≤ ω✳

✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ∅ ❡st V ✲❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs V ❡st ❝♦♥st❛♥t V = ∅✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s t❡♠♣s
❞✬❛rrêt✱ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡✳

✺



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t V : Ω → Γ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✳ ❆❧♦rs V ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛t✲
t❡✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ A ⊆ S s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t ✜♥✐ v ∈ Γ✱
❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ✿

s✐ v ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✿ ∀ω ∈ Ω, V (v · ω) = v · V (ω). ✭✼✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ V = VA s♦✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
A ⊆ S✱ ❡t s♦✐t v ∈ Γ ✉♥ ♠♦t ✜♥✐ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s V ✲❞é✜♥✐✳ ❆❧♦rs v ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❛r♠✐ ❧❡s ❧❡ttr❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❀ s✐♥♦♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♠♦t ✐♥✜♥✐ ω ∈ Ω s❛t✐s❢❛✐s❛♥t v ≤ ω ✈ér✐✜❡r❛✐t V (ω) ≤ v✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t q✉❡ v

♥✬❡st ♣❛s V ✲❞é✜♥✐✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t ✐♥✜♥✐ ω ∈ Ω✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ✭✼✮ ❡st ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦ts ✐♥✜♥✐s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t V ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✼✮✳ ❖♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ V (ω) ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✱ s✐♥♦♥ ∅ ❡st V ✲❞é✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝
V = V∅ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t S ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊆ S s✉✐✈❛♥t ✿

A = {x ∈ S : x ❡st τ ✲❞é✜♥✐}.

❖♥ ♣♦s❡ W = VA ✱ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ A✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ V = W ✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ W ≤ V ✳ ❙♦✐t ω ∈ Ω ✉♥ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ❀ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ V (ω) ❡st
✉♥ ♠♦t ✜♥✐✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❖♥ ♣♦s❡ v = V (ω)✳ ❆❧♦rs v ♥✬❡st ♣❛s
✈✐❞❡✱ s♦✐t x ∈ S ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ v✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦t v′ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✈✐❞❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ v ♣r✐✈é ❞❡ s❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡✳ ❆❧♦rs v′ ♥✬❡st ♣❛s V ✲❞é✜♥✐✱ s✐♥♦♥✱
❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s V (ω) = v = v′ ·x ≤ v′✱
❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ω = v′ ·

(

x · (ω − v)
)

✱ ♦ù ω − v ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ω ❞♦♥t ♦♥ ❛ s✉♣♣r✐♠é ❧❡ ♣ré✜①❡ v✱ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✭✼✮
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

v = V (ω) = v′ · V
(

x · (ω − v)
)

.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t V
(

x · (ω − v)
)

= x✱ ❞♦♥❝ q✉❡ x ❡st V ✲❞é✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ x ∈ A✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ A 6= ∅✳ ❉❡ ❧à✱ ✐❧ s✉✐t q✉❡ W (ω) ≤ V (ω)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré
q✉❡ W ≤ V ✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ❙♦✐t ω ∈ Ω✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡
V (ω) = W (ω)✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞é❥à q✉❡ W (ω) ≤ V (ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ W (ω) ❡st ✉♥ ♠♦t ✜♥✐✳ P♦s♦♥s w = W (ω)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦t ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ s♦✐t y

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ w✱ ❡t s♦✐t w′ ❧❡ ♠♦t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ w ♣r✐✈é ❞❡ s❛ ❞❡r♥✐èr❡
❧❡ttr❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s w ≤ V (ω)✱ ❞♦♥❝ w′ ♥✬❡st ♣❛s V ✲❞é✜♥✐✱ ❝❛r s✐♥♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t
V (ω) ≤ w′✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✭✼✮ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ω = w′ · (ω − w′) ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✿

V (ω) = w′ · V (ω − w′).

❖r ω − w′ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ y✱ ❡t y ∈ A✱ ❞♦♥❝ V (ω − w′) = y✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ V (ω) = w′ · y = w = W (ω)✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r✳

✻



❖♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ : Ω → N

❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ τ : Ω → N ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt✱ ❛❧♦rs ✉♥ ♠♦t ✜♥✐ v ∈ Γ
❡st ❞✐t τ ✲❞é✜♥✐ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ω ∈ Ω t❡❧ q✉❡ v ≤ ω✱ ❡t τ(ω) ≤ |v|✳ ❯♥
t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ ❡st ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ τ ✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
♠♦t ✜♥✐ v ∈ Γ ✿

s✐ v ♥✬❡st ♣❛s τ ✲❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✿ ∀ω ∈ Ω, τ(v · ω) = |v| + τ(ω).

✹✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Pµ ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r (Ω,F)✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s✉r S ❛✈❡❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ µ s✉r S✳ P♦✉r t♦✉t ♠♦t ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐ v ∈ Γ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ↑ v ❧❛ ♣❛rt✐❡
F✲♠❡s✉r❛❜❧❡ ❞❡ Ω ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

↑ v = {ω ∈ Ω : v ≤ ω}.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s A ❡t B ❞❡ S✱ ❛✈❡❝ B ⊆ A✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❧✬❛rrêt❛♥t ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❞ès q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ❛tt❡✐♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞❡ A q✉✐ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s♦✐t B✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
❛rrêté❡ ❛✉ t❡♠♣s τA ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ {XτA

∈ B}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ S✱ ❡t s♦✐t B ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥
✈✐❞❡ ❞❡ A✳ ❖♥ ♥♦t❡ τ : Ω → N ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ A✳ ❙♦✐t µ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r S✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ τ < ∞✱ Pµ✲♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡
Pµ

(

τB < ∞
)

> 0✳
❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛rrêté X1 . . . Xτ ✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

Pµ

(

· |Xτ ∈ B
)

✱ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❛rrêté❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t P = Pµ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝❤❡✲
♠✐♥s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Xn)

n≥1
✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t

{Xτ ∈ B} r❡✈✐❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❈♦✉♣❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞ès q✉✬✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t A ❀

✷✳ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① s✬✐❧s ♥❡ s❛t✐s❢♦♥t ♣❛r {Xτ ∈ B}✳ ▲❡s ❝❤❡✲
♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① r❡st❛♥ts s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱
❧❡✉rs s♦✉s✲❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳

✸✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s w s♦♥t t♦✉s ❞❡s ♠♦ts ✜♥✐s ❀ ✐❧ ❧❡✉r
❡st ❞♦♥♥é❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❡✉r
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞é♣❛rt P(↑ w) ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
α = P(Xτ ∈ B) > 0✳

❙♦✐t Q ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉① ❛❞✲
♠✐ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q ❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❙♦✐t v =
y1 . . . ypx ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ p ≥ 0✱ ❡t x ∈ S ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ v✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦t z t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ v · z ❢♦r♠❡

✼



✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ v′ =
y′
1
. . . y′

p′x ❛✈❡❝ p′ ≥ 0✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡ x ∈ S q✉❡ v✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ v′ · z
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ A q✉❡ s❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❡ttr❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à B✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ v · z ❡t ❞❡ v′ · z s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

Q(v · z) =
1

α
P
(

↑ (v · z)
)

, Q(v′ · z) =
1

α
P
(

↑ (v′ · z)
)

. ✭✽✮

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s Q
(

v · z| ↑ v
)

❡t Q
(

v′ · z| ↑ v′
)

✱ ♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s ↑ v ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠❛①✐♠❛✉①
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞♦♥t v ❡st ♣ré✜①❡✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ↑ v′✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Q(↑ v) =
1

α
P(↑ v), Q(↑ v′) =

1

α
P(↑ v′) ✭✾✮

❉❡ ✭✽✮ ❡t ✭✾✮✱ ♣✉✐sq✉❡ P ❡st ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ v ❡t v′ t❡r✲
♠✐♥❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠❡ ❧❡ttr❡ x✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s

z 7→ Q
(

v · z| ↑ v
)

, ❡t z 7→ Q
(

v′ · z| ↑ v′
)

s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❞ès q✉❡ v ❡t v′ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡ttr❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ Q✳

❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt τ ❡st ✉♥
t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥t❡✱ ❡t q✉✬♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t {Xτ ∈ B}✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ♦❜t❡♥✉ ♣❡✉t ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ S =
{0, 1, 2}✱ A = {0, 1} ❡t B = {0}✱ ❡t s♦✐t (Xn)

n≥1
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r S✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ t❡♠♣s τ ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ A✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)

n≥1
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à {Xτ ∈ B} ♥✬❡st

♣❛s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t Y ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛rrêt❛♥t (Xn)

n≥1
❛✉ t❡♠♣s τ ✱ ❡t

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r {Xτ ∈ B}✳ ❙♦✐t ❧❡s ❞❡✉① ♠♦ts v1 = 02 ❡t v2 = 22✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ↑ v1✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r 1 ❝♦♠♠❡ ét❛t
s✉✐✈❛♥t ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝❛r s✐♥♦♥ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ {Xτ ∈ B}✳
▼❛✐s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ↑ v2✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r
1 ❝♦♠♠❡ ét❛t s✉✐✈❛♥t ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s Y ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛r
♠❛r❦♦✈✐❡♥✳

❱❡rs ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s s✬ét❡♥❞❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡sss✉s s✉r s❛ ✈❛❧❡✉r ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛tt❡✐♥t s♦♥
❜♦r❞ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❙✐ X∞ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)

n≥1
s✉r s♦♥ ❜♦r❞ ❞❡

P♦✐ss♦♥ (B, µ) ❬✸❪✱ ❡t s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)
n≥1

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt à {X∞ ∈
B} ❡st ❜✐❡♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ B ❞❡ B✱ ❛❧♦rs ♣✉✐sq✉❡ B

❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
P ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡

∫

B
Px dµ(x)✱ ♦ù Px ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❦♦✈✐❡♥✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s (Xn)
n≥1

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r {X∞ = x}✱ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r
µ✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ∈ B✳

✽



✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡s rés❡❛✉① ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❡♥ ❬✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❢♦♥t ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s n ∈ N✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛rrêt
♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❧✉s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s
❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜❧tr❛♥t ♦✉ ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡
r❡♥❝♦♥tr❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é✈♦❧✉❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡✱ ❞✬♦ù ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ♥♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t
♦r❞♦♥♥é✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈
à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r❝♦✉rt ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt t❡❧❧❡ q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❝r✉❝✐❛❧❡✱ ❝❛r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❞❡ ❉♦♦❜ ❡st ✐♥♦♣ér❛♥t❡✳

■❧ ♠✬❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r✉ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❛♣✲
♣❧✐q✉é ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛rrêt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s séq✉❡♥t✐❡❧s t❡❧s
q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛✈❡❝
❧❡s ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❘é❢ér❡♥❝❡s
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♥❡ts ❛♥❞ ❛ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✾✵✭✷✲
✸✮✿✶✷✾✕✶✼✵✱ ✷✵✵✽✳
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❬✸❪ ❱✳❆✳ ❑❛✐♠❛♥♦✈✐❝❤✳ ▼❡❛s✉r❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✱ ✵✕✷ ❧❛✇s
❛♥❞ ❡♥tr♦♣②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
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