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1. INTRODUCTION

La limite semiclassique pour 1’équation de Schrodinger est née des le début
de la mécanique quantique. Elle I’a méme précédé si 'on considere que les
théories de Heisenberg et Schrodinger ont précisément été inventées pour don-
ner un cadre dynamique aux conditions de Bohr-Sommerfeld. Appelée “prin-
cipe de correspondance” en physique et attachée au théoreme d’Egorov en

Exposé au séminaire X-EDP 27-12-2007.
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analyse microlocale, 'approximation semiclassique assure donc la transition
quantique-classique, pour ce qui concerne la partie “équation de Schrodinger”
de I’évolution quantique. Il faut tout de suite remarquer que la partie “me-
sure quantique” de I’évolution, indéterministe et intrinsequement aléatoire,
n’a pas de “correspondant” classique. Nous discuterons brievement a la fin de
cet article un lien possible entre “mesure” et limite semiclassique, précisément
pour la limite a temps long.

La mécanique quantique contient dans son formalisme une constante di-
mensionnée, la constante de Planck A, qui a la dimension d’une action (posi-
tion X impulsion) et qui assure ainsi ’homogénéité nécessaire a la transformée
de Fourier. C’est aussi h qui controle la taille des oscillations inhérentes a la
théorie car il ne faut pas oublier que la limite semiclassique se réalise par
oscillations et, de ce point de vue, est beaucoup plus subtile que la limite
non-relativiste.

Dans ce texte nous présentons quelques résultats récents concernant 'ap-
proximation semiclassique a temps long, c¢’est-a-dire que nous allons considérer
I’équation de Schrodinger :

(1) ihoph = (=R*A + V(x))Y

pour des temps t < T'(h) avec diverses fonctions T'(h) — +oco lorsque i — 0.
Les formes explicites des fonctions T'(h) vont dépendre des propriétés dy-
namiques des flots classiques correspondants, mais nous allons, dans les cas
considérés, exhiber trois échelles de temps qui donneront une limite différente.

— Ti(h) pour laquelle la limite semiclassique est exactement la mécanique
classique

— Ty(h) pour laquelle la limite semiclassique ne sera plus classique, mais
pourra néanmoins se comprendre a partir des propriétés dynamiques de
celle-ci, en particulier celles de stabilité (c’est 1’échelle de temps pour
laquelle les paquets d’ondes se délocalisent).

— T3(h) pour laquelle des phénomenes typiquement quantiques vont perdu-
rer a la limite classique (et permettent des reconstructions et phénomenes
d’ubiquité).

La physique récente (celle des atomes froids) nous apprend que la correspon-
dance quantique/classique < micro/macroscopique n’est plus systématiquement
d’actualité. On arrive maintenant a garder excités des atomes dont la taille
est de l'ordre de celle d’'une bactérie. De plus les échelles de temps pen-
dant lesquelles on est capable de maintenir des systemes quantiques simples
dans de tels états est de l'ordre de la seconde [[f]. De plus la reconstruction
de paquets d’ondes observée expérimentalement dans des supraconducteurs
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constitue une branche tres active de la physique moderne [J], en particulier
en vue d’applications a I'information et le calcul quantique [I§.

Pour corroborer ces remarques signalons que la limite semiclassique ne cor-
respond pas toujours a faire arbitrairement varier la “constante” de Planck.
Donnons deux exemples :

— le cas des systemes atomiques, avec des “scalings” qui redonne la limite

semiclassique. L’exemple le plus simple est bien stur I’atome d’hydrogene :

—R2A — i

||

unitairement équivalent (par une dilatation par h_%) a

(- )
||

et donc pour lequel la limite a hauts états excités est bien la limite
semiclassique.

— le cas des spins. On peut montrer en effet que l'espace des états de n
spins % en interaction invariante par permutation peut étre réalisé par
celui d’un seul spin n. la limite n — oo correspond alors a la limite a

grand spin d’'une seule particule, c’est-a-dire la limite semiclassique.

La limite semiclassique est donc bien contenue dans la mécanique quantique,
elle en constitue un “bord”.

L’approximation semiclassique a temps long a été étudiée dans [J] pour les
états cohérents, et dans [[]] puis [[] en ce qui concerne le théoreme d’Egorov.
Les éléments de matrice diagonaux entre états cohérents, dans le cas mo-
nodimensionnel stable pour le propagateur et instable pour la propagation
d’observables ont été considérés dans [[[f] et [f] respectivement.

2. LE PROBLEME

Nous allons considérer 1’équation de Schrodinger dépendant du temps
(2) i) = Hip
sur L*(R", dz) avec une condition initiale sous la forme d’un état cohérent.
Ici H sera un opérateur pseudo-différentiel a petit parametre (semiclassique)
de symbole de Weyl h(z, &),

Les états cohérents, inventés par Schrodinger lui-méme dans 1'un des ar-
ticles originaux de 1926, [[[7], constituent un ensemble surcomplet de vecteurs
de L*(R™). Nous allons considérer ici des états cohérents de “forme” quel-
conque (pas seulement gaussienne), pour plusieurs raisons. Tout d’abord les
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résultats présentés sont valables dans ce cadre général. Ensuite parce que nous
verrons que la forme gaussienne, qui perdure pour des temps “raisonnables”,
n’est plus suffisante pour les échelles de temps que nous allons considérer.

Définition 2.1. soit (¢,p) € R*™ = T*R" et a € S(R") (la classe de
Schwartz sur R™) avec ||a||rz = 1. On définit

a —n r—q i BZ
(3) qp(llf) =h /4a (W) e h.

on dit que 97, est un état cohérent “en (g, p)” et de “symbole a”.

Rappelons quelques propriétés des états cohérents :
— complétion : ngn w < w;‘pﬂ%p = Id2(gen) au sens faible
— mesure de Wigner : la hi-transformée de Wigner de ¥, en (v, &) est égale

a la (h = 1)-transformée de Wigner de a en (x—\;ﬁ‘l, 5;\/%’)

— quantification de Téplitz : (presque) tout opérateur pseudo-différentiel

s “écrit (modulo h™ )sous la forme [g,, h(q,p)[s, >< 3, dg;ff’.

Un des avantages a travailler avec des états cohérents est que I'on reste tou-
jours local. Les hypotheses suffisantes sur le hamiltonien quantique H sont
donc qu’il soit essentiellement auto-adjoint, et de domaine contenant les états
cohérents. Par exemple H donné par la quantification de Weyl de h, c’est a
dire de noyau intégral :

T+ =y d
H(x,y)=/h< Qy,f)e Z h—i

et h(z,&) = € + V(x), V polyndome croissant & I'infini, ou bien h C* uni-
formément borné sur R*" ainsi que toutes ses dérivées [IT]].

3. RESULTATS GENERAUX
Commencons par rappeler le lemme fondamental :
Lemme 3.1. Soit H auto-adjoint et soit Y et ¢' tels que :
ihop)' = Hy' + R,
iho,¢' = He',

00— = a(0),
Alors, pourt > 0,

t ot fot”RstS B supo<s<t||R®||
|W—¢wJMM@m+O(—7f—>—oom@wu——ﬁ;——)
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en particulier, si ag =0,

Supg<s<t||R?
R e ]

Démonstration. On obtient facilement des équations précédentes :
iho, (V' — ¢') = H(Y' — ¢') + R".
Dénotant 1t — ¢t := e~ /"q(t) on a :
1 [t
a(t) = a(0) + ,—/ eH/MRsds.
th Jo
O

L’importance des états cohérents en analyse semiclassique provient du
résultat suivant, énoncé par Schrodinger dans le cas de 'oscillateur harmo-
nique.

Soit @ le flot hamiltonien associé au symbole principal A du hamiltonien
quantique H. A ®' on peut associer sa dérivée d@ﬁﬂg au point (x,§), c’est-a-
dire :

dq);,f . T(m,ﬁ)(T*M) — Tq)t(m’g)(T*M)

dCI)I;5 est, pour tout temps, une matrice symplectique et donc, par la représentation

métaplectique, on peut lui associé un opérateur unitaire ds L?, M?, d’ailleurs
défini par 1’équation :

iMt = H*(®!(z, €)M

olt H(®!(x,€)) est le (Weyl) quantifié du hessien de H en ®!(x,§).
Nous allons supposer que, pour tout ¢t > 0 :

[d@ye] < et

ou ||.|| est la norme opérateur et :
1(.) > 0 est une fonction a-holdérienne pour un o > 0.

Un candidat naturel pour u(x, &) est le supremum, sur la surface d’énergie
de (¢, p), du hessien du hamiltonien. Mais I'intérét du résultat qui va suivre
est de considérer les plus petits pu(z, ) possibles.

Soit finalement

t
I(t) = / (£ — h)ds Daction lagrangienne du flot
0
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Théoréme 3.2. [[[4] il existe une constante C, ne dépendant que du symbole
h autour de h(x,&) = h(q,p) telle que, pour tout t > 0,

) LU(t) o . 1
(1) [l % e — €% vgi(g llze < Cte™ @R

On voit donc apparaitre une premiere échelle de temps, celle pour laquelle
la propagation quantique “suit” la mécanique classique. Cette échelle est
donnée par la condition que

et < O},

condition remplie pour t < T} (k) avec, pour € > 0,

1
Ti(h) = <6 —¢)loght.
Remarque 3.1. dans le cas ot le flot est stable, on a que ||dPL || < C x ¢
(il suffit de penser au flot libre de hamiltonien £ pour s’en convaincre, en
1 ¢

01 )) On se convainc alors aisément

notant que, dans ce cas, dq)fcg = (

que l’échelle T} est donnée par
Ti(h) = Ch™s.

Nous allons dans le reste de cet article considérer plusieurs cas particu-
liers ou l'on pourra aller beaucoup plus loin dans les grands temps. mais
commencons par un cas d’école.

4. UN CAS TRES SIMPLE

Considérons une particule libre sur le cercle. ¢’est-a-dire le cas ou ’équation
de Scrodinger se réduit a

(5) ih%wt = —R?AY" sur L2(Sh).

Une simple décomposition en série de Fourier de la condition initiale ¢°(x) =
>~ ¢;e”* montre facilement que le flot quantique est périodique avec période
T = 2. En effet on a immédiatement que ¢'(z) = Y. c;e” " ¢¥*. Cette
période est typiquement quantique et n’a pas d’équivalent classique, le flot
classique n’ayant pas de période globale.

Précisons un peu. Puisque le spectre de 'opérateur —h% sur le cercle est
{h?n? n € Z}, si I'on décompose la condition initiale sur la base de Fourier :

(6) POa) =) ead™
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on obtient immédiatement :

(7) wt (LU) _ Z Cne—ithn2 eine

et donc kaTW =%, Vk € Z. Le flot quantique est donc globalement périodique,
de période T = 2%, alors que le flot classique

- _
3 ¢
(®) { r = 2¢
est périodique (puisque sur le cercle) mais de période variant avec la condi-
tion initiale.

Remarque 4.1. cependant on peut remarquer que, si [’on réduit ['espace de
phases auz impulsions quantifiées, c’est-a-dire de la forme & = nh, n € Z,
alors le flot classique restreint est globalement périodique. Mais la période
(minimale) est égale o Te = %, c’est-a-dire moitié de la période quantique.
1l est amusant de remarquer que le méme phénomene se produit pour l’oscil-
lateur harmonique (a cause de l'indice de Maslov) :

Ty = 2T¢

Prenons maintenant le cas d’un état cohérent (gaussien) centré a I’origine.
Un état cohérent (gaussien) sur le tore est simplement la périodisation d'un
état cohérent habituel, ce qui donne, par la formule de Poisson et dans la cas

(¢,p) = (0,0) :

) wi) = (5) " e e

Le résultat précédent s’applique bien stir. Mais considérons I’évolution quan-
tique pour un temps multiple rationnel de Ty de la forme :

p 2w
10 te i=——
(10) = 25
Quelques manipulations de congruence donnent :
W) = (5 Y i sromangine
_ (n)1/4 S 6227r (lg-+k)? “qg’“)zhei(zq%)x
z27rpk2
= ( ) Zk 1.q € ] 1¢ &
ot 1, 2 est un état cohérent en (¢ = ] =0).

On obtient donc un phénomene cette f01s exclusivement quantique, sans
correspondant classique : une reconstruction du paquet d’onde en plusieurs
cites. Une ubiquité classique, trace de la persistance a la limite classique
d’effets quantiques.
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Remarquons aussi que, si 'on considere (formellement) des temps te avec
q — 00, les points de reconstruction s’accumulent sur le cercle. En particulier,
lorsque q ~ h~2, la distance entre les points est du méme ordre que la
largeur des états correspondants. On n’a donc plus de localisation, et ’état
du systeme est totalement dispersé, ce que ’on peut montrer rigoureusement
(voir aussi [i] pour une étude non-semiclassique).

La question naturelle est maintenant de se demander si les résultats précé-
dents perdurent pour des hamiltoniens plus généraux. En particulier pour
I'extension la plus immédiate qui consiste & rajouter au symbole libre £2 des
termes d’ordre supérieur, & commencer par £3. Si I’on reprend la formule ([]),
on s’aper¢oit que les nombres n signifiants sont ceux de l'ordre de |n| < hs.
Si l’on considere, par exemple, un hamiltonien contenant des termes cubiques
dans les impulsions, on aura :

x 1/4
(11) wo%(gg) _ (%) / Zeizn(nuhn:*‘))e—%hemx _ Zei%rn?(l—l-hn)e—%hemx.

Pour |n| < h™z, ona |hn| < hz = 14+hn ~ 1. On pourrait donc penser que les
termes cubiques (et d’ordres supérieurs) ne troublent pas la reconstruction.
Nous allons voir qu’il n’en est rien, car la reconstruction d’un paquet d’onde
est une affaire de cohérence de phases, et donc c’est la distance des n?,n3

etc.... au réseau périodique qui importe et non leur taille.

5. LE CAS STABLE

5.1. Cas général. Considérons le cas d'un hamiltonien de symbole hC*>, h =
h(¢) = % + € + d€* + 0(€°), cest-a-dire H := h(—ihd,), toujours sur le
cercle. Et prenons toujours pour condition initiale un état cohérent a ’origine,
donné par (J) :

On obtient immédiatement que

(12) i) = Fapa) = (5) Y e e e

nez

Le résultat est le suivant :

Proposition 5.1. [[2]. Soit t = 22, s € N fizé non nul. Alors pour 0 < z <
2T,

1/4 _ x+k27w i%(z+k2‘rr )2

2(:L’+k27r+7r/4

3 sc

™

V@) = o L ot ke )

k>0

)¥2) + 0(h=).

sin(



8 THIERRY PAUL

On a en fait un développement asymptotique complet en puissance de h3.
De plus pour z ~ 0, z = 0(/3)

. B p-1/12 N T "
W) = Cmdingaem) + 00

Signalons aussi que l'on peut calculer de méme pour des conditions ini-
tiales états cohérents de symbole a quelconque. Enfin on peut remarquer que
lorsque s augmente la localisation exponentielle diminue, les effets dispersifs
redeviennent actifs.

Ce qu’il faut retenir de cette formule un peu compliquée est le fait que
la localisation a disparue, au moins dans le sens semiclassique : 1"état ne
se localise pas mieux lorsque A — 0. Il y a deux manieres de “retrouver”la
localisation

— lorsque la constante ¢ tend vers 0 : c’est la limite ou la partie cubique

du hamiltonien disparait et ’on retrouve le résultat précédent, modulé
par le terme quartique.

— lorsque l'on part d’états “comprimés” (en Fourier). C’est ce que nous

allons voir maintenant.

5.2. La reconstruction des états comprimés. Considérons maintenant
pour condition initiale un état comprimé de la forme, pour € > 0 :

2pl—¢

(13) V() = (hzr—e)lee_nTem’

nez

Alors on a :

Théoréeme 5.2. [[J]. Soitt = 327”, s € N fixé non nul. Alors pour(0 < x < 2,

it _ 1 -z 1
(14) € ﬁw(llf) = We sch +O(h)

(autour de 0 'asymptotisme ne change pas par rapport au cas non-comprimé).

Ce résultat est apparemment surprenant puisqu’il indique qu’il faut partir
d’une condition initiale moins bien localisée pour obtenir une reconstruction.
La raison en est que, étant moins bien localisée en position, la condition ini-
tiale I’est mieux en Fourier, et donc est moins sensible au effets non-linéaires
créés par les termes d’ordre au moins cubique du hamiltonien. C’est 1a une
particularité de ’approximation semiclassique que de jouer avec les aspects
quantiques (inégalités de Heisenberg) et classiques (flots non-linéaires), afin
de produire des effets contrintuitifs.
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5.3. Le cas de la trajectoire périodique stable. Montrons brievement
comment les résultats précédent se généralisent au cas multidimensionnel
d’une trajectoire périodique classique linéairement stable non-dégénérée.

La théorie des formes normales (quantiques), [[0], [§, nous apprend que,
pres d’une trajectoire classique elliptique v d’un hamiltonien sur 7% M, ou
M est une variété a n dimensions, et sous une condition de non résonance, on
peut construire un opérateur Fourier integral qui, microlocalement autour de
7, entrelace le hamiltonien quantique original sur L?(M) & un hamiltonien
sur L2(S! x R™™1) de la forme

H' = H'(—i0y,hy, ..., hy_1)
ou les h; sont des oscillateurs harmoniques dans les variables y;. Présentons
le résultat dans le cas de la dimension 2. Ecrivons :
H'(t,h) =T+ hy +arhy +br* +cr® +dr* + H”

On peut clairement ne pas considérer les termes 7 et h; (changement de
repere, voir [I2]) et prendre :

H'(1,h)) = athy + b + e + dr* + H”

Alors on a :
Théoréme 5.3. [[F]. Soit Yo(z,y) = h‘l/”ﬁ/zg(hlfz,e, %) ot g est Schwartz,
et % périodique en x. Supposons que, dans (??7), a = a+ k27, 0 < a < 2.
Alors, sit = sf—g,

1 (—= 3, L
(hl+eesc/4)1/4g schel?' "\ /h
ou, si l'on décompose g(0,m) := 372 c;j(0)H;(n), les H; étant les fonctions
d’Hermite,

ei%w(x,y) = )+ O(R)

T 1 T+ jo 1
9/(|W|27ﬁ) = ;Cjﬂwp)ffj(ﬂ)-
J=

En d’autres termes 1’état cohérent se relocalise sur la trajectoire en plu-
sieurs sites, générés par les interactions avec les degrés de liberté transverses.

6. LE CAS INSTABLE

Dans cette section nous allons considérer des évolutions a temps suffi-
samment long pour provoquer des “reconstructions” comme dans la section
précédente, mais cette fois dans le cas ou la dynamique sous-jacente est in-
stable.
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6.1. Le 8. Considérons le cas d'une trajectoire homocline : soit h(z,&) une
fonction C* telle que la courbe Q := {(z,&) € R? h(z,&) = 0} possede
un seul point fixe (xo,&) , dh(xo, &) = 0, et que celui-ci soit non-dégénéré
de type hyperbolique. On peut sans perte de généralité se ramener au cas
ou (xg, &) est a l'origine. De plus il est bien connu qu’un changement de
coordonnées symplectique linéaire (en fait une simple rotation dans ’espace
de phases) permet de se ramener au cas ou h(x, &) ~ x€ pres de 0. L’exemple
“typique”est le hamiltonien :

h(z, &) = € + 2% (2% - 1).

Il est bien connu aussi qu’au niveau quantique, a la fois la translation (g, &) —
0 et la rotation qui donne h(z,&) — h(x,§) ~ z€ pres de 0, sont réalisés par
des opérateur unitaires explicites (voir la section (f.3)). On traitera donc
seulement le cas h(z, &) ~ x€ pres de 0.

Dénotons encore une fois par H l'opérateur de symbole de Weyl h(z, ).
Nous allons considérer I’équation de Schrodinger avec pour condition initiale
un état cohérent de “symbole” a et centré a l'origine :

{ i0pp = Hy
@Z)t:O = ¢?070 = ¢a

Soit maintenant (x(s),£(s)) une paramétrisation hamiltonienne de €2, c’est-

a-dire
i(s) = Ochl(s).€(s) .
{ E(s) = —0.h(x(s),&(s)) 7 (2(0),£(0)) := (w0, &)

On a donc x(s),&(s) — 0 quand s — =oo. Soit #, défini par e =
limg o0 (—5)E(s)e%.

Lemme 6.1. ¢y ne dépend pas de (xg,&p).
La preuve est immédiate.

Théoréme 6.2. [[J]. Soit 0 < < £ et soit tp :=logs — to, alors

ty H

6—2' - wa _ 6i(S++7T/2)/ﬁ,¢b+ _l_ei(37+7r/2)/h,¢b, _I_O(h'y/2)

be(n) = / ooa(l/u)%p(iuh”)ei”“du

2

et p est une fonction de “cut-off”, c’est-a-dire que

p € C([0,1]), ply) =1, pour 0 <y <1,p(y) =0, pour |y| > 2
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Ce théoreme indique donc que le paquet d’onde se reforme a l’origine au
bout d’un temps logarithmique dans la constante de Planck. De plus il nous
indique comment un tel paquet d’onde re relocalise, en nous donnant la forme
de son symbole.

Lemme 6.3. [[3]. Définissons sur S(R) l'opérateur U par, pour o € S(R),
Ua(n) = e/ f+°° (1/ ) & p(ph ) e dpu
+ el [ 1/#) p(—ph )™ dp.
Alors U est unitaire modulo KY/?,
1Ualli2 = [|a]|z2 + o(A77?).

Le résultat suivant nous permet d’itérer :

Théoréme 6.4. [[J] Fizons C > 0. Alors pour tout n < C—2+ logs;

loglog

Znth

1
6_ h w e ¢U"a + O(ﬁﬁ//2(10gﬁ)n/2)
Donc la reconstruction semiclassique est valide pour des temps de 'ordre de
log*+
loglog:

Pour des temps intermédiaires, 1"état du systeme est un distribution la-
grangienne associée a 2. La propriété de localisation-delocalisation peut étre
mieux vue sur les éléments de matrice d’observables :

t~C

Théoreme 6.5. [[3]. Soit (p(s),q(s)) une paramétrisation de h(p,q) = 0
comme précédemment telle que q(s) ~ e*(resp.p(s) ~ e ®) quand s —
—o0 (resp. + o0), et soit P une observable of symbole (principal) de Weyl
P(p,q). Alors, uniformément pour t < (1 + e)log,—li, 0<e<1/2,
SYLPY > = <, @ Pet g, >

R [T (e h) PP (p(s), a(s))etds + O(hM/2)
En particulier, pour t borné :

<y, Py' >=P(0,0) + O(h'?),
pour t ~ log% :

<!, Pyt >=P(0,0) + O(K"?),
et pour t = 1logs —t' :

<t Py >— / P(p, )y’ + O(h?)
h(p,q)=
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R ’ , . gyl o \ . ’

ot la mesure du® est donnée par la densité |a(e*=")|2e*™", c’est-a-dire dut =
/ / ~ , . \ s .

la(es™! |2 s=Vds. De plus les méme résultats restent valides aprés n itérations

logs;
(n < loglogl S on a, pourt ~ nlogh .

< !, Pyt >= P(0, 0)+0(m/2(zogh)"/2)

et pour t = ”log— —t

/ 1
<y Pyt >= / P(p,q)dp’ + O(h"*(log3)"?),
h(p,q)=

ot la mesure du® est donnée par la densité |U"a(e*™")|2e>"

6.2. Interprétation. Nous voyons donc apparaitre, a la limite semiclas-
sique, des oscillations en temps entre états localisés pour des temps multiples
de log% et des états nonlocalisés pour des temps intermédiaires. De plus
I’application qui fait passer du symbole de I’état cohérent original a celui re-
construit apres une itération joue le role de la quantification (métaplectique)
du flot linéarisé.

6.3. Le cas hétérocline quelconque. Dans cette section nous indiquons
comment traiter le cas général d’une jonction hétérocline entre deux points
fixes hyperboliques. Considérons un hamiltonien h(p,q) tel que la surface
d’énergie {h = 0} contienne deux points fixes hyperboliques reliés par une
courbe réguliere. On peut considérer sans perte de généralité que h est tel
que :
h(p,q) = pg+ O(|(p, 9))
et
dh(po, qo) = 0
avec dh # 0 sur la courbe A entre l'origine et (pg, qo). Supposons de plus que
le hessien de h & (po, qo), Hess(h)p,.q, €st de type hyperbolique, c¢’est-a-dire
qu’il existe une matrice 2 x 2 symplectique M telle que
0

M" Hess(h)pyqoM = < 'L(L)O % ) .

Il est bien connu que M est une rotation dans I'espace de phases. Soit 6,

langle de cette rotation. A M on peut associer 'opérateur (métaplectique)
M unitaire sur L?(R, dn) défini par :

M—62( m"'ﬁ)

(notons que le noyau intégral de M est calculable explicitement). Considérons
une condition initiale qui est un état cohérent a (0, 0), 1%, nous allons calculer
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I’évolution de la partie 1" qui correspond & la partie de la condition initiale
“vers (po, qo)”, c’est-a-dire moralement :

() =% (x), 2 >0: ¥P*T(z) =0, z <0.
dans le cas ou la partie A de la surface d’énergie reliant l'origine a (¢, o)
est tangente & l'origine & RT. ¢t est trop singuliere pour que 1'on puisse
calculer semiclassiquement e‘iﬁwﬁ, il faut régulariser un peu : écrivons,
pour € > 0,
a=al+a;
avec ||aF||r2rs) = O(€) et aF dans la classe de Schwartz.

Théoréme 6.6. [[J. Soit H la quantification de Weyl de h. Alors il existe

to tel que, sity = (3 + ﬁ)log% —to, on a

typ H
e R

wazr — ei(S++cr7r/2)/hwb+ +O(ﬁ~//2) +O(€),
ot o est lindice de Maslov de la courbe A, ST := prdq et

by — Ma(%)%p(.h“’).

Le théoreme précédent permet clairement de considérer une jonction hétérocline
quelconque. Regardons quelques exemples.

6.4. Le pendule. Considérons le hamiltonien suivant
2

p,q):%+cosq—1

Nous le transformerons tout d’abord, comme précédemment, en :

hp.q) = b+ae® . P=d

4 V2
Donc h(p, q) ~ pq pres de lorigine.

Soit A := {m(1,1) € Z*, m € Z} et O" I'ensemble de tous les chemins
connexes dans A partant de l'origine et de longueur n. Un élément de O est
une suite (A\;)i—o..n/Ao = (0,0), [Xiz1 — Ai| = v/2. Soit encore une fois w?q’p)
défini par ([).

Théoréme 6.7. [1J].

hPENDULE(

-1

it P 1.
T Yo = D ENVMD 4+ O (log)"?),
AeOn
ot Sy = [5pdq , avec X la courbe dans {h(p,q) = 0} joignant les points de
A, et
ay) = H?le)\i = T)\CL
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avec
+00 » 1.1
e A
0 R
Zf )‘i-l-l — XN >0et
- +ipn 11 ol
T3b(n) = e™Ma(=)—p(—ph")dp
0 e p

St )‘i—l-l -\ <0.

6.5. Le cas Harper. Le modele de Harper est donné par le hamiltonien

RHARPER () q) := cos(p) — cos(q)

Par un simple changement de variable il peut étre ramené a :

h(p,q) = 7*(cos((p + q)/27) — cos((p — q)/2))
avec h(p,q) ~ pq pres de zéro.

Théoréme 6.8. [[J. Soit E" (pour (Edipe) l’ensemble des chemins T’ sur
Z? partant de (0,0) et ne contenant aucune segment de longueur plus grande
que 1. Soit T'(n) Uextrémité de T’ et T'; un vertex de T'. Soit t, = logsh. Alors

nth

1
iSp/h v/2 n/2
e E e w —i—O(ﬁ (logh) ),
T'e@En

ot Sp = % [z pdg — qdp, oi T est chemin dans R? consistant en les segments
joignant les points de I" et

=1,V := Vra
ou :

- V%ia(n) = a(l/n)%p(nh‘*) si (I;_1, 1) est horizontal orienté a droite,
V8ia(n) = —a(—l/n)%p(—nh‘*) si ([y_1,T;) est horizontal orienté a gauche,

- Vlia(n) = [;° e_m“a(l/u)p(um)% si (T;_1,T;) est vertical orienté vers
le haut

- VVia(n) = [, e a(1/p)p(— ,uh“*)%” si (T';_1, 1) est horizontal orienté
a drmte

Une autre maniere d “énoncer le méme phénomene est le résultat suivant,
inspiré par les “intégrales de chemins” de Feynman.

. . logs .y 514 :
Corollaire 6.9. [[J. Soit n < C; Y. Considérons éléments de matrice
oglog+

.nty H
ih b

< ¢g0,0)’€_ " ¢(p7q) >
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Ceuz-ci aurons une limite semiclassique non-nulle seulement si (p,q) = (i,j) €
72 et
.ntp H b

. 1
<YPooyp€ N Pl >= Z e/t <, Vib > +O(h7/2(logﬁ)"/2).
Te®, T(n)=(i,j)

la somme devant étre comprise comme étant nulle s’il n’y pas de chemin
satisfaisant T'(n) = (i, 7).

7. GENERALISATIONS

Les exemples traités plus haut se généralisent a des espaces de Hilbert qui
ne sont pas du type L?. C'est le cas, par exemple, des spins. L’espace de
Hilbert (de la partie “spin”) d’une particule de spin % est C2. C’est un des
espaces de représentation du groupe des rotations de R3.

Un autre généralisation qui nous semble plausible est le cas de systemes
intégrables. Dans le cas d’un systeme intégrable quantique ot ’on peut écrire
le hamiltonien comme fonction d’opérateurs qui commutent entre eux et de
spectres linéaires, alors le résultat doit étre immédiat, et la généralisation des
résultats de la section [ facile.

L’autre cas est celui de tores singuliers, présentant des points hyperbo-
liques. Un exemple est traité dans [J].

8. INDETERMINISME QUANTIQUE ET SENSIBILITE AUX CONDITIONS
INITIALES

Comme nous 'avons mentionné dans l'introduction, le processus de me-
sure de la mécanique quantique est aussi une fagon de “retrouver” le monde
classique. Rappelons brievement que la mesure quantique est associée a une
observable quantique O (opérateur auto-adjoint) et que le résultat d’une me-
sure effectuée peut étre un quelconque point A du spectre de O, la probabilité
d’obtenir \ étant égale & | < 1|y > |2, ol ¢ est I’état du systéme au moment
ou la mesure est effectuée, et ¢, le vecteur propre (éventuellement généralisé
si le spectre n’est pas ponctuel) associé a A, supposée non-dégénérée. Dans
le cas ou O = @, ou Q est 'opérateur de multiplication par la variable z,
on obtient I'interprétation probabiliste de la fonction d’onde : la probabilité
qu’a une particule quantique d’étre dans la position x est égale & | (x)|%.

Cet aspect non-déterministe est a opposer au caractere fondamentalement
déterministe de la mécanique classique, intrinsequement associée a un flot sur
un espace géométrique absolu. Cependant la remarque, par Poincaré, de I'im-
portance de la sensibilité aux conditions initiales rend souvent inapplicable
ce déterminisme. On sait par exemple que pour savoir si, dans un million
d’années, la terre sera encore dans le systeme solaire, il faudrait connaitre
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avec un précision de quelques centaines de metres la position de toutes les
planetes du systeme solaire : une mesure classique tout simplement invrai-
semblable a obtenir. Dans l'asymptotisme du temps infini cette remarque
prend un sens tout a fait particulier : bien que le flot classique associé a
un hamiltonien (régulier) est défini univoquement pour tout temps, le flot a
temps infini n’existe pas (en tant que flot). Il intervient néanmoins partout
dans la théorie des systemes dynamiques (ergodicité, sensibilité aux condi-
tions initiales, propriété de mélange etc), mais de fagon indirecte. Faible pour
lergodicité :

et implicite pour la sensibilité aux conditions initiales (le flot étant continu
pour chaque t < 00) :

I € R, Ve > 0, 3t =t(/,¢€) tel que Iz, |z — y| <, |P'(z) — D'(y)| > 1.

Il y a pourtant une situation ou le flot a temps infini peut étre par-
tiellement défini : il s’agit de la situation d’'un point fixe hyperbolique (et
plus généralement d’une trajectoire instable dans un systéme chaotique) : la
variété instable d'un point fixe 29, A7 est en effet définie comme I'ensemble
des points z tels que ¢pT°(2) = zj :

Az, ={2/¢7(2) = 20}
On pourrait donc étre tenté de “définir” le flot inverse de la maniere suivante :
¢ (20) = 2, Vz € A,,,

¢’est-a-dire de maniere non-déterministe.

Cette définition n’a bien str pas de sens a l'intérieur du paradigme clas-
sique, mais se retrouve prendre une signification dans le cadre semiclassique :
la délocalisation de la fonction d’onde pour une échelle de temps logarith-
mique, couplée a l'interprétation probabiliste de celle-ci, donne précisément
un sens non-déterministe au flot limite a temps infini (voir [[[§] pour une
discussion plus détaillée).

9. CONCLUSION : PERIODES SEMICLASSIQUES

Nous avons vu comment la mémoire des phases permet la reconstruction
de paquets d’ondes et induit donc un flot périodique dans le temps infini
semiclassique.
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Nous avons aussi vu que les échelles de temps, pour cette reconstruction,
sont différentes pour les cas stable/instable.

h~! pour le cas table
log% pour le cas instable

Ces échelles de temps, lorsque h — 0 “disparaissent” dans le point a 'infini du
temps classique. Les exemples que nous avons traités font donc appréhender
une approche du temps infini en mécanique classique dans laquelle le “point”
a I'infini est décomposé en différentes échelles, suggérant un nouveau systeme
dynamique (vraiment semiclassique et non-classique).

Nous avons enfin vu la nécessité pour les états cohérents de n’étre plus
gaussien, les reconstructions ne préservant pas cette propriété. De plus les
symboles des états reconstruits sont, dans tous les cas, singuliers lorsque
considérés ponctuellement.
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