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Abstract.

In order to describe the asymptotic behaviour of a vanishing period in a one pa-
rameter family we introduce and use a very simple algebraic structure : regular
geometric (a,b)-modules generated (as left .A—modules) by one element. The idea
is to use not the full Brieskorn module associated to the Gauss-Manin connection
but a minimal (regular) differential equation satisfied by the period integral we are
interested in. We show that the Bernstein polynomial associated is quite simple
to compute for such (a,b)-modules and give a precise description of the exponents
which appears in the asymptotic expansion which avoids integral shifts. We show a
couple of explicit computations in some classical (but not so easy) examples.
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Introduction

Cet article a pour but d’étudier le développement asymptotique d’une intégrale de
la forme

. / dw
_ hatd
Vs df

issue d'une des deux situations géométriques suivantes :

1. Soit f: X — D un représentant de Milnor d’un germe de fonction holomorphe
a lorigine de C"'!, soit w une p—forme holomorphe sur X vérifiant
df Ndw = 0, et soit (7s)sep une famille horizontale de p—cycles compacts
dans les fibres de f.

2. Soit f: X — D une fonction holomorphe propre d'une variété complexe X

de dimension n + 1 dont les singularités éventuelles sont toutes contenues
dans la fibre Y := f71(0), soit w une p—forme holomorphe sur X vérifiant



df Ndw = 0, et soit (7s)sep une famille horizontale de p—cycles compacts
dans les fibres de f.

La connexion de Gauss-Manin de f en degré p est un systeme différentiel sur D
avec une singularité réguliere a l'origine qui ”controle” ce type de fonction quand
la forme différentielle w varie. Mais il est clair que pour une p—forme donnée, le
"controle” en question est assez imprécis.

En effet I'intégrale considérée est solution d’une équation différentielle ”minimale”
(en un sens a préciser) qui est ”contenue” dans le systeme de Gauss-Manin, mais
peut-étre beaucoup plus ”petite”, et donne donc des renseignements beaucoup plus
précis sur la fonction considérée et les termes intéressants apparaissant dans son
développement asymptotique (convergeant en fait).

Nous nous intéresserons plus précisément aux cas ou l'on sait déja que le systeme de
Gauss-Manin considéré est incarné par un (a,b)-module régulierf] Le cas classique
est évidemment celui d'un germe f a singularité isolée a l'origine (que 1’on peut aussi
voir comme le cas global a singularité isolée). Pour le cas d’'un germe quelconque,
quitte a quotienter par la torsion, on est toujours dans cette situation d’apres [B.-S.
04]. Mais la présence de torsion non de type fini peut-étre une difficulté sérieuse
pour mener a bien des calculs concrets. Plus récemment on a montré dans [B.1I]
complété par [B.07] que pour un germe [ & singularité de dimension 1 la torsion
est de type finie. On a aussi montré dans [B.08] que c’est toujours la situation pour
une fonction holomorphe propre (situation du 2. ci-dessus).

Dans le cadre des (a,b)-modules (ou modules de Brieskorn généralisés) il s’agit de
considérer un (a,b)-module régulier géométrique FEf et de considérer le sous-(a,b)-
module minimal contenant un élément =z € E donné. Ceci conduit naturellement a
la notion de (a,b)-module monogéne qui est introduite et décrite dans cet article.
Un invariant important est 1’élément de Bernstein d’un tel (a,b)-module monogene
qui est dans ce cas un avatar tres simple du polynoéme de Bernstein d'un (a,b)-
module régulier (voir [B.93]). Le calcul de cet invariant, qui est beaucoup plus
simple que le calcul du (a,b)-module engendré par x lui-méme, c’est a dire la
détermination précise de I’équation différentielle ” minimale” vérifiée par la fonction
considérée, donne déja des renseignements précis sur les exposants apparaissant dans
le développement asymptotique a 'origine de 'intégrale considérée.

De maniere a bien montrer ’aspect ”concret” de notre approche, nous avons détaillé
deux exemples dans le cas classique d’une singularité isolée, qui font bien apparaitre
le gain en précision par rapport a ce que donne le calcul du systeme de Gauss-
Manin complet dans ces cas, ou a fortiori par rapport a un calcul topologique de la
monodromie.

Le concept de (a,b)-module généralise le complété formel d'un module de Brieskorn d’une
singularité isolée ; voir par exemple [S. 89], [B. 93] ou [B. 05].

2La régularité du (a,b)-module correspond ici & la régularité de la connexion de Gauss-Manin,
I’aspect géométrique encode a la fois le théoreme de Monodromie et le théoreme de positivité de
B. Malgrange ; voir [M. 75].



Décrivons de facon un peu plus précise les principaux résultats obtenus.

Nous commencons par montrer un résultat de factorisation (proposition P-0.2) des
éléments homogenes en (a,b) dans I’algebre A qui met en évidence une représentation
"tordue” du groupe symétrique. Ceci joue un role important dans la compréhension
du calcul du polynéome de Bernstein et les théoremes de structure des (a,b)-modules
monogenes réguliers.

Le premier théoreme de structure met en évidence le lien entre la forme initiale
du générateur de 'idéal annulateur d'un générateur d'un (a,b)-module monogene
régulier et son polynome de Bernstein. L’aspect multiplicatif de 1’élément de Bern-
stein associé en est une conséquence importante. Ce théoreme met également en
évidence des invariants plus fins (voir B.3.4) qui seront exploités dans un travail
ultérieur.

Le second théoreme de structure est multiplicatif et il explicite le lien entre
les suites de Jordan-Holder et I'idéal annulateur d’un générateur d'un (a,b)-module
monogene régulier.

Nous donnons ensuite un théoreme (voir B.6.1]) permettant de déduire la valeur
du polynome de Bernstein d'un (a,b)-module monogene régulier des que l'on con-
nait un élément convenable annulant son générateur sans pour autant demander de
connaitre la forme canonique donnée dans le premier théoreme de structure. Ceci
est 'outil crucial qui permet de mener a bien les calculs d’exemples qui concluent
cet article.

Enfin nous montrons (voir le théoréme [E.2.0)) que tout (a,b)-module monogene
géométrique est engendré par une fonction multiforme de détermination finie ”de
type standard” et réciproquement. Ceci permet de montrer que la connaissance du
polynome de Bernstein répond a la question ”basique” de la détermination précise
(sans décalage entier et avec I'exposant du logarithme) des termes ”fondamentaux”
du dévelopement asymptotique standard considéré.

2 Polynémes homogeénes en (a,b), unitaires en a.

On notera par A la C[[b]]—algebre
A:={)_ P(a)1",P, € C[z]}
v=0

olt 'on a a.b — b.a = b?, et ol la multiplication par a & gauche ( ou & droite) est
continue pour la topologie b—adique.

Définition 2.0.1 Nous dirons qu’un élément de A est homogene de degré k
en (a,b) sion peut l’écrire comme une combinaison linéaire

k
> Nl b
=0
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ot les X\; sont des nombres complexes. On dira qu’un tel élément est unitaire en
asiona A, =1.

Le lecteur vérifiera facilement que tout élément de A de la forme
aml bnlamQ bmz . amh bnh
avec EZ:I my + n, = k, est homogene de degré &k en (a,b). Ceci montre que le

produit d’un élément homogene de degré k par un élément homogene de degré [
est homogene de degré k + [.

On remarquera que les monomes &.a*7 j € [0, k] forment également une base de
I’espace vectoriel des éléments homogenes de degré k de 'algebre A.

Notre premier objectif est de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.0.2 Tout élément homogéne P € A de degré k en (a,b) et
unitaire en a peut s’écrire sous la forme P = (a— A.b)(a— X2.b) -+ (a— \g.b), ou
les \; sont des nombres complexes. De plus, pour chaque o € & on aura encore

P=(a— (A +o(l)=1).0) - (a— (Aow) + (k) — k).b)

et on obtient ainsi, quand o décrit le groupe &y des permutations de {1,2,---  k}
toutes les fagcons de décomposer P en produit d’éléments homogénes de degré 1 en

(a,b).
PrREUVE. Commencons par remarquer que l’application
0: 6, xCF—CF

définie par (o, A1, -+, Ap) = (M) +0(1) =1, -+, Aoy +0(k) — k) est une action
du groupe &, sur CF. En effet on a

(7, (0, (A)) = @(7, Qo) +0(4) = J))
= Aoy T00) =7 +7(0(4) =9()) = Aeoiin +7(0(7)) = 35)
= (T o0, (A))-

Nous appellerons cette action ”1’action tordue” de &, sur C*.
Pour montrer 1’égalité

(a=A1b)(a—Ao.b) -+ (a—Apb) = (a— (M) +0(1) =1).b) - (a— (Ao + 0 (k) — k).b)

il suffit donc de traiter le cas de la transposition de ©&,, c¢’est-a-dire de vérifier dans
A Tégalité (a — M.b).(a — Mp.b) = (a — (Mg + 1).b).(a — (A — 1).b), ce qui est
immédiat.

Passons a 'existence de la décomposition de P en produit d’éléments homogenes
de degré 1 en (a,b). Pour cela montrons que b=%.P est un polynome unitaire de

>



degré k en b‘i.a. Comme il suffit de prouver que pour chaque j € [0, k] 1’élément
b=*b.a*7 € A[b7!] est un polynome en b~l.a de degré au plus k, écrivons,
puisque 'on a a.b™ = b".a + mb™tt Vm € Z,
by .o =7 (YR ). e

=0 ' (a. M — (= k+ )Y gh

=0 ta. (VM T — (= k4 DY TR

= (b la—(j—k+1)bFpt gt
ce qui prouve notre assertion par récurrence descendante sur j, le cas j = k étant
clair.
La factorisation du polynome unitaire de degré £k ainsi obtenu donne alors la

factorisation désirée pour P, de la fagon suivante :
La relation

[0 a=N)=(a— (M+k=1)b)(a— (A +k—k)D)

s’obtient facilement en remarquant que 'on a
Vb la—X)=0"1(a—Ab)=(a— A+ k—1).b).0""
ce qui permet de conclure. [ |

Ceci montre la correspondance entre les orbites de l'action usuelle de &, sur C*
et les orbites de l'action tordue via la correspondance qui a un polyndéme unitaire
Q) de degré k associe I’élément homogene de degré k en (a,b), unitaire en a
défini par P :=b*.Q(b~ .a). On a en fait un isomorphisme

cp:Ck—>Ck

donné par oA, -+, A) =M +Ek—1,--- ;N\ +k—k) qui est équivariant quand
on fait agir & au départ par 'action usuelle et a I'arrivée par I'action tordue.

La proposition qui suit donne une autre fagon de voir cette action tordue et I’équivariance
décrite ci-dessus.

Proposition 2.0.3 Soient py,---,px  des nombres complezes deuzr a deur dis-
tincts. Alors on a l’égalité suivante entre idéauz a gauche de l’algébre A :

Ny Ao —pjb) = A(a— (u + k= 1).b) -+ (a — (u + k — k).b). (*)

La démonstration utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.0.4 Soient A\ # p  deuzx nombres complexes distincts et soit x € A.
Alors x.(a — A.b) € A.(a — p.b) si et seulement si x € A.(a — (u+ 1).b).



PREUVE. En utilisant I'automorphisme unitaire de la C—algebre A qui envoie
a sur a— pu.b et b sur b, on se ramene au cas ou A # pu = 0.

L’égalité (a—b).(a—A.b) = (a— (A—1).b).a montre que la condition x € A.(a—b)
implique bien z.(a — \.b) € A.a.

Réciproquement, supposons que z.(a — \.b) = t.a. Ecrivons z = z.(a—b)+r avec
r € C[[b]]. On obtient alors

z.(a —A.b) = z.(a —b).(a — A\.b) +r.(a — \b) =t.a

ce qui donne A.1.b € A.a. Comme X #0 on en conclut que =0 ce qui prouve
l'assertion x € A.(a —b). |

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.0.3. L’inclusion O de I’énoncé résulte immédiatement
de l'invariance du produit considéré dans le second membre de (*) par I’action tor-
due de &j. Montrons I'inclusion opposée par récurrence sur k. Le cas k=1 étant
clair, supposons 'assertion montrée pour k—12> 1.

Soit donc = € ﬂle(/i.(a — 1;.b)). Ecrivons 2 = y.(a — p.b). On a alors pour
chaque j € [1,k—1] y.(a— u.b) € A.(a — p;.b).

De plus I'hypotheése que les p; sont deux a deux distincts pemet d’appliquer le
lemme pour chaque j € [1,k — 1], ce qui donne que y € ﬂ?;llfl.(a — p;.b).
Alors 'hypothese de récurrence permet de conclure. |

Terminons ce paragraphe en montrant que tout (a,b)-module régulier contient un
sous-module monogene qui est de codimension finie.

Lemme 2.0.5 Pour tout (a,b)-module régulier E il existe x € E tel que le
sous-(a,b)-module monogéne A.x de E soit de codimension finie dans E.

PREUVE. Montrons ce résultat par récurrence sur k, le rang de FE. Le cas du
rang 1 étant évident, supposons I'assertion montrée en rang k — 1, avec k> 2 et
montrons-1a au rang k. Considérons une suite exacte de (a,b)-modulesf]

0—-E, —-ESF—0

ot E est derang k, et soit y € F tel que A.y soit de codimension finie dans
F. Soit xy € E vérifiant m(x¢) = y. Nous allons considérer deux cas.

PREMIER CAS : Axg N Ey # {0}. 1l existe alors un entier v > 0 tel que
A.xg N Ey = b".Ey. On a alors la suite exacte de (a,b)-modules

0—W.E\x— Azyg— Ay —0

qui montre que le rang de Ay est égale a k. Ce qui permet de conclure.

3une telle suite existe d’apres [B.93] prop.2.2.



SECOND cAS : A.xgN Ey, = {0}. Soit P € A le polynéme unitaire en a qui
engendre 'annulateur & gauche dans A de 'élément z, € E. Montrons qu’il existe
un entier v > 0 tel que P.0".ey #0 ou e, dénote un générateur standard de FE)
(donc vérifiant a.ey = A.b.ey). Chaque entier v tel que P.b”.ey = 0 définit un
morphisme (a,b)-linéaire

o, AJAP — E,
en posant ¢, (1) := 0”.ey. De plus, pour des entiers vy, -+, vy deux a deux dis-
tincts, on obtient ainsi des éléments C—linéairement indépendants dans Hom A(A / A.P,E))
puisque I'image de ¢, est égale a b”.F\. Comme 'espace vectoriel Hom A(/l / A.P, E))
est de dimension finie d’apres [B.95] (corollaire du th. 1 ter), on en conclut qu’il
n’existe qu'un nombre fini d’entiers v vérifiant P.0".ey, = 0, ce qui prouve notre
assertion.

Fixons alors v tel que P.b".ey # 0 et posons x; := x9 + b”.e). On a alors
m(x1) =y et Az NE\#{0} puisque P.x; = Pb’.e\ € E\\ {0}. Nous sommes
donc ramené au premier cas, quitte a choisir x; a la place de zy. |

3 Les théorémes de structure.

3.1 Préambule.

Définition 3.1.1 On dira qu’un (a, b)—module~E est monogene s’il est isomorphe
comme A—module a gauche a un quotient A/I ou I estun idéal a gauche de

A. O

Rappelons qu'un (a,b)-module est, par définition un A—module & gauche qui est
libre et de type fini sur la sous-algébre C[[b]]. Donc tout idéal & gauche de A ne
donnera pas un (a,b)-module, mais quand c’est le cas il est nécessairement monogene.
Le théoreme caractérisera les idéaux qui conviennent.

EXEMPLE. Soit E un (ab)-module et soit e € E. Alors Ae C E est un
(a,b)-module monogene, puisque C[[b]] est noethérien et E sans b—torsion. Si [
est Pannulateur de e dans F, on a un isomorphisme ”évident” de A—modules &
gauche ¢ : jl/[ — A.e défini en posant (1) = e.

Lemme 3.1.2 Soit E wun (a,b)-module de rang k. On suppose que E est local,
c’est a dire qu’il existe N € N tel que a.E C b.E. Alors les propriétés suivantes
pour un élément xr € E sont équivalentes

1) x estun générateur de E comme A—module.

2) {x,a.x,- -, a*L.a} induit une C—base de E/b.E.
3) {x,a.x,--- aF"La} est C[[b]]—base de E.

4) x engendre le C—espace vectoriel E/a.E +b.E.



PREUVE. Montrons que 1) < 2). Si z est un générateur de F, il engendre
E/b.E comme Cla]—module. Comme FE est local, I'action de a sur E/b.E
est nilpotente, donc 2) est vérifiée. Réciproquement supposons 2) vérifiée. Pour
y € FE construisons par récurrence une suite de polynémes P, de degrés <k —1
tels que 'on ait y — E?:o V.Pj(a).x € b"".E. Pour construire P,;; posons
y—> 5o V.Pja).x ="z, et éerivons, grace a 2)
k—1
Zp = Z \.al.x + b.zpy1.
h=0

k-1
Posons P,i1(a) := >, _, Ap.a". On aura alors

n+1

y— Z V.Pi(a).x =b""22,,,.
=0

En posant alors u = > 2 b.Pj(a) € A, on obtient y = u.x puisque FE est
complet pour la topologie b—adique.

Les assertions 2) = 3) et 3) = 4) sont faciles et laissées au lecteur.

Montrons 4) = 2). Soit k minimal tel que a*.E C b.E. Si y € E construisons

par récurrence les nombres complexes A, ---, A\p_1 tels que
h
Yy — Z Aj.ol.x € a1V E+b.E.
5=0
Si A1, ---, A\, sont construits, posons

h
Yy — Z )\j.aj.:c =a"z b€
=0

et écrivons z = A\p41.7 + a.t + b.v grace a notre hypothese. Alors on aura

h+1
Yy — Z )\j.aj.:p cd"?E+0b.E
5=0
ce qui fait avancer la récurrence.
On aura donc y — Zf;é \j.al.x € b.E, ce qui montre que x,a.z,- - ,alx est un
systeme générateur de E/b.E. On a donc prouvé 2). |

REMARQUE. Le fait qu’il existe x € E vérifiant la condition 1), c’est a dire le fait
d’étre monogene, équivaut donc, pour un (a,b)-module local, au fait que l’espace
vectoriel E/a.E + b.E soit de dimension 1, c’est a dire a l'existence d'un x € E
vérifiant la condition 4). O

Corollaire 3.1.3 Soit E wun (a,b)-module monogéne local de rang k et soit F
un sous-(a,b)-module normal de rang k—1 de E; soit x un générateur de E, \
un nombre compleze et soit £ € a*>.E +a.b.E+b.E. Si y:=(a—\b).x+{€F
alors y est un générateur de F'.



PREUVE. Comme F' est normal dans F, 'application évidente F/b.F — E/b.E
est injective. Donc le fait que a soit nilpotent sur F/b.E impose la méme condition
sur F/b.F, ce qui montre que F' est local.

Pour prouver que F est monogene, remarquons que, comme F est normal dans
E, F/b.F est un hyperplan de E/b.E. Comme on a y — a.x € a>.FE + b.E, on
obtient pour chaque h € [0,k — 2] :

k—h—1
a'y ="+ Z )\j7h.aj+h.:p modulo b.F
j=2
ce qui montre que ¥y,a.y,---,af 2y est un systéme libre de F/b.F et donc une
base. On conclut grace a I'implication 2) = 1) du lemme précédent appliquée a
F. |

Proposition 3.1.4 (Isomorphisme) Soit E un (a,b)-module monogéne régulier
et sotent x et y deux générateurs de E d’annulateurs respectifs I et J dans
A. Alors il existe u,v € A vérifiant les propriétés suivantes :

l—vued et I:{BEA/ﬁ.uEJ}. (@)
l—uwvel et J:{ozEfl/oz.vel}. (@)

Réciproqguement, si fl/] et .[l/J sont des (a,b)-modules monogenes réguliers
isomorphes s’il existe u,v € A vérifiant la condition (Q).

PREUVE. Comme 2 et y sont des générateurs de F, il existe w,v € A tels
que l'on ait x =u.y et y=ov.x dans E. On en déduit que 1 —uv € I et que
1 —wvu e J. De plus on a pour 8 € A Déquivalence entre .z =0 et Suy=0
c’est a dire la seconde égalité de (@). Celle de (@Q') est analogue.
Réciproquement, si I'on suppose que (@) est vérifiée, définissons I'application
A—linéaire & gauche
Y A— A / J

en posant (1) := u. Alors le noyau de ¢ est 'ensemble des [ € A tels que
B € J. Cest donc exactement I. Donc ¢ induit une injection A—linéaire
(LN fl/] — /l/J Mais comme ¢(v) = vu = 1 modulo J, 'application ¢ est
surjective et 1 est un isomorphisme de A—modules. [

REMARQUE. On montrera plus loin (voir 'exemple qui suit le corollaire ??7) qu’il
est possible que I et J vérifient (@) sans que les éléments u et v soient des

inversibles de A. O

10



3.2 Le premier théoreme de structure.

Théoréme 3.2.1 Soit I wun idéal & gauche de A. Alors le quotient jl/[ est un
(a,b)-module régulier de rang k si et seulement si l'idéal I est principal et admet

un générateur de la forme
r=P+V.R

otv P € A est un élément homogéne de degré k en (a,b), unitaire en a et ou
Re A est un polynome en a de degré au plus k — 1, & coefficients dans C[[b]],
de valuation en (a,b) supérieur ou égale a k — 1.

Dans ces conditions, ’élément P+ 0. R est unique et ne dépend que de l'idéal T
de A.

De plus, on a l’égalité dans A

(=b)*.Bp(—bta)=P (@)

ot Bg désigne le polynome de Bernstein du (a,b)-module régulier E := fl/] Ceci
montre que P € A ne dépend que de la classe d’isomorphisme de E.

REMARQUE. Un (a,b)-module E est un A—module & gauche. Mais si 'on suppose
que E est régulier (ou méme seulement local, c’est a dire qu'il existe N tel que
aV.E C b.E), il est complet pour la filtration a—adique et c’est naturellement un
module a gauche sur 'algebre

A:={)" S.(a)b", S, € C[[a]]}

qui est la completion a—adique de A. .
Un isomorphisme de (a,b)-modules réguliers est un isomorphisme de A—modules &
gauche et c’est alors nécessairement un isomorphisme de A—modules a gauche. [

DEMONSTRATION. Nous allons commencer par montrer par récurrence sur le rang
k> 1 du (a,b)-module monogene régulier E 'assertion suivante :

e pour tout générateur x de F il existe des nombres complexes Aj,---, A\
et des éléments Ty,---,T; de C[[b]] vérifiant T;(0) =1 Vj € [1,k] tels
que l'on ait

[(@ = X.b).Th.(a — X.b).To -+ (a— \.b).Ty].x =0
dans F.

Supposons 'assertion montrée en rang k — 1. Considérons alors une suite exacte

0—-F—=E5SE,—0 (1)
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ou FE) désigne le (a,b)-module de rang 1 (régulier monogene) A/A(a —Ab).
Le théoreme d’existence des suites de Jordan-Holder pour les (a,b)-modules réguliers
(voir [B.93]) assure de l'existence d’une telle suite exacte. Alors le (a,b)-module F
est régulier de rang k—1. Comme = est un générateur de F, m(z) est un générateur
de FE) et peut donc étre écrit w(x) = Sp.en ou Sy € C[[b]] vérifie Si(0) =1
quitte a normaliser le générateur standard e, de E) vérifiant (a — \.b).ey = 0.
Pour faire avancer notre récurrence il nous suffit alors de montrer que 1’élément

y = (a—\.b).S; .z est un générateur (sur A) de F. D’abord c’est bien un élément
de F = Kerm par définition de Si. Alors il résulte du lemme que y est un
générateur de F.

Notre assertion est donc démontrée en posant T} := S, L

Notons @ := (a—A1.b).Th.(a—X3.b). Ty - - - (a—\i.b).T}, et considérons le A—module
G = A/ A.Q. On a une application A—linéaire & gauche surjective

p:G—F

définie en posant (1) = = puisque, par construction, on a @Q.z = 0 dans F.
Comme T7'---T, k_l.Q est un polynome unitaire en a de degré k et de valuation
k en (a,b), G est un C[[b]]—module libre de rang k (de base 1,a,---,a""1).
L’application surjective ¢ est donc un isomorphisme. On en conclut que tout idéal
a gauche I de A tel que F := /{/ I soit un (a,b)-module régulier est bien
principal avec un générateur x = P + b>.R de la forme annoncée.

Montrons la réciproque. On suppose donc que [ = Az avec z = P+b2.R comme
dans I’énoncé. Soit y € A et écrivons

y=>»_ b"Y.(a)

n>0

oules Y, sont dans C[z]. Posons alors Y, = Z,.P + R, pour chaque n > 0, ou
Zn, R, sont dans C[[b]][a] et deg,(R,) <k — 1. On aura alors

y=(>"0"2,) P+ V"R,

n>0 n>0
Ceci montre que 'application C][b]]—linéaire
¥ Clp]f — A/ Ax

définie par (Sp, -+, Sk-1) = [Zf;é S;.a’] est surjective.
Montrons qu’elle est également injective. Supposons donc que

N
—

S;.a’ = T.(P+b.R).

<.
Il
o



Le cas T'=0 étant immédiat, supposons que 7' # 0. Alors on peut écrire

T = bN.Tl + bN+1.T2 ou T1 €~(C[a]~\ {O} et T2 € A
En raisonnant modulo vV 1. A = A.bV*! on obtient que
k-1
Z Sj7N.aj = bN.Tl(a).ak

J=0

ol S;y désigne la classe de S; dans C[[b] /6" T.C[[b]]. On en déduit que I'on a

Ty = 0. Contradiction. Donc 1) est injective.

Le quotient fl/ftx est donc libre de rang &k sur C[[b]]. C’est donc un (a,b)-

module. Montrons qu’il est régulier.

Pour cela, montrons que les b7.a/ pour j € [0,k — 1] engendrent (comme
C[[b]]—module) le saturé E* de E par b l.a dans E[b~!]. Il suffit, en fait, de

montrer que l'on a
k—1

b *d" E C Z b .4l .E.
j=0

Ceci signifie que nous devons montrer 'inclusion

e
—

bk ak A C b A+b % Ax.

<
Il
o

Comme on a vu que A = Imy + Az il suffit de voir que 'on a

ak.(z_:(:[[b]].aj) C z_: VI ad A+ A,

Ceci va résulter de 'assertion suivante :
k-1
Pour tout h>0 ona  C[b]].a"™ C Z b9 a2 Cl[b)] + Az

j=o

qui est clairement équivalente a
k-1 )
Pour tout h >0 ona  C[[b]].a"™ C Z Cl[p]] b .a?. + Az
j=o
Prouvons (@@bis) par récurrence sur h > 0. Pour h =0 on obtient
k-1 )
Cl[p)].a* <> Clpll.b*7.a? + Ax
j=o

en écrivant x sous la forme

(Q@bis)



ou l'on a posé

E"‘?‘
—_
‘R‘
—_

P:=d" + S;(0).6"7 .0’ et R= A A

<
Il

o
<
Il

o

Supposons (@Q@bis) montrée pour h < hg. Alors on a
C[[p]].a* o+t ¢ a.C[[b k+h0+z C[[b]).b" 7 .o’ + Az

en utilisant le fait que C[[b]].a C a.C[[b]] + C|[[b]] et I'hypothese de récurrence.
Celle-ci donne alors :

C[[p]].a* Mo+t a.i C[[p]].b" 7 .a? +Z C[p]].b" 7.0’ + A.z.

j=o

On a

T
L

a.y  C[p).0" 7.6l Z bJ.0* .0l + ClIbl.a® € ) Clb]]b ) + A

J

o

en utilisant le cas h = 0 démontré plus haut. Ceci acheve la preuve de la régularité

de FE.

Si maintenant on suppose que 'on a un autre générateur y = P, + b>.R; de I
tel que Py soit homogene en (a,b) de degré k = rg(F), unitaire en a et R; de
valuation >k —1 en (a,b) et de degré < k—1 en a, montrons que P = P, et
R=R,.

On a un élément inversible u € A vérifiant z = u.y. Comme les inversibles de A
sont de la forme A+ b.& ot A e C* et & € A, on obtient, en supposant u # 1
une égalité

P+b.R=(1+b"Q(a) +b™n).(P, +b*.Ry)

ou A=1 car P et P; sont unitaires en a de degré k, et ou m > 1 est maximal
tel que uw—1 € b™ A. En regardant cette égalité modulo b™*'..A on obtient
P =P et deg,(0™.Q(a).P) < k—1 cequiimplique Q(a) = 0, contredisant le
choix de m. Onadonc u=1 et x=y.

Montrons maintenant que les (b~'.a)?,j € [0,k — 1], ou ce qui est équivalent, que
les b7.a’,j € [0,k — 1], forment une base de E*/b.E*. Comme on sait déja que
c’est un systeme générateur, il suffit de prouver que c’est un systeme libre. Mais
comme on sait déja que le rang de E est égal & k, le rang de E* est aussi égal & k
et c’est nécessairement une base. On en déduit que le polynéme caractéristique de
—b~l.a agissant sur E* / b.E* est son polynome minimal. La relation (@) résulte
alors de 1'égalité dans E[b™!]

O=b*z=b*P+0b*2R
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en tenant compte du fait que P est homogene de degré k en (a,b), unitaire en a
et que la valuation en (a,b) de R est au moins égale a k — 1, alors que son degré
en a est auplus k£ —1. [

3.3 Elément de Bernstein et autres invariants.

Définition 3.3.1 (Elément de Bernstein) Soit E un (a,b)-module monogéne
régulier de rang k, nous appellerons élément de Bernstein de FE, que nous
noterons Pg € A, 1’élément homogéne en (a,b) de degré k, unitaire en a, défini

dans le théoréme F-2. Pour I idéal d gauche de A tel que E := .A/I soit

un (a,b)-module régulier, I’élément xz; = Pg + V.R; € A sera appelé ’élément
caractérisitique de 1. O

Le lien entre les suites de Jordan-Holdér de E régulier monogene et 1’élément de
Bernstein de E est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2 Soit E un (a,b)-module monogéne régulier de rang k et soit
O=FFCFH C---CF.=F

une suite de Jordan-Holder de E. Posons Fj/Fj_l ~ B\, pour j € [l,k]

Alors on a Pp = (a— A\.b)(a — A2) -+ (a — A\g.b).

Considérons une autre suite de Jordan-Hélder Fj de E et posons F;/ij_l ~ Eop..
Alors (p1, -+, k) € CE sera dans Uorbite tordue de (M\y, -+, \) sous laction de

Sy

REMARQUE. On notera que dans la situation du corollaire ci-dessus le polynome
de Bernstein de E est donné par

Bepz)=(z+M+k—1)(x+X+k—2) - (z+ \).
En particulier —\; est une racine du polynome de Bernstein de FE. O]
Lemme 3.3.3 (Complément) Soit E ~ A/[ un (a,b)-module monogene régulier.
Notons x; = Pg + V*.R; [élément caractéristique de I. La partie homogéne

V>.Ry_1 en (a,b) de degré k+1 de b*.Rr ne dépend, modulo C.[Pg,b|+C.[Pg,al,

que de la classe d’isomorphisme du (a,b)-module E.

On notera que les commutateurs [P, a],[P,b] sont bien homogenes de degré k + 1
en (a,b) et de la forme 02T ol T est homogene de degré k —1 en (ab).
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PREUVE. Grace a la proposition B.I.4 ceci revient a montrer, en posant P := Ppg,
qu'une égalité
u.(P+b*.R) = (P+b*.5)v (E)

ott u,v sont des éléments de A qui sont égaux & 1 modulo Ab+ Aa et R,S
des polynémes en a de degré < k —1 et de valuation en (a,b) au moins égale a
k—1, implique b*. R —0?.Sx_1 € C.[P,a]+C.[P,b] ou Ry, et Sp_; désignent
les parties homogenes en (a,b) de degré k—1 de R et S respectivement.
Comme P est unitaire en a on peut supposer que u =1+ Ab+ N.a+ & et
v=14pb+p.a+n avec A\, € C et & n dans lidéal bilatere 2A+b.a A+ A.a?.
Alors la partie homogene de degré k+ 1 de I'égalité (E) donne

ANb.P+N.a.P+0* Ry, = puPb+ ' .a.P+b*.S,_;

ceci implique X = g/, puis A = pu et donc b*.Ry_1 —b*.S,_1 € C.[P,a]+ C.[P,b].1

Corollaire 3.3.4 Tout (a,b)-module monogeéne régulier E de rang k est isomor-
phe a un quotient A/A.ZL‘ ou l'élément x de A est de la forme

avec S un polynome en a de degré < k —1 et de valuation >k —2 en (a,b).
Dans le choix d’un tel x, la partie homogéne Si_o de degré k —2 de S ne
dépend que de la classe d’isomorphisme de E modulo C.[Pg,(a.a+b], ot o€ C
est tel que deg,([Pg, (a.a +b)] < k —2.

PREUVE. Le fait que Sip_s ne dépende que de la classe d’isomorphisme de FE
résulte du lemme précédent, puisque I'on a b.Pg — Pp.b = b%.k.a* ' + Q avec
deg.(Q) < k — 2. 1l nous reste & montrer que tout E est bien isomorphe a un tel
quotient. Soit déja y = Pp + b* R tel que E ~ fl/fly Soit p € C le coefficient
de @' dans la partie homogene de degré k —1 de R, et posons A\ = —E.
Définissons = (1 + A.b).y.(1 4+ A.b)~%. Alors on a un isomorphisme A—linéaire a
gauche :

Q: fl//{y — fl/.jx

défini par o(z) = 2.(1 + A.b)~'. Comme les idéaux Az et Ay.(1+ \b)~! sont
égaux, ¢ est bien un isomorphisme. Mais on a

v =(1+\b).(Pp + b*.R).(1+ \b)!

et on constate facilement que le coefficient de b%.a*! vaut k) + pu = 0, ce qui
prouve que x = Pr +b%.S avec S un polynéome de degré <k —1 en a et de

valuation >k —2 en (a,b). |
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EXEMPLES.

1. Pour P = a*—a.ab+(.b* on vérifie facilement que [P, a] et [P.b] engendrent
I'espace vectoriel C.a.b>+C.b* siona 43 # a.(a+2). Dans ce cas Uinvariant
Sp du corollaire précédent disparait.

2. Si on considére, pour € C lidéal & gauche de A engendré par a®+ 3.b°,
on trouve la famille de (a,b)-modules de rang 2 qui sont notés Ej(a) dans la
classification de la proposition 2.4 de [B.93] (avec A =n = 1). Montrons que
I'invariant donné par le corollaire ci-dessus (égal & [3) coincide avec I'invariant
a de la classification :

Par définition E)o(a) admet une C[[b]]—base ej,es dans laquelle on a

a.e; = (1+a.b)ey et a.eg =0.

Donc I'élément e, engendre ce A—module monogene (régulier) et il est annulé
par
r:=a.(1+ab) la.

En fait il est plus pratique de considérer (1 + a.b)™'.e; comme générateur,
car il est annulé par y := z.(1+a.b) = a.(1 +a.b) " .a.(1+ a.b). Comme on a

(14 a.b) ta.(1 4+ a.b) = a+ a.b* +b>.¢(b)

olt p € C|[[b]], Pannulateur du générateur (1 + a.b)"l.e; est I'idéal engendré
par 1’élément
y = a® + a.ab® 4 ab®.o(b).

Comme Pgr = a®> et que [a* a] = 0,[a? b] = 2a.b*> — 20, Vinvariant Sy
donné par le corollaire est le coefficient de 0* dans a.a.b®> — §.[a% 0] = a.b’.
Donc le corollaire et la classification des (a,b)-modules réguliers de rang 2 nous
donnent 1’égalité annoncée.

A titre d’exercice sur les équations différentielles, le lecteur pourra déterminer,
dans la présentation du (a,b)-module A/A.(QQ + a.b®) sous la forme d’une
C[[b]]—base e, ey vérifiant a.e; = ey, a.eq = —a.bd.e; des éléments S, T €
C[[b]], T(0) =1 tels que I’élément

c:=Se +T.ey

satisfasse a.e =0 (on sait a priori qu'il existe et qu'il est unique). 0

3.4 Le second théoréme de structure.

Théoréme 3.4.1 Soit E wun (a,b)-module monogéne régulier de rang k. Soit
0C F, C---F,=FE une suite de Jordan-Holder de E et posons Fj/Fj_l ~ Fj,
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pour j € [1,k]. Alors il existe Sy,---,S,-1 € C[b] wvérifiant S;(0) =1 Vj, tels
que E soit isomorphe a .A/A.H o

= (a— Ab).Sit(a— Ad).Syt o (@ — MeerD).Slya(a — Apb) (%)

Si Uon suppose que pour chaque j € [1,k—1] ona A\ € X\jx1 —N alors on peut
choisir les polynomes S; wvérifiant de plus deg(S;) <k —j — 1.

Dans le cas général, posons mj = sup{\, — \j,h € [j + 1,k]/ Xy — A; € N} si cet
ensemble est non vide, et m; == —1 sinon.

Alors on peut choisir S; de degré < k —j+ m;.

La démonstration du théoreme utilisera le lemme suivant.

Lemme 3.4.2 Soit E un (a,b)-module et soit © : E — E, wun morphisme

surjectif. Sotent Ai,---, )\, des nombres complexes, et soient Ty,--- Ty des
inversibles de CI[b]].

Notons ji,---,jn les éléments de [1,k] pour lesquels on a p € \j, —N. Posons
p=2X, —my ==X\, —my, et m:=supl_{m;} et m:=—1 s%l nexiste

aucun j tel que p € X — N. Alors l'image de l'application induite par w
e ((a —A.0).Th.(a— Aab) - T y.(a — )\k.b).Tk> (E) — E,

contient bFtm+1 E,.

Dans le cas ot p & \;—N Vj € [1,k] alors l'image de w

" est exactement bk.Eﬂ.

PREUVE. Commencgons par montrer le résultat dans le cas ot £ = FE,, et m = Id.
Remarquons qu’il suffit de démontrer ce lemme pour 77 = --- =T}, = 1 puisque
l'ona T.W.E=V.FE pourtout j >0 ettout T € C[[b]] inversible.

On a, pour chaque entier 7 > 0 la relation

(a—A.b) - (a—M.b).b) =0 .(a— (N —5).b) - (a— (\p — 5).b)
ce qui donne quand a.e, = p.b.e, :
(a—Apb) - (a—Apb)be, = (=M +7) - (u— e+ 7). e,
Doncsi j > m+1, onaura (a—X.b)- - (a—A.b)(E,) D b*.e, et donc l'inclusion
VT E,) C (a— Apb) - (a— Mb)(EL).

Dans le cas ot pu ¢ A\; — N Vj € [1,k] ce raisonnement donne immédiatement

(a—Ab) - (a— \e.b)(E,) = 0.,

Dans le cas général la surjectivité de I'application 7’ induite par 7 est conséquence
immédiate du carré commutatif suivant, de la surjectivité de 7 et des deux fleches
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verticales

E———FE,

Lok

!

ot 'on a posé u = (a — A.b).Ty.(a — A\p.b) - - - Th_y.(a — M\p.b). T, € A. |

DEMONSTRATION DU THEOREME. Notons ; la projection F; — Fj/F;_ ~ By,
pour j € [1,k]. Comme 7 est surjective, on peut choisir un générateur zj de
E de sorte que () soit un générateur (sur A ) ey de E, vérifiant
(@ — A\p.b).en, = 0. Alors on aura 2z, = (a — A\g.b).xy, € Fi_1 et qui sera un
générateur (sur A ) de Fj_; grace au lemme BT.2

Montrons par récurrence descendante sur j € [1,k] que l'on peut trouver les
polynomes 1= Sy, ---,S;,---,5 et deséléments §; € F;,Vj e [1,k—1] tels que
les éléments x; 1= x5 — ZZ;; &, soient des générateurs de E et que pour chaque
j€[l,k—1] (avec la convention my = 0) I'élément

zj = (a - >\j+1.b) S ! 51;11(a - )\k.b).ZL'j+1

G+

soit un générateur de [; et que l'on ait
deg(S;) <k —j+m;.

Comme S, =1 et xz, ont été construits, supposons que Sg,---,S;41 ainsi que
Ty, -+ ,T;41 construits et construisons S; et &;. Alors z; est un générateur de
F; par hypothese. Posons 7;(z;) = T.ey; ou T € C[[b]] et oli 'on peut supposer
T'(0) = 1, quitte & normaliser convenablement le générateur standard ey, de Ej,
vérifiant a.ey;, = Aj.b.ey;, puisque 7; est surjective et que z; est un générateur
de Fj.

Utilisons maintenant le lemme qui nous donne l'inclusion
I By C i@ — A b).S5 (@ — Aja.b) ST - S (o — A b) (F))].

Posons alors T' = Ty +b*=+m+1 Ty ou Ty est un polynome de degré < k—j+m;
vérifiant T3(0) = 1. Posons S; :=T;
Soit & € F; tel que

mi((a = Aj41.b). SJ+1 (a — >‘j+2-b)-5j_+12 St (a = Ad)(§) = bk_j+mj+1-T2-eAj'

Alors on aura

(@ = Aj1:0)-853 (@ = Ajya.b).Sily - St (a = M) (w40 — &) = Theey,

et donc
135700 = Agarb)-S k(@ = Agy2:b). S5y -+ Sity(a = Aeb) (@i — &) = e,
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ce qui montre que I'élément
zj-1:= (a = X;.0).57 (@ = Aj1b).Si(a = Ajya.b) - Sty (a = Aeb) (21 — &)

est dans Kerm; = F;_;. Comme F; C 4y Ca.E+b.E, xj:=x;41 —¢&; est bien
un générateur de FE. On a donc prouvé le pas de récurrence.

L’assertion du théoreme en découle facilement puisque le morphisme surjectif

fl/ AIl — E entre deux (a,b)-modules de méme rang est nécessairement un iso-
morphisme. ]

REMARQUE. Si on part d'un (a,b)-module monogeéne régulier E qui possede un
générateur e dont 'annulateur est l'idéal Al ot I € A est donné par 'équation
(**), les Sy,---,Sk_1 étant des inversibles de C[[b]], on peut modifier le choix du
générateur de maniére que son annulateur soit 'idéal A.IT", ot II' est encore donné
par une équation (**) avec maintenant des S; dans C[b] vérifiant S;(0) =1 et
deg(S;) < k—j+m,.

Ceci résulte immédiatement de la démonstration du théoreme.

On prendra garde que 'on ne change pas la suite ordonnée (A, , ;) dans cette
opération.

En particulier la suite de Jordan-Holdér considérée 0 C F} C --- C Fy, = E ne
change pas. Le changement éventuel de suite de Jordan-Holdér sera examiné au
paragraphe suivant (voir la proposition et le corollaire qui la suit). O

Corollaire 3.4.3 Soit FE = fl/] un (a,b)-module monogéne régulier de rang k.
Il existe des éléments 6y,--- 0, € C[[b]] tels que l'on ait

xr = Pp+ V. Ry = (a—b.0,(b) - (a — b.0,(b)).

On remarquera que dans la situation du corollaire ci-dessus on a

Py = (a—0,(0).0) - (a— 0,,(0).b).

PREUVE. Appliquons le théoreme précédent et posons 7; :=.S;---Sk_;. Comme
on a pour S € C[[b] inversible et A € C lidentité

S.(a—\b).S™'=a—b.0(b)
o O(b) =\+b.5".57! on aura

Ty 10 =Ty.(a — \.b). Ty W Ty (a — Mg b). Ty P Ty - - Th oy (@ — Mp_1.b). T, .(a — Ap.b)
= (a—b.6: (b)) (a — b.O(D))

ce qui permet de conclure. ]
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REMARQUE. Quand on choisit un isomorphisme E ~ A / Az avec = Pp+b3.8,
la factorisation du corollaire précédent se fera avec la condition

> 65(0) =0.

Proposition 3.4.4 Soit E un (a,b)-module monogene régulier et soit
0—F—-F—-G—0

une suite ervacte de (a,b)-modules. Alors F' et G sont monogenes réguliers et on
a 'égalité dans A
Py = Pp.Pg.

On en déduit que le polynome de Bernstein de E est donné par la formule :
Bg(x) = Bp(z — rgg).Ba(x).

PREUVE. Notons 7 : E — G la surjection A—linéaire & gauche de la suite exacte
de Iénoncé. Soit e € E un générateur de E. Alors m(e) est un générateur
de G qui est donc monogene régulierf] Notons ) D'élément caractéristique de
I'annulateur de 7(e) dans G. Alors la forme initiale en (a,b) de @ est Pg.
Montrons que @Q.e est un générateur de F. En effet si y € F' écrivons y = .e
ot £€ A Ona n(y)=¢&m(e)=0 et donc & =n.Q. Ceci montre que y =1.Q.e
et donc que Q.e engendre F. Soit R 1’élément caractéristique de son annulateur.
On a donc Pr qui est la forme initiale en (a,b) de R. On a R.Q.e = 0 et
si P est ’élement caractéristique de 'annulateur de e dans FE, on aura donc
RQ = u.P avec u € A. Mais les degrés des formes initiales de P, Q, R sont
respectivement rg(E),rg(G),rg(F) avec rg(E) = rg(F) + rg(G) et elles sont
unitaires de ces degrés en a. Ceci montre que la forme initiale de u vaut 1 et
que I'on a Pg = Pp.Pg.

On obtient alors

b"9E) pp = b*rg(G).[b*rg(F).pF]_brg(G).b*rg(G)_pG

et on conclut grace a l'identité b7.b~'.abl =bta—j VjcZ. [ |
On notera que quand G est de rang 1, on aura G ~ E, et Bg(x) =z + A. On
retrouve ainsi la remarque qui suit le corollaire B.3.2.

4Pour l'assertion 7 E régulier implique F et G réguliers”, voir [B.93].
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3.5 Changement de suite de Jordan-Holder.

Commencons par un lemme qui permettra dans presque tous les cas de permuter
deux facteurs consécutifs.

Lemme 3.5.1 Soient A\, p deux nombres complexes distincts et posons

b= AX—pu #0. Soit S e C[[p]] wvérifiant S(0) = 1 et supposons que si
§€N* ona Ss=0; soit UeCIb]] l'unique solution de I'équation différentielle
b.U = 6.(U—S) wvérifiant U(0) = 1 et ne présentant pas le terme b° dans son
développement quand & € N*, alors on a Uidentité suivante dans Ualgébre A

(a—pb).S ' (a—(AN=1).0)=U"(a—AD)US U (a— (u—1)b).U" (@)

PREUVE. Remarquons déja que U est donné, en posant S := ZZSS Sy,.b", par

+
3

i
o

En multipliant & droite et a gauche par U il s’agit de calculer
Ula—pb).S™ .(a — (\—1).b).U.
Comme on a a.U =U.a+ .U et b.U =4.(U—S) cela donne
Ula—pb).S (a—(A=1).b).U =
= ((a — p.b).U —6.b.(U — 8)).S . (U(a — (A —1).b) +6.b.(U - 9))
= ((a —A\b).US™ +6.b)(U.(a— (u—1).b) — 0.b.9)
= (a—Ab)U.S U.(a— (u—1).b) — (a — \.b).6.b.U+
§.0.U.(a — (u—1).b) — 6208
= (a— Ab)U.S™ .U.(a— (n—1).b)+
+ X862 U — a.0.b.U +6.b.U.a — 0.(u—1).b°.U — 6265

et on conclut, en utilisant les égalités

a.(b.U) — (b.U).a = b*.(b.U)" et
S02.(0.U) = 820U — 62125 + 6.0°.U

que Vélément € := X\.6.02.U — a.0.b.U +6.b.U.a — 0.(n—1).02.U — 62.0%.S de A est

nul : en effet on obtient, en utilisant la relation A\ —pu =14 :

£=8202U 4+ 6.62.U — (202U — 82.0°.S + 6.0°.U) — 62.b°.5 = 0. u

®0On a noté Ss le coefficient de b° dans la série S € C[[b]].
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REMARQUES.

i) Si S est un polynoéme en b de degré d on notera que U est alors également
un polynome en b de degré d.

ii) On peut renverser le processus car I’équation différentielle b.U" = §.(U — 9)
donne, pour V:i=U"1 et ¥:=S.U 2% que V est solution de 'équation
b.V' = —0.(V = X) et vérifie V(0) = 1. On notera que le fait qu'il existe
une solution V' € CJ[[b]] implique que pour § € —N* on a nécessairement
Y.s=0! U

Proposition 3.5.2 Considérons l’élément
P =Syt (a— Ab).ST (a — Ag).Sy - (a— Ap_1.b).S Y (@ — A\.b).S;

de A oules Sp,---,Sp sont dans C[[b]] et vérifient S;(0) =1 Vj € [0,k],

les N\;,j € [1,k] étant des nombres complexes arbitraires. Notons (1, -, ) un
élément de lorbite tordue de (Ay,- -+, \g) vérifiant
R(pr) +1 < R(p2) +2< -+ < R(w) + k- (@)

Alors il existe des éléments Ty, T, -+, T, dans C[[b]] wvérifiant T;(0) =1 pour
tout j € [0,k] et

P=Ty"(a— pu.b). Ty (a— po) Tyt -+ (@ — pp—1.0). T Y (a — pe.b). T

REMARQUE. La preuve de la proposition montrera qu’il existe toujours un élément
de Dorbite tordue de (Aq,---, ;) vérifiant la condition (@). Elle montrera méme
qu'un tel élément est unique quand les nombres Aq,---, Ax sont réels. O

PREUVE. D’apres le lemme précédent B.5.], si on a un produit de la forme

(@ —p.b).S 7 (a—(A—1).b) avec R(u) > R(A—1)+1, on aura R(§) <0 et donc
on peut le remplacer par U~ '.(a — A\.b)U.S™ .U.(a — (n —1).b).U"" et maintenant
on aura

RA) <R(p—-1)+1

ce qui signifie, si 7 désigne le rang de (a — p.b) dans le produit donnant P, qu’ en
faisant agir la transposition ¢;,41 par 'action tordue sur (Aq,---, ), on a rétabli
I'ordre souhaité pour le produit entre les rangs ¢ et @+ 1.

Il est alors clair que 'on arrive ainsi a un élément de 'orbite tordue qui satisfait
la condition demandée. Il reste alors a rejoindre ’élément (g1, -« -, pg) donné par
une succession de transpositions de ce type. Mais d’apres ce qui vient d’étre dit il
reste seulement & considérer des termes (a — p.b).S7'.(a — (A —1).b) pour lesquels
R(u) = RN — 1) + 1. Deux cas sont possibles : ou bien A\ = pu et il n’y a rien
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a faire, ou bien A # p et alors 0 € ©.R. Le lemme B.5.]] permet a nouveau de
conclure sans restriction dans ces cas. [ |

Avant de donner un premier corollaire de la proposition B.5.9 rappelons que dans la
classification des (a,b)-modules réguliers de rang 2 donnée dans [B. 93] proposition
2.4, apparait la famille de (a,b)-modules monogenes E _,(a) qui est par définition,
pour A€ C,a € C* et n e N*

Exyon(@) = A/ A(a— (X =n)b)(1+ab™) " (a— (A= 1).b)).

Lemme 3.5.3 Soient A € C,a € C* et n € N*. Alors le (a,b)-module E) x_,(a)
pour admet une unique suite de Jordan-Holdér

O—>E)\,n—>EHE)\,1HO

PREUVE. Notons e; le générateur et eg := (1 + a.b")"'(a — (A —1).b).e;. On a
ainsi une C[[b]]—base de E\ _,(a) et opérateur a est défini par les formules :

a.e; = (A —1).b.eg + eg + a.b™.eq, a.eo = (A —mn).b.es.

Nous allons déterminer tous les sous-(a,b)-modules normaux de rang 1 de E) y_,(«).
Cela revient a déterminer les éléments e := S(b).e; + T'(b).ex vérifiant a.e = p.b.c
et € € b.Ey _n(a). On obtient immédiatement les relations

b.S'(b) = (u— X+ 1).5(b)
S(b).(1+ a.b") +b>.T'(b) = (u— A +n).b.T(b) (*)

Onadonc p:=p—A+1€N et S(b) =cbt’ ou ¢ C. Pour p=0 I'équation
(*) impose ¢ =0 et T = 0, cas exclu. On adonc p > 1 et S(0) = 0,
d’'ou T'(0) # 0. La résolution de I’équation (*) avec S(b) = c.b? donne pour
p+n—1=p—A+n#0 que

T = bt St - c.a.b"P 1 Logb
n

ce qui impose ¢ = 0 puisque T € C[[b]], et donc S = 0 ce qui conduit a une
contradiction puisque p — A+ n # 0.

Sil'on suppose = A—n et donc p=1—n, on retombe sur le cas p =0 déja
traité. |

Corollaire 3.5.4 Soit E un (a,b)-module monogéne régqulier tel que son élément
de Bernstein s’écrive

Py = (a— A.b) - (a — A.b).

Soit (1, -+, pug) un élément de lorbite tordue de (Ay,---,\x) vérifiant la condi-
tion (@) de la proposition précédente. Alors il existe un générateur e de E sur
A dont Uannulateur est l'idéal A.QQ avec

Q= (a—p1.b). Ty (a — po) Tyt -+ (a — py—1.0). T, (a — pup,.b).
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Si, de plus, E n’admet pas de sous-quotient de rang 2 isomorphe 4 Ey x_,(a) avec
A€ C,a e C" et n>1, alors pour tout (vq1,---,v) dans Uorbite tordue de
(M, -+, \e) on peut trowver un générateur de E sur A dont Uannulateur est
égal & A.R, avec

R:=(a—v).X; (a—v.0). X5 (a— vy 1.0). X, .(a — vp.b)

ou les X; sont dans C[[b]] et vérifient X;(0) = 1.

PREUVE. La premiere assertion est une conséquence immédiate de la proposition
3.5.4. Pour montrer la seconde assertion, considérons sous quelles circonstances
nous ne pouvons pas échanger deux facteurs consécutifs, c’est a dire sous quelles
conditions le lemme ne peut s’appliquer a un produit

(a— p.b).S™ .(a—(\—1).b).

On doit avoir § = A —p € N* et S5 # 0. On aura donc un sous-quotient ( a savoir
Fjio / F;,CFE / F; ) qui est de rang 2, monogene et dont le générateur est annulé par
(@ — p.b).S7 .(a— (u+ 38— 1).b), avec la condition Ss # 0. Ceci correspond a une
C[[b]]—Dbase ej, ey vérifiant

a.e; = (u+9d—1).b.e; + S(b).eq a.eg = p.b.eg  avec S(0) = 1.

Soit 0.T(b) = § — 1+ S(b) — S5.b°, et soit U € C[[b]] la solution de I'équation
différentielle b.U" = 6.(U —T') vérifiant U(0) =1 et Us = 0 (remarquer que
T5 = 0). Posons alors
U() —1
Ei=e€e +———.69.
b
On a,

ac=(u+06—1)b.e +S(b).ex+ p.(UD) —1).e2 + p2 LU) _bQU(b) +1

— (+ 6 — )by + (S(b) — 6.T(b) +8).ea + (ju+ 06— 1).(U(b) — 1).e9
= (p+0—1)be+ (1+Ss5.0°).e5

.€9

ce qui montre que ce (a,b)-module de rang 2 est isomorphe a E,;5,(5s5). Comme
notre hypothese exclut cette possibilité, le corollaire est démontré. |

3.6 Détermination du polynéme de Bernstein.

Le but de ce paragraphe est de determiner ’élément de Bernstein d'un sous-(a,b)-
module monogene F' (necessairement régulier) d’un (a,b)-module régulier a partir
de la connaissance d’un élément non nul convenable de A annulant un générateur
de F. Le résultat principal que nous obtenons est le théoreme suivant dont nous

montrerons 'efficacité sur des exemples concrets au paragraphe 5.
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Théoréme 3.6.1 Soit E un (a,b)-module régulier et soit e € E un élément
annulé dans E par un élément x € A dont la forme initiale en (a,b) est unitaire
en a et de degré k. Supposons que A.e soit de rang au moins k comme (a,b)-
module. Alors le (a,b)-module monogene régulier F := A.e est exactement de rang
k et il a pour élément de Bernstein la forme initiale de .

REMARQUE. On prendra garde que, sous les hypotheses du théoreme, le A—module
a gauche A / Az nest pas, en général, un (a,b)-module régulier. A priori seule son
image F dans E par le morphisme A—linéaire & gauche ¢ défini en posant
(1) = e, est un (a,b)-module (monogene) régulier. O

Commencons par deux lemmes :

Lemme 3.6.2 (Division.) Soit P un élément homogeéne de degré k en (a,b),
unitaire en a. Alors pour tout X € A il eviste Q € A et R € C[[b]][a] de degré
au plus k—1 en a wuniques vérifiant

X=QP+R

DEMONSTRATION. L’unicité est facile : si Q.P + R = 0 en raisonnant modulo
b.A on obtient Qg.a* + Ry =0 ol Ry € Cla] est de degré < k —1. On a donc
Ry = 0 = Q9. Mais comme la multiplication par b est injective dans A, on se
ramene immédiatement quand (@, R) # (0,0) au cas ou (Qo, Ry) # (0,0) ce qui
contredit le raisonnement précédent.
Ecrivons X = Y2°°  X,,(a).b™ avec X,, € Cla], et soit u: N — N une application
croissante telle que l'on ait deg(X,,) < u(m).
Ecrivons également

X:=) H,

n=0
ou H, est homogene de degré n en (a,b).
La division euclidienne de H,, par P donne

ou R, est homogene de degré n en (a,b) et de degré <k —1 en a et Q, &
est homogene en (a,b) de degré n — k. On a donc R, € bk A pour n >k, et
la série Y °, R, converge dans A vers un élément R qui est un polynome en
a de degré <k —1 a coefficients dans C[[b]].

Montrons que la série Y7, @, converge également dans A vers un élément que
I’on notera (). Pour cela il suffit de montrer que pour chaque p € N I’ensemble des
neN tels que Q, & b°. A est fini. Mais Q,_y & b*.A implique deg,H,, > n—p+1
et donc p(p—1) > n—p+1 puisqu'il doit exister un entier ¢ <p—1 tel que X,
soit de degré >n —p+ 1. Ceci montre que 'ona n < pu(p—1)+p—1 dans ces
conditions, ce qui prouve notre assertion.
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On a alors clairement X = @Q.P + R puisque la multiplication ( a droite par P)
est continue dans A. [

Lemme 3.6.3 (Inversibilité.) Soit X := > . Pu(a).b" un élément de A
vérifiant Py(0) = 1. Soit E wun (a,b)-module régulier de rang k. Alors l'action
de X sur E est bijective et pour e € E, il existe un élément Y € A, que Uon
peut supposer polynomial en a et de degré en a au plus égal a k — 1, de terme
constant égal a 1, tel que l'on ait dans E [’égalité

Y Xe=ce.

PREUVE. La complétion de E pour la filtration a—adique, qui est conséquence
de la régularité de FE, montre que la suite d’endomorphismes de FE donnée par
Paction des Ty := SN (1 — X)" converge vers l'inverse de I'action de X sur
E. Celle-ci est donc bien bijective.

Pour e € F considérons le (a,b)-module monogene F := A.e C E. Il est régulier de
rang [ < k, et il existe un polynome P, unitaire en a, de degré [ a coefficients dans
C[[b]] et de valuation I en (a,b), tel que on ait un isomorphisme de A—modulesf]

¢: AJAP - F
défini par ¢(1) = e. On peut ainsi écrire dans F', pour chaque n >0,

-1

a™me = Z S, i(b).a e

j=0

ou S, ; € C[[b]] est de valuation > n. En écrivant alors

-1
TN.G = Z TNJ(b).CLj.@
j=0

on constate que pour chaque j on Ty; —Ty_1; qui est de valuation au moins
égale & N — [, et donc la suite T ; converge dans C[[b]] vers un élément Tj; il
reste a poser Y := Zé;lo T;(b).a’ pour achever la démonstration. |

REMARQUE. On notera que le lemme ci-dessus est un résultat plus précis que la
simple inversibilité de X dans A le complété a—adique de A, qui agit sur tout
(a,b)-module régulier (ou méme local). O

La démonstration utilisera également la proposition suivante, que 1’on rapprochera
du théoreme :

6Ceci est démontré plus haut dans le théoreme B.2.1]
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Proposition 3.6.4 Soit = = Qi(a,b) + b.Ry(a,b) un élément de Ualgébre A, o
Qr est un polynome unitaire en a, homogene de degré k > 1 en (a,b), et ou
Vélément Ry(a,b) € A est de valuation en (a,b) au moins égale d k.

Alors le quotient E := fl/flx est un CI[b]]—module libre de rang k. C’est un
(a,b)-module régqulier.

PREUVE DE LA PROPOSITION. Le quotient fl/jl x est sans b—torsion. En effet,

si by = z.x, posons z—Q( )+ bt ou Q € Cla] et on t € A. On obtient alors
a*.Q(a) =0 dans Cla A/b.A Et donc Q =0 et z € b.A. On en déduit que

y € A.x, d’ou notre assertlon.

Le fait que 1,a,---,a* ! forme une famille C[[b]]-libre dans E est immédiat.

Pour voir qu’elle est génératrice considérons zy € A et écrivons zo = ug+Co.x+b.21
avec ug € Z?;S C.a’,(y € Cla] et z; € A. Le fait qu'une telle écriture existe résulte

immédiatement de 'égalité Cla] = Zk_l C.a? + (a¥).
On construit ainsi par récurrence sur n € N des suites (2,)nen, (Un)nen, (Ca)nen
respectivement dans A, Ek s C.a? et Cla] vérifiant

Zp = Uy + Cn$ + b-Zn-f-l Vn € N.

On voit alors facilement que l'ona 2y =) 0".u, + (>, 0".¢,). ou par construc-

tion Y b0".u, € Z?:é C[b]).a?

Prouvons la régularité. L’égalité

k
r=a"+ Z A0 "7 +b.Ry(a,b)

j=1

donne dans E, pour h € [0,k — 1]

k+h+2u]hb7ak Ith e p. Z:b’al‘C I E

Jj=1 Jj=0

et donc, dans E[b™]

ce qui montre que

est stable par b et b~'a. On en conclut que E est régulier. |



DEMONSTRATION DU THEOREME B6.0.  Ecrivons z = in(P)+Q o la valuation
de @ en (a,b) est au moins k + 1f]. Comme in(P) est unitaire de degré k en a,
on peut écrire

Q = X.in(P)+ R

avec R dedegré <k—1 en a et X,R de valuations repectives en (a,b) au
moins égales a 1 et k+ 1. Ceci résulte du lemme de division B.6.2.
Ceci montre déja que I'on peut réécrire R = b%.S ou S est de valuation en (a,b)
au moins égale a k — 1.
On a, dans F

(14 X).in(P).e = —b*.S.e

et on peut appliquer le lemme B.6.3 & I'élément in(P).e € E et al’élément (1+ X)
de A, puisque X est de valuation > 1 en (a,b). On en déduit I'existence de
Y € A, polynéme de degré < k—1 en a, de terme constant égal & 1, tel que on
ait dans F

in(P).e = —Y.b*.S.e € b.E.

On en déduit que le rang de E est au plus égal a k, donc égal a k.

Soit Z :=in(P)+Y.h%.S. C’est un polyndome en a qui annule e. Sa forme initiale en
(a,b) est in(P) quiest de degré k et unitaire en a. Le quotient A/AZ est donc
un (a,b)-module régulier monogene de rang k. De plus I'application A—linéaire
@ .Zl/le — E définie par (1) = e est surjective. Son noyau est donc un
(a,b)-module de rang nul. Donc ¢ est un isomorphisme. On conclut alors grace au
théoreme B.2.1 de la facon suivante : soit z; := Pr+b% R; I'élément caractéristique
de l'idéal I := A.Z. 1l existe un élément unitairef] u € A tel que lon ait Z = u.z;.
La comparaison des formes initiales en (a,b) donne alors Pg = in(P) d’ou la formule
cherchée pour le polynéome de Bernstein. [ ]

REMARQUE. Dans la situation du théoreme précédent on a toujours une surjection
A—linéaire a gauche A / A.x — E mais elle n’est pas,en général, injective.

7 Attention, maintenant @Q n’est plus nécessairement dans b..A, on ne peut donc pas appliquer
la proposition précédente.
8(C’est-a-dire dont le terme constant vaut 1.
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4 Développements asymptotiques standards et
(a,b)-modules monogeénes réguliers géométriques.

4.1 Ecriture canonique.

Définition 4.1.1 Un (a,b)-module régulier E est dit géométrique si les valeurs
propres de b~'.a agissant sur Eﬁ/b.Eﬁ sont dans Q*F, ot E* désigne le saturé
de E par b 'la.

On notera que le générateur e, de FE) correspond au monome s*~' et que FE,

est géométrique si et seulement si la monodromie est unipotente et le monome est
localement de carré intégrable a 1’origine.

Définition 4.1.2 Nous appellerons développement asymptotique standard une
serie formelle du type

)= 33 Tl L)

1
j€[0,n] a€A J:

ou les T,; sont dans C|[s]], ot n € N et o A est un sous-ensemble fini de
QN]—1,4o00].

Nous noterons par =y 1’ensemble des DAS pour lesquels 'entier n est dans [0, N],
et par = la réunion des =y quand N décrit N.

Nous considérerons toujours les =y ainsi que = comme des A—modules a gauche,
I’action de a étant donnée par multiplication par s, celle de b par la primitive

sans constante. Explicitement, si I'on pose e, ; 1= sa.(LOJ%)] on aura
@-€a,j = Catly
b 1
a0 = a—Jrl'eaH’O
1 1 4
beo; = Q—H.GQHJ — a—H.b(ea,j_l) pour j>1

Lemme 4.1.3 Tout ¢ € =, admet une écriture unique de la forme

S Sasb)5°. <L‘fyﬁS)J (Can)

a€A,

ou les S,; sont dans C[[b]], ou A, est un sous-ensemble fini de
Q N (] = 1,+00[x[0,n]), les conditions suivantes étant réalisées :

i) L'ensemble A, est saturé, c’est a dire que («,j) € A, implique (a,i) € A,
pour chaque i € [0, j].
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i) Pour chaque (a,j) € A, on a, ou bien S, ; =0, ou bien S, ;(0)# 0.
iii) St (o, 7) € Ay, il existe k>3 tel que S,r(0) # 0.

w) Si (a,j) € A, wvérifie So; #0 et si (a+p,j) €A, avec p e N* ona
SOH—p,j =0.

REMARQUE. En combinant les conditions iii) et iv) ci-dessus, on obtient que si
(a,j) € A, vérifie S,; #0 etona (a+p,j) e A, avec p € N* alors il existe
k>j tel que (a+p,k)e A, et Saqpr #0. O

L’écriture donnée dans le lemme précédent pour un DAS ¢ sera appelé ’écriture
canonique de ce DAS.

On dira que ¢ est de poids p si dans son écriture canonique le cardinal de
I'ensemble A, est égal a p.

EXEMPLE. Pour « € Q*f Décriture canonique de la fonction

a+1

p =s5%Logs+ s*"".Logs

est donnée par ¢ := (1 + (o + 1).b).s".Logs + —5.5*", puisque 'on a

« o 1 «
(a+1).b(s*Logs) = s**'.Logs — 5.8 O

PREUVE. Comme pour a €] —1,0] N Q les sous-A—modules :

e = Y ZSM,,J(b).st

i
j€[0,n] peN J:

sont en somme directe dans =, il suffit de prouver le lemme dans le cas ot ¢ € =,
ou a€]—1,0] N Q sera fixé dans la suite.
Supposons que l'on ait écrit

(Logs)’

o T ety

(atp,j)eA

les conditions i) & iv) étant remplies. Posons
Jo:=sup{j € [0,n]/Fp €N (a+p,j) € A}.

Nous noterons pg le plus petit entier tel que (a+po,jo) € A et Saipyjo 7 0. On
notera qu’en fait les conditions iii) et iv) impliquent qu’en fait py est le seul entier
p tel que (a+p,jo) soit dans A avec S,ipj, # 0. C'est donc le plus grand entier
p tel que (a+ p,jo) soit dans A d’apres la condition iii).

Considérons maintenant les j < jo pour lesquels on a Syip,; = 0. Ou bien ceci a
lieu pour tous les j € [0, jo — 1], et dans ce cas nous poserons

A=A\ {(a+ po,0),...,(a+po,jo)}
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ou bien nous noterons par j; le plus grand entier dans [0,jo — 1] tel que
Sa-tpo.jr(0) # 0, et nous poserons

A= AN\ {(@+po,jr + 1), (a+po, Jo) }-

Posons alors :

ao-tpo (LOgS)° atp (L0gs)!
=9 - Sa+p0,j0(b)'s 0+pOT - Z SOHer(b)'S . 51

(at+p,j)eA’
et monrons que les conditions i) & iv) sont vérifiées pour cette écriture de ).

Les propriétés i) et ii) sont claires. Pour vérifier iii) il suffit de regarder le cas ou
(v +po,j) € A" vérifie Suip,; = 0, ce qui ne peut arriver que dans le cas ot j;
existe. Mais alors on a 7 < j; et on peut prendre k = j;.

La propriété iv) est évidente car A’ est un sous-ensemble de A et on n’a pas
changer la valeur des S, ;.

Nous pouvons maintenant montrer par récurrence sur le poids de A, 'unicité de
I’écriture canonique. Supposons donc 'unicité montrée pour une écriture canonique
de poids < p— 1. On part donc de deux écritures canoniques

Logs)?
'Y 5a+p,j(b).sa+p.M

1
(a4p,j)EA J:

arq (Logs)"
= Z Ta+q’h<b>.8 +q.T

(atq,h)eB

Il est alors facile de voir que les entiers j, puis py sont les mémes pour A et
B. En effet, j, correspond a l'exposant maximal de Logs et a + py 'exposant
minimal de s pour (Logs)®. Il est aussi facile de vérifier que pour construire A’
et B’ on enléve le méme ensemble a A et B.

Il nous reste alors a montrer que

b= ¢ — Saspa(b).oo LI
’ Jo!

L Jo

Py = Y — TaeroJo <b>'8a0+p0(3¢f)
0.

coincident pour pouvoir conclure grace a '’hypothese de récurrence. Comme 1 et
11 ne présentent plus que des termes dont les puissances de Logs sont au plus
égale & jo — 1, I'égalité cherchée résulte du fait que si U € C[[b]] est telle que
U (b).so‘””“(mjg% ne présente plus que des termes dont les puissances de Logs
sont au plus égale a jo — 1, alors U est nul. On a donc Sag1pojo = Tao+pojo €

Y =11
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On a donc montré 'unicité de ’écriture canonique.
L’existence d'une écriture

S S (p).sorr L9

|
(a+p,j)EA J:

avec A fini (mais arbitraire) est un exercice simple laissé au lecteur. Pour passer
a une écriture dans laquelle A vérifie les conditions i) a iv), faisons une récurrence
sur la puissance maximale j, de Logs qui apparait dans ¢.

Considérons donc les termes correspondant a la puissance maximale j, de Logs.
Pour S, j,(b) = . T avec T(0) # 0, remplacons dans 'ensemble A 1'élément
(v, jo) par (a+p,0), -, (a+p,jo), et écrivons

Logs o (Logs)"
T(b).0P.5%. ZTQW v

On notera que maintenant on a Ti,4, ;,(0) # 0.

Par ailleurs on peut regrouper les différents termes de la forme T, j, (b).:s‘”p.(Loijfs!)j0

venant de différents a + p en constatant que 'on a, pour p < g

Logs)’

L Jo
Ta+p,j0(b)-3a+p- ( — ( 093) _
Jo:

Jo!

_ atp (Logs) (Logs)"
(Ta+p7j0 (b) + b p'Ta+q7j0(b))'3 +p'T + Z teTmes(T)’

T () 5.

h<jo

et Toipjo(b) + 0777 Thiyio(b) est inversible dans C[[b]] des que T4, j,(b) Lest.

o+p (Logf;)JO
jo

(donc po est minimal), et on applique 'hypothese de récurrence sur jj.

Il est alors facile de voir que l'on arrive a une écriture canonique pour ¢ en

complétant ’ensemble A’ donné par I’hypothese de récurrence pour qu’il contienne
(a+p070)7"' 7(a+p07j0)- [ |

On retranche a ¢ le terme T,y j,(b).s obtenu apres regroupement

4.2 Le théoréme de réalisation.

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension finie. Nous munirons =, ®¢ V'
de la structure de A—module & gauche définie par a.(é ® v) = (a.£) ® v et pour
S e C[[b]] par S(b).(§®@wv) = (S(b).) ® v. On a alors le théoreme de réalisation
suivant pour tout (a,b)-module géométrique.

Théoreme 4.2.1 Soit ¢ € =,,. Alors

1. E:= .[Lgo C Z, est un (a,b)-module régulier monogéne géométrique.
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2. Il existe des polynémes T,; € C[b] wvérifiant T,;(0) # 0 et tels que
si V=3 iyea Laj().s%(Logs) le (a,b)-module F := Ay C E, soit
isomorphe a F.

3. Tout (a,b)-module réqulier géométrique est isomorphe a un sous-(a,b)-module
de Z,®@cV, pour un entier n assez grand et V' un espace vectoriel complexe
de dimension finie.

DEMONSTRATION. Montrons la propriété 1 par récurrence sur le poids de .
[’assertion étant triviale pour le poids 1 supposons l'assertion montrée pour les
poids <k —1 et considérons ¢ de poids k. Soit (a,j) € A, avec j maximal
I'exposant « étant donné. Remarquons que dans ces conditions on a S, ;(0) # 0
d’apres les propriétes ii) et iii) de ’écriture canonique ; donc S, j(b) est un inversible
de CI[b]]. Considérons alors @ := (a — a.b).S, ;.¢. 1l est facile de voir que dans
I’écriture canonique de ¢ ona A, C A,+1 ou A+1:={(B+1,7)/ (8,)) € A},
et que (a+1,j5) € Ay. Donc le poids de ¢ est < k — 1. Alors 'hypothese de
récurrence donne que A.1) est (a,b)-module régulier monogene géométrique.

Mais la relation entre ¢ et 1 donne la suite exacte

O%A-Qﬂﬁv‘i-S@LEaHHO

ol W(Soj,}.go) ‘= e,. On en déduit que A.p est régulier géométrique puisque
a+1>0 est rationnel.

L’assertion 2 est conséquence immédiate du théoreme B.4.1].

Montrons l'assertion 3 par récurrence sur le rang de FE. On se ramene alors a
montrer que si on a une suite exacte

0—-F—-FESE,—0

avec E géométrique (ce qui implique que « est rationnel et strictement positif)
et F isomorphe & un sous-module de =, ® V via un plongement A—linéaire
g: F — =,®V, grace a 'hypothese de récurrence, alors FE est isomorphe a un
sous-module de Z,4; @ W. Soit e € E un élément de E vérifiant w(e) = e,.
Alors z := (a — a.b).e qui est dans F. Posons g((a —a.b).e) = 31 1, ® v,
On voit donc que le probleme consiste alors a trouver des ¢, € E,41,p € [1,¢]
tels que (a — a.b).¢, = 1,. C’est un exercice simple de montrer que de tels ¢,
existent toujours. On définit alors W := V @ C.c et une application A—linéaire
fiE—=Z,10(VeCe) enposant fle) =31 0, Qv,+5* ' ®¢, et f(z) = g(x)
pour x € F', sous réserve de vérifier que si u € A vérifie u.e = y € F ona
bien w.f(e) = g(y) dans Z,;1 ® W. Mais notre construction montre que l'idéal
annulateur de e dans E/F ~ E, est A.(a —a.b). On a donc u = uy.(a — a.b),
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et on a donc u.e = uy.z

u.f(e) = up.(a — a.b)[Zgop Qvp+ s* T Qe

p=1
q
= Z(ul-d}p) ® vp = g(u1.2)
p=1
puisque g(z) = Y21, ¥, @ vp. u

REMARQUE. On notera que si on omet le terme s*~!'®e dans la preuve précédente,
on obtient bien une application A—linéaire f de E dans Zpe1 @V dont la
restriction a F est bien g, mais il est possible que f ne soit pas injective. C’est
par exemple le cas pour E := Ey . ~ C[[D]].e; ®C[[b]].e2 avec k € N*, \—1 € Q"
ou a est défini par les relations

a.e; =ey+ A+ k—1).b.e, a.es = \.b.es

et ot g(ey) := s*1 € Zy. En effet la relation (a — (A +k —1).b).e; = e; imposera
de choisir f(e) = c.s?™*72 — 21 6272 On constate alors que I'image de f est
contenue dans C|[[b]].s} 2 ~ FEy_; qui est de rang 1.

On notera que nous avons choisi un (a,b)-module monogéne géométrique dans
I’'exemple précédent, pour bien montrer que le probleme ne vient pas seulement du

cas ou l'on cherche a étendre a FE) & E) le plongement standard de FE) dans =.
O

4.3 Exposants.

Définition 4.3.1 Soit E un (a,b)-module géométrique et soit A € Q/Z. Nous
appellerons A—exposant de E, noté expp(E) le plus petit X\ € A tel que b~ .a—\
ne soit pas injectif sur Eﬁ/b.Eti ou E* désigne le saturé de E par b~ '.a.

On notera que pour A € A la condition A < expy(E) implique que —\ n’est
pas racine du polynome de Bernstein Bpg, puisque ce dernier est le polynome car-
actéristique de I'action de —b~'.a sur Eﬁ/b.Eﬁ.

Lemme 4.3.2 Soit E = A.e un (a,b)-module monogéne géométrique.
Soit A € Q" wérifiant A < exp(E) et soit S un élément inversible de C[[b]].
Posons F := A.(a — \.b).S7te C E. Alors on a rg(F) =rg(E).
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PREUVE. Quitte a remplacer e par S~'.e on peut supposer que S = 1. Soit
() un générateur "standard” (voir le théoréme B.2.1) de Pannulateur de (a — \.b).e
dans F dont la forme initiale est de degré [ = rg(F’) et est unitaire en a. On
aura ).(a —A.b).e =0 dans FE, et donc Q.(a — A.b) € I, 'annulateur de e. Ceci
implique que les éléments de Bernstein Pp et Py vérifient une égalité de la forme

ol R est homogene de degré k —1[ et unitaire en a. Sion a [ < k, alors on aura
R =1 (on notera qu’il est évident a priori, d’apres le lemme B.I.9 que le rang de F’
est égal & k ou k—1). Posons Pg = (a—A1.b)...(a—\g.b). D’apres la proposition
P.0.9 ceci montre qu’il existe j € [1,k] tel que A; + k — j = A, contredisant notre
hypothese. On a donc R qui est de degré 1 et [ =k . |

Définition 4.3.3 Soit ¢ € = et soit A, [lensemble saturé intervenant dans
Uécriture canonique de ¢  (voir le lemme [{.1.3). Notons 7 : A, — Q/Z la
composée de Uapplication de projection m: A, — Q™" et de lapplication quotient.
Pour AN €7 posons

n(A) :=sup{j €N / Ia,j) € A, avec a €A et S,;(0)#0}.
Posons également pour A € w(A,)

AT i=sup{a € A / (a,n(A) € A, et S, (0) # 0}

Proposition 4.3.4 Soit ¢ € = et soit

. (Logs)

(a,5)EA

son écriture canonique. Alors le rang de E = .[l.cp C = est donné par la formule
suivante

AeR(Ay)

Pour chaque A € 7(A,) le polynome de Bernstein de E  contient exactement n(A)
racines dans A en comptant les multiplicités. De plus il admet nécessairement —A™
comme racine.

On voit donc que 'on peut lire sur le polynome de Bernstein dans le cas d'un (a,b)-
module monogene géométrique une bonne partie des informations sur les monomes
intervenant dans ’écriture canonique d'un générateur.
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PREUVE. Nous allons montrer les assertions de la proposition dans ce cas par
récurrence sur jo la puissance maximale des logarithmes intervenant dans le
développement de .

Pour jo =0 l’écriture canonique de ¢ se réduit a

o= Saolb).s"

aem(A)

ot l'on a S,0(0) # 0 pour chaque « € 7(A), et si a # 3 sont dans w(A), ils
ne sont pas congrus modulo 7Z & cause des propriétés iii) et iv). Le rang est alors
clairement le cardinal de A ce qui correspond bien a la formule de I’énoncé dans
ce cas.

De méme le calcul de Pélément de Bernstein de E := A.¢ est immédiat dans ce
cas, et on en déduit que Bp(z) =[], cqa)(z +a+1).

Supposons donc la proposition démontrée quand I’exposant maximal des logarithmes
est < jp— 1, et montrons-la quand ¢ a des exposants de logarithmes majorés par
Jo- .

s 17 JEEN N J o
Considérons déja le cas ot on a un seul terme Sayjo(b).sa.@gf% de I'écriture

canonique qui a 'exposant j, pour le logarithme. Quitte a considérer S;j-o(b).cp,
ce qui ne change pas le (a,b)-module F considéré, on peut supposer que l'on a

o (Logs)™

p=s". ' +
Jo-

ol v ne présente plus de logarithme avec exposant 7jo. Alors

pr:=(a = (a+1).b)[¢]

satisfait ’hypothese de récurrence. Donc le (a,b)-module F := A1 a son rang
donné par la formule

rg(F)= Y n(M)

Mer(Ap,)

. : o . .
ou A, indexe I'écriture canonique de ¢; :

Y1 = Z T@j(b).sﬁ.

(ﬁ7j)€AW1

Mais on constate facilement que pour A # [o] on a n(A), = n(A),. Montrons

que pour A =[a] ona n(A), =n(A), —1. L'inégalité < est claire puisque ¢4

n’a plus que des exposant < jo—1 en Logs. Par ailleurs

(Logs)”
Jo!

s+l (Logs)io=1

(a — (a+1).b)(s". atl Go—1)

)=
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montre que (a+1,jo—1) € A, et que Ti41,,-1(0) # 0. On a donc dans ce cas
n(A)y, =jo— 1.

Une récurrence facile sur le nombre de A € 7(A,) pour lesquelles on a n(A) = jo
permet d’achever la démonstration du calcul du rang.

La preuve ci-dessus montre que pour A € 7(A,) le nombre —A* est racine du
polynéme de Bernstein de E : A.p. L’assertion sur le nombre de racines dans
A e T(A,) découle de la récurrence précédente. |

5 Calculs d’exemples.

5.1 Le cas de 2°+y° + 2232
5.1.1 Annuler le générateur.

Dans ce paragraphe nous commencerons par expliciter un polynéme en (a,b) qui
annule 'élément 1 du (a,b)-module de Brieskorn de f(z,y) := x5 + ¢° + 2%.4°.
Ceci correspond aux intégrales du type

/ dz N\ dy
Vs df

ol (7s)sep est une famille horizontale de 1—cycles compacts dans les fibres de f

Lemme 5.1.1 On a
21 y'% = (5a — 18b)(5a — 14b)(5a — 10b)(5a — 6b)(5a — 2b)(1).

PrREUVE. Commencons par montrer que 1'on a
5,0 +5
PO yP = aPyP (a)

pour tout entier p > 0. On a

1 1
b(l‘p,yl’) = (51‘4 + 2x.y2)mxp+1.yp — m [5xp+5.yp + 2‘,L,p+2.yp+2} (b)

1 1
— (5y4 + 2x2.y)mxp.yp+l — m [5xp_yp+5 + 2xp+2.yp+2}

ce qui donne 'égalité annoncée. On en déduit que
a(xp.yp) — 2xp+5.yp + xp+2.yp+2 (C)

et en combinant avec (b) cela donne

(5a — 2(p + 1).b)(a? y?) = 2?2y *2 (d)
ce qui permet de conclure. [ |
Lemme 5.1.2 On a .

(a — 4b)(2° y'%) = T.xlo.ylo (e)
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PREUVE. On a

1 1
b(2° y'") = (52t + 2x.y2)6x6.y10 =5 [52'0.y" 4 227y "] (f)
1 1
b(:p5.y10) = (5y4 + 2x2.y)ﬁ:p5.yn =17 [5x5.y15 + 2x7.y12] (g)
a(25.y1) = 210,410 4 25 415 4 4T 412 (h)

ce qui donne successivement, en combinant (h) et (g) puis avec (f)

(5a — 110)(2°.y*°) = 5210410 + 327y
(10a — 40b)(2°.y'%) = —5210.y'°

d’ou I'égalité annoncée. |

Lemme 5.1.3 On a aussi

(2a — b)(1) = —a° (i)
(2a — 3b)(z°) = —a°.9° (i")
(a — 3b)(2°.9°) = _71:E5.y10 (i)

PREUVE. Commeona z° =y° onaura a(l) = 22°+x%y* et b(1) = 5a®+222.y%
D’ou la premiere égalité. De méme, a(z®) = x'% + 2%y + 279 et

6

1

b(x°) = (5a* + 2x.y2)% = 6[5:510 + 227 9% = (5y* + 22%.y)2’ .y = 52°.y° 4 227 4
ce qui donne z'9 = 62°.9° + 227.y* d'ou a(z®) = 7a.y5 + 327.y? et permet de
conclure pour (i').
Utilisons (a) pour p=5:

1 1
b(2°y°) = (5a* + 2xy2)6x6.y5 =5 [52'0.9° 4+ 22" .y7] et (k)
a(x®y®) = 22'%9° + 279" donnent
—1

(a — 3b)(2°.9°) = 7:55.3/10

et donc (i”). |

CONCLUSION.  On a donc

4(a—4b)(a—3b)(2a—3b)(2a—0b)(1) = (5a—18b)(5a—14b)(5a—10b)(5a—6b)(5a—2b)(1)
et donc 1'élément

(5a — 18b)(ba — 14b)(5a — 10b) (5a — 6b) (5a — 2b) — (2a — 8b)(2a — 6b)(2a — 3b)(2a — b)
est dans 'annulateur de 1 dans le module de Brieskorn de f.

Traitons maintenant le cas du (a,b)-module engendré par le monéme .
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Lemme 5.1.4 On a

2™y = (5a — 19b)(5a — 15b)(5a — 11b)(5a — 7b)(5a — 3b)[z].

PREUVE. Posons «, := z?’"1.y?* pour chaque p > 0. On a

b(ay,) = (5% + Qx.y2)x2p+2-y2p _ 1 [5x2p+6.y2p + 2x2p+3.y2p+2}
P 2p + 2 2p + 2
g2 2+ 1

b = (5 44 o2, = 5 2p+1 2p+5 4 9020 +3  2p+2
(ap) = (5y” +227.y) %+ 1 2p+1[1’ Y + 2z Yy }

a(ap) — x2p+6.y2p + x2p+1.y2p+5 + x2p+3.y2p+2
On en déduit que 'on a pour chaque p > 0
(5a — (4p + 3)b)[ay] = apia
ce qui permet de conclure puisque oy =z et a5 = x't.y°. [ |

Lemme 5.1.5 On a
42 27 23 8 1 4 1

(a — l—ob)(a - l—ob)(a - l—ob)(a - Eb)(:p) =167

PREUVE. Calculons successivement les monomes 2%, 2!t z1ty® et a!l.ylf.

x2

1
b(z) = (52" + 21.9%) 5 =5 [52° + 22° 7]

ce qui donne, puisque 23.y* = a; = (5a — 3b)(z)
5% = 2b(z) — 2(5a — 3b)(x) = (5b — 10a)(z) soit
— 52°% = (10a — 8b)(z) ()

Puis

7
% _ %[51,11_'_23:8@2}

b(x6) = (5344 + 2x2.y)x6.y = 5x6.y5 + 2x8.y2
a($6) =o'+ xﬁ.yS + xs.yz

b(2%) = (5z* + 22.9%)

ce qui donne
—52' = (10a — 23b)(2°) (1)
Ensuite
11 4 N 1 16 13,2
b(z'") = (ba” + 2z.y >§ = E[Sx + 22y
b(x'h) = (5y* + 227 y)atty = 5oty 4+ 22192

a[(xll) — l‘lﬁ ‘|‘$11-y5 ‘|‘$13-y2
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ce qui donne

—52'ty® = (10a — 27b) (') (v)
Et enfin
11,5y _ 4 Nk _ i 16 , 5 13,7
bz .y°) = (ba” + 22.y°) 5 = 13 [52'%.y° + 22".y]
b(z!t ) — 4 9.2 a'yf _1 11,10 4 9,13 7
(xy°) = (by" + 2z .y)—6 = 6[590 Yo+ 20y }

a[(xll.yi’;) — $16.y5 +$11.y10 +l‘13. 7

<

ce qui donne
—52M ' = (10a — 42b) (2 4°) (w)

On en conclut donc que 'on a bien

(10a — 42b)(10a — 27b)(10a — 23b)(10a — 8b)(x) = 625.z'.y™. u

Traitons enfin le cas du monéme zy.
Lemme 5.1.6 Posons «, =z .yt pour p>0. On a
(50— 4(p + 1)b)(0y) = s
ce qui donne
o™y = (5a — 20b)(5a — 16b)(5a — 12b)(5a — 8b)(5a — 4b)[zy].
Le calcul, analogue aux précédents, est laissé au lecteur.

Lemme 5.1.7 On a

1_169511@,11 — (2a — 9)(2a — 6b)(2a — 5b)(2a — b)[wy].

PREUVE. Le lecteur, en s’inspirant des calculs précédents, prouvera sans difficultés
les relations suivantes :

(2a — 2b)[xy] = —2l.y
(2a — 5b)(25.y) = —a'ty
(2a — 6b) (2t y) = —a .90
(2a — 9b) (2™ 4% = —2M Yy
ce qui prouve notre assertion. |
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5.1.2 Application

Le but de ce paragraphe est de montrer que le (a,b)-module (monogene) engendré
par 1 dans le module de Brieskorn de f(z,y) = 2° +3° + 2%.y? est de rang 4 et
que son polynome de Bernstein est

(2 +12(x + %)2.

Pour le monome x on trouve que le polynome de Bernstein vaut

6 4 13 7

Pour le monome xy on trouve que le polynome de Bernstein vaut

3, 1

Pour cela, compte tenu des paragraphes précédents, il nous suffit de prouver que
les éléments 1,a(1),a*(1),a*(1) sont linéairement indépendants dans le C—espace
vectoriel A.l/b..A.l.

La vérification analogue pour les monomes x et xy est laissée au lecteur.

Considerons donc une relation du type
)\0.1 + )\1&(1) + )\2.a2(1) + )\3.&3(1) € b/il

Comme 1 et 2%.y? sont linéairement indépendants modulo 'idéal jacobien de f,
on en déduit que nécessairement on a Ag = Ay = 0.

Montrons que ziy? et 2%y5 ne sont pas dans b.A.1. Cela résulte de la liste
suivantef|] qui engendre les polynomes de degrés < 15 en (x,y) qui sont dans

b.A1:
b(1) = 52° + 22%y°

5)
b(z*y?) = §x7.y2 + zty?

1
b(x®) = 6[53:10 + 227 9%
2
bzt y*) = 2%y + g$6.y6

1
b(x".y?) = g[a:u.yz + 227 9]

1
b(:plo) = ﬁ[5x15 + 2:E12.y2]

Yon utilise ici les égalités de symétrie en (x,y) prouvées au lemme .
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Comme 25a2(1) = z*.y* modulo b.A.1, et comme z5.y% = 5a(z*.y*) modulo b.A.1,
on obtient la relation )
5 a.xtyt 4+ Ns.a(zty?) € b. AL

Comme on a vu que Ay et A3 sont non nuls, ou alors tous les deux nuls, leur non
nullité donnerait une relation du type a(z*.y*)—p.zty* € b.A.1 avec p # 0. Ce qui
donnerait a™(z*.y*) — p".z*.y* € b.A.1 pour tout n € N. Comme a”.A.1C b.A.1
pour n assez grand (par régularité), on obtiendrait z%.y* € b.A1l. ce qui est
absurde. Donc Ay = A3 =0 et le rang de Al est > 4.

Le paragraphe précédent permet alors de conclure grace au théoréme B.6.1]. |

5.2 Lecasde f:=x"+4y"+2"+2.y.2.

On suppose n >4, le cas n =3 qui est homogene est immédiat.

Lemme 5.2.1 Pour tout p>0 on a

Mb)(xp.yp.zp) _ n__3xp+1.yp+1_zp+1.
n n

(a—

PREUVE. On a
Jran!

p+1

1
yP P = _[nxnﬂ).yp_zp 4ogPtL Pt p+1]

b(aP yP.2P) = (nz" ' 4+ 4.2 =
(zP.yP.2") = ( y.2) P

y z

ce qui donne z"tP.yP 2P = y"tP 2P 2P = etc... et donc
a(xP yP.2P) = 3x™TP yP 2P 4 Pt Pt Pt

d’ou la relation annoncée. |
On notera que I'on a montré au passage que 'on a 2" = y" = z" dans le (a,b)-
module de Brieskorn de f.

Lemme 5.2.2 On a
(@ —2b)(z") = (3 —n)a".y".

PREUVE. Puisque I'on a z" = y", cela donne :

b(z") = (nz™ ' +y.2)y" .o = na".y" + 2y .z

:L,nJrl

n+1:n+1

b(x") = (na"™ ' +y.2) [na®® + 2" .y.2]

ce qui permet d’obtenir nz** = (n+1)b(z") — 2" .y.2 et donc, en utilisant le fait
que z".y" =a".2" =y 2" :==v et en posant "t ly.z =2yl =2.y.2" =

na(z") = (n+ 1)b(z") —u+2v+u et donc
a(z™) =b(z") +3v +u =2b(z") + (3 —n)v
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puisque b(z") = nv + u.
Calculons enfin b(z".y") :

ba™y") = (n2" ' +ay)a"y"z = na"y" 2" 4 2" Tyt 2
vt 1
— (nxnfl 4 yz>n - 1yn — 1 [nxQn.yn 4 anrl.ynJrl.z]
On en déduit les égalités
anrl n+1 5 = n+1. n+1 5 = anrl n+1 yi=s
x2n.yn — y2n.xn = ... =t
En posant z".y".y" :=r cela donne
(" y")=nr+s n+1[n + s
a(z®y")=t+t+r+s
On en déduit la relation
(a —3b)(z",y") = (3 —n)z".y".2"
Comme le premier lemme donne
n—1
(J]Jte— Tb))(1) =(—)"a"y"2
p=0
on obtient que
n—1
n" 3(p+1)

annule 1 dans le module de Brieskorn de f. )
On en conclut que le polynome de Bernstein de A.1 est égal & (z+ 1)3.

5.3 Commentaire final.

Si on considere un (a,b)-module de la forme .,Zl/ A.(a* + a®) (analogue au cas du

paragraphe 5.1), on constate que I'on a une suite exacte

0— K — A/A.(a4+a5) — .,Zl/.[l.a4 — 0

et le quotient fl/ A.a* est monogene régulier de rang 4. Mais le noyau est de rang
1 et non régulier : en effet le noyau est K ~ .A/ A.(a+ 1) n’est méme pas local

(donc encore moins régulier).

Quand on tensorise cette suite exacte par le complété a—adique A de A ona
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K®A=0 etil ne reste que A/A.cﬁ‘ @ A~ fl/fl.a‘l.
On notera qu'un (a,b)-module local (donc a fortiori s'il est régulier) E vérifie
toujours

E~xE®; A
puisqu’il est complet pour la filtration a—adique[?.
Ceci explique pourquoi dans les exemples précédents le rang ne correspond pas au
degré en a des polynomes trouvés.
Mais par exemple a = —1 qui correspond au noyau K exprime le fait que
I’équation différentielle satisfaite par I'intégrale considérée admet un (autre) point
singulier (ici le point —1). Cela suggere de considérer les différentes localisations
intéressantes d'un (a,b)-module (algébrique) et d’avoir une théorie ”globale” sur C
des équations différentielles algébriques. La localisation au point z signifie que
I'on considere sur E les opérateurs a, :=a+ z et b et que I'on complete pour
la topologie a,—adique. Cela ressemble fort a la thérie des schemas ! Il est clair
que les intégrales de périodes de fonctions algébriques (ou de variétés algébriques)
doivent rentrer dans un cadre de ce genre.

100 utilise ici le fait que A est un A—module & gauche et & droite.
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