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Résumé— Piece maitresse dans l’approche de commande
prédictive non linéaire sous contraintes, 1’algorithme d’op-
timisation doit déterminer une commande satisfaisant les
contraintes et ceci le plus rapidement possible en vue d’une
application en temps réel. On montre ici le lien explicite
entre la faisabilité de la commande prédictive et la conver-
gence de Dl’algorithme d’optimisation. Une condition suffi-
sante est proposée pour garantir la convergence de ’algo-
rithme d’optimisation et de ce fait la faisabilité de la com-
mande prédictive non linéaire sous contraintes. Une appli-
cation en temps réel illustre cette approche.

Mots-clés— Commande prédictive non linéaire, optimisation
non linéaire sous contraintes.

I. INTRODUCTION

La commande prédictive linéaire a largement fait ses
preuves a travers de nombreuses applications industrielles
dans des domaines tres divers tels que la pétrochimie,
le génie des procédés, la papeterie, ..... [6], [8], [10], [11].
Dans le cadre non linéaire et en présence de contraintes,
beaucoup d’articles s’intéressent & 1’étude de la stabilité,
probleme théorique inhérent a ce type de stratégie car la
commande n’est alors plus explicite mais est le résultat
d’une optimisation non linéaire sous contraintes. Une hy-
pothese treés souvent rencontrée est qu'une solution au
probléme d’optimisation existe mais aucune garantie n’est
donnée quant a la détermination de cette solution [6].

Vu l'importance de l'algorithme d’optimisation, véritable
clé de votte de I'approche, nous nous sommes intéressés au
lien explicite entre la faisabilité de la commande prédictive
et la convergence de 'algorithme. Afin de satisfaire les exi-
gences de la commande en temps réel, nous avions étudié
le probleme de réduction du temps de calcul en ligne [2],
[3], [4] par une stratégie apropriée. Nous proposons ici une
”robustification” d’un algorithme d’optimisation permet-
tant de prendre en compte explicitement les contraintes et

de garantir leur satisfaction a tout instant au travers d’un
critere de faisabilité. La convergence de cet algorithme est
garantie par une condition suffisante de qualification des
contraintes traduisant la sensibilité des états contraints par
rapport a la commande.

Apres un bref rappel de la stratégie de commande
prédictive (section 2), on présente 1’algorithme d’optimisa-
tion modifié afin de tenir compte des exigences de la com-
mande prédictive en temps réel (section 3). On démontre
(section 4) sa convergence et on établit ainsi une condition
suffisante de faisabilité de I’approche prédictive non linéaire
sous contraintes. Un exemple d’illustration est donné.

II. COMMANDE PREDICTIVE NON LINEAIRE
A. Formulation

La commande prédictive (Model Predictive Control
MPC), aussi appelée commande optimale sur horizon fini
glissant, est une stratégie bien adaptée pour le controle de
procédés non linéaires soumis a des contraintes sur les va-
riables de commandes et/ou d’états. L’objectif de poursuite
est formulé en un probléme d’optimisation non linéaire sous
contraintes. Il s’agit alors de minimiser un critere de perfor-
mances, fonction de I’écart entre la trajectoire de référence
et la sortie du procédé, sur un horizon fini de prédiction. Un
des principaux avantages de cette approche réside dans la
prise en compte explicite des contraintes dans la synthese
de la loi de commande.

La structure de commande considérée ici est la structure
de commande a modele interne a laquelle on a ajouté un
retour de sortie du modele (figure 1).

Le procédé est décrit par un modele non linéaire discret :

Qﬁm(k‘ + 1) = fm(xm(k)au(k»
(Sm) { Ym (k) = hon (2 (K)) e
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Fig. 1. Structure de commande par modeéle interne.

avec T, € R™, u € R™, y,, € IRP respectivement les
vecteurs d’état, de commande et de sortie du modele. Les
fonctions f,, : R™ x R™ — IR"™ et h,, : R™ — IR? sont
supposées continuement différentiables(on suppose m > p).

Dans une stratégie de commande prédictive associée a
une structure de commande a modele interne, l'objectif
de poursuite de la trajectoire de référence v par la sortie
du procédé y, revient a déterminer une séquence de com-
mandes @ = {u(k),u(k+1)...,u(k+ Nec—1)} sur un horizon
de commande N, telle que I’écart entre la trajectoire désirée
ya (consigne modifiée par le bouclage de lerreur filtrée e )
et la sortie prédite par le modele y,, soit minimal sur un
horizon de prédiction N,.

En effet, d’apres le schéma de commande, on peut écrire :
ya(k) = v(k) — es(k).
Pour k suffisamment grand devant la dynamique du filtre :

Jim ya(k) = lim (o(k) = e(k))
Jimn ga(k) = Jim (o(K) = (3 (k) = o (K)
T (ga(k) =y (1) = Jimn (o(F) = g, ()

Dans le cas multivariable, la formulation mathématique de
ce probleme s’écrit :

k+Np
min{ J(@) = Y a(i)~ym (D)) Q (wali)~ym(i)} (2)
j=k+1
ya(i) = v(j) — e (j)
T (f+1) = fm(@m(5), u(5))
(Sm) § Ym(4) = hm(zm(5))
Zm (k) est la condition initiale

soumis aux contraintes sur les variables de commande (de
type seuil et/ou vitesse) et d’états :

Umin < u(]) < Umazx (3)
Atpin < u(]) - u(.] - 1) < AUumar (4)
Tmin S xm(] + 1) Tmazx (5)
ya(4) : sortie désirée a l'instant 7.7,
Ym () : sortie modele & I'instant 5.7,
N, : horizon de prédiction fini
N, : horizon de commande (N, < Np,)
Q : matrice symétrique définie positive
T : période d’échantillonnage.

Remarque : Un terme quadratique en la commande u est
habituellement ajouté dans (2) pour éviter les saturations.

Vu le traitement ici fait du probléme contraint, cela est
redondant avec les contraintes (3) et (4).

B. La commande prédictive non linéaire et le temps réel

Ce probleme d’optimisation non linéaire sous contraintes
doit étre résolu a chaque période d’échantillonnage. Seule
la premiere commande est effectivement appliquée au
procédé. A linstant d’échantillonnage suivant, 'informa-
tion est mise a jour, ’horizon de prédiction fini glisse d’une
période d’échantillonnage et la procédure (résolution du
modele non linéaire et du probléeme d’optimisation) est
répétée.

En temps réel, il faut ajouter le fait que la solu-

tion, a toute itération et a chaque instant, doit satis-
faire les contraintes du probleme. Cela concerne surtout
les contraintes dures qui ne doivent étre violées a aucun
moment.
Ainsi, 8’il n’y avait pas les considérations liées au temps
réel (parce que le temps de calcul alloué est épuisé, on
peut étre amené a interrompre l’algorithme et la solu-
tion doit vérifier les contraintes "dures”), la résolution
d’un probleme d’optimisation non linéaire n’est pas extra-
ordinaire. Mais pour satisfaire les exigences relatives aux
contraintes ”dures”, il peut étre nécessaire d’intervenir sur
la méthode de résolution.

L’objet de cette communication est de proposer une ro-
bustification d’un algorithme, dans la classe des méthodes
duales les plus simples, en fournissant une condition suffi-
sante pouvant se traduire par un critére de faisabilité en
ligne. Ce critere de faisabilité de la commande prédictive
temps réel est déduit de la propriété de convergence globale
de I’algorithme de Levenberg-Marquardt.

III. OPTIMISATION NON LINEAIRE SOUS CONTRAINTES
POUR UNE COMMANDE PREDICTIVE
A. Préliminaires

Les contraintes sur les variables de commande et d’états
vues précédemment (éq. 3, 4, 5) peuvent s’écrire de maniére
plus compacte sous la forme (pour tout j € IN) :

gi1 (@) = Umin — u(j) < 0

912(’&‘) = u(]) — Umaz < 0

9i3(1) = Atpin —u(j) +u(j—1) < 0
914(77/) = u(j) - u(] - 1) - Aumaw < 0
916(71) mm(]"i' 1) — Tmaz <0

Les indices i1,42,13,i4 € {1,..,m}, i5,i6 € {1,..,n}.

Le probleme d’optimisation (éq.(2) a

(o) {

ou nbc est le nombre total de contraintes et @ = {u(k+j) €
R™,j=0,1,.. —letk=0,1,.. + o0}

(5)) s’écrit alors :

MingJ(u

)
gi(@) <0 iel={lanbc} (6)

Soit K = {@ tel que g;(4) < 0,4 € I }. Pour un minimum
de régularité du probleme (P,.) au sens de J.V Burke [1],
Zangwill [12], on supposera que :



- K est un ensemble fermé non vide de IR™ e,
- dom(J) = {u tel que J(u) < oo} est non vide,
- En posant V(i) = inf{J(a) tel que & € K}, on a :

V(a) —V(u
limi =V o
[ — ]|
pour tout @/ € K et quel que soit & € R™Ne,
Alors le probleme (P.) est régulier au sens de J.V Burke et
cela indépendamment de Iexistence de solution optimale.

Les méthodes de pénalités consistent a ramener le
probléme contraint (P.) en un probléme non contraint
dont la solution converge vers la solution du probleme
initial. Dans cette catégorie de méthodes, les méthodes
de pénalités intérieures présentent l'intérét, en principe,
de conserver les solutions a l'intérieur du domaine défini
par les contraintes quelle que soit l'itération. On com-
prend alors leur adéquation, de principe toujours, a la
problématique temps réel de la commande prédictive.

Le principe des méthodes de pénalités intérieures
consiste a transformer le probleme contraint en un
probleme pénalisé. Les contraintes sont prises en compte en
introduisant un terme de pénalité dans la fonction cotit. Ce
terme de pénalité est composé d'un coeflicient de pénalité
variable p (p > 0) et d’une fonction, appelée fonction
barriere et notée B(u).

nbe k+Np
i=1 j=kt1
nbc k+Nyp 1
=y -p( > )

i=1 j=k+1 9:(@)

La fonction barriere est définie sur I'intérieur de K, noté [o(
(cad g;(@) < 0), et tend vers l'infini sur la frontiere de K,
notée 0K (cad g;(i) = 0).

Le critere a optimiser s’écrit alors :

Jiot (U, p) = J () + Jine (@, p) (7)
k4N,

Y Wali) = ym (DI QLya(s) — ym ()] (8)

j=k+1

J(u) =

Cela conduit au probléeme pénalisé suivant :

Min Jtot(ﬁap)

) {3 0

La régularité du probleme (P,) est équivalente & celle du

o o
probléme contraint (P.) sur K. En supposant que K est
non vide (les contraintes ne sont pas contradictoires), le
probleme (P,) a une solution puisque :

- Jiot(@, p) est une fonction continue sur I% en vertu de
la continuité des fonctions du modele (f et h) et de la
fonction barriere B.

- L’ensemble C ={ 4 € K / Jiot(G,p) <1 avecn >0 }
est un ensemble compact dont I'existence est assurée

par le fait que les points de la frontiere de K sont des
points d’accumulation d’une suite de points intérieurs
a K (K étant un ensemble fermé).

L’intérét de principe, cité plus haut pour la méthode
des pénalités intérieures, est en général atténué par deux
handicaps qui lui sont reconnus :

- l'initialisation a I'intérieur du domaine des contraintes,

- le mauvais conditionnement quand les solutions sont

situées sur la frontiere de 0K.

En ce qui concerne le premier point, on utilise en général
dans le cas de la commande prédictive non linéaire, des
modeles (et contraintes) physiques. Cela facilite d’autant
I'initialisation qui devient triviale pour la commande et qui
peut étre résolue par une optimisation hors ligne si besoin,
pour des contraintes sur les états.

Pour le deuxiéme point, il faut noter que le principe méme
de la commande prédictive est sous-optimale au sens ou
la solution a l'instant courant est seulement recherchée
meilleure qu’au pas précédent au cas ou le temps de calcul
est épuisé.

B. L’algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt
modifi€ : condition suffisante de faisabilité en ligne

Le probleme pénalisé (P,) peut étre résolu par tout al-
gorithme d’optimisation non contraint. Nous avons choisi
I’algorithme de Levenberg-Marquardt pour ses propriétés
de convergence globale, de robustesse et d’efficacité en op-
timisation non linéaire sous contraintes [5], [7], [9].

Remarque : La convergence globale est le fait que [’algo-
rithme converge vers un point satisfaisant une condition
nécessaire d’optimalité quelle que soit l'initialisation. FElle
n’implique pas la convergence vers un optimum global qui
nécessiterait des conditions de convexité.

La fonction Ji,; est finie a I'intérieur et & 'extérieur du
domaine K. Une solution meilleure et passagere peut donc
étre obtenue a 'extérieur de K. Quel que soit I'algorithme
non contraint utilisé, il est nécessaire de tenir compte de
ce fait [9]. Il faut donc modifier ’algorithme de Levenberg-
Marquardt pour s’assurer que lors des déplacements suc-
cessifs, la solution reste interne au domaine des contraintes.

On rappelle lalgorithme de Levenberg-Marquardt a
litération 1 :
(@ — @ty = —(V2JIL, + Mpm.) LV JL,
ou encore (4! — @!) = d()\;) avec A\; > 0.
La modification concerne la ”longueur” du déplacement

pour rester dans le domaine des contraintes. On introduit
alors le parametre # > 0 pour adpater le déplacement.

(@ — @) = 0.d(\) avec \; >0, >0

L’algorithme de Levenberg-Marquardt en temps réel est
représenté figure 6.

IV. CONDITION DE FAISABILITE DU PROBLEME
D’OPTIMISATION

Il s’agit maintenant de vérifier que lalgorithme de
Levenberg-Marquardt ainsi modifié en tenant compte des



contraintes garde sa propriété de convergence globale avec
des points intérieurs au domaine des contraintes. Pour cela,
on doit imposer aux déplacements successifs d’étre selon
des directions admissibles au sens des contraintes. Cela
peut étre obtenu par une condition structurelle sur la ” com-
patibilité” des contraintes.

Proposition 4.1 Supposons que les fonctions des
contraintes vérifient g;(@) soient C? dans K. Si, pour les
contraintes saturées indicées i € I, on a :

Vgi(a) linéairement indépendants (i € I)

alors les solutions intermédiaires restent a l'intérieur du
domaine des contraintes et lalgorithme modifié (fig 6)
conserve la propriété de convergence globale.

Preuve : Il faut rappeler que la condition principale de
convergence globale d’'un algorithme d’optimisation non
linéaire sans contrainte est la propriété de fermeture de
I’application multivoque générant I’ensemble des points, so-
lutions ou non, & partir de l'algorithme itératif (théoréme
de Zangwill [7],[9]). Les solutions sont réalisables si elles
sont dans le domaine des contraintes et si il existe un che-
min admissible dans leur voisinage.

Pour cela, on rappelle quelques définitions relatives 1’ad-
missibilité des points [7] :

Un arc de courbe I' sera dit admissible en wu et
sera défini par une fonction ¢ (RT — IR™) conti-
nuement différentiable du parametre 6§ > 0 : @(0) =
[©1(0), ..., om (0)] et telle que :

(2) (0) = u';
(b) pour € > 0 suffisamment petit, p(0) € K.
On appelle direction admissible en u°, tout vecteur

0

dpm T

= 92 0y = (221 ) -

Y=\ = ag (10)

tangent & 'arc de courbe ¢(6) admissible en u°.

L’algorithme de déplacement se résume a toute itération
par le déplacement o :

du=80.dN) A>0,0>0 (11)
(V2Jtot + A)d(N) = =V ot avec V Jyo €t V2Jtot respec-
tivement le gradient et le hessien approché de Ji,:. Cette

application qu’on note V peut s’écrire :

V =U,oD, (12)

ou D, définit la direction réalisable et Uy définit le point
futur intérieur au domaine des contraintes.

Dans 'algorithme de Levenberg-Marquardt, A est choisi
de telle sorte que la matrice M ~! = Vthot + A soit définie
positive :

Dy =doA,
Ay ={\>0tel que M~! = VQJtOt + M soit définie po-
sitive }. Cet ensemble existe sur tout compact de type :
A € [Amin @+ €] avec Apin (reSp. Amaz) la plus
petite (resp. plus grande) valeur propre de VQJtOt, a =

max (| Aminls | Amaz|) €t € > 0.

L’application Ay est fermée en vertu du fait que c’est une
application continue sur un compact.

L’application d définie sur Ay, produit de fonctions conti-
nues, est donc une application continue sur un ensemble
compact. L’application D), compositions d’applications
fermées, est fermée.

il faut maintenant montrer que 'application Uy est fermée.
Up définit le nouveau point (0 < o < 6) :

Up(t,d) ={z=0+ad €C [ Jiot(z) <min Jyot(t+ ad)}

C étant le compact défini précédemment, le théoreme de
fermeture de Luenberger [7] garantit la fermeture de Up si
I’ensemble des directions réalisables n’est pas vide.

Soient ¢(#) un arc de courbe admissible en @ et y = z—g (0)
une direction admissible en u. D) engendre des directions
réalisables revient a dire qu’en tout point il est possible
de se déplacer a I'intérieur du domaine des contraintes en
partant de @ (i.e ’ensemble des directions admissibles n’est
pas vide).

- Pour les contraintes non saturées, c’est a dire telles

que :

gi(u) <0 (iel—1I)

ceci est le cas puisqu’il existe toujours un 6 suffisam-
ment petit tel que : g;(p(6)) <0
- Pour les contraintes saturées, c’est a dire telles que :

gi(a) =0 (Z € Is)

il doit exister un @ suffisamment petit tel que
gi(p(0)) < 0. En utilisant le développement de Tay-
lor de g;(¢(0)) au voisinage de § = 0 (¢(0) = @), on
peut écrire :

0:(6(0)) = 0:(3) + 0.97 ()2 (0) + .0(0)
avec o(f) — 0 quand 6 — 0.
Une condition suffisante pour avoir g;(¢(f)) < 0 est
I'indépendance des vecteurs Vg; en .

En effet, dans ces conditions, il n’existe pas de A; tels
que > \;Vg;(t) = 0 sans que les \; ne soient tous nuls;
et donc le théoréme de Gordan (corollaire du théoréme
de Farkas-Minkowski [7]) s’applique : lensemble {y €
R™Ne / Vgl (@).y < 0} n'est pas vide. Ainsi, il existe
un 6 > 0 tel que 'application Uy est fermée et par suite
Papplication ¥V = Uy o D) est fermée.

En application du théoreme de Zangwill, I'algorithme
modifié conserve sa propriété de convergence globale. Les
4 appartiennent a l’ensemble compact C, la direction de
descente d(\) = —M.V i est telle que :

d s
@[Jwt(u +0d(N), )]}, = VIior-d(N)

= - VJZ;t-M-VJtot <0
puisque M est définie positive.
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Fig. 2. Procédé de séchage par infrarouge.

V. APPLICATION : UN EXEMPLE TEMPS REEL
A. Test du critére de faisabilité

La condition suffisante donnée dans la proposition (4.1),
peut étre vérifiée en étude préalable comme en temps réel,
par des tests.

- Pour les contraintes sur les commandes (éq. (3),(4))
de type saturation ou vitesse, la condition est auto-
matiquement vérifiée pour des variables de commandes
indépendantes.

- Pour les contraintes sur les états (ou les sorties), le
critere rejoint la condition de sensibilité de ces variables
par rapport a la commande. En effet, la jacobienne 65;” ()
pour z € IR™, u € IR™ est certainement mal condi-
tionnée si il existe une composante x0 de z,, telle que :

0

52 (7) = 0 pour j =0,1,... 4 co.

Une condition suffisante pour garantir la condition donnée
dans la proposition (4.1) pour les contraintes de type (5)

est donc que :

3xm(j) 6xm(j)
 Oum())

Oua ()

rang | ] soit maximal. (13)

Les contraintes min et max portant sur une commande ou
un état ne peuvent jamais étre saturées en méme temps.

B. Procédé de séchage de peinture

Un procédé pilote permet de sécher par infrarouge, un
film de peinture utilisant ’eau comme solvant a la place
d’autres composés chimiques [2]. 11 est représenté figure 2.
Le film de peinture est caractérisé par sa température
T'(t), supposée uniforme dans ’épaisseur du film, et par
Phumidité en base séche x(z,t), variable en fonction de
I’épaisseur z de I’échantillon. L’écriture des bilans mas-
siques et thermiques permet d’obtenir un modele non
linéaire d’équations aux dérivées partielles représentant le

procédé :
)
X = 9 [Deyr(x. T)IX] 2 €]0, €5ecf, t >0

dar - Zle Pi+Paps

dt = pCp(x,T)ep+psCses

Vzel0,esec), t>0

Decan %) cap L)
hexTp X eacp RT

(1+¢x)*2

avec Des¢(x,T) =

avec les conditions aux frontieres :
%:Oforzfo t>0
_Deff(X>T) Ox = Mhmon) pour 5 = g, >0

et les conditions initiales :
X(Z,O) =Xi vz S [Ovesec}a
T(0) =T;.

Les expressions des différentes puissances mises en jeu
(respectivement convection, radiation, évaporation et puis-
sance absorbée par infrarouge) sont données ci-dessous [2] :

Pi=h(T—Ty), Po=he(T —T))
3—0h(T4 ), P4—Ozs O'(T4—Tgl)
P5 - l ( )m(X’mogp T) ) Pabs = aiT'(Xmoy)QOir

Le flux infrarouge ;. est la variable de commande et la
sortie mesurée du procédé est la température. Ce modele
est discrétisé par la méthode des volumes finis afin d’obte-
nir un modele non linéaire en dimension finie.

L’objectif de commande est de poursuivre une référence
de température garantissant des conditions optimales de
séchage. Ce profil assure un compromis entre temps de
séchage et qualité finale afin d’éviter tout phénomene de
bullage ou de fissuration sur le film de peinture.

Ce procédé est soumis a des contraintes fonctionnelles
sur les variables de commande (Upae = 12 kW.m ™2,
Umin = 0 Wom™2, Atumas = +500 W.m=2.571 Aupin =
—500 W.m~2.s71) et & une contrainte sur I'humidité
moyenne Y, grandeur liée a la variable d’état y :

1

€sec
Xmin < X(t) = / X(Zat) dz < Xmax
0

€sec
avec €ge., I’épaisseur finale théorique de la couche de pein-
ture séche (Xomin = 0.01Kg.Kg™', Xmaz = 0.4Kg.Kg™').
L’humidité n’étant pas mesurée en ligne, un observateur
sur horizon glissant a été proposé [4].
Les résultats expérimentaux en temps réel montrent que,
quelque soit I'horizon de prédiction N, I’objectif de pour-
suite est atteint (fig 3) et que les contraintes sont vérifiés
sur les variables de commandes en amplitude (fig 4) et en
vitesse (fig 5). La qualité de poursuite dépend du choix de
N, qui influence aussi le temps de calcul. L’algorithme ef-
fectue en moyenne 12 itérations (nécessitant la résolution

du modele et du probléeme d’optimisation non linéaire) en
moins de 100ms (avec un CPU de 2.6GHz).

VI. CONCLUSION

Nous avons proposé une amélioration structurelle d’un
algorithme d’optimisation afin de satisfaire les exigences
de résolution en temps réel de la commande prédictive non
linéaire sous contraintes. La convergence de cet algorithme
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Fig. 5. Vitesse de la commande obtenue pour différents Ny.

est assurée par une condition suffisante sur les contraintes,
traduisant leur compatibilité avec le probleme posé. Cette
condition constitue un test préalable a la faisabilité de la
commande prédictive. L’algorithme utilisé n’est pas exclu-
sif de sorte que n’importe quel algorithme présentant les
mémes qualités peut étre étudié dans les mémes conditions.
Ceci confere a la démarche un aspect générique puisque la
convergence de la méthode de résolution est nécessaire dans
I’étude de la stabilité. En effet, la fonction cotit est prise
comme fonction de Lyapunov pour I'étude de la stabilité
et cette fonction doit étre décroissante.
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