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INTRODUCTION AUX INEGALITES DE CARLEMAN POUR LES OPERATEURS
ELLIPTIQUES ET PARABOLIQUES. APPLICATIONS AU PROLONGEMENT  UNIQUE ET AU
CONTROLE DES EQUATIONS PARABOLIQUES *

JEROME LE ROUSSEAU ET GILLES LEBEAU

Resumi: Nous introduisons les inégalités de Carleman locales pour les opérafimimgues, en utilisant
des techniques d’analyse microlocale semi-classique. Nous montoptisialité des puissances des pa-
ramétres de ces inégalités et leur lien avec la variété caractéristiquelidérpecaprés conjugaison avec
les fonctions poids. Nous déduisons des inégalités de Carleman degf@®pe prolongement unique
ainsi que des inégalités d’interpolations. Ces dernieres donnent gadii@épectrale remarquable et la
contrélabilité & zéro de I'’équation de la chaleur. Dans un second temys pnouvons des inégalités de
Carleman pour des opérateurs paraboliques. Tout d’abord es®lomalement en espace, ces inégalités
sont recollées pour obtenir une inégalité globale. Nous montrons a aoleveontrlabilité a zéro des
équations paraboliques par cette autre approche.
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2 1. INTRODUCTION

1. INTRODUCTION

En 1939, T. Carleman introduisit des inégalités d’énergieids exponentiels dans le but de démontrer
un résultat d’unicité pour des équations aux dérivéesgisi (EDP) elliptiques a c@igcients réguliers en
deux dimensions [Car39]. Ce type d'inégalités que I'on namnngégalités de Carleman, a été généralisé
et systématisé par L. Hérmander et d’autres auteurs pouarded classes d’opérateurdtéientiels en
dimension quelconque (voir [H6r63, chapitre 8] et [Hor85actions 28.1-2] ; voir aussi [Zui83]). Depuis,
I'utilisation de ces inégalités a largement dépassé lepliGgiion originelle. Elles donnent non seulement
des résultats quantitatifs de prolongement unique mas sbnt aussi utilisées pour I'étude de problemes
inverses ainsi qu’en théorie du contrdle pour les EDP. Gegbut dans ce dernier cadre que se placent nos
notes.

En controle des EDP, pour les équations d'évolution, onafeea amener la solution dans un état
donné, partant d'une certaine donnée initiale, en agissaria solution a travers soit un second membre,
on parle alors de contréle distribué, soit une donnée au borgarle alors de contréle frontiére. Pour plus
de généralité on souhaite que ce contrble agisse uniquesmemhe sous-partie du domaine ou du bord. On
souhaite pouvoir choisir cette zone de contrble aussiepgtie possible.

Le cas de I'équation de la chaleur nous intéresse plus pbétiement ici. Dans un domairge régulier
et borné deR", pour un intervalle de temps,[0] avecT > 0, et pour un contréle distribué nous avons

oy — Ay = 1,v dansQ = (0, T) x Q,
y=0 surs = (0, T) x 69, (1.1)
y(0) = yo dansQ.

Ici w € Q est la zone de contrdle interne. La controlabilité a zéroatee@quation, a savoir I'existence
pour toutyo € L%(Q) dev € L%(Q), avec| Vil zq) < CllYoll z(q). tel quey(T) = 0, fut démontrée dans [LR95],

a partir d'inégalités de Carleman pour 'opérateur eltjpt —92 — Ay sur un domain& = (0, Sp) x Q
avecSp > 0. Nos notes couvrent cette approche dans un premier terops.démontrons ces inégalités de
Carleman elliptiques a partir d'outils issus de I'analyseroiocale semi-classique. Les inégalités que nous
démontrons sont dites locales parce qu’elles s’appligaefgs fonctions dont le support est localisé dans
une région fermée strictement incluse déndJne fois ces inégalités démontrées, une étape importante d
cette approche réside dans I'obtention d’une inégalitétefpolation, pour des fonctions réguliéres gur
satisfaisant certaines conditions au bord, ainsi que dhaggrlité spectrale pour les combinaisons linéaires
finies de fonctions propres orthonormales du laplacierfsyoour des conditions de Dirichlet homogénes
au bord.

Une autre approche, celle de [FI96], a aussi permis d’oblendntrdle de la chaleur. Elle est fondée sur
l'utilisation d’inégalités de Carleman globales pour Espteur paraboliqué — A. Ces inégalités sont dites
globales car elles permettent de traiter des fonctions éuifient uniguement des conditions de Dirichlet
homogeénes au bord. Ces inégalités de Carleman globdlésedit pourtant des inégalités locales par un
terme d’observation. La forme de ces inégalités permet daiggdirectement une inégalité dite d’obser-
vabilité pour I'opérateur parabolique qui est équivalénta contrblabilité & zéro de (1.1). Nous présentons
cette approche dans un deuxieme temps. La démonstrationogisedonnons de l'inégalité de Carleman
parabolique est diérente de celle donnée dans [FI96]. Comme dans le casaligthous fondons notre
exposition sur I'analyse microlocale semi-classique. $Néarivons tout d’abord des inégalités locales et
nous montrons comment de telles inégalités peuvent étoiées pour finalement obtenir une inégalité de
Carleman globale avec un terme d’observation.

Une inégalité de Carleman locale prend la forme suivanteir po opérateur elliptiqu® et pour une
fonction poidsy = ¢(X) bien choisie, il exist€ > 0 ethy > 0 tels que

hile#/Mullg + h¥le/MV, s < CHéle"Pug,
pouru réguliére a support compact, ekth < hg.

Dans ce type d'inégalité, nous pouvons ainsi choisir lepateeh aussi petit que nous le souhaitons,
ce qui est souvent utilisé dans les applications de ceslitégasn problemes inverses ou en contrdle. |l



1.1. Plan 3

nous a ainsi semblé opportun d’inclure aussi dans nos nettsrts résultats sur I'optimalité des puissances
deh dans les inégalités de Carleman. Nous montrons par exemapl&agrésence du paramelrelevant
le premier terme de I'inégalité et celle ti& devant son second terme sont liés & la variété caractéestiq
de I'opérateur conjugu@, = h?e#/"Pe#/". Nous donnons aussi un résultat d’optimalité pour I'inégal
spectrale que nous déduisons de cette inégalité de Carleman

Seules les inégalités a l'intérieur, loin du bord@gesont démontrées ici. Pour les estimations au bord,
qui sont plus techniques, nous renvoyons aux articlesraigi pour les démonstrations.

Ces notes s’inspirent en partie d’'un cours donné par G. ehda Faculté des Sciences de Tunis en
février 2005 et des notes manuscrites de M. Bellassoueglspdisette occasion [Leb05].

1.1 Plan Nous commencons par introduire brievement les opératesasdodiférentiels semi-classiques
(OyD) dans la section 2. L'outil fondamental sera pour nousétjalité de Garding qui nous permettra
d’obtenir assez rapidement une inégalité de Carlemandqualir un opérateur elliptique dans la section 3.
Dans cette section nous présentons la condition de sapseéié que la fonction poidg doit satisfaire.
Nous montrons aussi I'optimalité des puissances du pararseimi-classiqul dans ces inégalités. Nous
appliquons cette inégalité de Carleman a des questionsotltngement unique pour des équations et in-
équations elliptiques dans la section 4. Dans la sectior&s démontrons les inégalités d’interpolation
et spectrale. Cette derniére concerne les combinaisofaings finies de fonctions propres de I'opérateur
elliptique. Nous montrons I'optimalité de la constanteal@okmee® V¥ dans cette inégalités, alest la plus
grande valeur propre considérée dans la somme. Nous ésr@umsi un résultat de prolongement unique
pour certaines séries de telles fonctions propres. Damstia 6, ces résultats sont appliqués a la construc-
tion d’un contréle pour (1.1). La section 7 est consacréeimégalités paraboliques locales, prouvées par
une inégalité de Garding en espace, uniforme en temps, @irgsileur recollement pour obtenir une in-
égalité globale. Nous démontrons a nouveau la contr@@liilzéro des équations paraboliques par cette
seconde approche.

Pour une meilleure clarté de I'exposition, certains desltés énoncés dans les sections principales
sont démontrés dans les annexes.

1.2 Notations Nous donnons ici certaines notations que nous allonsertiisnt beaucoup sont classiques.
Le produit scalaire canonique sRF sera not€&., .), la norme euclidienne pétr et la boule euclidienne de
centrex et de rayorr par B(x,r). Pouré € R" on poseé) = (1 + |§|2)%. Si a est un multi-indice, i.e.,
a = (ay,...,an) € N", onintroduit les notations suivantes :

é_-(y:é:;fl.,. gn’ SifERn, (9”:6(;11'“3;:, D(Y:D(;ll...D‘)’(‘nn, et |a,|=a1+...+a/m
ouD = *i-‘a. DansR", nous désignons parle gradient gy, ..., dx, ) et parA le Iaplacierﬁf(1 +eoet ain. On
précisera parfois par rapport a quelle(s) variable(s) éewations sont faites en écrivant par exenipleou
Ax. On écrira aussy’ = Vyp.

Pour un ouverf) deR", on note¢:’(Q) I'ensemble des fonctions de clagé€ dont le support est un
compact deQ. PourK un compact d&®", on note¢; (K) I'ensemble des fonctions ¢€:°(R") & support
dansK. Lespace de SchwartZ (R") est 'ensemble des fonctions de clagsé a décroissance rapide.
Son dual,7’(R") est 'ensemble des distributions tempérées. La transferde Fourier d’une fonction
u e % (R") est définie pau(®) = [ e *¥u(x) dx, avec une extension par dualité/&(R").

SoitQ un ouvert deR". L'espacel?(Q) des fonctions de carré sommable est muni du produit sealair
hermitien (1,v).z = f, u(x)V(X) dxet de la normgiuilz = [lullo = (u.u);’. DansR", les espaces de Sobolev
classiques sont définis pES(R") = {u € .%'(R"); (¢£)S0 € L?(RM)} pour touts € R. DansQ, pours € N,
HS(Q) est défini paHS(Q) = (ue ¥'(Q); d%u € L>(R"),Va € N", |a| < ).

Pour deux fonction$ etg de variables, £ dansR" x R", on définit leur crochet de Poisson par

{f. 0 = X(0g f0x,9 — 0, T0¢,0).
]

Pour deux opérateuis, B leur commutateur sera noté,[B] = AB— BA
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Dans ces note§ sera toujours une constante positive générique dont lavpéait étre diérente d’'une
ligne a I'autre. D’autres notations seront utilisées sidieur d’'une constante nécessite d’'étre suivie. Pour
une constante générique dépendant d’'un parameétre, disapsis écrirons aussi parfaly.

Remerciements : Nous remercions L. Robbiano pour de nombreuses discussiofessujet de ces notes,
ainsi que M. Léautaud pour certaines corrections.

2. PRELIMINAIRES | OPERATEURS (PSEUDO-)DIFFERENTIELS SEMI-CLASSIQUES

La théorie semi-classique tire ses origines de la physigaatigue. Le paramétre d’échetiecorres-
pond a la constante de Planck en physique, il sera pris ge&t(0, hy), 0 < hy << 1. On poseD = ?a. La
limite semi-classique correspond a la limlite> 0.

Si p(x, ) est un polyndme ed d'ordre inférieur ou égal i, x,& € R", p(X, &) = X 41<cm @ (X)E?, on
pose

p(x, Du= 3 a,(x)D"u.

lel<m

Ici, @ est un multi-indice. On observe que I'on peut écixau = (er)' fon €X0£20(£) dg, pouru € S (R"),
ou U est la transformée de Fourier classiquaiddous avons donc

Rol _
p(x, D)u(x) = ‘ \%mW [€%9a,(x)¢"0(¢) dé = (2eh) ™" &%/ h| |Z<maa(x)§”0(§/ h) de,

ou encore, formellemenp(x, D)u(x) = (2rh)™" [ >¥9/Mp(x, &) u(y) dy .
Plus généralement nous introduisons les familles de sysslslivantes.

Définition 2.1. Soita(x, &, h) € @ (R" x R") avech comme parameétre dans (@) tel que pour tous etgs
multi-indices on ait

0537a(% &, )| < Copg®™ P, xeR", £ €R", he (0,hy).
On dit quea e S™.
Poura e S™ on appelle symbole principal la classe d’équivalenca dansS™/(hS™1).

Lemme 2.2. Soient me R et g € S™ avec je N. Alors il existe ae S™ tel que
N .
YNeN, a- ) hlaj e hNttsmN-1
j=0
On écrit alors a~ ¥ hia;. Le symbole a est unique mod@¢h™)S~>, au sens ou la giérence de deux

tels symboles est dat¥hN)S—M pour tous NM € N,

On identifie le symbol@, avec le symbole principal d& En général, pour les symboles de la forme
a~ X ;h'aj que nous considérerons ici les symbagse dépendront pas du parametre d'échielle
A partir de ces classes de symboles, on peut définir les epésgbseudottierentiels (D).

Définition 2.3. Sia e S™, on pose
a(x, D, hju(x) = Op@)u(x) := (2rh)™" [f €% Ma(x, &, h) u(y) dy d&
= (2rh)™" &9 Ma(x, &, h) O(&/h) dé.
On note¥™ I'ensemble de cesD. PourA € ¥™, on notera paw-(A) son symbole principal.

Nous avons O@) : #(R") — % (R") continment et O@) peut étre étendu de maniére unique a
S (RM). Alors Opf) : ' (R") — .%’(R") continliment.
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Exemple 2.4.Prenons I'opérateur fiérentiel défini pai = —h?A + V(X) + h? Y1<j<n bj(X)0;j. Son symbole
et son symbole principal soafx, £, h) = [£>+V(X)+ih Y1<jen Dj(X)éj, eto(A) = |€]2+V(X) respectivement.

Nous définissons maintenant des espaces de Sobolev et dessnadaptés au parametre d’échhlle
;. 1 .
Nous désignons la norme naturelle 84¢R") par||u||§ = (fu(xX)> dX)z. Soits € R, alors nous posons

lulls := lIAUllo,  avecA® := Op((€)°) et A(R") :={ue .Y’ (R"); [lulls < co}.

L'espace - #%(R") est algébriguement le méme que I'espace de Sobolev d@sditfR"). Pourh fixé, la
normel|.||s est équivalente a la norme de Sobolev classique que I'on|rilpte Cependant, ces normes ne
sont pas uniformément équivalentes lorshuend vers 0. Nous avons uniquement

ulls < Cllullys, SiS>0, et |ullys < Cllulls, sis<O.

Pours € N la norme]|.||s est équivalente a la norndy(u) := 3 ,<s ||D"u||(2, = Dlal<s hz'“'||<9"u||§. Les espaces
JE et S sont en dualité .S = (.#2), au sens de la dualité des distributions avec I'espdce .#°
comme espace pivot. On peut démontrer le résultat de catétiswivant.

Théoréme 2.5.Si ax, &, h) € S™ et se R, alors nous avon®p(@) : -# — #* ™ continlment, uniformé-
ment en h.

Le résultat important qui va nous intéresser ici est I'iliégae Garding.

Théoréme 2.6(Inégalité de Garding)Soit K un compact d&". Si ax, &, h) € S™, de partie principale a,
et s’il existe C> Otel que

Ream(x,£,h) > C)™,  xeK, £€R", he (0,hy),
alors pour0 < C’ < C et hy > 0 syfisamment petit on a
Re(Op@)u,u) > C'[lull ,. ue?’(K), 0O<h<h.

La positivité du symbole principal deimplique donc une positivité pour I'opérateur @p(La valeur
deh; est fonction deC, C’ et d’'un nombre fini de constant€s s associées au symbadx, £, h) (voir la
définition 2.1). Une démonstration de I'inégalité de Gagdist donnée dans I'annexe A.

Remarque 2.7. On notera qu'ici la condition de positivité du symbole pipat est imposée pour tout

£ dansR", a I'opposé des hypothéses de l'inégalité de Garding esuiedl., non semi-classique, qui ne
demandent une telle positivité que padérgrand (voir par exemple [Tay81, chapitre 2]). Cependant, le
résultat semi-classique est plus fort car il donne uneegalkitivité de I'opérateur.

Nous aurons a comprendre la composition dg®CElle donne lieu a un calcul au niveau des symboles
des operateurs.

Théoréme 2.8(Calcul symbolique) Soit ac S™ et be S™. Alors Op(a) o Op(b) = Op(c) pour un certain
c e S™™ qui admet le développement asymptotique

lal

h
c(x.&.h) ~ 3

Ie% i‘“‘a!

8ga(x’ f’ h) a()]((b(xv fv h), Ol] a! = a'l! - a,n!

Le premier terme de la série, le symbole principalabsie second terme e$t2j Og,a(X%, &, h) 0y, b(X, &, h).
Il en découle que le symbole principal du commutateur fRdp(b)] est

7([0P(@), OpB)) = (2, b} € hS™"

Enfin, le symbole de I'opérateur adjoint s’obtient a partisymbole de I'opérateur.
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Théoreme 2.9. Soit ae S™. Alors Op(@)* = Op(b) pour un certain be S™ qui admet le développment
asymptotique
|

b(x & h) ~ 5. 1 2E(x, &, h).

Ie% i""a!

Le symbole principal de b est simplemant

Comme références sur leg/O usuels on citera : [Tay81, H6r85b, AG91, GS94, Shu01]. Cemdfe-
rences sur les &D semi-classiques on citera : [Rob87, DS99, Mar02].

3. INEGALITES DE CARLEMAN LOCALES POUR DES OPERATEURS ELLIPTIQUES

Nous allons montrer une inégalité de Carleman locale powpdnateur elliptique d’ordre deux. Pour
simplifier les notations nous prenons le laplaciéns —A, mais la méthode de démonstration est la méme
pour un opérateur elliptique d’ordre deux plus général dargartie principale esF; ; d;(a;(x)d;) avec
aj € ¢”(R"R),1<i,j<nety;aj(X&é > Clé?, avecC > 0, pour toutx, & € R". En particulier on
notera que les inégalités de Carleman sosénsible$ a des changements de I'opérateur par des termes
d’ordre un ou zéro.

Soite(x) une fonction a valeurs réelles. On definit 'opérateur ogagP, = h?e#/"Pe /" que I'on va
considérer comme un opérateufféiientiel semi-classique. OrPa = —h?A — |¢'[* + 2(¢’, hV) + hAp. Son
symbole complet est donné gar — |¢'|? + 2i{¢’, &) + hAg. Son symbole principal est donné par

p, = o(P,) = €7 — l¢' P + 2i(¢' . &) = ;(é,— +ig})

i.e., on a« remplacé &; par¢; + iy} . En efet on remarquera que le symboleedd'D e #/" est¢; + i), .
On définit les opérateurs symetriques suiva@is= (P, + P;)/2, Q1 = (P, — P;)/(2i), de symboles
principaux respectifs

=P - I¢'P, =2 ¢).

On ap¢ =0+ Iql et P‘p = Q2 + |Qj_
Nous choisissong qui satisfait I'nypothese suivante.

Hypothese 3.1(L. Hormander [HOr63, H6r85a])Soit V un ouvert borné d&". On dit que la fonction
poidsy € ¥ (R", R) satisfait I'nypothése dsous-ellipticitésurV sil¢’| > OsurV et

V(%€ e VXRY, p(x8=0 = {ga}(x&>=C>0.

Remarque 3.2. On note quep,(x, &) = 0 équivaut d¢] = |¢’| et(£, ¢’y = 0. En particulier la sous-variété
caractéristiqug” = {(x,¢) € V xR"; p.(x, &) = O} est compacte, comme illustrée dans la figure 1.

L'hypothése 3.1 est réalisable, en particulier grace aumersuivant démontré dans I'annexe A.

Lemme 3.3(L. Hormander [HOr63, Hor85a])Soient V un ouvert borné d&' ety € ((,"’i(R”,R) telle que
l¢’| > 0surV. Alors pourd > 0 syfisamment grang = e satisfait I'hypothése 3.1 siv.

La démonstration de I'inégalité de Carleman va utilisendgalité de Garding. En préparation nous
avons le résultat suivant, démontré dans I'annexe A, quiuléde I'hypothése 3.1.

Lemme 3.4. Soity > 0 et soitp = u(3+2) +{0p. qu}. Alors, pour toul(x, £) € VXR", on ap(x, &) > C(&)4,
avec C> 0, pouru syfisamment grand.

Nous pouvons maintenant démontrer I'inégalité de Carlesuarante.

1Au sens ou seules les constantes sfiiec#es. Dans le théoréme 3.5, seules les consi@retls; changent mais pas la forme de
I'inégalité de Carleman.
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¢'(X)

p<p:O

Fic. 1 — Forme de la sous-variété caracteristiguela verticale de chaque poirt V.

Théoréme 3.5. Soient V un ouvert borné de" et ¢ qui satisfait 'hypothése 3.1 s ; alors il existe
0<hy <hyetC> Otels que

hie?/Mulls + W&V, < CHle?PUl, (3.1)

pour ue ¢°(V) et0 < h < hy.

Preuve. On prendv = e/M'u. Alors, Pu = f équivaut 8P,v = g = h%e*/"f ou encoreQ,v +iQ;v = g. En
utilisant @Qjwi, w2) = (w1, QjW,) pourwy, w, € €. (R") on obtient alors

Igll3 = 1QuVI3 + QM3 + 2 ReQaV, iQuV) = ((Qi + QG +i[Q2 Qul) V. v). (3.2)
On choisitu > 0 tel que donné dans le lemme 3.4. Alors pbtel quehu < 1 nous avons

n( (@ + Q)+ 1102, Q1)) v v) < lgl}.

symbole principal= u(0Z+02)+{t.01}

Linégalité de Garding et le lemme 3.4 donne alors
him[3 < Cligll3- (3.3)

On se contenteici de la norme dans#t et on 0btienh||ef/hu||g + h3||Vx(e‘ﬁ/hu)||§ < Ch4||e‘/’/“f||g. On écrit
Vy(€#/"u) = h1e?/N(V,p)u + €/"V,u, ce qui permet d’observer que nous avons

helle"Vully < Chile?/Muly + CHIV (e u)ls,
car|Vye| < C, ce qui acheve la démonstration. ]

Remarque 3.6.Par densité le résultat du théoreme 3.5 s’étend alors agkdoisu danng(V). Cependant,

ici, nous ne traitons pas le cas des fonctions d-tlﬁ(S/) N H2(V). Il faut pour cela disposer d’'une inégalité
de Carleman locale au bord de I'ouv&ftcomme démontrée dans la Proposition 2 page 351 de [LR95].
De plus, une inégalitglobale sur tout I'ouvertV pour une fonctioru danng(V) N H?(V) nécessite un
terme d’observation a droite dans I'inégalité de CarleniNous donnons plus loin ces détails dans le cas
des opérateurs paraboliques (voir la section 7).

2|l est bon de noter que dans zone elliptique, par exemple |gbgrand, on peut obtenir un résultat qui est bien meilleur sans |
facteurh dans (3.3). Autour de la sous-variété caractéristipjee(p, = 0} le choix de la norme dang ou .2 importe peu puisque
cette zone est compacte £n\Voir la proposition 3.8 pour plus de détails.
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supp(x1)
/ supp(x2)
V xR"

Fic. 2 — variété caractéristiqyget supports dg; ety, dans la proposition 3.8.

Remarque 3.7. Dans la preuve du théoréeme 3.5, nous avons utilisé I'hygeti3¢l. Elle permet de don-
ner des rbles complémentaires aux carn@,uné et ||Q2u||§, que nous avons dans (3.2) et a I'action du
commutateuii([Q2, Q1]u, u). Lorsque les carrés s’approchent de zéro, c’est le comeutgui prend le
relais et rend les choses positives globalement. A. Fwsk®. Yu. Imanuvilov [FI96] ont introduit une
modification de la méthode de démonstration de 'inégaktédrleman qui permet de ne considérer que
le terme équivalent au commutateur sans avoir a utilisedées carrés. Cette approche est exposée dans
'annexe A.4.

La proposition suivante donne un résultat plus précis duédalité de Carleman précédente et illustre
la perte d’une demi-dérivée qui se produit au voisinage dels-variété caractéristiqge

Proposition 3.8. Soient se R, V un ouvert borné d&" et ¢ qui satisfait 'hypothése 3.1 sif. Soient
y1..x2 € SO de supports compacts en x. On suppose gus'annule dans un voisinage deet queyz
s'annule hors d’'un voisinage compact gieAlors, il existe C> 0 et0 < h; < hg tels que

IOP(x oM, < C(IIPVllg + hilvilL) . et R l[Op(x2)Vils < C (IIPMlo + hiMls ). (3.4)

pour ve € (V) et0 < h < hy.

Cette proposition est démontrée dans I'annexe A. Nous peeppet y, satisfaisant les hypotheses
de la proposition 3.8 ainsi qug + y2 = 1 dans un voisinage d¢ x R". Pourv € %;’(V) nous avons
I0P(1— x1 — x2VII, < Cnyrr WMVl pour toutN € N etr,r” € R. On obtient ainsi

h%IIVIIz < h%(”Op(l_)(l = x2)Vlz + 10p(x )Vl + IOp(x2)Vilp) < C (IIP¢VIIO + hIIV|I1) .
En prenanh sufisamment petit on obtient
h2|Ml; < C'lIP, Vg, (3.5)

ce qui nous ramene a la derniére étape de la démonstratidmédreime 3.5. On notera aussi que (3.5)
permet d’éliminer le dernier terme dans chaque inégalit@dp et d’obtenir ainsi

IOp(x )M, < ClIP,VIly, et h2|Op(x2)Mls < ClIPM,. (3.6)

Nous avons vu que la condition de sous-ellipticité de I'lipgse 3.1 était shisante pour I'obtention
de l'inégalité de Carleman du théoréme 3.5. En fait on peuttraoque cette condition esécessaireOn
notera aussi que les puissances du fadteyui apparaissent dans I'inégalité de Carleman du théoretne 3
ainsi que dans la deuxiéme inégalité de (3.6) sont optimalasexemple, on ne peut pas avit devant
le premier terme de I'inegalité (3.1) avec % Ces deux points sont I'objet de la proposition suivante.
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f(x) = f(x0)

#(X) = p(X0) — €

#(x) = ¢(X0)

Fic. 3 — Géomeétrie locale pour le probleme de prolongement enicairégion hachurée contient le support
de [P, x]u.

Proposition 3.9. Soient V un ouvert borné @&, ¢(x) € ¢*(R",R), 0 < h; < hy et C> Otels que pour un
a < % lonait

hleMully < CHAle#/"Puilo, (3.7)

pour ue #;°(V) et0 < h < h;. Alorsa = % et la fonction poidsy satisfait I'hypothése 3.1 si¥f.

Nous renvoyons le lecteur a 'annexe A.6 ol cette propaséist démontrée.

4. PROLONGEMENT UNIQUE

SoientQ un ouvert borné d&". Nous nous plagons dans un voisinage’'un point xg € Q. Nous
prenons une fonctiof définie au voisinage de avecV f # 0 dansV. Soit p(x, &) un polynéme du second
ordre er¢ vérifiant p(x, &) > C|¢[? avecC > 0. Nous définissons I'opérateurfidirentielP = p(x, d/i).

Nous considérons € H?(V) solution dePu = g(u), ol g est telle queg(y)] < Clyl, y € R. Nous
supposons que = 0 dans{x € V; f(X) > f(Xp)}. Nous souhaitons montrer que la foncties’annule au
voisinage dexg.

Nous choisissons une fonctigrdont le gradient ne s’annule pas préstet satisfaisantV f (Xg), Vy/(xo)) >
0 et tel quef — y atteint un minimum local strict ery quand on se déplace le long de la courbe de niveau
{x € V; ¥(X) = ¥(x0)}. Nous pouvons prendre par exempiex) = f(x) — ¢|x — Xo|°>. Nous prenons alors
¢ = e¥ suivant le lemme 3.3. Dans le voisinaggou éventuellement dans un voisinagexgelus petit)
la situation géométrique que nous venons de décrire estrélel par la figure 3.

Nous appelon&V la région{x € V; f(x) > f(x)} (région sougf(x) = f(xo)} dans la figure 3).
Nous choisissons les voisinagéset V" de Xg tels queV” € V' € V et nous choisissons une fonction
x € € (V) telle quey = 1 surV”. Nous posony = yu. Alorsv € HS(V). Notons que I'inégalité de
Carleman du théoreme 3.5 s’applique @ar la remarque 3.6. Nous avons

Pv=P(yu) = y Pu+ [P, x]u,
ol le commutateur est un opérateufdlientiel d’ordre 1. Nous obtenons donc
2 2 2 2
hle? yull + hPle” Vel < C (e gl + hlle?""[P. luip)

< C(h4||e="/h)(u||§ + h4||e‘p/h[P,X]u||§), O<h<h,
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En prenanh sufisamment petit, disors < hy, on peut ignorer le premier terme du membre de droite. On
écrit alors

2 2 2 2 2
hI€ MUz + MEIE VUl 2y < D€ yully + B3IV (xu)llo < CHIe?M [P Iulzs), 0 <h<hy,

ousS =V \ (V" UW), puisque le support dé’[y]u est confiné dans la région givarie etu ne s’annule
pas (voir la région hachurée dans la figure 3).

Pour toute € R, on définitV, = {x € V; ¢(X) < ¢(x) — ¢}. Il existee > 0 tel queS e V,. Nous
choisissons alors une boullg de centrexg telle queBy c V” \ V,.. Nous obtenons alors

e MUl gy < CER MUy,  O<h<hy.

Comme ing, ¢ > sup; ¢, en faisant tendré vers zéro, nous obtenomns= 0 surBy. Nous avons ainsi
prouvé le résultat de prolongement unique local suivant.

Proposition 4.1. Soient g telle quég(y)| < Clyl, X € Q etue H%C(Q) vérifiant Pu= g(u) et u= 0 dans
{x; f(x) > f(x)}, dans un voisinage V dg.x_a fonction f est définie dans V et telle quié| # 0 dans un

voisinage de x Alors u s’annule dans un voisinage dg X
Par un argument de connexité on prouve alors le théorémarguiv

Théoreme 4.2(Théoréme de A. Calderéngoient g telle quig(y)| < Clyl. SoitQ un ouvert connexe et soit
w € Q, un ouvert non vide. Si @ H2(Q) vérifie Pu= g(u) dansQ et u(x) = 0 dansw. Alors u est nul dans
tout Q.

Preuve. Le support dai est fermé. Comme = supp(i) n’est pas égal &, montrons qué- est ouvert. On
aura alorg= = (). Supposons que sa frontiere dansfr(F) = F \ F°, est non vide et prenong € fr(F).

On poseA := Q \ F. On rappelle que I'on désigne pB(x,r) la boule euclidienne ouverte de cenket

de rayorr. Il existeR > 0 tel queB(x, R) € Q et Xy € B(x1, R/4) tel quexy, € A. CommeA est ouvert, il
existe O< ry; < R/2 tel queB(xo,r1) € A. Pourr, = R/2 nous avons ainsi obtemy < r, tels que

B(Xo,r1) €A, B(xo,r2) €Q, et x; € B(Xo,r2).

On définit 4 = B(xo, (L—t)ry +try) pour 0< t < 1. La proposition précédente montre quea slannule sur
&, avec 0< t < 1, alors il existes > 0 tel queu s’annule suB,.. Commeu s’annule sury, on trouve
ainsi queu s'annule sur, en particulier au voisinage dg qui ne peut pas appartenir a la frontiérefde
DoncF est ouvert. [

5. INEGALITE D’ INTERPOLATION, INEGALITE SPECTRALE
SoientQ un ouvert borné d&", Sg > 0 eta € (0,Sp/2). Nous définissong = (0,Sp) x Q etY =
(@, So — @) x Q. On posez = (s,X) avecs € (0,Sp) et x € Q. Nous définissons I'opérateur elliptique
A= 02 — Ay surZ. Linégalité de Carleman que nous avons démontrée danstiais@ s'applique a cet
opérateur.
Partant d’une fonction poids(2) définie suiZ on choisitp; < p} < p2 < pj, < p3 < pj €t on pose

V={zeZ p1 <¢(2 < ps} Vi={zeZ pj<¢(@ <pj}, =123

On suppose qug_est compact dang (on reste loin du bord dg&) et quey satisfait I'hypothése 3.1 de
sous-ellipticité sui.
L'inégalité de Carleman du théoréme 3.5 permet d’obtemiédalité d’interpolation locale suivante.

Proposition 5.1(G. Lebeau-L. Robbiano [LR95])Il existe C> 0 etdy € (0, 1) tel que pour ue H?(V) on
a

5.4
Uiy < C (A=) + Ul Ul

pouré € [0, 5]
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Preuve. Soity € ¢.°(V) telle quey(2) = 1 pres dep} < ¢(2) < p3. On posew = yu. Linégalité de
Carleman du théoréme 3.5 impliqiie?’™wl|y + [|e#/"Vwil, < Clle#/"Awi|, pourh petit, 0 < h < h; < 1.
On observe alors quaw = yAu + [A, x]u, avec I'opérateurA, y] d’ordre 1 et uniquement supporté dans
V1 U V3. On obtient donc

e Mlullyzv,y < CEVMUllavy + CE (IAUIL2vy + Ullizqvy))-
cary = 1 surV,. On écrit enfin
e Mullvyy < CEVMUllyy + Ce/ (AUl + Ullgvy), 0 < h < hy.
On conclut a partir du lemme suivant. ]

Lemme 5.2(L. Robbiano [Rob95]) Soit G, C, et G; strictement positives et A, B, C positifs, tels que
C < CzA et tels que pour tout > yo on a

C<e“A+ 2B, (5.1)

Alors 6 o
1
C < CstA@zBorez, (5.2)

Preuve. On optimise le membre de droite de (5.1) en fonctiory & on trouveyqy = %. Pour

simplifier on prendy_l = Ig(ﬁ/c?- Siy1 > yp alors en remplagant dans (5.1), on obtient (5.2). Si maamten
v1 < Yo, alors on voit queéA < CstB. On conclut alors ca€ < C3A. ]

Nous appliguons maintenant le résultat de la propositiérasun choix particulier de fonction poids.
Soity € Z etr > 0 tel queB(y, 6r) € Z. Posons/(z) = —dist(z y) et on choisitl > 0 de sorte que = eV
satisfasse I'hypothése 3.1 de sous-ellipticité dafysér) \ B(y, r/8) par le lemme 3.3. On prend alors

1= e—Sr/l’ p/l — e—Ar/l’ 02 = e—3r/l’ P’z — e—m’ 03 = e—%/l’ p’3 — gt
Les voisinage¥, V, etV3 sont représentées dans la figure 5.
En appliquant la proposition 5.1 on obtient, pous H?(Z),

o _ o _
Ul < C (IAUILqw) + Ul Uy < C (AU + llnegy) UGS,

ce qui donne
S s
ullvean < C (IAUIL) + Ul U0,

Ainsi la normeH? sur la bouleB(y, 3r) est estimée par la nornté* sur la bouleB(y, r). En particulier on
retrouve le résultat d’unicité locale de la section 4 darsakouAu = 0.

Cette inégalité locale peut étkgpropagée> et on obtient alors un résultat global. En plus des inégalité
de Carleman que nous avons montrées ici, il faut en démaeniréord. La technique depropagation>
utilise un recouvremerfini par des boules de rayan Le lecteur est renvoyé a [LR95] pour les détails
(pages 353-356). Ici, comme dans [LZ98] (voir la preuve dothme 3, pages 312—-313), I'inégalité d’in-
terpolation peut-étre initiée » au bord ers = 0 (Ia aussi avec une inégalité de Carleman au bord).

Théoréme 5.3([LR95, LZ98, JL99]) Soitw un ouvert non vide d&. Il existe C> 0 et € (0, 1) tel que
pour ue H?(Z) qui satisfait s, X)|xea0 = 0, pour se (0, Sp), et u0, x) = 0, pour xe Q, nous avons

— o
lulliscry < CIIUIIES, (IAUILz(z) + 18500, Qi) (5.3)

Nous pouvons maintenant en déduire une inégalité specinalaesure entre autres la perte d’orthogo-
nalité des fonction propres de\ surQ, avec conditions de Dirichlet homogénes au bord, quand sdat
restreintes a l'ouverd c Q tel quew # Q. Soienty;, j € N*, une base orthonormée de telles fonctions
propres efi; < up < --- < ux < --- les valeurs propres associées, comptées avec leur nuitépli
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Fic. 4 — Lignes de niveau de la fonctignet régionsvy, V, etVs. Les zones rouge¥; et Vs, localisent le
support deVy.

Théoréme 5.4([LZ98],[JL99]). Il existe K> O tel que pour toute suitéy;)jear C C et touty > 0 nous
avons
(5.4)

dXS KeKWf 2 @i

w | pujsu

)y |a] —f

Hj=p

% o

Hjsp

ou de maniére plus conmﬂéjmﬂ a]¢J||L2(Q) < Kek V| Yi<u a,¢,||LZ( X

Preuve. Nous appliquons l'inégalité (5.3) a la fonctiogs, x) = ¥, ., @ Slnh(*Fs)qu(x) qui vérifie Au = 0
ainsi que les conditions au bord exigées dans le théoreme®b.8

sintt( IS
Uy = MUy, = Z, e W‘T')ds> lrj? f ' ds= Cs,e Z, i 2,
a Hj IJJ<IJ
ainsi que
smh(\/_s) smh(\/_s)
Wy = [ (.2, 070y + 2, 0 e,
|uz<u a@j cosh(yuj9)g; L?(Q))
=Y lajl f((1+—)smhz(\/_s)+cosr?(\/_s)) ds< CEVE 3 o,
Hj<H Hj<H

. b Vedi , 2 .
puisque Z’i , \//%J)LZ(Q) = 6. Enfin, nous avongasu(o, x)||ﬁ2(w) =({| T @j¢j(x) | dx ce qui donne

2 S
dx) ,

1-6
> ICVJIZSCGC‘/H( x Iajlz) (f > ajpi(X)

Hisp Hisp w | pjsp

et la conclusion suit.
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Dans le cas ow = Q le résultat du théoréme 5.4 devient trivial et la consta@deV¥ peut étre rem-
placée par 1. D'un autre coté, il est clair gkiéw) tend vers+oo quand la taille dev tend vers zéro. La
caractérisation précise t#e= K(w) constitue un probléme intéressant et ouvert a notre cesaace.

Dans le cas ow # Q, la proposition suivante montre que la puissa%’na:heu dans la constantigeX V¢
est optimale (voir aussi [JL99]).

Proposition 5.5. Soitw un ouvert non vide d& avecw # Q. Il existe une suite réellgy;)ja, telle que,
pour une certaine constante £0, on a
2
Y lejP? > CEVES dx

Hj<H w

> aj¢i(X)

Hj=p

pour u syfisamment grand.
Preuve. On notePy(x,y) le noyau de la chaleur que I'on peut écrife.y e “ig;(X)¢;(y) pourt > 0; on a
biene® f(x) = [ Py(x,y)f(y) dy. On écrit alors

Y € ()giy)| < P )l +| X € gi(X)ei(y)|-

Hjsp Hj>p

Pourk € N sufisamment grand, les injections de Sobolev donnent

61l < Clijllypa < ClIA%ll, = C'pik. (5.5)

x-y2 L. . .
Pour tousx,y € Q nous avong(x,y) < (4rt)™"?e = par le principe du maximum (voir annexe A.7).
Soityp tel qued = dist(yo, w) > 0. Nous avons alorp(x, yo) < e/, avecCqy > 0, uniformément poux
dansw. Avec (5.5) nous obtenons alors

‘ % e_t"'¢j(x)¢j(yo)‘ <e®iC g evid xew
Hi=p Hi>p
On choisitej = e“igj(yo) et on prend = 1/ y/u. Nous avons
' > ajqﬁj(x)l <Ce®ViC ¥ ey, xew.
Hisp Hj>H

Pour estimer le deuxieme terme nous introduisdns= {I; @ < u}. Lasymptotique de Weyl (voir e.g.
[Agm65]) donne @, < Cu"2. Alors, pouru > 1 grand, on écrit

Y e = M) et < M) e N+ N+ 1, < ¥ #n €N+ N+ 1)
H leN €N
HizH N<pj-psN+1 N<pj-u<N+1 Nen

<C 3 e—t(;1+N)('u +N+ 1)2k+n/2 <C }O e—tX(X+ 1)2k+n/2 dx = Cé }oe—txx2k+n/2 dx
NeN u-1 M

En efet, avect = 1/, la fonctione ™x?*"2 est décroissante sy, [+co) pour u grand. Nous posons
| =2k + n/2. Le changement de variabje= t(x — 1) donne alors

Te“xx' dx =t et fe‘y(ut +y) dy=pze Zoe‘y( Vi +y) dy
u
<udeV fe(1+y) dy=Cule R
0

puisquet = 1/ y/u. Pouru > 1 grand, nous avons obtehgylsy aj¢,-(x)| < Ce V¥, ce quidonne

f| ) CVJ<Z5j(X)'20|XS Clwle™© V.

w " HjSpH
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Nous concluons maintenant en montrat.,, la;j|* > Cu"* > 1, pouru sufisamment grand avec le choix
des coéicientse;j, j € N, que nous avons fait plus haut. Eifiet, nous avons

Yl = Y e ipi(Yo)l? = PalYo,Yo) — 3 € %i|pi(yo)l>.
M=

HisH Hj<H

Pour toutN € N, on peut obtenir le développement asymptotique en temp$ sovant pour le noyau de
la chaleur sur la diagonale (voir par exemple I'équival@3t$9) ainsi que (13.39) et (13.40) dans [Tay96])

Pi(Yo, o) = t™"/2 (CO(yO) +tCa(Yo) + - - + Cn(yo)t" + O(tNH)), t—0, (5.6)

Nous avons ainsP (Yo, Yo) > C(2t)™"? = C’u"™*. Enfin, en procédant par inégalités de Sobolev comme
plus haut, on obtient I'estimation suivargg, ., € ?#1¢;(yo)I* < C 3, & 1uf < C'e ® V. n

L'inégalité spectrale du théoréme 5.4 mene aussi au résigdtarolongement unique suivant pour cer-
taines séries de fonctions propres.

Proposition 5.6. Soientw ¢ Q un ouvert ets > 0. Alors pour toute fonction u= o j¢; avec les
cogficientse; satisfaisanta;| < e’V jeN*,onau=0siu, =0.

Ce résultat permet de faire une analogie entre les sgrjgs a;¢; et les fonctions analytiques, pour
des coéficientsa; satisfaisant 'asymptotiquiej| < e~ V¥i.

Preuve. Pour 0 < s < & nous posons(s,X) = e aj%ﬁqu(x). Le comportement asymptotique

gue nous supposons sur les fméentsa; donnev € 7/2((0, €), H3(Q)). Nous appliquons alors I'inégalité
d’interpolation du théoréme 5.3 en prenaht (o, Sp — @) x Q avec 0< @ < Sp— a < Sg < &. Comme
v satisfait les conditions adéquates au bord ConAwme: O etdsVljoixw = U, = 0, cela donnéiVilysy) = O.
Pour presque towt € (e, So—a) on a donc - Y ja- @;j S'nh\%:ﬂs)¢j(x) = 0 dans_2(Q). L'orthogonalité les
fonctions propres donne; = 0 pour toutj € N*.

6. CONTROLE DE LA CHALEUR

Nous allons maintenant construire un controle pour I'éiguatle la chaleur sur I'intervalle de temps
(0, T) pour une certaine donnée initialgdansL?(Q) :

oy — Ay =1,v dansQ = (0, T) x Q,
y=0 surs = (0, T) x 6, (6.1)
y(0) = yo dansQ.

La fonctionv est le contréle. L'objectif est d’amener la solutigra zéro au temp3 > 0, en agissant
uniquement sur le sous-domaine

Nous commencons par donner un résultat de contréle patisd,le contrdlev sera construit par une
suite de contrbles actifs et passifs, ce dernier choix peamtede profiter de la décroissance exponentielle
naturelle de la norme? de la solution.

6.1 Observabilité et contrdle partiels. Pourj € N, on définit 'espace de dimension firfig = vect{¢y; ux <
221} et le probléme de contrdle a zéro partiel suivant :

oy — Ay = Ig;(1,V) dans (07") x Q,
y=0 sur (Q77) x 0Q, (6.2)
y(0) = yo € E; dansQ,

avec7 > 0O et oullg, désigne la projection orthogonale gty dansL?(Q). Nous évaluons maintenant le
coUt du contrélev qui permet d’obteniy(7") = 0.
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Lemme 6.1. Il existe un contr6le v qui amene la solution du systéBr2)a zéro au temp$ et |Vl z(o.1)xw) <
_1 i
CT ~2€°2|lyoll 2(qy)-

Poura > 0, lorsque I'on travaille sur l'intervalle de temps, i + 77], on notera pawj(yo,a 77) un tel
contréle vérifiant|V;(yo, & 7l z(a a7 yxq) < €T 262 yoll (-

Preuve. Le systéme adjoint de (6.2) s'écrit

-0q—-Agq=0 dans (07) x Q,
g=0 sur (Q7) x 09,
a(7) = dr € E;j.

Siq(0) s’ecritq(0) = ¥, <oz bk alorsq(t) = 3, <2 ax(t)gx avecax(t) = bee'st et ainsi

T

T 2
TNz ) < J1GOIEzy At = [ 1 dt dx

Y ax(t)ek

<22

<Ceé? ff

0w

Y ax(t)ek

1y <22

2 T
dtdx= Ce™? [ [|q(t)? dt dx
0w

par dissipation parabolique et par I'inégalité spectraléhéoréme 5.4. Cette inégalité d’observabilité donne
le colt du contréle escompté. ]

6.2 Construction du contr6le. Nous découpons l'intervalle de temps considére T[0= Ujen[a, aj41],

avecag = 0,aj,1 = aj + 2T, pourj e NetT; = K2-» avecp € (0,1) et la constantK telle que
232 Tj = T. Nous définissons maintenant le contr@kuivant la stratégie annoncée :

site (@, +Tj], Wt x) = V(g y(a,.),a,T))
t
ety(t) = S(t - aj)y(a;..) + [ S(t— s)v(s,.)ds
aj
site (@ +Tj,a.], V(t.X)=0 et yt)=S(t-a - Tyy@ +Tj),

ou S(t) désigne le semi-groupe de la chaledift) = €. En particulier||S(t)l|(2, 2 < 1.
Le choix du controles pendant I'intervalle de tempsy, a; + T;], j € N, implique

ly@j + T}, iz < (1+CE2)y(@j, Mz et ey +Tj,.) = 0.
Pendant la périodpassivet € [a; + T}, a;.1], la solution subit une décroissance exponentielle :
V(@)1 Mz < €2 Tly@; + T, lle)-

On obtient dondiy(aj.1, )iz < €2 2T lIy(a;, .)llL2), et ainsi

i K_ o2k .
IV(@)41, L2y < €202 2T ypll oy, € I,

On a 2Ty = K2“?#), On note que 2 p > 1 ce qui donne lifL. Y)_(C2* ~ K2?#)) = —co. Pour une
certaine constant& > 0 nous avons ainsi
_C2i@-p) .
V@1, Mz < CE Iyollziy. €N (6.3)

On conclut que linL, [IY(a;, )iz = 0, i.e.y(T) = 0 puisquey(t, .) est continu a valeur dang(Q) car le
membre de droite de (6.1) est ddrf$Q) par construction comme nous allons le voir maintenant.
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2 _ 2
Nous avonsivili, ) = X0 IMIzzq, 4 47,)x0)"

de (6.3), on en déduit

A partir du co(t du contréle donné dans le lemme 6.1 et

_ _ I _c2i-D-p)
M < (CTa"e + 3 CT e @ iy

Comme 2-p > 1 etTj = K2-J» un argument similaire au précédent domg 2q) < CrllyollL2q) avec
Ct < . Nous avons ainsi obtenu le résultat de contrdle suivant.

Théoréeme 6.2(Contrélabilité a zéro [LR95]) Pour tout T > 0, il existe G > 0 tel que pour toute donnée
initiale yo € L%(Q), il existe ve L%(Q), avec|Mlizq < Crllyolliz), tel que la solution du systén(é.1)
satisfait T) = 0.

Corollaire 6.3 (Observabilité) Il existe G- > 0 tel que la solution y& €([0, T], L?(Q2)) du systéme adjoint

-0q—-Agq=0 dansQ
q=0 Surx,
aT) =ar dansQ,
T
vérifie 'inégalité d’observabilité suivanum(O)Hfz(g) <Cz ({L{|q(t)|2 dt dx.

7. INEGALITES DE CARLEMAN POUR DES OPERATEURS PARABOLIQUES

Nous allons démontrer ici des inégalités de Carleman posiogérateurs paraboliques, typiquement
P = 6; — A. Comme dans les sections précédeiftesst un ouvert borné régulier @&&'. On poseQ =
(0, T) x Q. Nous commencons par démontrer des inégalités localepanesdoin du bordQ.

7.1 Inégalités locales.On pose&i(t) = t(T —t) eth = £6(t). Le paramétre sera pris petit, & & < g9 << 1.
Pour une fonction poidg(x) nous définissonB, = h?e#/"Pe¢/". Le paramétre semi-classigbeva donc
dépendre de la variabteci, et méme s’annuler pour= 0 ett = T.
Nous avons
P, = h20; + ep(X)¥ (t) — h?A + 2n(¢’, V) — ¢'|* + hAg.

On définit les opérateurs symétriques suivants

Q2= (P, +P,)/2, Qu=(P,—P,)/(2),
ce qui donne

Qo = —£hd (t) + (X' (t) — N2A — &' 12,

Q= hi—zat + SThe’(t) + ?Aso + Zi—h<<,o’,Vx>,

de symboles principaux respectifs
G = ep()0' (1) + €7~ |¢'%, o = hr + (¢, &).

Onap, = g +ig1 etP, = Q2 +iQ;.
Nous choisissons la fonction poigssatisfaisant I'hypothése suivante.

Hypothése 7.1.Soit V un ouvert d€. La fonction poidsg satisfait

¢(x) <0, lp’ (¥ #0, xe V,
Qole=o = 0 = {Uole—o, Uile—o} > 0, xeV,£€R", (7.1)
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De telles conditions, plus fortes que celles du cas ellijgticpnt été introduites dans [Leb05]. Elles
s’averent particulierement judicieuses pour démontieédjalité parabolique. Elles ne font intervenir que
les variables spatialeg,eté, et peuvent étre satisfaites en prenade la forme

o(x) = e¥® _el' avecl > yll., (X)) #0, xeV,

et en prenant le parametigpositif sufisamment grand (voir le lemme A.1 dans la section A.2).
A partir de ces conditions on peut démontrer le lemme suifxait I'annexe A.8 pour une démonstra-
tion).

Lemme 7.2. Il existe C> 0, u; > O ety > 0O, tels que poup: > g et0< eT < §10na
p — 25067 + {0z, b) = CE)*,  xeV, £eRN,
ol b:= 2y, &).

Nous pouvons maintenant démontrer I'inégalité de Carlesuavante, locale en espace et globale en
temps, pour I'opérateur paraboligie

Théoreme 7.3(Inégalité de Carleman locale loin du barc§oient K un compact de et V un ouvert de,
voisinage de K. Soip qui satisfait I'nypothese 7.1 si. Alors il existe C> 0 etd, > O tels que
1 2 2 2
Ihze?/Mull 2y + I1%%€#/"V, Ul 2(q) < ClINP?/ Pl 2.
pour ue ([0, T] x Q), avec ({t) € €<’ (K) pour tout te [0, T], et0 < (T + T?)e < 6,.

Preuve. On posev = e*/"u. On note quey, ainsi que toutes ses dérivées en temps, s’annulented et
t =T, puisquep < —-C < 0 dansK. On aP,v = h?¢*/"Pu = g et on écrit, en procédant comme pour (3.2),

1911720 = 1QuVIIF2 o) + QT2 gy +1([Q2: QulV: V) 12y
ce qui donne, aveB = Q; — Fd; — 210/(t) = PAp + 2y, Vy),
191172 gy = QT2 + 1QMIFz ) + (Fh*(31Q2) +i[Q2, BV, Vi)

> (@3 - 1P(0:Q2) +[Qz BV, V)L?(Q) = (h (#Q% - (@ Q) + Iﬁ[Qz, B])v. V)Lz(Q)

poury > 0 et 0< h < 1/u. On note quen(9;Q,) = —&h?0” — &?h(0)? + eht”p — 2s0’h?A. Le symbole
principal dexQ3 — h(9;Qz) + [Q. B] estud — 2e6'|£? + {gp, b}. On choisitu; > 0 ets; > 0 suivant le
lemme 7.2 et on prend @ T < §;. L'inégalité de Garding étant uniforme par rapport au paensemi-
classiquen, pris sfisamment petit (i.e., en prenant par exemple & < £T2/4 < 07 pourd] sufisamment
petit), on obtient

i
(14~ 1@ + FIQe B)WO. W), | = CIMOIE. V< [o.T] (72
poury > 3 et0< (T +T2)e < 6, = min(Sy, 457), d’'oul ||g||f2(Q) > C [y hiV|2 dt. On obtient alors I'inégalité
de Carleman locale recherchée en procédant comme dans &lémpceuve du théoréme 3.5. ]

Remarque 7.4. Dans la démonstration du théoréme précédant, on notenaditance de n’utiliser que le
terme positif||Q2v||fz( ) car le second term|¢Q1v||fz(Q) implique une dérivée de par rapport au tempis

et ne peut-étre utilisé dans I'inégalité de Garding (7.2fi&é. Si on utilise une inégalité de Garding par
rapport a toutes les variablesx) on peut alors se contenter de I'hypothése de sous-eitipptus faible :

Oole=o = 0 €tqule=0 = 0 = {Gple=0, Uule=o} > 0, Xx€V,&eR" (7.3)

La démonstration utilise alors les deux carit€svi|,,, et ||Q1v||fZEQ). Cette démonstration est par contre

L2(Q)
plus technique et fait appel au calcul de Weyl-HormandeiQigs (voir [LR]).
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7.2 Inégalités au bord. Si nous nous plagons au voisinage du bord, nous avons léa@ésuivant.

Théoreme 7.5(Inégalité de Carleman au bordpoient K un compact de et V un ouvert d€, voisinage
de K dand. Soity qui satisfait I'hnypothése 7.1 dansetdnglsony < O, ol n est la normale sortante@.
Alors il existe C> 0 etd3 > Otels que

1 2 2 2
Ihze?/Mull 2y + IN%%€#/"V L2y < ClINPe”/ Pl 2.

pour0 < (T + T?)e < 63, h= &t(T —t) et ue € ([0, T] x Q), avecsupp(i(t)) c K pour tout te [0, T], et
Ulo,Tyx(@anv) = 0.

Voir [LR] pour une démonstration. L'idée est alors d’utid’inégalité de Garding dans les directions
tangentielles spatiales mais aussi en temps. Suivant largera 7.4 la condition (7.3) est en faittssante
pour obtenir cette inégalité locale au bord.

7.3 Recollement, inégalité globale Nous nous intéressons maintenant a des inégalités de Garlglio
bales. Une maniére de procéder consiste au recollemenhélgalités locales a I'intérieur et au bord que
nous avons énoncées précédemment. Le caractére globadétmlité nous imposera un termel’obser-
vation» sur (QT) X w, avecw € Q dans le second membre de I'inégalité.

Le recollement nécessite le choix d’une fonction poids gleltommune a toutes ces inégalités. Nous
choisissons une fonction poids suivant I'hypothése st@an

Hypothése 7.6.Soitwy € w € Q. La fonction poidsg satisfait

plaio=Cst  dnglan <0, supp(x) <0, [¢'(X)]#0, x€Q\ wp,
XeQ
Ole=0 = 0 = {02le=0, tale=0} > 0, X € Q\ wo,
De telles conditions peuvent étre satisfaites en prepaletla forme

p(x) = ™ K avecK > lYll,, W (X #0, xe Q\ wp, et
‘/’|DQ = 07 anl//|0§z < O, l//(X) > 0, Xe€ Q,

et en prenant le parametiepositif sufisamment grand. Pour la construction d’'une telle foncgiam se
référera a [F196, lemme 1.1]. La construction fait appel fanctions de Morse et au théoreme d’approxi-
mation associé [AE84].

Théoreme 7.7(Inégalité de Carleman globalepoity qui satisfait I'hypothese 7.6. Alors il exisig > 0,
et C> Otels que

1 2 2 2 1 2
IhZ e/ ull 2y + IK%%€#/"V 2y < c(nhze«o/hpuuLZ(Q) + ||hze+ﬁ/hu||L2((O,T)Xw)),

pour0 < (T + T?)e < 64, h = et(T - t) etue €([0, T] x Q) et tel que Yjo1)xaa = O.

Preuve. Soitw; tel quewy € wy € w. Pour toutx € Q\ wy, il existe un voisinag#/y de x et un ouvert/,
deQ, avecx € Vy € Vi € Q \ wo pour lesquels I'inégalité de Carleman locale au bord oundéfieur est
valable avec la fonction poidspour des fonctions & support dans le compgce V.
Du recouvrement d& \ w; par lesV, nous pouvons en extraire un recouvrement fh)i{s, tel que
pour touti € 7 I'inégalité de Carleman su; est valable pouh < h; etC = C; > 0 et supp() c K; = V.
Soit (yi)icy une partition de I'unité subordonnée au recouvremeniildse 7, [Tre67, HOroQ], i.e.,

Yi €€ (Q), supp(xi) c Ki = 7. O0<yi<1 ier, et Z}Xi =1dansQ\ w;
IS
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Notons que nous avons supp)N wo = @. Pour tout € 7, on posay; = y;u. Alors pour chaque; on a une
inégalité de Carleman locale. On note maintenant que I'on a

Pu = P(xiu) = xiPu+ [P, xi]Ju = xiPu—[A, xi]u,
ou le commutateur est un opérateufélientiel d’'ordre un ex. Pour touti € 7, on obtient donc
2 2 2 2
N2/ "PulL2(q) < ClIPe”"Puilizq) + ClIN?e” Ml () + ClINPe”" Vi Ulli 2 (7.4)
2
< ClIWe#/MPUlf 2 q) + C(sTA3IE /MUl 2 ) + CsTAINY 2" Vi Uil 2 -
Maintenant on note que I'on a
1 2 2 1 2 2
IhZe?/M Ul 2 ) + IN¥2€/" V, Ul q) <C iezj (Ilhze‘*’/h Ullz(g) + N2 vxuinLZ(Q))
1 2 2
+ C||h2 ep/h U|||_2((0,T)><w1) + C||h3/2€p/hVX“||L2((O,T)><w1)s
De (7.4) on obtient alors
1 2 2 2 1 2 2
Ihze?/M Ul 2y + IN¥2€" V, Ul < c(||h2e¢/hpu||L2(Q) + (T2 el () + eT2Ih% %€/ VUl 2
1 2 2
+ I Ul ompan) + IRV U )
PoursT? sufisamment petit on obtient
1 2 2 2 1 2
Ihze#/" Ul 2 + ¥ V, U2y < C (||h2ew/hpu||L2(Q) +1102€/™ Ul 20 7yxen)
h 2
T [h¥2es! vxu||L2«0,T)le)).

Il s’agit maintenant éliminer le dernier terme a droite dBestimation précédente. Soit dogce ¢; (w)
tel quey = 1 dans un voisinage de;. Si Pu= f, aprés multiplication pag?*/"h®, T, intégration suQ, on
obtient

% f({ez‘”/hh3xat|u|2 dtdx- Re fo ¢/"n®yUAu dt dx= Re f({ /"3 uf dt dx (7.5)
Nous traitons tout d’abord le premier termepar intégration par parties én
11l = ]% I My aiu? dt dx| = | % f({(SsH’hz — 2060/ M)yl dt d¥| < CINE &MUl 2oy,
cargld’| < CeT est borné. Le troisieme terme s’estime ainsi
lI3] = |Re f({e2¢/hh3/\gﬁf dt dx{ < C||h2ev0/“f||fz(Q, + C||h%ef/hu||fz(m)xw).
Pour le deuxiéme terme, avec des intégrations par partigsremus avons
I, = fg /"3y |V, ul? dt dx+ Re fg h3V (e%/"y)TaVu dt dx

3 2 1
> [l &//"V, Ul 2 0 Tyn) — > f({ hBA(E*/My)|ul? dt dx

o 2 N .
ainsi que|f({h3A(e2W“)()|u|2 dt dx| < C||h%ep/hu||Lz((0,T)Xw). Les estimations précédentes et (7.5) donnent
ainsi
3 _u/h 2 2_o/hp, 112 1 _g/h 2
||h2é0 VXU”LZ((O,T)le) < C”h e’ PUHLZ(Q) + C||hze‘P u“Lz((O,T)Xw)’

ce qui conclut la démonstration. ]
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7.4 Inégalité d'observabilité et controlabilité. 1l est maintenant simple de déduire une inégalité d’obser-
vabilité pour le systeme adjoint

-0ig—Aq=0 dansQ,

q=0 Surx,

am) =ar dansQ.

On notera que I'inégalité du théoreme 7.7 s’applique ausgparateur adjoint-0;—A. Avec la décroissance

parabolique de I'énergie, on obtie%1T||q(0)||fz(Q) < ||q||f2((T/4,3T/4)XQ). Ona aussite‘c'/(ﬂz)||q||f2((T/4’3T/4)XQ) <

2 . ..
102 €0l 27 14,37/ acy) €T SUr lintervalle T/4,3T/4] on a 0< CT? < (T - t) < C'T2 (on note qu'icip
a été choisie négative ce qui explique la restriction adiivlle [T /4, 3T /4] pour cette estimation). Alors
pour (T + T?)e = d4, l'inégalité de Carleman donne ainsi

C 2 ,
IGONEz(y < TNz 0y < €Tz 0.7)00
De cette inégalité d’observabilité, on peut aussi dédaireohtrolabilité a zéro de I'équation de la chaleur.
On note qu’ici nous avons une expression de la constanteeeabilité qui dépend du temps de contréle
T. Naturellement, on voit que cette constante explose qiiaedd vers 0.

Remarque 7.8. Les inégalités de Carleman paraboliques permettent derttaicontréle d’équations pa-
raboliques plus générales. Des termes d’ordre 0 ou 1, raelsraplexes, dépendant du temps peuvent étre
introduits. De plus, par linéarisation et par point fixe, @upaborder la question du contréle d’équations
paraboliques semi-linéaires pour certaines formes delinéarités. Pour ces questions nous renvoyons
a [Bar00, FCZ00, DFCGBZ02]. C’est précisément une conaaiss fine de la constante d'observabilité,
obtenue gréce aux inégalités de Carleman paraboliquegguigb de traiter ces cas non linéaires. En parti-
culier, les puissances du paramétre semi-clasdiqlans I'inégalité de Carleman globale du théoréme 7.7
jouent un rdle important pour ces questions. La questioriagirnalité de ces puissances se pose alors.
Comme dans le cas elliptique nous montrons dans la propositivante que ces puissances sont optimales.

Proposition 7.9. Soient V un ouvert d& et ¢(x) définie sur un voisinage dé, § > 0 et C > 0 tels que
I'on ait pour una < 2,

Ih7e/Mull 2q) < ClIh?e?/ Pl 2(q), (7.6)

pour ue €= ([0, T] x Q), avec (t) € (V) pour tout te [0, T], et0 < (T + T?)e < 6. Alorsa = % etla
fonction poidsy satisfait

' (X #0, xeV,
®le=o = 0 €t Gle—o = 0 = {Gple=0, Utle=o} > 0, X €V, £ R".

A. QUELQUES RESULTATS SUPPLEMENTAIRES ET PREUVES DE RESULTATS INTERMEDIAIRES

A.1. Preuve de l'inégalité de Garding. Le symbolea(x, £, h) est de la forme(x, &, h) = an(x & h) +
han_1(X. &, h), avecan 1 € S™?. Ainsi, pourh sufisamment petit, disons < h;, le symbole complet
a(x, &, h) satisfait

Rea(x, &, h) > C"(&)™, xe K, £€R", he (0,hy),

avecC’ < C” < C. SoitU un voisinage d& tel que I'inégalité précédent reste vraie poxir£) € U x R"
avec la constant€” remplacée paE’” vérifiantC’ < C"”” < C” < C. Soity(x) € ¢<°(U)telque O< y < 1
ety = 1 dans un voisinage d€. Nous posons aloi& X, £, h) = y(x)a(x, & h) + C” (1 — x)(X)<&)™ qui vérifie

aeS™ et Redxé&h)>CE™, xeR", £eR", he (0,hy), (A.1)

On note par ailleurs que (Og(1, u) = (Op@)u, u) si supp() c K. Sans perte de généralité, nous pouvons
donc supposer que le symbalsatisfait (A.1) dans le reste de la preuve.
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On choisit alord. > 0 tel queC’ < L < C”” et on pose

b(x.£ h) := (Rea(x.&,h) - L™)*,  etB=0p).

Le calcul symbolique donne aloBs o B = Re Opf) — LA™ + hR, avecR € ¥™1, ol Re Opé§) signifie
(Op@) + Op@*)/2. Alors on a

Re(Op@)u, u) = (Re Op@)u, u) > L(A™u,u) — h(Ru u) > L[IA™ 2uIIS - hL’IIUII?M/z
> (L= hL) Uil

On conclut en prenarft sufisamment petit. ]

A.2 Exemple de fonctions satisfaisant la condition de sousllipticité : preuve du lemme 3.3. Nous
allons ici montrer le lemme plus fort suivant

Lemme A.1. Soient V un ouvert borné d& ety € ¢~ (R", R) telle quely’| > 0 surV. Alors pourd > 0
syfisamment grandy = e satisfait|¢’| > C > OsurV et

V(X»‘f) € v X Rn’ QZ(X» g) =0 = {qu Q1}(X’ {:) >C>0. (Az)

La propriété (A.2) est plus forte que celle de I'’hypothéede Blle est utile dans certaines situations, en
particulier pour des inégalités de Carleman pour des apénsparaboliques tels gdge— A comme on peut
le voir dans la section 7.1.

Preuve. Le calcul du crochet de Poisséup, 01} = 3 9z, 020,01 — 0x; 020,01 donne

{2, )} = 41<JZ;2<“ Piik + ¥lel) = 4le"(E.€) + ¢ (¢, ¢)).
Ici nous avonsg = eV, d’'oliy’ = Apy’, etyl = gy + Azgow]w((, j,k=1,...,n, ce qui donne

(O A} = 42%% (Al I* + 9" (', 0) + 9 ()&, (A9) ') + A 2w, £)7).

Dans le cas o, = 0 alors on obtient alorg| = A¢|y’|. On note qu’alors

W () Q) I < Cl'l?, ()l < Cly' 2.

On en déduit que
(O, Qu} > 44%° (Aly'I* - Cly'FP). (A3)
On voit donc que poul sufisamment grand on{a, g1} > C, > 0, puisquéy’| > C > 0. [

Remarque A.2. Dans le lemme 3.3 nous avons fait le choix d'utiliser la fastexponentielle. Le lecteur
notera que I'on peut obtenir un résultat similaire en prégas G(1y), avecd sufisamment grand, pour
une fonctionG : R — R qui vérifieG’ > 0,G” > 0 etG”/G’ > C > 0. Cette méthode est souvent appelée
« convexifications de la fonction poids.

A.3 Preuve du lemme 3.4. Pour|¢| grand, la réponse est claire agr = |¢]° — |¢’|? et car le symbole
{0, a1} est seulement d’ordre 2.

Il reste & montrer le résultat polst < R, avecR > 0, i.e. pour & &) dans un compact (ici € V). En
fait on peut se placer dans un cadre plus général. On trveadic deux fonctions etg continues, définies
sur un compack’, et avec comme hypothése> O etf(y) = 0= g(y) > L > 0. On posé, = uf +g.

Pour touty € K, soit f(y) = 0 et donch,(y) > L, soit f(y) > 0 et donc il existe up, > O tel que
h,(y) > 0. Cette inégalité reste alors vraie localement dans urinagje ouverly. Du recouvrement de
% par les ouvert¥y, on extrait un recouvrement fiM,,, ..., Vy, et en prenant = max<j<nuj on obtient
h, > C > 0. On applique ce résultat@(¢)*. ]
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A.4 La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov. Suivant I'approche d’A. Fursikov et O. Yu. Ima-
nuvilov [FI96], nous donnons ici une autre démonstratiortrdioreme 3.5 du cas elliptique. Reprenant les
notations de la preuve du théoreme 3.5, on écrit

llg + hAagViZ = QI + IGuVIl5 + (I[Q2» QuIV, V) + 2 Re@V, hAgv),

ou@; = Q; — ihAp et on obtientlg + hAgviiZ = [QuVII2 + 1Q:v5 + hReRV V), otip = o(R) = ({0, G} +
202A¢). On a le lemme suivant.

Lemme A.3. Sip = e', alors pourd > 0 syfisamment grand, il existe,C Otel que
p = {02 Q) + 20289 > Co(&)%,  xeV, £€R"

Par l'inégalité de Garding, on conclut alors Re&(v) > C’||v||§, pour 0< C’ < C, eth pris sufisamment
petit. L'inégalité de Carleman s’en suit sans avoir recaurseux carréﬁ;szHg et||(§1v||(2). En dfet on écrit

llg + hAgvil§ < 2/gli§ + 207l AgVIlE,
et le second terme du membre de droite peutéabsorbé parh||v||§ pourh sufisamment petit. ]

Preuve du lemme A.3. Nous avons vu plus haut, dans la section A.2,
(O, O} = 423 (A1 + 0" (W 0') + 0 (M) (Ap) 8) + At 2w, £77).

On constate quecgAy = 2 (€2 - 12y’ [2¢?) (12 P + A(A)g), d'oul

2
+ A7 2y ¢)?

p = 6 (40, () 6) + 200 P + M) |+
F 2001+ 4 W) - P,
que I'on peut &ectivement rendre plus grand q0g¢)?, avecC, > 0 poura sufisamment grand. ]

Remarque A.4. La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, au niveau dgsisoles des opérateurs,
revient donc a ajouter au symbole du commutatg@-, Q1] un terme de la formag,Ae. Comme le signe
de oA n'est pas fixé, un choix précis de la valeurdg'impose.

Remarque A.5. La condition (A.2) est plus forte que la condition de I'hypese 3.1, i.e.,
P8 =0 = {0 q}(xé=C>0.

Enfin la condition d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, i.€qp, 01} + 20pA¢ > C(£)? est elle-méme plus
forte que (A.2). Les diérentes conditions que nous imposons sur la fonction po&mt sdifisantes pour
I'obtention d’une inégalité de Carleman. Nous rappelons lgucondition la plus faible que nous avons
énonceée, celle I'hypothese 3.1, est en fait nécessaire lavproposition 3.9 et sa démonstration dans la
section A.6.

A.5 Estimations dans le zone elliptique et prés de la variétéaractéristique : preuve de la proposi-
tion 3.8. Soitw; = Op(y1)v. On note que suppf) c V par I'hypothése de support faite sur le symbole
x1. Alors P,wy = g; = Op(y1)g + [Py, Op(x1)]v, olig = P,v. Le commutateur est dah&! et ainsi

l9allo < C(lidllo + hivilz) - (A.4)

Soity € S° tel quey = 1 dans un voisinage de supg) ety = 0 dans un voisinage dg Par I'ellipticité
deP, sur suppf), pourM € N grand, il existe un @D Ey = Op(e), e € S2, de la formee = Z}\io hje,-,
avecej € S%etey = y/ p,, qui réalise une paramétrix poRy, (voir [H6r85b, Mar02])

Emo P, = Op(x) + "Ry, Ry e ™M
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On obtient alorsv; = Eng;+8:, avecd; = (Id —Op(x))w; —hM+ Ryw;. Comme supp(@y)nsupp(y1) = 0,
etw; = Op(x1)v, par la calcul des @D (voir théoréme 2.8) , on trouve

18all2 < ChIVII;. (A.5)

Par (A.4) et (A.5) on obtient ainsi le premier résultat derappsition :

Iwallz < C(llgallo + hivil) < C" (llgllp + hIVIlL) -

Pour la deuxieme partie nous introduisoms = Op(yz)v. On a alorsP,w, = g, = Op(x2)g +
[Py, Op(x2)]v etligally < C(lldllp + hilvily). La preuve de l'inégalité de Carleman donne alors (voir)§3.3

hiwall3 < C (ligl + hIMIE).
Soity, € S° a support compact tel qye = 1 dans un voisinage de supp). Alors le calcul symbolique
du théoreme 2.8 donne

W, = Op(1— F2)Wa + Op(F2)Wz = Op(1- 72)0p(x2)V + Op(F Wz N € I,

ehNyp-N

d’ou, pour tousN € N, etr,r’ € R on obtient

N ~ N
IWalls = lIASWallp < Crsh Ml + [ ASOP(x2) Wallo < Ciirsh™ Ml + CF glwally..
—
ey
Nous obtenons aingiv,||s < Cshivil; + CZJIwsll», pour touts € R, ce qui donne le résultat. [

A.6 Condition de sous-ellipticité et optimalité de la puisance du parameétre semi-classique dans l'in-
égalité de Carleman : preuve de la proposition 3.9.La démonstration que nous donnons est adaptée de
celle du théoreme 8.1.1 dans [HOr63]. Le lecteur se référeette preuve pour le traitement d’opérateurs
plus généraux. Ici, le symbole du laplacien ne dépendari@asla preuve s’en trouve simplifiée.

Soit Xy € V et soit&y € R" tel quep,(xo. &) = O (un teléy existe toujours). On note que I'on peut se
ramener au cas oxp = 0 etp(Xg) = 0. On pos&)p = & + i’ (Xo). Alors 3 ggyj = 0. Soitw(x) = (X, (o).
Nous avons

() — Im(W(x)) = A(X) + o(|x?), avec A(X) =

NI =

% @i (X0) Xj Xc-
Js
Soitg € ¢ (R") telle queg(0) # 0. Nous posons alots, = €%/Ng(x/h?) et nous avons

h?Pu, = €%/ (—h(Ag)(x/h?) — IhAW(X)¢(x/h?) + (5(0xW(X))?) $(x/h?) — 23 (T, w(x), ¢’ (x/h?))).
(A.6)

On note quezj(axjw(x))2 = 0. On constate alors que I'on a

WPempuy R = 2 g ef (A0 o) |

1 " 1 2
— hAg(x) — ih(Aw)(h? )¢ (x) — 21h5<(VW)(hEX),¢’(X)>‘ dx
aprés le changement de variables> x/hz. A la limite h — 0, par convergence dominée, on obtient
IPe?/M P ~ 40027 A0y z0, ¢/ (X)) dx

De méme on &2|je?/Mup|| ~ h(V2+2) [ 2A04(x)2 dx. De inégalité (3.7) nous concluons que nécessai-
rementy = % et(o, ¢’ (X)) £ 0. En particuliery’ (x) # 0 car sinortp = 0.
Si nous notonK la constant& dans (3.7), avea = % le passage a la limite — O donne

S g dx < K [ €D)(Zo, o)) dx,
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pour tout¢ € €S (R"). Le lemme 8.1.3 dans [H6r63] donne aldrsy ¢ Zoj ok = 5. On posel =

& +1¢’'(X). Le calcul fait dans la section A.2 doni@, o1} = 4¢”({,4) = 43« go}jk ¢ . Ainsi pour tout
X € V nous avons

2
EeR" et p(x8) =0 = {t@}(x8 > K (A7)

Soit maintenanty(n) € dV x R" tel quep,(y,n) = 0. Considérons tout d’abord®)a- < V qui
converge very et M) c R" telles quep,(x®,£0) = 0. Nous posong® = ¢80 + jy/(xM). En
particulier|c®| = |¢’(x®)| et donc la suiteq®), est bornée. Elle converge & une sous-suite prés vers un
certaingé € R" et ainsip,(y,&) = 0. En particulierl¢] = |¢’(y)l. Nous avons vu quétp, gp}(x®, W) =

4%55¢,00) g9 ¢M > 2.Sig = £+ig/(y) nous obtenons ainil, qui(y,£) = 4% ¢, & &) > £. Cela
exclut{ = 0. Commeéé| = |¢’(y)| nous trouvong’(y) # 0.
La varigé caractéristique si est donnée pgk =5 N (VxR") avec

5 =108 eR"XRY fi(x.&) = €2 — ¢’ (WP = 0, et fo(x,£) = (£.¢'(X) = O}.

Commey’(y) # 0 ety # 0 est orthogonal &’'(y), on voit alors que les firentielles partielled; f; etd, f>
forment un systéme de rang 2 enrf). Quitte a réordonner les variables, par le théoréme deditms
implicites, cela signifie que pour voisinalke de {, ) et un voisinage&J, de {/,71, ..., 7n_2) NOUS avons

(X’ é:) Ej’m Ul i (X’ é_‘l’ “ee ,‘fn—Z) € U2 et (‘fn—l»‘fn) = g(X7 _{:17 oo ,‘fn—Z),

avecg une fonction réguliére. Prenons une suit®- ¢ V qui converge very. Pourk sufisamment
grandk > No, nous avonsx®, n1, ..., mn_2) € U et sinous posond¥ = (11, ..., 702, 9%, 71, . . ., 17n-2))
alors K, £M) est dang et converge versy(). Nous avonga, qu}(x®, £€X) > 2/K pour toutk > No par

la premiere partie de la preuve. On obtient alegs . }(y, n) = 2/K par passage a la limite. ]
Remarque A.6. Dans la démonstration précédente nous avons choisit uogdorestu, qui est localisée
autour dexg en espace, a travers le terw(a/h%), et autour dey en fréquence, a travers le terme-</n,
pour la transformée de Fourier semi-classique. Cette toicabisation montre bien que la puissance non
nulle du parameétrén & gauche dans I'inégalité de Carleman provient du compenémdu symbole au
niveau de la variété caractéristigfecomme déja souligné par la proposition 3.8. On notera bienlgu

mise & 'échellex/hz dans¢(x/h%) permet de maitriser les variations Ag<)/h dans le support de.
A.7 Estimation du noyau de la chaleur Soit pi(x, y) le noyau de la chaleur s un ouvert borné d&"
avec des conditions de Dirichlet homogénes au bord.

x-y2

Lemme A.7. Pour tous Xy € Q on a p(x,y) < (4nt)™"2e "z sit> 0.

X— 2 . - 7
Preuve. Le noyau de la chaleur dai' est donné papg:(x,y) = (47rt)‘”/2e‘% sit > 0. Considérons
Yo € €:°(Q) tel queyy > 0. Nous notons aussh son extension par zéro sif. Nous considérons les
problemes paraboliques suivants :

0iz—Az=0 dans (0T) xR",

=0 T Q
y sur (QT) x 0Q, 2o = Yo danse”

oty—Ay =0 dans (0T) x Q, {
Ylt=0 = Yo dansQ,

Pourt > 0, les solutiong ety sont des fonctions régulieres donnéesygax) = (pi(X,.), Yo(.)) et z(t, x) =
(Por(X.),Yo(.)). En particulierz(t,x) > 0 six € Q. Ainsiz—y > 0 sur (QT) x dQ. La différence des
solutions vérifie donc un probléeme parabolique de la forme

0(z-y)-A(z-y)=0 dans (0T) x Q,

z-y>0 sur (QT) x 092,

(Z-Yh=0=0 dansQ.

Le principe du maximum donre—y > 0 dans (0T) x Q (voir e.g. [Bre83, théoréme X.6]). Ainsi, g €
¢ (Q) avecyp > 0, on a(pot(X,.), Yo(-)) = (pt(x.), Yo(.)) pourt > 0. Cela donne le résultat recherchda
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A.8 Preuve du lemme 7.2.La preuve du lemme 7.2 est proche de celle du lemme 3.4ffit & aussi
de montrer le résultat pouxk,¢) dans un compack c R" x R". Nous prenons tout d’aborcd = 0. On a
Oole—o = €17 — |¢’[2. Pouru sufisamment grand on a

HBle=0 + {Gole=0, b} = CE*,  (%,€) € K,

comme vu dans la preuve du lemme A.1 (page 21). Enfin, puisqgedst dans un compact, cette inéga-
lité reste vraie, avec une consta@elifférente, pouk|d’| > 0 petit. Commeé’(t)] < T, cela conclut la
démonstration. |

A.9 Preuve de la proposition 7.9 La preuve est proche de celle de la proposition 3.9. %0od V et soit
& € R tel quegsl.—o = 0 etqsl.-o = O (untel, existe toujours). On pos® = &o+i¢’(X). Onay; ggsj =0.
On note que I'on peut se ramener au cax@t 0. Soitw(x) = ig(Xg) + (X, o) €t nous avons

e(x) — Im(w(x)) = A(x) +0(x?),  avec A(X) = ,Zk @i (X0) X} X

Soity € (0, T/2) ettg € (y, T — y) et soitgp € €. ((y, T — y) x R") telle queg(to, 0) # 0. Nous posons alors
u, = WM/ gp(t, x/£2). On rappelle qué = t(T —t) eth = . Nous avons

U, = (e W8 072p(t, X/ 7) + Drp(t, X/ 2)) @O,
En se servant du calcul fait dans le cas elliptique (voir JYA8ous obtenons
h?Pu, = /"2 (—iew(x)6 0720(t. x/7) + 20 (L. X/£7) — e(Ap)(x/7) — i AW(X)p(x/?)
~2ig207HVW(X), p)(x/e))).

Aprés le changement de variabbes» X/&2, on obtient, poue — O,

]
IPe#"Pu g ~ 42 [ [ @AR/62)(zo, ¢ (t, X)) dit dx
ORN

Comme nous avorimle“/hugné ~ gn/2e20) (T p @2AN/0g221 5t x)[2 dt dx I'inégalité (7.6) donner = 1et
o # 0, d'ou¢’ (%) # 0. Nous avons obtenu

T T
[ [ & X001p(t, )1 dt dx< C [ | 096 Lo, (1. )17 dt dx
OR" OR"

pour toutg € €5 ((y,T —y) x R"). Nous prenong de la formeg(t, x) = n*%m((t — to)/n)d2(X) avec
$1 € €R), [lp1]? = 1, etgp € €°(R") ety > 0 sufisamment petit. En laissanttendre vers 0 nous
trouvons

J &0X9(to)|go(x)[* dx < C [ 46 (to) (o, (x)I dx

ce qui permet de conclure comme dans la démonstration depagition 3.9.
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