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INTRODUCTION AUX INEGALITES DE CARLEMAN POUR LES OPERATEURS
ELLIPTIQUES ET PARABOLIQUES. APPLICATIONS AU PROLONGEMENT UNIQUE ET AU
CONTROLE DES EQUATIONS PARABOLIQUES*

JEROME LE ROUSSEAU ET GILLES LEBEAU

REsumE: Nous introduisons les inégalités de Carleman locales pour les opérateurs elliptiques, en utilisant
des techniques d’analyse microlocale semi-classique. Nous montrons 1’optimalité des puissances des pa-
rametres de ces inégalités et leur lien avec la variété caractéristique du probleme apres conjugaison avec
les fonctions poids. Nous déduisons des inégalités de Carleman des propriétés de prolongement unique
ainsi que des inégalités d’interpolations. Ces dernieres donnent une inégalité spectrale remarquable et la
contrdlabilité a zéro de 1’équation de la chaleur. Dans un second temps, nous prouvons des inégalités de
Carleman pour des opérateurs paraboliques. Tout d’abord enoncées localement en espace, ces inégalités
sont recollées pour obtenir une inégalité globale. Nous montrons a nouveau la contrdlabilité a zéro des
équations paraboliques par cette autre approche.
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2 1. INTRODUCTION

1. INTRODUCTION

En 1939, T. Carleman introduisit des inégalités d’énergie a poids exponentiels dans le but de démontrer
un résultat d’unicité pour des équations aux dérivées partielles (EDP) elliptiques a coefficients réguliers en
deux dimensions [Car39]. Ce type d’inégalités que I’on nomme inégalités de Carleman, a été généralisé
et systématisé par L. Hormander et d’autres auteurs pour de larges classes d’opérateurs différentiels en
dimension quelconque (voir [Hor63, chapitre 8] et [Hor85a, Sections 28.1-2] ; voir aussi [Zui83]). Depuis,
I’utilisation de ces inégalités a largement dépassé leur application originelle. Elles donnent non seulement
des résultats quantitatifs de prolongement unique mais elles sont aussi utilisées pour I’étude de problemes
inverses ainsi qu’en théorie du contrdle pour les EDP. C’est surtout dans ce dernier cadre que se placent nos
notes.

En contrdle des EDP, pour les équations d’évolution, on cherche & amener la solution dans un état
donné, partant d’une certaine donnée initiale, en agissant sur la solution a travers soit un second membre,
on parle alors de controle distribué, soit une donnée au bord, on parle alors de contrdle frontiere. Pour plus
de généralité on souhaite que ce contrdle agisse uniquement sur une sous-partie du domaine ou du bord. On
souhaite pouvoir choisir cette zone de contrdle aussi petite que possible.

Le cas de I’équation de la chaleur nous intéresse plus particulierement ici. Dans un domaine Q régulier
et borné de R”, pour un intervalle de temps [0, T'] avec T > 0, et pour un contrdle distribué nous avons

a0y —Ay=1,v dans Q = (0,7) x Q,
y=0 sur X = (0,7) x 09, (1.1)
y(0) = yo dans Q.

Ici w € Q est la zone de contrdle interne. La contrdlabilité a zéro de cette équation, a savoir 1’existence
pour tout yy € L2(Q) de v € L*(Q), avec IMIz20) < Cllyoll 2y, tel que y(T') = 0, fut démontrée dans [LR95],
a partir d’inégalités de Carleman pour 1’opérateur elliptique —9> — A, sur un domaine Z = (0,S) x Q
avec So > 0. Nos notes couvrent cette approche dans un premier temps. Nous démontrons ces inégalités de
Carleman elliptiques a partir d’outils issus de 1’analyse microlocale semi-classique. Les inégalités que nous
démontrons sont dites locales parce qu’elles s’appliquent a des fonctions dont le support est localisé dans
une région fermée strictement incluse dans Q. Une fois ces inégalités démontrées, une étape importante de
cette approche réside dans I’obtention d’une inégalité d’interpolation, pour des fonctions régulieres sur Z,
satisfaisant certaines conditions au bord, ainsi que d’une inégalité spectrale pour les combinaisons linéaires
finies de fonctions propres orthonormales du laplacien sur , pour des conditions de Dirichlet homogenes
au bord.

Une autre approche, celle de [FI96], a aussi permis d’obtenir le contrdle de la chaleur. Elle est fondée sur
I’utilisation d’inégalités de Carleman globales pour I’opérateur parabolique 9, — A. Ces inégalités sont dites
globales car elles permettent de traiter des fonctions qui vérifient uniquement des conditions de Dirichlet
homogenes au bord. Ces inégalités de Carleman globales different pourtant des inégalités locales par un
terme d’observation. La forme de ces inégalités permet de déduire directement une inégalité dite d’obser-
vabilité pour I’opérateur parabolique qui est équivalente a la contrdlabilité a zéro de (1.1). Nous présentons
cette approche dans un deuxieme temps. La démonstration que nous donnons de I'inégalité de Carleman
parabolique est différente de celle donnée dans [FI96]. Comme dans le cas elliptique, nous fondons notre
exposition sur 1’analyse microlocale semi-classique. Nous écrivons tout d’abord des inégalités locales et
nous montrons comment de telles inégalités peuvent étre recollées pour finalement obtenir une inégalité de
Carleman globale avec un terme d’observation.

Une inégalité de Carleman locale prend la forme suivante : pour un opérateur elliptique P et pour une
fonction poids ¢ = ¢(x) bien choisie, il existe C > 0 et iy > 0 tels que

2 2 2
hlle? M ully + BV cully < Ch|le?" Pull,,
pour u réguliere a support compact, et 0 < h < hy.

Dans ce type d’inégalité, nous pouvons ainsi choisir le parametre / aussi petit que nous le souhaitons,
ce qui est souvent utilisé dans les applications de ces inégalités, en problemes inverses ou en contrdle. 11



1.1. Plan 3

nous a ainsi semblé opportun d’inclure aussi dans nos notes certains résultats sur 1’optimalité des puissances
de h dans les inégalités de Carleman. Nous montrons par exemple que la présence du parametre /& devant
le premier terme de 1’inégalité et celle de 4* devant son second terme sont liés 2 la variété caractéristique
de I’opérateur conjugué P, = h*e*/"Pe~#/". Nous donnons aussi un résultat d’optimalité pour I’inégalité
spectrale que nous déduisons de cette inégalité de Carleman.

Seules les inégalités & I’intérieur, loin du bord de Q, sont démontrées ici. Pour les estimations au bord,
qui sont plus techniques, nous renvoyons aux articles originaux pour les démonstrations.

Ces notes s’inspirent en partie d’un cours donné par G. Lebeau a la Faculté des Sciences de Tunis en
février 2005 et des notes manuscrites de M. Bellassoued prises a cette occasion [Leb05].

1.1 Plan Nous commencons par introduire brievement les opérateurs pseudodifférentiels semi-classiques
(OyD) dans la section 2. L’outil fondamental sera pour nous I’inégalité de Garding qui nous permettra
d’obtenir assez rapidement une inégalité de Carleman locale pour un opérateur elliptique dans la section 3.
Dans cette section nous présentons la condition de sous-ellipticité que la fonction poids ¢ doit satisfaire.
Nous montrons aussi I’optimalité des puissances du parametre semi-classique /2 dans ces inégalités. Nous
appliquons cette inégalité de Carleman a des questions de prolongement unique pour des équations et in-
équations elliptiques dans la section 4. Dans la section 5, nous démontrons les inégalités d’interpolation
et spectrale. Cette derniére concerne les combinaisons linéaires finies de fonctions propres de 1’opérateur
elliptique. Nous montrons 1’optimalité de la constante de la forme ¢€ V¥ dans cette inégalités, ol u est la plus
grande valeur propre considérée dans la somme. Nous écrivons aussi un résultat de prolongement unique
pour certaines séries de telles fonctions propres. Dans la section 6, ces résultats sont appliqués a la construc-
tion d’un contrdle pour (1.1). La section 7 est consacrée aux inégalités paraboliques locales, prouvées par
une inégalité de Garding en espace, uniforme en temps, ainsi qu’a leur recollement pour obtenir une in-
égalité globale. Nous démontrons a nouveau la contrdlabilité a zéro des équations paraboliques par cette
seconde approche.

Pour une meilleure clarté de 1’exposition, certains des résultats énoncés dans les sections principales
sont démontrés dans les annexes.

1.2 Notations Nous donnons ici certaines notations que nous allons utiliser dont beaucoup sont classiques.
Le produit scalaire canonique sur R” sera noté (., .), la norme euclidienne par |.| et la boule euclidienne de
centre x et de rayon r par B(x,r). Pour & € R” on pose (£) = (1 + |£°)2. Si @ est un multi-indice, i.e.,
a = (ay,...,a,) € N", on introduit les notations suivantes :

EN =" E, st EERT, 0" =0y -0, D* =D ---Di", et ol =a;+ - +ay,
ouD = %6. Dans R”, nous désignons par V le gradient (d,,, ..., d,, ) et par A le laplacien 6)%[ +o 4+ Bin. On
précisera parfois par rapport a quelle(s) variable(s) les dérivations sont faites en écrivant par exemple V, ou
Ay. On écrira aussi ¢” = V.

Pour un ouvert Q de R", on note ¢;°(Q) I’ensemble des fonctions de classe ¢ dont le support est un
compact de Q. Pour K un compact de R”, on note ¢ (K) I’ensemble des fonctions de €;°(R") a support
dans K. L’espace de Schwartz 4 (R") est ’ensemble des fonctions de classe ¢ a décroissance rapide.
Son dual, #'(R") est I’ensemble des distributions tempérées. La transformée de Fourier d’une fonction
u € % (R") est définie par ii(€) = [ e u(x) dx, avec une extension par dualité a.%""(R").

Soit Q un ouvert de R”. L’espace L*(Q) des fonctions de carré sommable est muni du produit scalaire
hermitien (u, v);2 = Jo u(x)v(x) dx et de la norme ||ull;> = ||ully = (u, u)%z. Dans R”, les espaces de Sobolev
classiques sont définis par H*(R") = {u € &' (R"); (&) € LX(RY) pour tout s € R. Dans Q, pour s € N,
H*(Q) est défini par H¥(Q) = {u € ¥'(Q); 0°u € L*(R"),Va € N", |a| < s}.

Pour deux fonctions f et g de variables x, & dans R” X R”, on définit leur crochet de Poisson par

{f.g= Z(af/fang - axjfafjg)'
J

Pour deux opérateurs A, B leur commutateur sera noté [A, B] = AB — BA.
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Dans ces notes, C sera toujours une constante positive générique dont la valeur peut étre différente d’une
ligne a I’autre. D’autres notations seront utilisées si la valeur d’une constante nécessite d’étre suivie. Pour
une constante générique dépendant d’un parametre, disons A, nous écrirons aussi parfois C,.

Remerciements : Nous remercions L. Robbiano pour de nombreuses discussions sur le sujet de ces notes,
ainsi que M. Léautaud pour certaines corrections.

2. PRELIMINAIRES : OPERATEURS (PSEUDO-)DIFFERENTIELS SEMI-CLASSIQUES

La théorie semi-classique tire ses origines de la physique quantique. Le parametre d’échelle & corres-
pond a la constante de Planck en physique, il sera pris petit : h € (0, k), 0 < hy << 1. On pose D = ’7?6. La
limite semi-classique correspond a la limite 72 — O.

Si p(x,£) est un polyndme en & d’ordre inférieur ou égal a m, x,& € R", p(x,&) = X jaj<m Ga(X)ET, 0N
pose

p(x,Dyu= 3 a,(x)D%u.

la|l<m

Ici, a est un multi-indice. On observe que 1’on peut écrire Du = (é’,‘r)l . ECDE(E) dE, pour u € S (RM),

ou i est la transformée de Fourier classique de u. Nous avons donc

]
p(x, Dyu(x) = Y, i [ a, (e ag) de = Qrhy™ [ SOM S a,(0)EUE/h) dE,

l|l<m (Zﬂ)n |al<m

ou encore, formellement, p(x, D)u(x) = 2rh)™ [[ &9 p(x, &) u(y) dy dé.
Plus généralement nous introduisons les familles de symboles suivantes.

Définition 2.1. Soit a(x, &, h) € €~ (R" x R") avec h comme paramétre dans (0, /) tel que pour tous « et 8
multi-indices on ait

070 aCx, &, )| < Cap@™ P, xeR", £€R", he(0,h).
Onditquea € S™.

Pour a € S™ on appelle symbole principal la classe d’équivalence de a dans S™/(hS™").

Lemme 2.2. Soientm € Reta; € S™/ avec j € N. Alors il existe a € S™ tel que

N
VNeN, a- Y hajehV'sm N1
j=0

On écrit alors a ~ ) ; ha;. Le symbole a est unique modulo O(h™)S =%, au sens ou la différence de deux
tels symboles est dans O(h™)S ™ pour tous N,M € N.

On identifie le symbole g avec le symbole principal de a. En général, pour les symboles de la forme
a~3; hia; que nous considérerons ici les symboles a; ne dépendront pas du parametre d’échelle h.
A partir de ces classes de symboles, on peut définir les opérateurs pseudodifferentiels (OyD).

Définition 2.3. Sia € S™, on pose
a(x, D, hyu(x) = Op(a)u(x) := 2rh)™ [ > ha(x, &, h) u(y) dy dé
= Qah)™" [ a(x, & h) E/h) dE.
On note ¥ I’ensemble de ces OyD. Pour A € ¥, on notera par o-(A) son symbole principal.

Nous avons Op(a) : ¥ (R") — ¥ (R") continliment et Op(a) peut étre étendu de maniére unique a
S (R™). Alors Op(a) : &' (R") — #'(R") continliment.
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Exemple 2.4. Prenons I’opérateur différentiel défini par A = —h*A+V(x)+h* 3. <, b;(x)d;. Son symbole
et son symbole principal sont a(x, &, h) = |§|2 +V(xX)+ih Y < i Dj(X)Ej, et ao(A) = |§~‘|2 + V(x) respectivement.

Nous définissons maintenant des espaces de Sobolev et des normes adaptés au parametre d’échelle h.
. 1 .
Nous désignons la norme naturelle sur L*(R™) par ||u||(2) =(f lu(x)|* dx)z. Soit s € R, alors nous posons

llully == 1A ullp, avec A" :=Op((£)) et HR") :={ue S R"); llull; < oo.

L’espace -#*(R") est algébriquement le méme que I’espace de Sobolev classique H*(R"). Pour & fixé, la
norme ||.||; est équivalente a la norme de Sobolev classique que 1’on note ||.||5s. Cependant, ces normes ne
sont pas uniformément équivalentes lorsque 4 tend vers 0. Nous avons uniquement

[lully < Cllullys, sis>0, et |lullgs < Cllully, sis<O.

Pour s € N la norme ||.||; est équivalente & la norme Ny(ut) := ¥y<, ID%ully = X j1<s 20107 ullj. Les espaces
S et S sont en dualité : A = (), au sens de la dualité des distributions avec 1’espace L?> = .A°
comme espace pivot. On peut démontrer le résultat de continuité suivant.

Théoreme 2.5. Si a(x,&,h) € S™ et s € R, alors nous avons Op(a) : H — S continliment, uniformé-
ment en h.

Le résultat important qui va nous intéresser ici est 1’inégalité de Garding.

Théoreme 2.6 (Inégalité de Garding). Soit K un compact de R". Si a(x, &, h) € S™, de partie principale a,,
et s'il existe C > 0 tel que

Rea,(x,& h) > C&)", xeK, £E€R", he(0,h),
alors pour 0 < C’" < C et hy > 0 suffisamment petit on a
Re(Op(@)u,u) > C'|lull}, . u €€ (K), 0<h<h.

La positivité du symbole principal de a implique donc une positivité pour I’opérateur Op(a). La valeur
de Ay est fonction de C, C” et d’'un nombre fini de constantes C, g associées au symbole a(x, &, h) (voir la
définition 2.1). Une démonstration de I’inégalité de Garding est donnée dans I’annexe A.

Remarque 2.7. On notera qu’ici la condition de positivité du symbole principal est imposée pour tout
& dans R”, a ’opposé des hypotheses de I’inégalité de Garding usuelle, i.e., non semi-classique, qui ne
demandent une telle positivité que pour |£| grand (voir par exemple [Tay81, chapitre 2]). Cependant, le
résultat semi-classique est plus fort car il donne une réelle positivité de 1’opérateur.

Nous aurons a comprendre la composition des OyD. Elle donne lieu a un calcul au niveau des symboles
des operateurs.

Théoréme 2.8 (Calcul symbolique). Soita € S™ et b € S™ . Alors Op(a) o Op(b) = Op(c) pour un certain
c € 8™ qui admet le développement asymptotique

lal

c(x, & h) ~ 3, h— aga(x, & h) Ob(x, &, h), ona! =ap! - ay!

o !

Le premier terme de la série, le symbole principal, est ab ; le second terme est ’71 2 0g,a(x, &, h) 0., b(x, &, h).
Il en découle que le symbole principal du commutateur [Op(a), Op(b)] est

h :
o([0p(@), Op(b))) = —{a, b} € ™"\

Enfin, le symbole de I’opérateur adjoint s’obtient & partir du symbole de I’opérateur.
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Théoreme 2.9. Soit a € S™. Alors Op(a)" = Op(b) pour un certain b € S™ qui admet le développment
asymptotique

]

b(x, &, h) ~ Z h 6"(9”5()(5 h).

!
Le symbole principal de b est simplement a.

Comme références sur les O¢/D usuels on citera : [Tay81, Hor85b, AG91, GS94, Shu01]. Comme réfé-
rences sur les OyD semi-classiques on citera : [Rob87, DS99, Mar02].

3. INEGALITES DE CARLEMAN LOCALES POUR DES OPERATEURS ELLIPTIQUES

Nous allons montrer une inégalité de Carleman locale pour un opérateur elliptique d’ordre deux. Pour
simplifier les notations nous prenons le laplacien, P = —A, mais la méthode de démonstration est la méme
pour un opérateur elliptique d’ordre deux plus général dont la partie principale est }’; ; d;(a;;(x)0;) avec
ajj € ¢“R"R),1 <i,j<net 2ijaij(0&E; = C|£?, avec C > 0, pour tout x,& € R". En particulier on
notera que les inégalités de Carleman sont insensibles' 4 des changements de 1’opérateur par des termes
d’ordre un ou zéro.

Soit ¢(x) une fonction a valeurs réelles. On définit I’opérateur conjugué P, = h*e?/"Pe™#/", que I’on va
considérer comme un opérateur différentiel semi-classique. On a P, = —h?A =@’ + 2(¢’, hV) + hA@. Son
symbole complet est donné par |£? — |¢’|> + 2i{¢’, &) + hAg. Son symbole principal est donné par

P = 0(Py) = €7 — ¢ + 2i(¢’ . €) = T(&; + ig), ),
J

i.e., on a « remplacé » &; par &; + ig/, . En effet on remarquera que le symbole de e#/"D e~/ Mestg; + i@’ -
On définit les opérateurs symétriques suivants Q> = (P, + P*)/Z 01 = (P, - P*)/(Zz) de symboles
principaux respectifs

@ =P = 1¢'P, g1 =2E,¢).

Onap¢ ZQQ+i(Z1 etPtp = Q2+iQ|.
Nous choisissons ¢ qui satisfait I’hypothese suivante.

Hypothése 3.1 (L. Héormander [Hor63, Hor85a]). Soit V un ouvert borné de Rj On dit que la fonction
poids ¢ € €~ (R",R) satisfait I’hypothése de sous-ellipticité sur V si |¢’| > 0 sur V et

V(x,&) e VXR", pu(x,&)=0 = {g2,qi}(x,&)>C > 0.

Remarque 3.2. On note que p,(x,£&) = 0 équivaut a |£] = |¢'| et (¢, ¢") = 0. En particulier la sous-variété
caractéristique,‘f ={(x,&) € VXR"; p,(x,&) = 0} est compacte, comme illustrée dans la figure 1.

L’hypothese 3.1 est réalisable, en particulier grace au lemme suivant démontré dans 1’annexe A.

Lemme 3.3 (L. Hormander [Hor63, Hor85a]). Soient V un ouvert borné de R" et y € ((’M(R" R) telle que
| > 0 sur V. Alors pour A > 0 suffisamment grand ¢ = e satisfait I’hypothése 3.1 sur'V.

La démonstration de I’inégalité de Carleman va utiliser ’inégalité de Garding. En préparation nous
avons le résultat suivant, démontré dans 1’annexe A, qui découle de I’hypothese 3.1.

Lemme 3.4. Soit ;> 0 et soit p = y(q% +q%)+ (g2, q1). Alors, pour tout (x,&) € VXR, ona p(x, &) > C{&)*,
avec C > 0, pour u suffisamment grand.

Nous pouvons maintenant démontrer 1’inégalité de Carleman suivante.

! Au sens o1 seules les constantes sont affectées. Dans le théoréme 3.5, seules les constantes C et i; changent mais pas la forme de
I’inégalité de Carleman.
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¢'(x)

=

p<p:0

Fi6. 1 — Forme de la sous-variété caractéristique 5 a la verticale de chaque point x € V.

Théoreme 3.5. Soient V un ouvert borné de R" et ¢ qui satisfait I’hypothése 3.1 sur V ; alors il existe
0 < hy < hyetC >0 tels que

e ully + 13"V s < Ch*[le#!" Pull;, 3.1)

pouru € €°(Vyet0 < h < hy.

Preuve. On prend v = e#/"u. Alors, Pu = f équivaut a P,v = g = h%¢#/" f ou encore Q»v + iQ;v = g. En
utilisant (Q jwy, wa) = (w1, Q;w2) pour wi, ws € ((of"(R”) on obtient alors

ligls = I1Q1VII§ + 11Q2vll5 + 2 Re(Qav, iQ1v) = ((Q% + 0} +il02, Q11) v, v). (32)

On choisit u > 0 tel que donné dans le lemme 3.4. Alors pour 4 tel que Ay < 1 nous avons

n{(@5 + 0+ 1102, 011) vv) < gl

symbole principal = (g +¢3)+{q2.q1}
L’inégalité de Garding et le lemme 3.4 donne alors
hIVI3 < Cliglly (3.3)
Vily = CHigllo- :

. . 2 2 2 .
On se contente? ici de la norme dans #* et on obtient Alle¢/"ully + h3||V(e?"u)lly < Ch*||e?/" f||;. On écrit
V. (e?"y) = h’le‘ﬁ/”(chp)u +¢*/"V u, ce qui permet d’observer que nous avons

2 2 2
1211V ully < Chlle? M ully + CRIV (e u)ly,
car [V,¢| < C, ce qui acheve la démonstration. [ |

Remarque 3.6. Par densité le résultat du théoreme 3.5 s’étend alors aux fonctions u dans Hg(V). Cependant,
ici, nous ne traitons pas le cas des fonctions dans H(l)(V) N H*(V). 11 faut pour cela disposer d’une inégalité
de Carleman locale au bord de I’ouvert V comme démontrée dans la Proposition 2 page 351 de [LR95].
De plus, une inégalité globale sur tout 1’ouvert V pour une fonction u# dans Hé(V) N H%(V) nécessite un
terme d’observation a droite dans I’inégalité de Carleman. Nous donnons plus loin ces détails dans le cas
des opérateurs paraboliques (voir la section 7).

211 est bon de noter que dans zone elliptique, par exemple pour | grand, on peut obtenir un résultat qui est bien meilleur sans le
facteur /1 dans (3.3). Autour de la sous-variété caractéristique 5" = {p,, = 0} le choix de la norme dans A ou P importe peu puisque
cette zone est compacte en &. Voir la proposition 3.8 pour plus de détails.
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supp( x1)
/ supp( x2)

5

V X R"

FiG. 2 — variété caractéristique ; et supports de y; et x» dans la proposition 3.8.

Remarque 3.7. Dans la preuve du théoréeme 3.5, nous avons utilisé I’hypothese 3.1. Elle permet de don-
ner des roles complémentaires aux carrés, IIQlullg et ||Q2u||%, que nous avons dans (3.2) et a ’action du
commutateur i([Q», O1]u, u). Lorsque les carrés s’approchent de zéro, c’est le commutateur qui prend le
relais et rend les choses positives globalement. A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [FI96] ont introduit une
modification de la méthode de démonstration de I’inégalité de Carleman qui permet de ne considérer que
le terme équivalent au commutateur sans avoir a utiliser les deux carrés. Cette approche est exposée dans
I’annexe A.4.

La proposition suivante donne un résultat plus précis que 1’inégalité de Carleman précédente et illustre
la perte d’une demi-dérivée qui se produit au voisinage de la sous-variété caractéristique 5.

Proposition 3.8. Soient s € R, V un ouvert borné de R" et ¢ qui satisfait I’hypothése 3.1 sur V. Soient
x1.x2 € SO de supports compacts en x. On suppose que x| s’annule dans un voisinage de;’/ et que x>
s’annule hors d’un voisinage compact de 5. Alors, il existe C > 0 et 0 < hy < h tels que

I0pCx vl < C (1Pl + AllvIL) . et h*IOpCx2Wl, < C (IIPVlly + Al ). (3.4)

pourv € €°(V)et0 < h < h,.

Cette proposition est démontrée dans 1’annexe A. Nous prenons y; et y, satisfaisant les hypotheses
de la proposition 3.8 ainsi que x| + xy2 = 1 dans un voisinage de V x R". Pour v € ¢.°(V) nous avons
[IOp(1 = x1 —x2Vll,. < CN,,‘,/thlvllr/ pour tout N € N et r, ¥’ € R. On obtient ainsi

hE |l < A3IOP(T = x1 = x2 Ml + 10O Vil + 10pCx2)vil) < € (Pl + hllvly ).
En prenant 4 suffisamment petit on obtient
W2l < C' Py, (3.5)

ce qui nous ramene a la derniere étape de la démonstration du théoréeme 3.5. On notera aussi que (3.5)
permet d’éliminer le dernier terme dans chaque inégalité de (3.4) et d’obtenir ainsi

IOpCx 1)Vl < ClIPvlly et h2[Op(x2)vll, < ClIPYl,- (3.6)

Nous avons vu que la condition de sous-ellipticité de I’hypothese 3.1 était suffisante pour 1’obtention
de I'inégalité de Carleman du théoréeme 3.5. En fait on peut montrer que cette condition est nécessaire. On
notera aussi que les puissances du facteur 4 qui apparaissent dans 1’inégalité de Carleman du théoréeme 3.5
ainsi que dans la deuxieme inégalité de (3.6) sont optimales : par exemple, on ne peut pas avoir 4>* devant
le premier terme de I'inegalité (3.1) avec a < % Ces deux points sont 1’objet de la proposition suivante.
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Jx) = f(x0)

e(x) = p(xo) — €

#(x) = p(x0)

Fic. 3 — Géométrie locale pour le probleme de prolongement unique. La région hachurée contient le support
de [P, x]u.

Proposition 3.9. Soient V un ouvert borné de R", ¢(x) € €~ (R",R), 0 < h; < hg et C > 0 tels que pour un
1 s b
a < 5 lonait

R e ully < Ch2|le?!" Pully, 3.7

pouru € €°(V)et0 < h < hy. Alors a = % et la fonction poids ¢ satisfait I’hypothése 3.1 sur'V.

Nous renvoyons le lecteur a I’annexe A.6 ol cette proposition est démontrée.

4. PROLONGEMENT UNIQUE

Soient Q un ouvert borné de R"”. Nous nous placons dans un voisinage V d’un point xy € Q. Nous
prenons une fonction f définie au voisinage de x, avec Vf # 0 dans V. Soit p(x, &) un polynéme du second
ordre en & vérifiant p(x, &) > C|£* avec C > 0. Nous définissons 1’ opérateur différentiel P = p(x, d/i).

Nous considérons u € H%(V) solution de Pu = g(u), ou g est telle que [g(y)] < Clyl, y € R. Nous
supposons que u = 0 dans {x € V; f(x) > f(xo)}. Nous souhaitons montrer que la fonction « s’annule au
voisinage de xp.

Nous choisissons une fonction ¢ dont le gradient ne s’annule pas pres de V et satisfaisant (V f(xp), Vi (xp)) >
0 et tel que f — ¢ atteint un minimum local strict en xy quand on se déplace le long de la courbe de niveau
{x € V; ¥(x) = ¥(xo)}. Nous pouvons prendre par exemple y(x) = f(x) — c|lx — xol>. Nous prenons alors
¢ = Y suivant le lemme 3.3. Dans le voisinage V (ou éventuellement dans un voisinage de x, plus petit)
la situation géométrique que nous venons de décrire est illustrée par la figure 3.

Nous appelons W la région {x € V; f(x) > f(xo)} (région sous {f(x) = f(xo)} dans la figure 3).
Nous choisissons les voisinages V' et V"' de xj tels que V” € V' € V et nous choisissons une fonction
X € €7(V') telle que y = 1 sur V. Nous posons v = yu. Alors v € Hj(V). Notons que I'inégalité de
Carleman du théoréeme 3.5 s’applique a v par la remarque 3.6. Nous avons

Pv = P(yu) = xy Pu+ [P, x]u,

ou le commutateur est un opérateur différentiel d’ordre 1. Nous obtenons donc

2 2 2 2
Hlle? " yalls + 13"V, Cells < € (h“ne‘f/hxg(u)no + h4||e“’/h[P,)(]ullo)

< C Ryl + KN P xIG). 0<h <.
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En prenant £ suffisamment petit, disons 4 < h, on peut ignorer le premier terme du membre de droite. On
écrit alors

ho? o 2 o2 / 2 h 2
hlle ull 2y + P11V sull 2y < Blle"xeully + 21"V Oally < CR* e P xullzs)s 0 < B < o,

ou S := V" \ (V" U W), puisque le support de [P, y]u est confiné dans la région ol y varie et u ne s’annule
pas (voir la région hachurée dans la figure 3).

Pour tout & € R, on définit V, = {x € V; ¢o(x) < ¢(x9) — &}. Il existe € > 0 tel que S € V.. Nous
choisissons alors une boule By de centre x telle que By € V" \ V.. Nous obtenons alors

einfBO w/h”M”Hl(BO) < CesuPS Sa/]/l”M”H'(S)’ 0<h< hz'

Comme infg, ¢ > su , en faisant tendre & vers zéro, nous obtenons u = 0 sur By. Nous avons ainsi
0 N
prouvé le résultat de prolongement unique local suivant.

Proposition 4.1. Soient g telle que |g(y)| < Clyl, xo € Qetu € HIZOC(Q) vérifiant Pu = g(u) et u = 0 dans
{x; f(x) > f(x0)}, dans un voisinage V de xy. La fonction f est définie dans V et telle que |V f| # 0 dans un
voisinage de xq. Alors u s’annule dans un voisinage de x.

Par un argument de connexité on prouve alors le théoréme suivant.

Théoreme 4.2 (Théoreme de A. Calder6n). Soient g telle que |g(y)| < Cly|. Soit Q un ouvert connexe et soit
w € Q, un ouvert non vide. Si u € H*(Q) vérifie Pu = g(u) dans Q et u(x) = 0 dans w. Alors u est nul dans
tout Q.

Preuve. Le support de u est fermé. Comme F' = supp(u) n’est pas égal a Q, montrons que F est ouvert. On
aura alors F' = (). Supposons que sa frontiere dans Q, fr(F) = F \ F°, est non vide et prenons x; € fr(F).
On pose A := Q\ F. On rappelle que I’on désigne par B(x, r) la boule euclidienne ouverte de centre x et
de rayon r. Il existe R > 0 tel que B(x;,R) € Q et xo € B(x;,R/4) tel que xop € A. Comme A est ouvert, il
existe 0 < r; < R/2 tel que B(xg, ) C A. Pour r, = R/2 nous avons ainsi obtenu r; < r; tels que

B(xg,r1) CA, B(xg,r) €Q, et x; € B(xq,r).

On définit 4, = B(xo, (1 —1)r; +tr;) pour 0 < ¢ < 1. La proposition précédente montre que si u s’annule sur
&, avec 0 < t < 1, alors il existe € > 0 tel que u s’annule sur B,,,.. Comme u s’annule sur ), on trouve
ainsi que u s’annule sur 44, en particulier au voisinage de x( qui ne peut pas appartenir a la frontiere de F.
Donc F est ouvert. [ |

5. INEGALITE D’ INTERPOLATION, INEGALITE SPECTRALE
Soient Q un ouvert borné de R", S > 0 et @ € (0,S59/2). Nous définissons Z = (0,Sg) x Qet Y =
(0,50 — @) x Q. On pose z = (s,x) avec s € (0,5) et x € Q. Nous définissons I’opérateur elliptique
A = =0 — A, sur Z. L’inégalité de Carleman que nous avons démontrée dans la section 3 s’applique a cet
opérateur.
Partant d’une fonction poids ¢(z) définie sur Z on choisit p; < p] < p2 < p) < p3 < pj et on pose

V={z€Z; pi <) <pi, Vi={z€Z; pj <) <pj), j=12,3.

On suppose que V _est compact dans Z (on reste loin du bord de Z) et que ¢ satisfait I'hypothese 3.1 de
sous-ellipticité sur V.
L’inégalité de Carleman du théoréme 3.5 permet d’obtenir 1’inégalité d’interpolation locale suivante.

Proposition 5.1 (G. Lebeau-L. Robbiano [LR95]). Il existe C > 0 et &y € (0, 1) tel que pour u € H*(V) on
a

6 _
llzrevsy < € (AN, + lllvy) gy

pour 6 € [0, dp].
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Preuve. Soit y € €°(V) telle que y(z) = 1 pres de p] < ¢(z) < p3. On pose w = yu. L'inégalité de
Carleman du théoréme 3.5 implique ||e?/"wlly + [le?/"Vwl|, < Clle?/"Aw]|, pour h petit, 0 < h < h; < 1.
On observe alors que Aw = yAu + [A, y]u, avec I’opérateur [A, y] d’ordre 1 et uniquement supporté dans
V1 U V3. On obtient donc

e Mlullgp v,y < Ce?Mlullp v,y + Ce? " (NAullzeyy + Nl vy
car y = 1 sur V,. On écrit enfin
e Mlullgp v,y < CeP Ml + Ces (1Aullz) + lulln ), 0 <h < hi.
On conclut a partir du lemme suivant. [ ]

Lemme 5.2 (L. Robbiano [Rob95]). Soit Cy, C, et Cs strictement positives et A, B, C positifs, tels que
C < C3A et tels que pour tout y > yy on a

C<e 74+ B, (5.1
Alors i :
LS RS
C < Cst AS+@ BGicr 5.2)
Preuve. On optimise | bre de droi i = MUACIABC)
. ptimise le membre de droite de (5.1) en fonction de y et on trouve yop = Cc, - bour
simplifier on prend y; = lg(lli/ci)' Siy; > vy alors en remplacant dans (5.1), on obtient (5.2). Si maintenant
Y1 < Y0, alors on voit que A < CstB. On conclut alors car C < C3A. [

Nous appliquons maintenant le résultat de la proposition 5.1 & un choix particulier de fonction poids.
Soity € Z et r > 0 tel que B(y, 6r) € Z. Posons ¥(z) = — dist(z, y) et on choisit 1 > 0 de sorte que ¢ = e'¥
satisfasse 1’hypothese 3.1 de sous-ellipticité dans B(y, 6r) \ B(y, r/8) par le lemme 3.3. On prend alors

—5rd ’ —4ra -3rd ’ —rd —£A
plze 3p1:e 9p2=e spzze »p3=€2
Les voisinages Vi, V, et V3 sont représentées dans la figure 5.

En appliquant la proposition 5.1 on obtient, pour u € H*(Z),

o o
1- 1—
el vy < € (Aullioyy + el ) Melliidy, < € (Aullagzy + Nl ) el

ce qui donne
O 16
el 3er3ry < C (1Al 22y + el gy ) Nl
Ainsi la norme H' sur la boule B(y, 3r) est estimée par la norme H' sur la boule B(y, r). En particulier on
retrouve le résultat d’unicité locale de la section 4 dans le cas ot Au = 0.

Cette inégalité locale peut étre « propagée » et on obtient alors un résultat global. En plus des inégalités
de Carleman que nous avons montrées ici, il faut en démontrer au bord. La technique de « propagation »
utilise un recouvrement fini par des boules de rayon r. Le lecteur est renvoyé a [LR95] pour les détails
(pages 353-356). Ici, comme dans [LZ98] (voir la preuve du théoreme 3, pages 312-313), I'inégalité d’in-
terpolation peut-étre « initiée » au bord en s = 0 (12 aussi avec une inégalité de Carleman au bord).

Théoreme 5.3 ([LR95, 1.Z98, JL99]). Soit w un ouvert non vide de Q. Il existe C > 0 et 6§ € (0, 1) tel que
pour u € H*(Z) qui satisfait u(s, x)|xeoq = 0, pour s € (0,S), et u(0, x) = 0, pour x € Q, nous avons

_ 5
||M||H1(Y) < C||M||;1|‘(SZ) (||AM||L2(Z) +110,5u(0, x)||L2(w)) . (5.3)

Nous pouvons maintenant en déduire une inégalité spectrale qui mesure entre autres la perte d’orthogo-
nalité des fonction propres de —A sur Q, avec conditions de Dirichlet homogenes au bord, quand elles sont
restreintes a I'ouvert w C Q tel que w # Q. Soient ¢;, j € N, une base orthonormée de telles fonctions
propres et u; < pp < --- < gy < -+ les valeurs propres associées, comptées avec leur multiplicité.
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Fic. 4 — Lignes de niveau de la fonction ¢ et régions V;, V; et V3. Les zones rouges, V; et Vi, localisent le
support de Vy.

Théoréme 5.4 ([LZ98],[JLO9)). Il existe K > 0 tel que pour toute suite (@) e C C et tout pt > 0 nous
avons

2 2
Sl =[] ¥ ajpix)| dx< KV [ Y ;g0 | dx, (5.4)
Hj<H Q| pj=u w | pjsu
ou de maniére plus concise || Z/ljﬁ/l Clj¢j||i2(9) < KeK VA Zy,su aj¢j||iz(m).
Preuve. Nous appliquons I'inégalité (5.3) a la fonctionu = 3, -, «; Sinhf/:gs) ¢;(x) qui vérifie Au = 0 ainsi

que les conditions au bord exigées dans le théoreme 5.3. On a

So— sinh?(\/iZ;s) So-a
2 2 2 J 2 2 2
Wl oy 2 Wllpoy = 2 [ el —————ds> T lajI” [ s7ds=Cspa X lajl,
HiSH «a J a

Hj=p Hj=p
ainsi que
So sinh(+/t;s) |12 sinh( \/i;s) 2
Il o, = f( 5, o V) 2 |2 o—2v)
0 \j=p VH; L@ Tusu VH; st
2
+ |ﬂjzsﬂ o; cosh( VTj5)p; Lz@)) ds
So 1
=3 lajf f((l + —)sinhz(\/,tTjs)+cosh2(\//Tjs)) ds < CeV 3 JajP,
Hjsp 0 Hj Hi<u
' Vb Vid; =5 2 B0 1 ;
puisque ( Vi \//T)LZ(Q) = 0;;. Enfin, nous avons ||d,u(0, x)||L2(w) = f| 2p<u ¥ (X) | dx, ce qui donne
i j o JS
1-6 2 9
3 o SCeCW( 3 |a,»|2) (f 3 ai(x) dx) ,
Hj=H Hj=H w | pj<p

et la conclusion suit. [ ]
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Dans le cas ol w = Q le résultat du théoréme 5.4 devient trivial et la constante Ce€ V¥ peut étre rem-
placée par 1. D’un autre coté, il est clair que K(w) tend vers +co quand la taille de w tend vers zéro. La
caractérisation précise de K = K(w) constitue un probleme intéressant et ouvert a notre connaissance.

Dans le cas o w # , la proposition suivante montre que la puissance % de u dans la constante KeX V¥
est optimale (voir aussi [JL99]).

Proposition 5.5. Soit w un ouvert non vide de Q avec w # Q. Il existe une suite réelle (a;) jen-, telle que,
pour une certaine constante C > 0, on a

2
3 o = CeCVE

Hj<p w

2 adi(x) | dx,

Hjsp

pour u suffisamment grand.
Preuve. On note P;(x,y) le noyau de la chaleur que I’on peut écrire 3, ;e e ¢ ;(x)¢p;(y) pour £ > 0; on a
bien e f(x) = [ Pi(x,y)f(y) dy. On écrit alors
Y e Mei0)g,0| < Pyl +| X e (080
HjSp Hj>p

Pour k € N suffisamment grand, les injections de Sobolev donnent

lll < Cllg )l < CNA I, = C'a. (5.5)

iy

Pour tous x,y € Q nous avons p;(x,y) < (4xt)™2e~ 7 par le principe du maximum (voir annexe A.7).
Soit yg tel que d = dist(yp, w) > 0. Nous avons alors p;(x,yy) < e C/t avec Cy > 0, uniformément pour x
dans w. Avec (5.5) nous obtenons alors

— . — — P
| = ;08,00 <4 C F e, xew.
Hjsp Hj>H

On choisit @; = e ™ig;(yo) eton prend r = 1/ /1. Nous avons

' > ajqﬁj(x)l <Ce OV L C Y e"“f,uik, XEw.

Hjsp Hj>p

Pour estimer le deuxieme terme nous introduisons J, = {l; y; < u}. L’asymptotique de Weyl (voir e.g.
[Agm65]) donne #J,, < Cu"'?. Alors, pour i > 1 grand, on écrit

Setipt= Y et Y NN+ DX < Y # v e ENV @+ N+ DH
> J NeN J NeN NeN
N<pj—usN+1 N<pj=psN+1

<C Z e—t(ll+N)(Ju+N+ 1)2k+n/2 <C }oe—tx(x_'_ ])2k+n/2 dx = Cel }oe—txx2k+n/2 dx.
NeN u-1 i

En effet, avec t = 1/ /i, la fonction e™*x**"/2 est décroissante sur [y, +c0) pour u grand. Nous posons
| = 2k + n/2. Le changement de variable y = #(x — u) donne alors

fe™xdx=r"le™ [e(ut +y) dy = u%e_‘/ﬁfe_y( Ve + ) dy
Hu 0 0

<UL y) dy = Cultte
0
puisque t = 1/ 4/u. Pour u > 1 grand, nous avons obtenu |2y,»s;1 aj¢j(x)| < Ce € V¥, ce qui donne

1| 2 a0 dx < Clute .

w " HSp
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Nous concluons maintenant en montrant 3, o, laj> > Cu'* > 1, pour p suffisamment grand avec le choix
des coeflicients a, j € N, que nous avons fait plus haut. En effet, nous avons

Yl = 3 e g o) = Pauyo,yo) — X e 2Hilg (o)l

Hj<p Hj<p Hj>p

Pour tout N € N, on peut obtenir le développement asymptotique en temps court suivant pour le noyau de
la chaleur sur la diagonale (voir par exemple 1’équivalent (13.59) ainsi que (13.39) et (13.40) dans [Tay96])

Pi(30,0) = 1772 (Co(y0) + £ C1(yo) + -+ + Cy (o)™ +OG™), 10, (5.6)

Nous avons ainsi Pa,(yo,yo) = C(2t)™/? = C’u"/*. Enfin, en procédant par inégalités de Sobolev comme
plus haut, on obtient ’estimation suivante 3, ., e~ 2Milgi(yo)l> < C DI g—ZIﬂj,u?k < Cle™C VR, |

L’inégalité spectrale du théoréme 5.4 mene aussi au résultat de prolongement unique suivant pour cer-
taines séries de fonctions propres.

Proposition 5.6. Soient w C Q un ouvert et £ > 0. Alors pour toute fonction u = 3, qqajp; avec les
coefficients «; satisfaisant la;| < e"* VWi, on a u = 0 si ul,, = 0.

Ce résultat permet de faire une analogie entre les séries }; oy @;¢; et les fonctions analytiques, pour des
coeflicients «; satisfaisant I’asymptotique donnée plus haut.

sinh( v .
Preuve. Pour 0 < s < & nous posons V(s,X) = ey @ j&w‘f’s)q& j(x). Le comportement asymptotique
J

que nous supposons sur les coeflicients a; donne v € “*((0, &), H*(Q)). Nous appliquons alors 1’inégalité

d’interpolation du théoreme 5.3 en prenant ¥ = (@, So—a)xXQavec 0 < @ < . Comme Av = 0 et dv|jojxw =
g

ul, = 0, cela donne [|vl|g1(yy) = 0. Pour presque tout s € (@, &) on a donc x > 3 je- aj&\/;{lm@(x) =0

J

dans L*(Q). L orthogonalité les fonctions propres donne a ;= 0 pour tout j € N*. |

6. CONTROLE DE LA CHALEUR

Nous allons maintenant construire un controle pour I’équation de la chaleur sur I’intervalle de temps
(0, T) pour une certaine donnée initiale yy dans L*(Q):

0y —Ay =1,v dans Q = (0,7) x Q,
y=0 sur X = (0,7T) x 0Q, 6.1
y(0) = yo dans Q.

La fonction v est le controle. L’objectif est d’amener la solution y a zéro au temps 7 > 0, en agissant
uniquement sur le sous-domaine w.

Nous commencons par donner un résultat de contr6le partiel, puis le contrdle v sera construit par une
suite de contrdles actifs et passifs, ce dernier choix permettant de profiter de la décroissance exponentielle
naturelle de la norme L? de la solution.

6.1 Observabilité et controle partiels. Pour j € N, on définit1’espace de dimension finie E; = vect{¢;; 1
2%/} et le probléme de controle & zéro partiel suivant :

Oy — Ay =g, (1,v) dans (0,7) x Q,
y=0 sur (0,7) x 09, (6.2)
y0) =y € E; dans Q,

avec 7 > 0 et ou Ilg; désigne la projection orthogonale sur E; dans L*(Q). Nous évaluons maintenant le
colt du contréle v qui permet d’obtenir y(7) = 0.
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Lemme 6.1. Il existe un controle v qui ameéne la solution du systeme (6.2) a zéro au temps T~ et |Vl 12¢0.7)xw) <
1 o
CT 2 |lyoll 2

Pour a > 0, lorsque I’on travaille sur I'intervalle de temps [a,a + 7], on notera par V;(yg,a,7") un tel
N ‘. 1 o
contréle vérifiant IV;(vo, @ Tl > q.arrxay < CT 2e“Y|lyoll2 -

Preuve. Le systeme adjoint de (6.2) s’écrit

-0;,g—Ag =0 dans (0,7) x Q,
qg=0 sur (0,7) X 0Q),
q(T) =qyr € Ej.
Si q(0) s’€crit g(0) = X, <021 iy alors q(1) = 3, <025 ar(D)gi avec ay (1) = bret et ainsi

2
dt dx

2 ar(Dx
<227

T T
T4z < [ MOl de = [ |

T
< Ce™” o” Y )

<22

2 T
dtdx = Ce% [ [|q(0)]* dt dx,
0w

par dissipation parabolique et par 1’inégalité spectrale du théoréme 5.4. Cette inégalité d’observabilité donne
le cofit du contrdle escompté. [

6.2 Construction du contrdle. Nous découpons I'intervalle de temps considéré : [0, T] = U janla;, ajs1],
avec ag = 0, ajy; = a; + 2T, pour j € Net T; = K27/ avec p € (0,1) et la constante K telle que
2¥%20T; = T. Nous définissons maintenant le controle v suivant la stratégie annoncée :

sit€(aj,a;j+T;, vt,x)=V(lgyaj.)a;T))
t
ety() =St —apyla;,.)+ [ St — s)v(s,.)ds,
site (aj + Tj,aj+1], vit,x)=0 et y)=S(t- aj— Tj)y(aj + Tj),

ot1 S (#) désigne le semi-groupe de la chaleur, S (f) = ¢*. En particulier, ||S ONzz.2y < 1.
Le choix du controle v pendant I'intervalle de temps [a;, a; + T;], j € N, implique

Iy(@; + T;, Nz < 1+ Celivay, Mz, et Mgya;+T;,.) =0.

Pendant la période passive, t € [a; + T}, aj.], 1a solution subit une décroissance exponentielle :

—22j T;

Iy(@ajs1, Nz < e Iy(a; +Tj, -

On obtient donc [[y(a 41, )2 < eCY-2T; ly(a, 2@, et ainsi

N ,
y(@jo1. Mz < b0 vollg.  JEN.

On a 2%T; = K2¥*7"), On note que 2 — p > 1 ce qui donne lim_, ZizO(CZk — K2K2=P)) = oo, Pour une
certaine constante C > 0 nous avons ainsi

—_C2/2>

) .
||)’(aj+1, -)||L2(Q) <Ce ||y0||L2(Q), jeN. (6.3

On conclut que lim;_,« |[y(a;, Jll;2q) = 0, i.e. y(T') = 0 puisque y(t, .) est continu a valeur dans L*(Q) car le
membre de droite de (6.1) est dans L2(Q) par construction comme nous allons le voir maintenant.
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2 2
Nous avons ||V||L2(Q) = 20 ||V||L2((a/,aj+Tj)><Q)'

de (6.3), on en déduit

A partir du cofit du contrdle donné dans le lemme 6.1 et

2 -1 2C —1 €2/ —C2U-HC-p) )
|Iv|ILz(Q)s(CT0 e +j§1CTj e )||y0||L2(Q).

Comme2—-p > letT; = K277, un argument similaire au précédent donne ||v|| 2 < Crllyoll2) avec
Cr < oo. Nous avons ainsi obtenu le résultat de controle suivant.

Théoreme 6.2 (Contrdlabilité a zéro [LRIS]). Pour tout T > 0, il existe Cy > 0 tel que pour toute donnée
initiale y, € LX(Q), il existe v € L*(Q), avec IVll20) < Crllyollzzq), tel que la solution du systéme (6.1)
satisfait y(T) = 0.

Corollaire 6.3 (Observabilité). Il existe Cy > 0 tel que la solution y € € ([0, T1, L>(Q)) du systéme adjoint
—-0,q—Aq =0 dans Q,

qg=0 Sur X,
q(T) =qr dans Q,

vérifie I'inégalité d’observabilité suivante ||g(0)|?,

T
« <C7 Of L{ lg(t)? dt dx.

7. INEGALITES DE CARLEMAN POUR DES OPERATEURS PARABOLIQUES

Nous allons démontrer ici des inégalités de Carleman pour des opérateurs paraboliques, typiquement
P = 9, — A. Comme dans les sections précédentes Q2 est un ouvert borné régulier de R”. On pose Q =
(0,T) x Q. Nous commencons par démontrer des inégalités locales en espace, loin du bord 9Q2.

7.1 Inégalités locales. On pose 0(¢) = 1(T —t) et h = £6(t). Le paramétre & sera pris petit, 0 < & < gy << 1.
Pour une fonction poids ¢(x) nous définissons P, = h?e?"Pe=¢/" 1e paramétre semi-classique / va donc
dépendre de la variable ¢ ici, et méme s’annuler pourt = Oett =T.
Nous avons
P, = W0, + ep(x)0 (t) — K*A + 20¢', V) = |¢' > + hAg.

On définit les opérateurs symétriques suivants
02 = (P, + P2, Q1 = (P, P))/(2i),
ce qui donne

Q, = —eht/ (1) + £p()O (1) — KA — ',

. eh, h. 2k,
0 = 7@ + 79 () + ?A‘P + 7(90 Vo,

de symboles principaux respectifs
02 = opWE (1) + 167 — P g1 = ht + 2. 6).

Onap¢ =q +iq eth =0, +i0;.
Nous choisissons la fonction poids ¢ satisfaisant I’hypotheése suivante.

Hypothése 7.1. Soit V un ouvert de Q. La fonction poids ¢ satisfait

e(x) <0, g #0, xeV,
@le=o = 0 = {@ale=0, qile=0} > 0, x € V,£€R", (7.1)
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De telles conditions, plus fortes que celles du cas elliptique, ont été introduites dans [LebO5]. Elles
s’averent particulierement judicieuses pour démontrer 1’inégalité parabolique. Elles ne font intervenir que
les variables spatiales, x et &, et peuvent étre satisfaites en prenant ¢ de la forme

@(x) = e — e avec L> Y, W (0| £0, xeV,

et en prenant le parametre A positif suffisamment grand (voir le lemme A.1 dans la section A.2).
A partir de ces conditions on peut démontrer le lemme suivant (voir I’annexe A pour une démonstration).

Lemme 7.2. Il existe C > 0, u; > 0 et 8 > 0, tels que pouru > py et 0 < eT <6, 0na
gy = 2601 +(q2,0) = C(@)*, xeV, R,

oub =2y, &).

Nous pouvons maintenant démontrer 1’inégalité de Carleman suivante, locale en espace et globale en
temps, pour I’opérateur parabolique P.

Théoreme 7.3 (Inégalité de Carleman locale loin du bord). Soient K un compact de Q et V un ouvert de Q,
voisinage de K. Soit ¢ qui satisfait I’hypothese 7.1 sur V. Alors il existe C > 0 et 5, > 0 tels que
1 2 2 2
117 e ull 2y + 1€V cttll 2y < ClIR* e Pull 2 g
pour u € €([0,T] X Q), avec u(t) € €°(K) pour tout t € [0, T], et 0 < (T + T?)e < 65.
Preuve. On pose v = ¢*/"u. On note que v, ainsi que toutes ses dérivées en temps, s’annulent en ¢ = 0 et
t =T, puisque ¢ < —C < 0 dans K. On a P,v = h’¢*/"Pu = g et on écrit, en procédant comme pour (3.2),
lIgll7200) = 101V g, + 102VI172 ) + i[Q2, Q11 V)20
. 2 , ’
ce qui donne, avec B = Q) — hl—.ﬁ, - 8—;’9 (1 = %Atp + 21—,”(‘,0 , Vo,
lgll7> g, = 1QWVIIT g, + 102117 g, + (=H*(3:Q2) + il @2, BV, V)12g)
i

S ((h,UQg — 1K2(8,05) + i[0s, B])v, V)LZ(Q) = (h (yQ% = h(0,02) + E[QZ’B]) v, V)LZ(Q)

pour u > Oet 0 < & < 1/u. On note que h(9,Q,) = —eh’0" — &2h(@')* + eh®’ ¢ — 2e6’ h*A. Le symbole
principal de uQ3 — h(8,0>) + £[Qz, B] est ug3 — 2&¢'|é* + {q2, b}. On choisit iy > 0 et 5; > 0 suivant le
lemme 7.2 et on prend 0 < &7 < §;. L'inégalité de Garding étant uniforme par rapport au paramétre semi-
classique , pris suffisamment petit (i.e., en prenant par exemple 0 < & < £T?/4 < 0} pour ¢/ suffisamment
petit), on obtient

i
(403 - n@.02) + 1102, BY) v, "(’))mm > Clvol3, Ve[0Tl (7.2)
pour i = py et 0 < (T +T%)s < &, = min(8y,46)), d’ou [[gll}xp, = C f hlIvIl3 dr. On obtient alors I'inégalité
de Carleman locale recherchée en procédant comme dans la fin de la preuve du théoréeme 3.5. [ ]

Remarque 7.4. Dans la démonstration du théoréme précédant, on notera I’importance de n’utiliser que le
terme positif ||Q2v||iz(Q) car le second terme IIQIVIIiZ(Q) implique une dérivée de v par rapport au temps ¢,
et ne peut-étre utilisé dans 1’inégalité de Garding (7.2) a ¢ fixé. Si on utilise une inégalité de Garding par
rapport a toutes les variables (, x) on peut alors se contenter de I’hypothese de sous-ellipticité plus faible :

@ale=0 = 0 et gile=o = 0 = {gale=0, qile=0} >0, x€V,£€R", (7.3)

La démonstration utilise alors les deux carrés ||Q2v||22(Q) et IIQIVIIiZ(Q). Cette démonstration est par contre
plus technique et fait appel au calcul de Weyl-Hormander des OyD (voir [LR]).
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7.2 Inégalités au bord. Si nous nous plagons au voisinage du bord, nous avons le résultat suivant.

Théoreme 7.5 (Inégalité¢ de Carleman au bord). Soient K un compact de Q et V un ouvert de Q, voisinage
de K dans Q. Soit ¢ qui satisfait I’hypothese 7.1 dans V et 0,¢lsany < 0, ou n est la normale sortante a Q.
Alors il existe C > 0 et 65 > 0 tels que

1 2 2 2
182 e ull 2 ) + I1H7* eV il 12 ) < ClIR*e#/" Pull2 )

pour 0 < (T + T?)e < 83, h = et(T — 1) et u € €*([0,T] X 5), avec supp(u(t)) C K pour tout t € [0,T], et
ulo,mx@nvy = 0.

Voir [LR] pour une démonstration. L’idée est alors d’utiliser I'inégalité de Garding dans les directions
tangentielles spatiales mais aussi en temps. Suivant la remarque 7.4 la condition (7.3) est en fait suffisante
pour obtenir cette inégalité locale au bord.

7.3 Recollement, inégalité globale. Nous nous intéressons maintenant a des inégalités de Carleman glo-
bales. Une maniere de procéder consiste au recollement des inégalités locales a I’intérieur et au bord que
nous avons énoncées précédemment. Le caractere global de I'inégalité nous imposera un terme « d’obser-
vation » sur (0, 7) X w, avec w € Q dans le second membre de 1’inégalité.

Le recollement nécessite le choix d’une fonction poids globale commune a toutes ces inégalités. Nous
choisissons une fonction poids suivant I’hypothese suivante.

Hypothése 7.6. Soit wy € w € Q. La fonction poids ¢ satisfait

Ploa =Cst,  duglan <0, supp(x) <0, |0 #0, x € Q\ wy,
xeQ

92le=0 = 0 = {q2le=0, g1le=0} > 0, x € Q\ wy,
De telles conditions peuvent étre satisfaites en prenant ¢ de la forme

p(x) = W — e avec K > Wl W/ (0] # 0, x€Q\wy, et
‘r//|(9Q = 07 an‘/’lOQ < 03 l//(x) > 0, X € Q,

et en prenant le parametre A positif suffisamment grand. Pour la construction d’une telle fonction ¢ on se
référera a [F196, lemme 1.1]. La construction fait appel aux fonctions de Morse et au théoréme d’approxi-
mation associé [AE84].

Théoreme 7.7 (Inégalité de Carleman globale). Soit ¢ qui satisfait I’hypothese 7.6. Alors il existe 54 > 0,
et C > 0 tels que

Loolhn? 2 elhg 12 2 glhp, 2 1ol n?
82 e ull 2 ) + 117"V cull ) < C(llh " Pulli ) + 1107 €™ ull 20 1yxen | -

pour 0 < (T + T)e <64, h=et(T —1t) et u € €0, T] x ﬁ) et tel que ul ryxoq = 0.

Preuve. Soit w; tel que wy € w; € w. Pour tout x € Q \ wy, il existe un voisinage V, de x et un ouvert V.

de Q, avec x € V, € V, € Q\ wy pour lesquels I'inégalité de Carleman locale au bord ou 2 I’intérieur est
valable avec la fonction poids ¢ pour des fonctions a support dans le compact K, = V_x
Du recouvrement de Q \ w; par les V, nous pouvons en extraire un recouvrement fini (V;);cz, tel que
pour tout i € 7 I'inégalité de Carleman sur V; est valable pour i < h; et C = C; > 0 et supp(u) C K; = \7_,
Soit (y;)ier une partition de 1’'unité subordonnée au recouvrement des V;, i € 7, [Tre67, Ho6r90], i.e.,

)(ie((/“(ﬁ), supp()(,')cK,»zﬁ, 0<y; <1, iel, et %)(,-z 1 dans Q \ w;
1€
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Notons que nous avons supp( x;) N wy = 0. Pour tout i € 7, on pose u; = y;u. Alors pour chaque #; on a une
inégalité de Carleman locale. On note maintenant que 1’on a

Pu; = P(xiu) = xiPu+ [P, xilu = xiPu — [A, xilu,
ol le commutateur est un opérateur différentiel d’ordre un en x. Pour tout i € 7, on obtient donc
2 2 2 2
Ih*e?”” Puil;2 ) < CllH* e Pull 2o, + Cll* e ull2 ) + CllH* ™ Y ull120) (7.4)
2 olhp 2 2035 % wh 2 2111,3/2 @/h 2
< ClIh*e?" Pull2 ) + C(eT?)|Ih7 e ull o) + CeT 10" V2 -
Maintenant on note que 1’on a
1 oelh 3/2 plh 2 Lo 3/2 plh 2
||/’l2€ u”LZ(Q) + ||h e VX u”LZ(Q) SC EZI ||h26 M[”LZ(Q) + ||h e qu[”LZ(Q)
4
1 2 2
+ Cllh2 " ull 2 0.1y + CIE MV sl 120 1o
De (7.4) on obtient alors
1 h 2 I 2 h 2 1 h 2 h 2
IhZ e ull, 2y + 102"V ullj2 ) < € (Ilhze“’/ Pull2 ) + T 12 e ull 2 ) + €T IR V ] 20
1 2 2
1 .y * W2l )
Pour 77 suffisamment petit on obtient
ool 2 3/2 o/h 2 2 olhp 12 Lol ?
[|hZe M”Lz(Q) + ||h77 eV uIILz(Q) < Clllh7e PM||L2(Q) + 11h2 €™ ull 120, 1y%wy)
3/2 olh 2
+ ||h / e‘p/ VXM”LZ((O,T)le))'

Il s’agit maintenant éliminer le dernier terme & droite dans I’estimation précédente. Soit donc y € €. (w)
tel que y = 1 dans un voisinage de ;. Si Pu = f, aprés multiplication par ¢*¢/"h3yu, intégration sur Q, on
obtient

% foez“’/hh3X(9,|u|2 dt dx — Re fo ¥ yuAu dt dx = Re foez“’/"iP Vilf dt dx (7.5)
Nous traitons tout d’abord le premier terme /; par intégration par parties en ¢
| = ]% foez"/hhS)(ﬁtlulz di dx’ - ‘% fo(380’h2 = 26 MMy lul? dt dx| < CllR ¢ ullys 0.1
car glf’| < CeT est borné. Le troisieme terme s’estime ainsi
5| = |Re foez“’/hhS/\(ﬁ £ dr dx‘ < ClIRe#" fll22 gy + ClIBY e ull 20 v
Pour le deuxieme terme, avec des intégrations par parties en x, nous avons
L= foez“’/hh3)(Iqu|2 dt dx + Re foh3VX(62“’/hX)ﬁqu dt dx

3 2 1
2 |10 €V il 20, xan) = 5 ] WA xll? dit dx,
Q0

. . 2 . 13 z z
ainsi que |ff BAE M) ul? dt dx| < CIIh%e‘/’/hulle((O,T)Xw). Les estimations précédentes et (7.5) donnent
0
ainsi
30210y Il 2,600 pyy 2 L olhy i
||I’l2€ VX””LZ((O,T)le) < C”h e P“”LZ(Q) + C||h2€ u”LZ((O,T)Xw)’

ce qui conclut la démonstration. [ ]
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7.4 Inégalité d’observabilité et controlabilité. Il est maintenant simple de déduire une inégalité d’obser-
vabilité pour le systeéme adjoint

-0,g—Ag =0 dans Q,

qg=0 sur X,

q(T) =qr dans Q.

On notera que I'inégalité du théoreme 7.7 s’applique aussi a I’opérateur adjoint —d,—A. Avec la décroissance

. . . . 2 2 . v 2
parabolique de I’énergie, on obtient %TIIq(O)IILz(Q) < 4l12 /4 37400y On @ aussi Ce 1T gl

2 <
L2((T/4,3T/4)xQ) =
2 ) .
122 " g2z /4 37 /42y car sur Uintervalle [T/4,3T /4] ona 0 < CT? < «(T — 1) < C'T* (on note qu’ici ¢
a été choisie négative ce qui explique la restriction a I'intervalle [T /4,37 /4] pour cette estimation). Alors

pour (T + T2)e = 6., I’inégalité de Carleman donne ainsi

C 2 ,
2 C/(eT 2 C+C'|T 2
917>y < =T Nal2 0 1y < € Nl

T 2((0.T)%w)"

De cette inégalité d’observabilité, on peut aussi déduire la contrdlabilité a zéro de 1’équation de la chaleur.
On note qu’ici nous avons une expression de la constante d’observabilité qui dépend du temps de contrdle
T. Naturellement, on voit que cette constante explose quand 7" tend vers 0.

Remarque 7.8. Les inégalités de Carleman paraboliques permettent de traiter le contrdle d’équations pa-
raboliques plus générales. Des termes d’ordre 0 ou 1, réels ou complexes, dépendant du temps peuvent &tre
introduits. De plus, par linéarisation et par point fixe, on peut aborder la question du contrdle d’équations
paraboliques semi-linéaires pour certaines formes de non-linéarités. Pour ces questions nous renvoyons
a [Bar00, FCZ00, DFCGBZ02]. C’est précisément une connaissance fine de la constante d’observabilité,
obtenue grace aux inégalités de Carleman paraboliques qui permet de traiter ces cas non linéaires. En parti-
culier, les puissances du parametre semi-classique . dans I’inégalité de Carleman globale du théoreme 7.7
jouent un rdle important pour ces questions. La question de 1’optimalité de ces puissances se pose alors.
Comme dans le cas elliptique nous montrons dans la proposition suivante que ces puissances sont optimales.

Proposition 7.9. Soient V un ouvert de Q et ¢(x) définie sur un voisinage de V, § > 0 et C > 0 tels que
’on ait pour un a < 1,

1% " ull 2y < ClIh*e?" Pull2(g), (7.6)

pour u € €7([0,T] x Q), avec u(t) € €°(V) pour tout t € [0,T], et 0 < (T + T*)e < 6. Alors @ = § et la
fonction poids ¢ satisfait

lg' (0] #0, x€V,

@lo=0 =0 et qile=o = 0 = {qals=0,q1ls=0} >0, x€V, R

A. QUELQUES RESULTATS SUPPLEMENTAIRES ET PREUVES DE RESULTATS INTERMEDIAIRES

A.1. Preuve de I’inégalité de Garding. Le symbole a(x,&, h) est de la forme a(x,&, h) = a,(x, & h) +
ha,,—1(x, &, h), avec a,-; € S m=1 " Ainsi, pour £ suffisamment petit, disons & < h, le symbole complet
a(x, &, h) satisfait

Rea(x, &, h) > C"¢E", xekK, £eR", he(0,h),

avec C’ < C” < C. Soit U un voisinage de K tel que I’inégalité précédent reste vraie pour (x,&) € U X R”
avec la constante C” remplacée par C"” vérifiant C’ < C"”” < C” < C. Soit y(x) € €. (U) tel que 0 < y < 1
et y = 1 dans un voisinage de K. Nous posons alors a(x, &, h) = y(x)a(x, &, h)+C" (1 — x)(x){&)™ qui vérifie

aeS™ et Rea(x,&h)>C"(E)",  xeR', ¢e€R", he(0,h), (A.1)

On note par ailleurs que (Op(@)u, u) = (Op(a)u, u) si supp(u) C K. Sans perte de généralité, nous pouvons
donc supposer que le symbole a satisfait (A.1) dans le reste de la preuve.
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On choisit alors L > 0 tel que C’ < L < C””’ et on pose

b(x.&,h) = (Rea(x, &, h) - L(f)’")% , et B=0p(®).

Le calcul symbolique donne alors B* o B = Re Op(a) — LA™ + hR, avec R € ¥, ot Re Op(a) signifie
(Op(a) + Op(a)*)/2. Alors on a

Re(Op(a)u, u) = (Re Op(a)u, u) > L(A™u, u) — h(Ru, u) > L||Am/2u||§ = hL|ullg,_)
> (L= hL)\ull, .

On conclut en prenant / suffisamment petit. [ ]

A.2 Exemple de fonctions satisfaisant la condition de sous-ellipticité : preuve du lemme 3.3. Nous
allons ici montrer le lemme plus fort suivant

Lemme A.1. Soient V un ouvert borné de R" et € ((ioo(R”, R) telle que '] > O sur V. Alors pour 1 > 0
suffisamment grand, ¢ = e™ satisfait |¢’| > C > 0 sur V et

V(,&) e VXR", @x&)=0 = {gq}x,E=2C>0. (A2)

La propriété (A.2) est plus forte que celle de I’hypothese 3.1. Elle est utile dans certaines situations, en
particulier pour des inégalités de Carleman pour des opérateurs paraboliques tels que d; — A comme on peut
le voir dans la section 7.1.

Preuve. Le calcul du crochet de Poisson {q2, g1} = X ; 0¢,20:,q1 — 0x,G20¢,q1 donne

.1} =4 % @&+ @) = 4" (E.6) + " (¢, ¢)).
1<jik<n
Ici nous avons ¢ = e, d’oll ¢’ = g/, et ¢ = Apy'h + /lztplﬂ}(ﬁ;c, jok=1,...,n, ce qui donne

(@2, @1} = 486 (A1 + 9" W0 + 0 ()6 () 9 + 47 e, €77).

Dans le cas ou g, = 0 alors on obtient alors |£] = Ag|y’|. On note qu’alors

() e Q) ol < ClW' P W WL ) < ClI.

On en déduit que
(2, @1} = 426 (I = Cly'P). (A3)

On voit donc que pour A suffisamment grand on a {g2,q1} = C, > 0, puisque |’| > C > 0. [

Remarque A.2. Dans le lemme 3.3 nous avons fait le choix d’utiliser la fonction exponentielle. Le lecteur
notera que I’on peut obtenir un résultat similaire en prenant ¢ = G(Ay), avec A suffisamment grand, pour
une fonction G : R — R qui vérifie G’ > 0, G” > 0 et G” /G’ > C > 0. Cette méthode est souvent appelée
« convexification » de la fonction poids.

A.3 Preuve du lemme 3.4. Pour |£| grand, la réponse est claire car ¢, = €17 = |¢')? et car le symbole
{g2,q1} est seulement d’ordre 2.

Il reste & montrer le résultat pour |£| < R, avec R > 0, i.e. pour (x, &) dans un compact (ici x € ‘_/). En
fait on peut se placer dans un cadre plus général. On travaille avec deux fonctions f et g continues, définies
sur un compact K, et avec comme hypothese f > O et f(y) =0 = g(y) > L > 0. On pose h, = uf + g.

Pour tout y € K, soit f(y) = 0 et donc h,(y) > L, soit f(y) > 0 et donc il existe un p, > 0 tel que
h, (v) > 0. Cette inégalité reste alors vraie localement dans un voisinage ouvert V,. Du recouvrement de
K par les ouverts V,, on extrait un recouvrement fini V,, ..., V, eten prenant 4 = max<j<, j; On obtient
h, > C > 0. On applique ce résultat a p/(£)*. [



22 A. QUELQUES RESULTATS SUPPLEMENTAIRES ET PREUVES DE RESULTATS INTERMEDIAIRES

A.4 La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov. Suivant 1’approche d’A. Fursikov et O. Yu. Ima-
nuvilov [FI96], nous donnons ici une autre démonstration du théoréme 3.5 du cas elliptique. Reprenant les
notations de la preuve du théoreme 3.5, on écrit

llg + hAgvIR = 1Q2v13 + 1017l + (1Qa. Q11v,v) + 2Re(Qav. hAgv),

N . . ~ 2 N
ot 01 = Oy — ihAy et on obtient ||g + hA@vIg = |Q2VI[G + 1101Vl + ARe(Rv,v), ot p = o (R) = ({g2. q1} +
2g>,Ayp). On a le lemme suivant.

Lemme A.3. Si ¢ = e, alors pour A > 0 suffisamment grand, il existe C; > 0 tel que

p={q2, qi} + 20200 > Ci(€)?, x€V, €R"

Par I’inégalité de Garding, on conclut alors Re(Rv,v) > C VI, pour 0 < C" < C, et h pris suffisamment
e e , . . p ~ 2 .
petit. L’inégalité de Carleman s’en suit sans avoir recours au deux carrés ||Q» vllg et [|Q1vlly. En effet on écrit

2 2 2 2
llg + hAgvlly < 2liglly + 2A7 1AVl
et le second terme du membre de droite peut étre « absorbé » par hllvll% pour % suffisamment petit. [ ]

Preuve du lemme A.3. Nous avons vu plus haut, dans la section A.2,
(@ @1} = 420 (A1 + 9" W) + 9 (A9)'E (Ap) '8 + 17 o™X, £)%).

On constate que 2g2A¢ = 2 (1€ - 2y P¢?) (1210 P + A(Ap)g), d’ol

2
+ A7 oY, 6

p = X" (W) e, (o) + 20 P + A |+
F2U + 4 W) - 0 P,
que I’on peut effectivement rendre plus grand que C,(£)?, avec C; > 0 pour A suffisamment grand. [

Remarque A.4. La méthode d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, au niveau des symboles des opérateurs,
revient donc a ajouter au symbole du commutateur 7[>, Q1] un terme de la forme ug>Ap. Comme le signe
de g2Ap n’est pas fixé, un choix précis de la valeur de u s’impose.

Remarque A.5. La condition (A.2) est plus forte que la condition de I’hypothese 3.1, i.e.,

Po(x,6) =0 = g, q1}(x,6) > C > 0.

Enfin la condition d’A. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov, i.e., {g2,q1} + 2q2A¢ > C{(&)? est elle-méme plus
forte que (A.2). Les différentes conditions que nous imposons sur la fonction poids ¢ sont suffisantes pour
I’obtention d’une inégalité de Carleman. Nous rappelons que la condition la plus faible que nous avons
énoncée, celle I’hypothese 3.1, est en fait nécessaire : voir la proposition 3.9 et sa démonstration dans la
section A.6.

A.5 Estimations dans le zone elliptique et pres de la variété caractéristique : preuve de la proposi-
tion 3.8. Soit w; = Op(x)v. On note que supp(w;) C V par I’hypothese de support faite sur le symbole
x1.- Alors Powy = g1 = Op(x1)g + [Py, Op(x1)]v, ou g = P,v. Le commutateur est dans KW' et ainsi

lgillo < C (llglly + Allvily) - (A.4)

Soit y € S tel que y = 1 dans un voisinage de supp(x1) et y = 0 dans un voisinage de 5. Par ellipticité
de P, sur supp( ), pour M € N grand, il existe un OyD Ey = Op(e), e € S§-2 de la forme e = Zjﬁio hjej,
avece; €S Tietey = y/ De» qui réalise une paramétrix pour P, (voir [Hor85b, Mar02])

EpyoP,=0p(x)+ "Ry, Rye¥ '™
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On obtient alors w = Eyg1+81,avec g, = (Id =Op(x))w; —h"*'Ryw;. Comme supp(1—y)Nsupp(y;) = 0,
et w; = Op(x1)v, par la calcul des OyD (voir théoréeme 2.8) , on trouve

g1l < Chlivll;- (A.5)
Par (A.4) et (A.5) on obtient ainsi le premier résultat de la proposition :

Iwilla < C(ligill + Allvily) < € (liglly + AlIvily) -

Pour la deuxiéme partie nous introduisons wy = Op(x2)v. On a alors P,w, = g» = Op(x2)g +
[Py, Op(x2)1v et [Ig2lly < C(liglly + AlIVly). La preuve de 1'inégalité de Carleman donne alors (voir (3.3))

hlwa 113 < € (Ilgl + P2IvIE)-
Soit > € S a support compact tel que > = 1 dans un voisinage de supp(y»). Alors le calcul symbolique
du théoreme 2.8 donne

wy = Op(l = ¥2)wz + Op( ¥2)wz = Op(1 — ¥2)Op( x2) v + Op( ¥2)wz2, N €N,

ehNp-N
d’ou, pour tous N € N, et r, 7’ € R on obtient
N - N
[walls = [[A*wally < Cwvrsh” VIl + | A*Op( F2) wallo < Cirsh™ [V + Cr liwall,-.
—_———
ey’
Nous obtenons ainsi [[wy|l; < Chllvll; + Cillwall, pour tout s € R, ce qui donne le résultat. (]

A.6 Condition de sous-ellipticité et optimalité de la puissance du parametre semi-classique dans I’in-
égalité de Carleman : preuve de la proposition 3.9. La démonstration que nous donnons est adaptée de
celle du théoreme 8.1.1 dans [Hor63]. Le lecteur se référera a cette preuve pour le traitement d’opérateurs
plus généraux. Ici, le symbole du laplacien ne dépendant pas de x, la preuve s’en trouve simplifiée.

Soit xy € V et soit & € R” tel que p,(xp,&p) = 0 (un tel & existe toujours). On note que 1’on peut se
ramener au cas ou xo = 0 et ¢(xp) = 0. On pose {p = & + iy’ (xp). Alors 3; ggyi = 0. Soit w(x) = (x, o).
Nous avons

o(x) — Im(w(x)) = A(x) + o(|x*), avec A(x) = Zkgo};c(xo)xjxk.
J-

N =

Soit ¢ € €°(R") telle que ¢(0) # 0. Nous posons alors u;, = ™/ hq&(x/h%) et nous avons

WPy = & (~h(A@)(x/h?) = hAW(X)P(x/h>) + (£ (D, w(x)?) $(x/>) = 2> (T, w(x), ¢ (x/h2))).
(A.6)

On note que ), j(ﬁxfw(x))2 = 0. On constate alors que I’on a

3 0+o(nt ) ‘

2" Puylly = h"> [ e — hA(x) — ih(Aw)(h? X)$(x) — 2ih* (Tw)(h* x), ¢’(x>>\2 dx,

apres le changement de variables x — x/ h?. Alalimite h — 0, par convergence dominée, on obtient
12" Puylly ~ 4h°12*D [ A9z, ¢ ()P dx.

De méme on a h%?||e?/ huhl|§ ~ W22 [ 240 p(x)|? dx. De I’inégalité (3.7) nous concluons que nécessai-
rement @ = % et ({o, ¢’ (x)) # 0. En particulier ¢’(xg) # O car sinon ¢y = 0.
Si nous notons K la constante C dans (3.7), avec @ = % le passage a la limite # — 0 donne

[ Vg0 dx < K [ DL, ¢(x)) dx,
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pour tout ¢ € € (R"). Le lemme 8.1.3 dans [Hor63] donne alors 3, go;’k §o,]~{T’k > %( On pose { =

& +i¢’(x). Le calcul fait dans la section A.2 donne {g2,q1} = 4¢”({,{) = 43« ga;' e . Ainsi pour tout
x € V nous avons

2
(R et p(x8) =0 = {g.q}(x8) 2 . (A7)

Soit maintenant (y,77) € 0V X R" tel que p,(y,n) = 0. Considérons tout d’abord xPar € V qui
converge vers y et (£0)qr © R” telles que p,(x%,¢W) = 0. Nous posons (® = &0 + ig'(xP). En
particulier [®] = |¢'(x®)| et donc la suite (£®)); est bornée. Elle converge 4 une sous-suite prés vers un
certain ¢ € R” et ainsi py(y,&) = 0. En particulier |¢] = |¢(y)|. Nous avons vu que {g2, q; }(x0, £®) =
43, ga;jj(x(k))gf") gj.’” > 2.8i{ = £+ig/(y) nous obtenons ainsi {g2, ¢11(v,€) = 4 3, ¢!,(») {i {j > 2. Cela
exclut £ = 0. Comme |¢| = |¢’(y)| nous trouvons ¢’ (y) # 0.

La variefé caractéristique sur V est donnée par y’ =/‘T)~7'h V x R" avec

5 =& eR'XR; fi(x, &) = € = I’ (0 = 0, et fo(x,€) = (£,¢/(x)) = 0}.

Comme ¢’(y) # 0 et 1 est orthogonal a ¢’(y), on voit alors que les différentielles partielles de fi et dgfo
forment un systeme de rang 2 en (y,7). Quitte a réordonner les variables, par le théoreme des fonctions
implicites, cela signifie que pour voisinage U; de (y, ) et un voisinage U, de (y,71, ..., J,—2) NOUS avons

(.X',f) e;’mUl < (-x’gl""’é:n—Z)eUZGt(gn—lvgn):g(x7§l""’§n—2)a

avec g une fonction réguliere. Prenons une suite (x*));c- € V qui converge vers y. Pour k suffisamment

grand, k > Ny, nous avons (x®, N1, -..,Mn—2) € Uy et sinous posons f(k) =M1y 2, g(x(k), Myensn2))
alors (x®,£®) est dans 3 et converge vers (y,7). Nous avons {¢2, g1 }(x®, &%) > 2/K pour tout k > Ny par
la premiere partie de la preuve. On obtient alors {g2, q1}(y,17) > 2/K par passage a la limite. [

Remarque A.6. Dans la démonstration précédente nous avons choisit une fonction test u;, qui est localisée
autour de xy en espace, a travers le terme ¢(x/ h%), et autour de ¢y en fréquence, a travers le terme eix0)/h
pour la transformée de Fourier semi-classique. Cette microlocalisation montre bien que la puissance non
nulle du parametre 7 a gauche dans I’inégalité de Carleman provient du comportement du symbole au
niveau de la variété caractéristique 5 comme déja souligné par la proposition 3.8. On notera bien que la

mise a I’échelle x/h% dans ¢(x/h%) permet de maitriser les variations de A(x)/h dans le support de u;,.

A.7 Estimation du noyau de la chaleur Soit p,(x,y) le noyau de la chaleur sur € un ouvert borné de R”
avec des conditions de Dirichlet homogenes au bord.

2

Lemme A.7. Pour tous x,y € Q on a p,(x,y) < (4nt)"%e" = sit>0.

x—y1?
Preuve. Le noyau de la chaleur dans R” est donné par pg,(x,y) = (47rt)‘”/2e‘% si t > 0. Considérons

Yo € €7°(Q) tel que yo > 0. Nous notons aussi yp son extension par zéro sur R”. Nous considérons les

problemes paraboliques suivants :

0,z—Az=0 dans (0,7)xR",

y=0 sur (0, 7) X 09,
Zlr=0 = Yo dans R”.

0;y—Ay=0 dans (0,7T) X Q, {
Yli=0 = Yo dans Q,

Pour 7 > 0, les solutions z et y sont des fonctions régulieres données par y(t, x) = (p(x,.), yo(.)) et z(z, x) =
(Po.s(x,.),y0(.)). En particulier z(¢,x) > 0 si x € 0Q. Ainsi z —y > 0 sur (0,7) x dQ. La différence des
solutions vérifie donc un probléme parabolique de la forme

0(z—y)—A(z—y)=0 dans (0,7) X Q,
z—y>0 sur (0, 7) x 09,
Z=Wl=0=0 dans Q.

Le principe du maximum donne z —y > 0 dans (0, 7)) X Q (voir e.g. [Bre83, théoreme X.6]). Ainsi, si yg €
€ (Q) avec yg > 0, on a (po(x,.),y0(.)) = (pi(x,.), y0(.)) pour ¢ > 0. Cela donne le résultat recherché. =
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A.8 Preuve du lemme 7.2. La preuve du lemme 7.2 est proche de celle du lemme 3.4. II suffit ici aussi
de montrer le résultat pour (x,¢) dans un compact K c R” X R". Nous prenons tout d’abord £ = 0. On a
@3ls=0 = |€1* — |¢'|*. Pour y suffisamment grand on a

U@3le=0 + {qale=0, B} = CEEY,  (x,6) € K,

comme vu dans la preuve du lemme A.1 (page 21). Enfin, puisque (x, &) est dans un compact, cette inéga-
lité reste vraie, avec une constante C différente, pour £|¢’| > 0 petit. Comme |6’'(¢)] < T, cela conclut la
démonstration. [

A.9 Preuve de la proposition 7.9 La preuve est proche de celle de la proposition 3.9. Soit xo € V et soit
& € R" tel que ¢als=0 = 0 et g1].=0 = 0 (un tel & existe toujours). On pose ¢y = & +i¢’(xp). On a 2 g“g!j =0.
On note que I’on peut se ramener au cas ol xg = 0. Soit w(x) = ip(xg) + {x, {p) et nous avons

@(x) — Im(w(x)) = A(x) + o(|x*), avec A(x) = sto;-'k(xO)xjxk-
Js
Soity € (0,T/2)etty € (y, T —y) et soit ¢ € €°((y, T — y) X R") telle que ¢(z9,0) # 0. Nous posons alors
Uy = "W/ gp(1 x/£7). On rappelle que 6 = (T — 1) et h = £0. Nous avons
Oty = (—is’l w(x)d' 072 ¢(t, x/s%) + 0,0(1, x/s% )) M0
En se servant du calcul fait dans le cas elliptique (voir (A.6)), nous obtenons
WPu, = /" (~iew(0)0' 072(t, x/e7) + E20,6(1, x/?) — 6(AP)(x/£7) — i6 ™ Aw(x)(x/e™)
~2ig2 0™ (Vw(x), ¢/ (x/e?))).

Apres le changement de variables x — x/ &2, on obtient, pour £ — 0,

T
12/ Pu,Jlg ~ 46"/>*1 [ [ 4062y, ¢ 1, )P dt dx.
OR?

Comme nous avons ||h”e‘”/hu8||§ ~ g2 (T [ 2AW0g2 41, )? di dx I'inégalité (7.6) donne @ = 1 et
o # 0, d’ ot ¢’ (xp) # 0. Nous avons obtenu

T T
[ &40, x) di dx < C [ [ 67K Lo, (2, X)) dt dx,
OR" OR"

pour tout ¢ € €°((y,T — y) x R"). Nous prenons ¢ de la forme ¢(z, x) = 77’%¢1((t — t9)/m)P2(x) avec
¢ € ((*Lf”(R), f |¢1|2 =1l,et ¢, € ((’f’ (R™) et n > 0 suffisamment petit. En laissant i tendre vers 0 nous
trouvons

J A1) ga (0 dx < € [ A 1)Ko, 5 () dx,

ce qui permet de conclure comme dans la démonstration de la proposition 3.9.
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