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Optimisation du théoreme d’AX-SEN-TATE et application a
un calcul de cohomologie galoisienne p-adique.

JEREMY LE BORGNE*
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Introduction

Soit p un nombre premier, k un corps parfait de caractéristique p, et F' = Frac W(k). Soit
K une extension finie totalement ramifiée de F. On note Ok 'anneau des entiers de K, mg son
unique idéal maximal, et 7x (ou 7 §’il n’y a pas de confusion possible) une uniformisante de K.
L’indice de ramification de K sur F est noté e (c’est le degré de K sur F). Enfin, on note K une
cloture algébrique de K, et C le complété de K, auquel on étend la valuation de F notée v, et
normalisée par v(p) = 1. Le théoreme d’AX-SEN-TATE dit que les points fixes de C' sous laction
de G = Gal(K/K) sont exactement les éléments de K. La démonstration d’Ax (voir [Ax70]) de
ce théoreme s’appuie sur le résultat suivant :

Théoreme (Ax). Soit x € C' et A € R. On suppose que pour tout o € G, v(ox —x) > A. Alors,
il existe y € K tel que v(x —y) > A — ﬁ.

AX pose sans y répondre la question de I'optimalité de la constante ﬁ intervenant dans
le théoreme précédent, en précisant qu'une borne inférieure pour cette constante optimale est
effectivement ﬁ. Pour traiter cette question nous introduisons ici la tour d’extensions de K par
les racines p-iemes de 'uniformisante 7w de K : my = , 7T5L+1 = 7y, et K, = K(7m,,) pour tout
m > 0, et Koo = Up>0K . La premiere partie est consacrée a I’étude de 'extension Ko /K. Dans
sa démonstration du théoreme d’AX-SEN-TATE (voir [Tat6d]), TATE présente des calculs de la
cohomologie galoisienne a coefficients dans ’extension cyclotomique de K. Dans cet article, nous
démontrons des résultats du méme type lorsque K, est une extension infinie, arithmétiquement
profinie (APF) de K (intervenant dans les travaux de FONTAINE et WINTENBERGER sur la théorie
du corps des normes, voir [Win8g]). Ces résultats s’appliquent & 'extension K., et une étude
ad hoc de Vextension K, /K, qui constitue la partie essentiellement originale de cet article, nous
permettra de démontrer le :

Théoréme (Théoréme E) Soit x € C et A € R. Si on suppose que pour tout o € G, v(ox—2x) >

A, alors, pour tout m € N, il existe y,, € Ky, tel que v(x — ym) > A — m. Réciproquement,
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si pour tout m € N il existe y, € K, tel que v(x — ypm) > A — alors pour tout o € G,

v(iox —x) > A.

1
p™(p—1)’

Le cas particulier ot m = 0 implique que la constante optimale dans le théoreme d’AX est ﬁ.
Le cas m = 1 est utilisé par CARUSO (voir [[Car0g], théoreme 3.5.4) pour prouver une formule de
réciprocité explicite entre un (¢, N)-module filtré de torsion et la F)-représentation de G associée;
la version d’AX du théoreme, et méme le cas m = 0 de notre théoreme E, s’averent insuffisants
pour l'utilisation faite par CARUSO dans le cas général.
La caractérisation donnée par le théoréme nous permet en outre de décrire la structure de H* (G, Of).
La deuxieme partie est dédiée a cette étude. Nous redémontrons notamment un résultat di a SEN
(voir [Ben69], théoreme 3) qui dit que si Uentier n vérifie n > -5, alors HY(G,Of) est tué par
7% Dans le cas ou K = F', on montre que H'(G, Og) est isomorphe au sous-espace de k"' formée
des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire tordue par le Frobenius, introduites sous le
nom de suites twist-récurrentes par KEDLAYA dans le but de donner une description de K. On
donne finalement quelques indications pour obtenir une description analogue dans le cas ramifié,
qui pourrait étre le point de départ & un analogue en torsion de la théorie de Sen.

1 Optimisation du théoreme d’Ax.

Nous démontrons dans cette partie le théoreme B de l'introduction. Nous introduisons 1’ex-
tension de K engendrée par les racines d’ordre une puissance de p de w, que nous étudions a
I’aide de la théorie des extensions APF. Nous étudions en détail les propriétés de K., et nous
en déduisons une caractérisation des éléments de K, vérifiant une condition du type « Pour tout
o€ G,vlox—x)>A».

1.1 Extensions APF.

Soit K., une extension infinie, arithmétiquement, profinie (APF) (cf. [Win83], §1) de K. On
se propose dans cette partie de décrire la cohomologie de Gal(K/K,) & coefficients dans C, en
cherchant a généraliser les résultats de concernant l'extension cyclotomique de K. On utilise
la numérotation supérieure des groupes de ramification, comme défini dans ], chap. IV. Pour
w > —1, si M est une extension finie de K, on pose

MP = MN KGal(f(/K)“.
Si e désigne I'indice de ramification absolu de K, on sait d’apres [[Cold], proposition 3.22, que

o= [ (1 )

Proposition 1.1. Soit Lo, une extension galoisienne finie de Ko. Alors Try,__ . (OrL.) D Mk, .

Démonstration. Suivant [Win8J] §1, nous définissons comme dans loc. cit. la suite i, comme la
suite strictement croissante des u € R tels que pour tout € > 0,

Gal(K/K)'Gal(K /| Kx) # Gal(K/K)**Gal(K / Koo), (1)
et nous notons (K, )nen la tour des extensions élémentaires de Ko définie comme dans [Wingg] :
K, est le sous-corps de K, fixé par Gal(K/K)#»Gal(K /K ). Quitte & remplacer K par I'un des
K, on sait d’apres ], Chap V, §4, Lemme 6, qu’il existe une extension L de K linéairement

disjointe de K, telle que Lo, = LK. On note pour tout n € N, L,, = LK,,. La configuration des
extensions considérées est la suivante :



Suivons pas & pas la méthode de CoLMEZ ([Coll, 1.4.) : pour tout p > —1, [K,, : K] = [K,, L :
Li] (car Ky = K, N L#). On a bien sir v(0z,, /k,) = v(0r, /x) — (0k, /x)- Ainsi, en appliquant la
formule pour le calcul de la valuation de la différente, il vient :

vQp,/K,) = é/:"o ({Kn;l[(ﬁ] B [L,:Lﬁ]) an

- ﬁ/fwm ('~ Eriem)

Soit ng un entier tel que L™ = L. Si u > n > nyg, alors L*¥ = L C L¥. Ainsi, L, = K, L C K, L,
c’est a dire [L,, : K, L"] = 1. Par conséquent,

el Kloon, ) = [0 K] (1 e )

-1

< / [K! : K]dp.

-1

Pour p <y, et pour m < n, K# = K!. Comme K, /K est APF, u, tend vers 400, et on a pour
n assez grand :

ERS

[ = [, < K,

-1 -1

qui est une constante. Par conséquent, v(0, /x,) = O (ﬁ) On a alors (, Chap V, §3,
Lemme 4) :

o(Trp, k, (me,)) = O([K, : K]71),
et donc un élément de mg se trouve dans T'ry, /k, (mz, ) pour n assez grand, et par conséquent

dans TTLoo/Koo (OLOO). O

Il résulte immédiatement de cette proposition qu’étant donné € > 0, il existe y. € Or__ tel que
v(TrLOC/KOC (yg)) < €.

Corollaire 1.2. Soit L, une extension galoisienne finie de Ko, de groupe de Galois G, et soient
x € Ly ete>0. Alors il existe y € Lo tel que

v —Trr k. (y) > migv(ox —z)—¢c etv(y) >v(r) —e.
[4S]

Démonstration. Soit y. € Or, tel que v(Trr k. (ve)) <&, et soit 2 =Trp_ /. (ye)-
On pose y = Lzy.. Alors v(y) > v(z) — ¢ et

1 1 1
Tri. /e (y) = > oly)o(x) = 2 > olyo)or —z+x) =2+ . > olyo)(ox — x).
oeG oceG ceG
Ainsi, v(Trr, k. (y) — ) > mingeg v(ox — x) — €. O

Donnons au passage une proposition qui ne nous servira pas par la suite, mais qui découle direc-
tement du corollaire @ en reprenant les arguments de [], dont elle généralise la proposition
10 aux extensions APF.

Proposition 1.3. Soit K../K une extension APF infinie, on note H = Gal(K/K), et K la
fermeture de Ko, dans C. Alors :

H(H,C) = Koo et H"(H,C) =0 pour r > 1.



1.2 Etude de I’extension K. /K.

On peut maintenant appliquer le résultat précédent a une extension APF bien choisie. On
définit 7o = 7, pour tout n € N, 7,1 une racine p-ieme de m,, K, = K(m,), et Koo = ,,cn Kn-
L’extension K., étudiée par BREUIL dans [Bre9q| est APF. Nous redonnons ici une démonstration
plus élémentaire (dans le sens ou elle n’a pas recours aux groupes de Lie p-adiques) de ce résultat,
qui est le lemme 2.1.1 de loc. cit.

Proposition 1.4. L’extension K /K est APF.

Démonstration. On sait que v(0g, /i) = e(n+ 1) — -%. Un rapide calcul a partir de I'expression
intégrale de v(0k,, /) et une récurrence immédiate montrent alors que pour tout n > 1, la famille
(Jin)nen étant définie comme en ([l

Un =ne—1+ pe .

p—1
La suite j,, tend vers +oo0, il résulte de [Win8J], 1.4.2. que K /K est APF et que (K,,) est la tour
d’extensions élémentaires de K. O

On a le corollaire suivant :

Corollaire 1.5. Soit ¢ > 0, soit v € K tel que pour tout 0 € G, v(ox —x) > A. Il eviste y. € Ko
tel que v(z —y.) > A —¢.

Démonstration. On note M la cloture galoisienne de K (), alors Gal(K /M) agit trivialement sur
x, et donc pour tout o € Gal(M/K), v(cx —x) > A, et en particulier pour tout o € Gal(M/K ),
v(ocx —x) > A. D’apres le corollaire [L.2, il existe pour tout ¢ > 0 un z. € K tel que

v —ze) > A—cetv(z) >v(x)—e. O

Théoréme 1.6. Soit x € K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Yo € G = Gal(K/K), vicx —x) > A

(ii) ¥m €N, Jyp, € Ko tel que v(z — ym) > A — b
En particulier, si  vérific (i), il eviste y € K tel que v(z —y) = A — 711,
Démonstration. Pour simplifier ’écriture, on notera A,, = A — p_m(]lgq)'

(i) = (i1). Soit n € N tel que z € K,,. L’élément z s’écrit

p"—1

T = g a;m,,,
i=0

avec les a; dans K. Pour 0 € G, o, est de la forme (7, avec ( racine p™-ieme de 'unité. De plus,
il existe o € G tel que ( soit une racine primitive p™-ieme de I'unité. Fixons un tel . On a :

p"—1

ox —x = Z a;mt (¢F—1).
i=1

L’ordre de ¢* en tant que racine de I'unité est p" V() En effet, écrivant ¢ = p*("d avec d non
divisible par p. Alors (% = (Cd)py(l), (% est une racine primitive p"-ieme de 1, donc (Qd)pu(l) est une
racine primitive p”~*®-iéme de 1.

Par conséquent, pour i € {1,...,p" — 1}, on a

w(amh (¢ = 1)) = ofag) + —m
L Yo epr prrO-1(p—1)
Soient 4,5 € {1,...,p" — 1} tels que v(a;w% (¢* — 1)) = v(a;m) (¢7 — 1)). Alors

i—j  pt@ —pvl)
ep”  prl(p—1)

=v(a;) —v(a;) € éZ.



Les entiers v(i) et v(j) sont inférieurs ou égaux & n — 1, on peut de plus supposer que v(i) < v(j).
On a alors (i — j)(p — 1) — ep?@+L(1 — p*)=v(®)) € p*(p — 1)Z. Si v(i) < v(j), alors
v((i = 5)(p—1)) = v(i), et v(ep” (1 = p*P D)) = v(e) + v(i) + 1.

Par conséquent, v((i — j)(p — 1) — ep?@F1(1 — pr@D=v())) = y(i) <n — 1.
On a donc nécessairement v (i) = v(j). Ainsi, zpﬁf € Z, et comme 7 et j sont inférieurs strictement
ap", 1= j. Finalement,

v(aim, (¢' = 1)) = v(a;m, (¢ = 1)) & i=.
En particulier,

) i pU®)
v(iox —x) = 192%72—1 (v(ai) + o + pinfl(p — 1)) .
Soit 0 < m < n — 1. D’apres le calcul précédent, si i € {1,...,p" — 1} et v(i) < n — m, on a sous
les hypotheses du théoreme :

n—m-—1

i p
via;))+—>A— —— > A,.
(@) + o = pip—-1) -0
D’autre part,
p"—1
Ym = Z ajﬂ'fl = Z ap”*mjﬂ'gn e Kp,.
0<j<p™—1 =0
p’ﬂf’ﬂL‘j

Finalement, on a

. ; . J
v(r — = min v(a;w)) = min v(a,; — | > A,
( Ym) 1<iSpn 1 ( i) 1<j<p"1( ( j)+ ep”) Z Am
PTG v(j)<n—m
avec Ym € K.
Pour m > n, il suffit de choisir y,, = x.
Réciproquement, (ii) = (i) : On suppose que z € K,. On écrit z = f;;l a;m. On fixe
oo € Gal(K/K) tel que ogm, = (m, avec ¢ racine primitive p"”-iéme de I'unité. On pose pour tout

m<n:
p"—1

Zm = E Apn—m T
Jj=0

La démonstration comporte trois étapes : tout d’abord, on montre que v(cx — z) > v(oor — )
pour tout o € Gal(K/K). Ensuite, on vérifie que v(x — z) < v(x — zp,) pour tout z € K,,. Enfin,
on montre qu’il existe m < n tel que v(z — zp,) < v(opx — ) — m, et on conclut.

Soit ¢ € G. Il existe une racine p"-iéme de I'unité w telle que om,, = wm,. Notons p” 'ordre de w

en tant que racine de I'unité. On a alors oz —x = f:l_l a;7! (wt—1). Pour tout i € {1,...,p—1},
) . ) (i)
v(aimy (W' = 1)) = v(a;) + o= + m. Or r < n, donc

; v (%)
, o i »
Vie{l,....,p—1}, v(ar(w' — 1)) >v(a;) + — + ——.
{ b v(aim,( )) = v(ai) o T ip =D
v (i)

T yeeD

Or on sait que v(opz — &) = minj<;<pn_1 (v(ai) + S# ), et donc

—x) > i il (Wb — > — ).
v(ox z)—g%ﬁq (v(aiml, (W' —1))) > v(ooz — )

Soit 0 <m < n —1, et soit z € K,;,. On va montrer que v(z — z,) # v(x — z,). Tout d’abord,

comme z et z,, sont dans K,,, v(z—zp,) € emeZ. D’autre part, v(z—2m) = mingy<p—m (v(ai) + e#)

Ainsi,

. i
ep"v(T — z2p) = v(i)n<11nn7m (epmv(ai) + pn_m) .



Siv(i) <n—m, ﬁ ¢ 7. Comme ev(a;) € Z pour tout i, on en déduit que ep™v(x — z,,) ¢ 7Z, et

donc que v(z— z,) # v(x — 2y, ). Par conséquent, v(x —z) = min(v(x — 2m), V(2 — 2m)) < V(T —2m).

. . ; v (@) . ..
On sait que v(opz—2) = minj<j<pn_1 (v(ai) + e# + m). Notons i I'indice pour lequel
ce minimum est atteint ; fixons m € {0,...,n — 1} tel que v(ig) =n—1—m. On a
(- z) = min (o(a)+ ) < vla) + 2
v(x — z,) = min v(a;) + — v(a; —.
M e <n—m Yolepn ) T N epn

Or, par définition de ig, v(coz—1x) = U(aio)ﬁ-%ﬁ-m, et donc v(z—2z,,) < U(aox—x)—m.
Fixons-nous maintenant o € G. D’apres les hypotheses du théoreme, il existe un y,, € K,, tel
que v(x — Ym) > Ay, On fixe un tel y,,,, on a en particulier v(x — z,,,) > A,,. Ainsi,
1
viox —x) > v(ogr —x) > v(x — 2p) + ——— > A. O
e —1)

1.3 Optimisation du théoreme d’Ax.

Dans cette partie, on utilise les résultats de la partie précédente et de I’étude menée sur les
extensions APF pour donner la constante optimale dans le théoreme d’AX. Remarquons d’emblée
que la constante optimale est minorée par p_il' En effet, v(om —m) = v(7r1)+p—i1, et sup, ¢ jc v(m1 —

y) = v(my). On va montrer que ﬁ est en fait la constante optimale.

Théoréme 1.7. Soit x € C. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Yo € G = Gal(K/K), vicx —x) > A

(i) Ym € N, Jy,, € K, tel que v(x — ypm) > A — m.

. . . . . . . . 1
En particulier, si x vérifie (i), il existe y € K tel que v(z —y) > A — 1

Démonstration. (i) = (i) On commence par supposer z € K. Pour tout € > 0, on fixe z. € K
tel que tel que v(x — 2z.) > A — e, comme dans le corollaire @ Onav(oze —z:) > A—e.
Soit m € N. D’apres le théoreme E, il existe y. € K, tel que v(ze — y-) > A, — €. Fixons un tel
Ye, o0 a alors v(z — y:) > A, — €.
Sio<e <e,

V(Ye = Yer) > Am — €.
Mais ep™v (ye — yer) € Z. Ainsi, pour ¢ suffisamment petit (de maniére & ce que les entiers
immédiatement supérieurs a ep™(A,, — ¢) et a ep™A,, solent égaux), on a v(ye — yor) > Ap.
Fixons un tel € et posons ¥, = y.. Alors, pour tout 0 < &’ < ¢,

’U(ZL' - ym) > min(v(z - ys/)vv(ys’ - ym)) > Am —¢.

Cette minoration étant valable pour tout g’, on a v(x — Ym) > An. Maintenant, lorsque = € C,
soit y € K tel que v(z —y) > A. On a alors pour tout o € G, v(oy —y) > A. Par conséquent, il
existe pour tout m un y,, € K,, tel que v(y — ym) > Am, et on a pour tout m € N,

1
pm(p—1)
(ii) = (i) Supposons d’abord = € K. Soit n € N, pour m < n on pose z,, = Ym, et pour m > n,

on pose z,, = yn. On a alors, pour tout m € N, z,,, € K,,, et v(yn — 2m) > Ay, D’apres le théoreme
E, pour tout o € G, on a v(oy, — yn) > A. On en déduit immédiatement que pour tout o € G,

v —ym) > A—

v(oz — 2) > min(o(ey, — yn), v(o(@ — ya)),v(e — ya)) > Au.

Cette inégalité étant vraie pour tout n € N, il en résulte que v(ocx — ) > A quel que soit 0 € G.
On en déduit le résultat pour x € C' comme précédemment. O

Le théoreme E peut se reformuler de la maniere suivante :

Corollaire 1.8. Soit z € C. Alors :

1
inf vicx —xz) =sup inf vz —9y)+ ——m- 7.
cEG ( ) negyeKn{ ( 2 p”(p—l)}



2 Application au calcul de H'(G,Op).

On a la suite exacte 0 — Og — K — K/Og — 0. En passant aux points fixes par G =
Gal(K/K), on a :
0— K/Og — (I_(/(’)R)G — HY(G,0x) =0

car HY(G, K) = 0 (ici, H'(G, O ) est muni de la topologie discréte). Il en résulte que H'(G, Of)

est isomorphe au quotient (I_(/OR)G / (K/Ok), identification que I'on fera par la suite. On a déja
le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soit n un entier > pfl. Alors HY(G,Of) est tué par ©". En particulier,
HY(G,0x) est tué par p.

Démonstration. Soit x € (K/OK)G. C’est I'image modulo Og d'un élément ¢ de K vérifiant pour
tout o € G, v(c€ — &) > 0. Il existe y € K tel que v(§ —y) > —ﬁ. On a alors v(7"¢ — 7"y) >

L p_il > 0, donc ¢ = 0 dans HY(G, Og), c’est & dire 7"z = 0. O

Remarque 2.1. Ce résultat était déja connu de Sen, voir , théoreme 3. Il n’implique
pas le théoreme E, ni méme 'obtention de la constante optimale dans le théoreme d’AX, car n
est supposé étre entier. Cependant, bien que SEN n’en dise rien, il semble possible d’adapter sa
preuve du théoreme 3 de [] pour en déduire la constante optimale dans le théoreme d’AX,
en montrant d’abord que si z € K et oz — 2 € O pour tout o € G, alors il existe y € K tel que

1
v(—y) = -5

Dans la suite, on note

2.1 Cas non ramifié.

Dans cette sous-partie, on suppose que K = F, c’est a dire K/F absolument non ramifiée.
On rappelle que I'on identifie (K/OR)G / (K/Ok) et HY(G,Og). On va montrer que l'on peut
associer & z € H' (G, O) une suite d’éléments de k dont nous étudierons ensuite les propriétés.
Pour n € N, on note 7,, = m, !

n -

Proposition 2.2. Soitz € H'(G, Of), il existe un antécédent & de x dans K et une suite (xy,)nen-
d’éléments de k telle que pour tout n € N,

n

£= Z[xz]m mod a,,

i=1

ot pour tout i, [x;] est le représentant de Teichmiiller de x;. De plus, la suite (x,,) ne dépend que
de x.

Démonstration. Soit ¢ un antécédent de x dans K. D’apres le théoreme m, il existe pour tout
m € Nun y,, € K, tel que £ = y,,, mod a,,. On fixe une telle famille (y,,). Comme v(§ — yo) >
7p_£1’ on peut supposer, quitte & remplacer & par £ — yo, que v(§) > *ﬁ- On construit la suite
(Zn)nen par récurrence. Le cas n = 0 est trivial.

On suppose construite la suite jusqu’a l'indice n, et on écrit :

E=lzim+ -+ [zp]nn + 2, avec 2z € a,, et Y1 = Z i,

7:2—77,0

ol les ¢ sont pris parmi les représentants de Teichmiiller des éléments de k et ng > 0. En posant
ci=c onay,p1 =y cnh ., mod Og. llenrésulte que & = Y70 il +2', avec 2’ € a,41.
Pour k> 1,

N €a, e (p>3etk=1)ou(p=2et ke {1,2}).



Ainsi, pour p > 3, en réduisant modulo a,, on a % ¢l 1 = [z1]m + -+ [zn]n, mod a,. Par
conséquent, en identifiant les coefficients dans K, 11, on a

z=[zi)m + 4 @ + ANng1 + 2,

ce qui acheve la récurrence en posant x,11 = c¢; mod p.

Lorsque p = 2, on a (toujours en réduisant modulo a,,) Y./, cinf oy = [z1]m + -+ + [Zp—1]0n—1.
Ainsi, £ = e1npy1 +conZ g + @]+ + [@p1]pe—1+ 2" Mais 92, = n,,, et donc £ s’écrit encore
E=xi|m + -+ [xn]nn mod a,y1 (car Muy1 € dpyr).

La suite (2, )nen ainsi associée d x € HY(G, Ox) ne dépend pas de £ € ag. De plus si ¢ mod a,, =
St [z = >0 [«4]m:, alors en réduisant modulo a;, on a

1 1 1—1 1—1
S lwglng = [@hn sip =3, et > [xy]n; =Y [n; sip=2.
i=1 =1 =1 =

On en déduit par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ € N, v([z;] — [z]]) > # > 0. Comme les [z;] sont
dans K, ils sont égaux modulo p, et la suite (z,,) est unique. O

On peut donc définir 'application

Yoo HYG,0g) — KV

€z = (xn)nEN*

telle que pour tout n € N*, z — > [:]n; € a,,. Cest un morphisme Og-linéaire (ou k-linéaire
puisque H(G,Of) est tué par p), injectif. Il nous reste & identifier son image. On va adapter &
notre cas des constructions proposées par Kedlaya dans un cadre une peu différent (il s’agissait de
donner une description d'une cloture algébrique de F,((¢)), voir [Ked01d]). Compte tenu du fait
que nous étudions des objets plus simples, nous avons préféré réécrire I’étude de Kedlaya dans le
langage de notre probleme.

Définition 2.1. Soit (z,,)nen- € AV . On dit que la suite (x,) est twist-récurrente s'il existe
do,...,d, € k non tous nuls tels que

Vn € N*, dox,, + dlepr1 N drxf’:“ = 0.

Proposition 2.3. L application 1 définie précédemment induit un isomorphisme de H'(G,Of)
sur le sous-espace de kN formé des suites twist-récurrentes.

Démonstration. On commence par montrer que si z € H'(G, O ), alors 1(x) est twist-récurrente.
L’élément x provient d’un élément &y € K, que 'on peut supposer de valuation > 7p_i1' Calculons

& lorsque ¢(x) = (). Soit n € N*, écrivons & = Y i [z + 2, avec z € ay, et les [z;] les
représentants de Teichmiiller. Alors &7 = SV [z;11]Pn; + 2, avec 2 = P () (i fwm)" T A
Or pour tout j € {1,...,p— 1},

P (S et p_jzj __J _p=]
: <J> (Z[%]m) -0 e o

=1

Ainsi, & = [z1]Pno + Z?:_ll [zit1]Pn; mod a,_;. En particulier, & vérifie v(a&l — &) > 0 pour
tout o € G, et se réduit dans H'(G, O ) sur un élément dont 'image par ¢ est (22 ;). Pour tout
s € N, on pose &1 = &P — [x,]P ng. On vérifie facilement que v(c&P —£P) > 0 pour tout o € G, et
que la réduction dans H' (G, Og) a pour image par 1 la suite [z,,]?". Comme par ailleurs tous
les & sont dans K (&), ils forment une famille liée sur K. Il existe donc dy,...,d, € K tels que
00&o + -+ - + 6,:&- = 0. Quitte a multiplier par une puissance de p, on peut supposer que les d5 sont
dans Ok et qu’au moins I'un d’entre eux est non divisible par p. L’application ¢ étant Ok-linéaire,
on en déduit que pour tout n € N*,

dox, + d1$£+1 + -+ dr-rfl+r =0,



ol dy désigne la réduction de 5 modulo p. Donc (z,,) est twist-récurrente.

Réciproquement, il nous reste a prouver que si (2, )nen+ est twist-récurrente, alors ¢’est I'image
par ¢ d'un élément de H'(G,Of). Soit donc (r,)nen~ twist-récurrente et soient do,...,d, € k
non tous nuls tels que ;

Vn e N*, doxyn + -+ drath . = 0.

On note dy, .. ., o, les représentants de Teichmiiller des dj dans Ok, et pour n > 1, on note [x,,] le
représentant de Teichmiiller de z,, dans O, et on considere le polynome

p:—(54%]%1+---+(51[xT]p+---+5[xQT N )+50X+ 4 6XP

On va montrer qu’il admet une racine dans Oz dont 'image dans H'(G, Q) s’envoie par 1) sur
la suite (0,..., %41, Zpr42,...) (la suite commence par r zéros). On fixe n > 1 et on cherche une
racine ¢ de P sous la forme & = [Zp41]0r41 + -+ + [Tntr)ntr T Yntrt1 avec y € Ok

Tout d’abord, on a pour 0 < s <7,

n+r P p-l p® ntr Py .
& = ( Z [é&']ﬁz‘) +77£+r+1yp + Z (]) ( Z [%]m) 7751+r+1y]'

i=r+1 Jj=1 i=r+1
Comme P(§) =0, on a:

k

n+r P pF-1 pk n+r Pt . k k
Z5k < Z Mm) + Z <j) ( Z m]m) Totr19” + i1y

1=r+1
= 6r[$r]pr771 + -+ (61[1'7"]1) R 5T[x2r—1]pr)77r-

On voit donc que y est annulé par un polynéme @) de degré p”, dont le coefficient constant est

n—+r

Z‘”“ < > lziln ) — @Gl 4 Grl P Sl ),

i=r+1

et dont le coefficient dominant est 5”7517« 41 = OrMpy1. Par ailleurs, on a :

n+r p p|
( Z [%]m) = Z ﬁ[%ﬂ]el [T T

i=r+1 e1ttep=p LT

. ‘ n n
On remarque que si tous les &; sont < p, v(—Z—) =1et v(n iy ... 00%,) = —pT —fn_ >
—1. Donc tous les termes correspondants de la somme sont nuls modulo O, et donc

n—+r p
( Z [%‘]Ui) = [zr 1P + [r 2Py + -+ g )P ngr—1 mod O.
1=r+1

Un calcul analogue montre que pour tout s € {1,...,r}, on a:

n+r p
( Z [%]m) - [$T+1]p77r+1—s + [$T+2]p77r+2—s +oo 4t [-Tn-i-r]pnr-i-n—s mod Op.
1=r+1

En additionnant, on a donc :

n+r

y
25 (Z ) = Sela 4 Gula]? A O[] 0y + Mz,

i=r+1

avec z € O. Le coefficient constant de @ est donc de valuation > ——L+ qui est la valuation de
son coefficient dominant. En tracant son polygone de Newton, on en déduit que ce polynéme a une



racine de valuation positive. Le polynéme P a donc bien une racine de la forme x = [z, 41]n41 +
<o+ [Tt )Mt + YNngrt1 avec y € O Comme P a p” racines, il y a au moins 'une d’entre elles
qui est obtenue pour une infinité de n a l'aide de la construction précédente. Notons &y une telle
racine. En réduisant modulo a,,, on voit que pour tout n € N*, on a § — ::fﬂ[xl]m €a,. Ona
donc & € HY(G,0F), et (&) = (0,0,...,0,2p 41, Tri2, ..., Tn,...). Comme (71,...,2,,0,0,...)
est I'image de >, [z;]n; € H(G,Of), on en déduit que (x,,) est dans I'image de 1. O

Corollaire 2.4. Si K = F, H'(G,0x) est un k-espace vectoriel de dimension infinie. Plus
précisément, si k est fini, la dimension de H*(G,Og) est dénombrable. Si k est infini, elle est
égale a la cardinalité de k.

Démonstration. H'(G,Ox) est Pensemble des suites twist-récurrentes & valeurs dans k. Pour
do, . .., d, non tous nuls fixés, ’ensemble des suites vérifiant la relation de twist-récurrence

Vn €N, doa, + -+ dpat,, =0

forme un k-espace vectoriel de dimension finie. La réunion des espaces déterminés par ’ensemble
des (do,...,d,) € k"1 pour r > 0, est de dimension dénombrable si k est fini, et de dimension la
cardinalité de k si k est infini. O

2.2 Vers le cas ramifié.

Dans cette partie, on entame une étude analogue a la précédente, en ne supposant plus cette
fois-ci que e = 1. Les preuves sont souvent esquissées.

221 Case<p-—1.

On étudie ici le cas ou e < p — 1, pour lequel les constructions proposées dans le cas non
ramifié s’adaptent facilement. La proposition précédente nous dit que H' (G, O ) est tué par 7, en
particulier il a une structure naturelle de k-espace vectoriel. On peut en fait associer a un élément
de HY(G, Of) une famille de suites d’éléments de k.

Proposition 2.5. Soit x € HY(G,Of), il existe e suites (v1,), ..., (Ten) d’éléments de k telles
que pour toutn € N,z = Y1 ijl [2;:]n] mod ay,, [x;.,] désignant le représentant de Teichmiiller
de xjp.

Démonstration. On procede comme dans le cas non ramifié, la différence ici étant que la réduction
modulo a,, de y,41 ne tue plus seulement c¢17,4+1 mais la somme ¢17,41 + -+ + cenl 41 lorsque
e < p—1, p désignant le plus grand entier inférieur a %. Le cas e = p — 1 entraine la méme
modification que dans le cas e = 1,p = 2. O

On a donc comme précédemment une application :
¢ @ HY G, 0x) — (V)"
X = ((-Tl,n)nEN*; ey (xe,n)nEN*)

Théoréme 2.6. L’application qui a x € H (G, O) associe ((x1.1), (T2.n), - -, (Ten)) est injective,
et son 1mage est l’ensemble des e-uplets de suites twist-récurrentes a valeurs dans k, qui est donc
isomorphe ¢ H'(G,OF).

Démonstration. Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce résultat, les idées sont similaires
a celles de la preuve dans le cas non ramifié. O

2.2.2 Cas général.

Il nous reste & traiter le cas e > p. HY(G,Og) n'est pas tué par . On note 7 = LpflJ et

p= L eflJ (onr |¢] désigne le plus grand entier inférieur ou égal & ¢). Un calcul direct montre que
P
p— 7 =e. Soit z € H'(G,OF). On dispose d’une suite (y,) avec pour tout n € N, y, € K,

- N, ; .
et © = y, mod a,. On écrit pour tout n € N que y,, = Zj:1 cjnl, avec les c;,, pris dans une
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famille de représentants des éléments de k dans Ok de valuation nulle ou infinie (on ne suppose
plus ici qu'il s’agit des représentants de Teichmiiller). Pour tout n € N*, il existe z,, € a,, tel que

N, ; ; . .
x=> i1 ¢jnh) + zn. On remarque que 7, € a,, si et seulement si j < 7, on peut donc supposer

que la somme commence a j =7 + 1.
Réduisons modulo a,, I'égalité précédente écrite aux rangs n et n+ 1. On a pour j > 1:

M €me —Loc—— —ejc T o)<y
Par conséquent,
Nn Nn+1 )
Z Cjnll, = Z Cj,n+177f,+1 mod a,,
J=T+1 j=p+1

Il découle de ces calculs la proposition suivante :

Proposition 2.7. Soit x € H'(G,0f). Il existe e suites (0n,r+1)nens, - - -, (Qn p)nen- d’éléments
de O telles que pour toutn € N*, w =310 378 a;jm] mod ay.

Démonstration. On procede par récurrence, en conservant les notations précédentes. Le cas n =1
. 1 . . i
est immédiat, compte tenu du fait que pour j > p, nf € K.
Nyt ; n 1 N ,
Pourn > 1, 0na 3"y 1M1 = Doimg Dj—ry1 @i mod ay par hypothese de récurrence,
et donc

p n p
k k
T = E Cknt17; + E E QG k1 + Zngis
k=1t+1 1=1 k=7+1
ce qui prouve la proposition en posant ou,41,j = Cjn+1- O

Remarquons que dans cette écriture, un 1] n’apparait qu’une fois; autrement dit, il n’existe

pas de couples (’L,]), (i/,j/) distinets d’indices dans cette somme tels que T]i = 7]{/,. En effel, on a :
(T + 1) >p—— >
.
p p 1= 4

En conséquence, si j,j' € {7+ 1,...,p} et j < j', ona pj > j/, et donc p’j # p'j’ pour tous i,7’.
De plus, comme on calcule modulo K, on peut supprimer de cette somme les «;; tels que j|p*; on
peut également regrouper les termes indexés par (i, — Ap’) pour A € N car alors 77 At .
Pouri € N*et j € {r+1,...,p},j 1 p’, onnote v;; = max{s € {7+ 1,....p} / p' | s—j} et
I={(i,vi;) /ieN,je{r+1,...,p},p" {7} On peut encore écrire pour tout n € N,

r = Z Bi~m;]  mod a,,

(i,y)eli<n

en regroupant les termes comme expliqué précédemment. Une telle écriture est alors unique : il n’y
a aucune sous-somme finie de 37, |\, BiAm; égale 3 un élément non nul de K, et aucun Bi4m; non
nul n’est de valuation positive. En effet, siy—Ap* € {7+ 1,...,p} et y—(A+1Dp* ¢ {7 +1,...,p},
alors des que f3; 4 est non nul, on a ev(f;,) < A, et donc ev(f; ) < A+ # < —ev(n;). On peut
donc bien définir une application de H'(G, Og) vers Ok, qui & x associe les 3; - .

Proposition 2.8. Soitr > 1 et Hyr le sous-module de " -torsion de H' (G, Of), alors H'(G, O )/ Hr
est un Ox-module de type fini engendré par au plus T(ppfel)Q éléments.

Démonstration. On note I, = {(i,y) € I, rp' < v}. La 7"-torsion de H'(G, Of) est 'ensemble
des € H' (G, Of) tels que "z = 0, c’est a dire v(n"z) > 0. En associant & z la famille des £; ,
et en considérant les valuations, 7"x = 0 si et seulement si pour tout (i,7) € I, s+ v(Biy) > ;’p%.
Notons H,- le sous-module de 7"-torsion de H'(G,Of), la proposition et les calculs précédents
montrent que 'application composée

O — > 10Ok — H'(G,0g)/Her
(i,’y)GIT
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est surjective. Le Ox-module H(G, Og)/Hzr est donc de type fini, engendré par des éléments
en nombre fini majoré par le cardinal de I,.. A i fixé, il y a au plus p’ éléments de la forme (i, )
dans I. De plus, si (i,7) € I,, p' < £ et donc i < log,(p/r). Le cardinal de I, est donc majoré par

Ing(P/T) pe
p—1 = r(p—1)°" =

Zl§i<logp(p/r) p’. Cette somme est majorée par

Remarque 2.2. Le Og-module H,; a une structure naturelle de k-espace vectoriel, on a un
morphisme injectif H; — kY, et il semble possible d’espérer que les résultats de Kedlaya s’adaptent
pour montrer que l'image de cette injection peut se décrire en terme de suites twist-récurrentes
dans leur définition la plus générale (voir [Ked0ld] et [[KedO1H]). Nous ne ferons pas ici cette
interprétation.

Remarque 2.3. Les méthodes utilisées dans cet article peuvent peut-étre se généraliser au calcul
de HY(G,GL,(OF)). En effet, en utilisant la suite exacte

1 — GL,(K)/GL,(Ok) — GLn,(K)/GL,(0Og) — HY(G,GL,(0f)) — 1,

et la réduction de Hermite des éléments de GL,(Of), on devrait pouvoir donner une descrip-
tion de H'(G,GL,(0Og)), ce qui pourrait donner un avatar de la théorie de Sen dans le cas des
représentations de torsion.
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