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Optimisation du théoreme d’AX-SEN-TATE et application a
un calcul de cohomologie galoisienne p-adique.

JEREMY LE BORGNE
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Introduction

Soit p un nombre premier, k un corps parfait de caractéristique p, et F = Frac W(k). Soit
K une extension finie totalement ramifiée de F. On note Ok 'anneau des entiers de K, mg son
unique idéal maximal, et 7x (ou 7 §’il n’y a pas de confusion possible) une uniformisante de K.
L’indice de ramification de K sur F' est noté e (c’est le degré de K sur F). Enfin, on note K une
cloture algébrique de K, et C le complété de K, auquel on étend la valuation de F notée v, et
normalisée par v(p) = 1. Le théoreme d’AX-SEN-TATE dit que les points fixes de C' sous l'action
de G = Gal(K/K) sont exactement les éléments de K. La démonstration d’AX de ce théoréme
s’appuie sur le résultat suivant :

Théoreme (Ax). Soit x € C. On suppose que pour tout o € G, v(ox —x) > A. Alors, il existe
y € K tel que v(x —y) ZA—ﬁ-

AX pose sans y répondre la question de l'optimalité de la constante ﬁ intervenant dans

le théoreme précédent. Pour traiter cette question nous introduisons ici I'extension K., de K
par les racines d’ordre une puissance de p de 'uniformisante. La premiere partie est consacrée a
étude de cette extension. Dans sa démonstration du théoreme d’AX-SEN-TATE (voir [Taf]), TATE
présente des calculs de la cohomologie galoisienne a coefficients dans l’extension cyclotomique
de K. Dans cet article, nous démontrons des résultats du méme type pour lorsque K, est une
extension arithmétiquement profinie (APF) de K en nous appuyant sur les travaux de FONTAINE
et WINTENBERGER (voir [Wit]]) sur 16 théorie du corps des normes. Ces résultats s’appliquent &
Pextension K, et une étude ad hoc de extension K, /K, qui constitue la partie essentiellement
originale de cet article, nous permettra de démontrer le :

Théoréme (Théoreme ) Soit x € C. On suppose que pour tout o € G, v(cx —x) > A. Alors,
- 1
il existe y € K tel que v(x —y) > A — g
On obtient en fait une description un peu plus précise des éléments vérifiant les hypotheses
du Théoreme E, ce qui nous permet de décrire la structure de H*(G, Og). La deuxiéme partie est
dédiée a cette étude. Dans le cas ot K = F, on montre que H*(G,Og) est isomorphe au sous-
espace de kY formée des suites vérifiant une relation de récurrence linéaire tordue par le Frobenius,
introduites par KEDLAYA sous le nom de suites twist-récurrentes. On donne finalement sans les

détailler des descriptions analogues dans le cas ramifié.



1 Optimisation du théoreme d’Ax.

Nous étudions ici des propriétés de cohomologie galoisienne des extensions APF de la théorie
de FONTAINE-WINTENBERGER. Nous introduisons l'extension de K par les racines d’ordre une
puissance de p de 7, et nous lui appliquons les résultats de la partie précédente. Nous étudions en
détail les propriétés de K., et nous en déduisons une caractérisation des éléments de K, vérifiant
une condition du type "Pour tout o € G, v(ox —x) > A”. Nous concluons en montrant la version
optimisée du théoreme d’AX présentée dans l'introduction.

1.1 Extensions APF.

Soit Ko une extension infinie, arithmétiquement profinie (APF) (cf. [Wid], §1) de K. On
se propose dans cette partie de décrire la cohomologie de Gal(K/K..) & coefficients dans C, en
cherchant a généraliser les résultats de @] concernant I'extension cyclotomique de K. On utilise
la numérotation supérieure des groupes de ramification, voir par exemple [ Pour p > —1, si
M est une extension finie de K, on pose

MHP = MQRGal(f(/K)“.

On sait d’apres [Col] que

Proposition 1. Soit Lo, une extension galoisienne finie de Koo. Alors Try,__ . (Or.) C Mg, .

Démonstration. Suivant [Win], nous notons (K, )nen la tour des extensions élémentaires de K.
On définit la suite p,, comme la suite strictement croissante des p € R tels que pour tout € > 0,

Gal(K /K)'Gal(K /K ) # Gal(K /K)*+Gal(K /K s).

Soit L une extension finie de K telle que Lo, = LK. Suivons pas a pas la méthode de COLMEZ
([Col) : pour tout p > —1, [K, : K¥] = [K,L* : L'] (car K = K,, N L*). Ainsi,

orm) = [ (e o) = mom [ (- o) o

Soit ng entier tel que L™ = L. Si u > n > ng, alors L* = L C L, et donc [L, : K,L!] = 1.

n’

L’extension Ko, /K étant APF, la suite p,, tend vers +oo, on a donc :

K KloGor, o) = [ 12 8] (1 g ) e

Pour p < py, et pour m < n, Kt = K} .
no no
/ [K}: K]dp = / [KE : Kldp.
-1 —1

Par conséquent, v(0r, /x,) = O ([Kn—lK]) Quitte a remplacer K par I'un des K,,, on sait d’apres

[, Chap V, §4, Lemme 6, qu’il existe une extension L de K telle que Lo, = LK. Appliquons
la proposition précédente & L (en posant L, = LK,). On a alors (0., /k,) = O([K, : K]7!). On

a alors ([, Chap V, §3, Lemme 4) :
v(Tr,/k, (me,)) = O([K, : K]7Y),

et donc un élément de mg se trouve dans T'ry, /k, (mz, ) pour n assez grand, et par conséquent
dans TTLoo/Koo (OLOO). O

Il résulte immédiatement de cette proposition le corollaire suivant :

Corollaire 1. Soit ¢ > 0. Il existe y. € O, tel que v(Trp r_(y:)) > €.



Corollaire 2. Soit L une extension galoisienne finie de Ko, de groupe de Galois G, et soit x € L
et € > 0. Alors il existe y € L tel que

v —Trrr_(y) > gleigv(ax —z)—c etv(y) >v(r) —e.

Démonstration. Soit y. € O comme dans le Corollaire .
On pose y = Ly.. Alors v(y) > v(z) — € et

1 1
T keo(y) = 2 Z o(yo)o(z) = Z Z o(yo)lox —ax + ) =z + Z o(yo)(ox — z).
oeG ocelG ocelG
Ainsi, v(Trp k. (y) — ) > mingegv(or — x) — €. O

Corollaire 3. Soit L/K, une extension galoisienne infinie, de groupe G. Soit r > 1 et [ une
r-cochaine de G a coefficients dans L, et soit € > 0. Alors il existe une (r — 1)-cochaine g de G
dans L telle que

o(f —dg) = v(df) — € et v(g) = v(f) — e

Démonstration. On suit le plan de la démonstration de [[Taf]. On se donne y. comme dans le
Corollaire [l et on définit une (r — 1)-cochaine par

yU f(s1y...,8r-1) = (—1)T251...sT_lsy-f(sl,--- ,8).

seqG

On vérifie facilement I'identité Trr,/x_(y)f — d(y U f) = y U df, et en divisant par Ty x__(y), il
vient

f—dg= (yudf),

T7’L/KOc (y)

1

avec g = o —

myY f. La (r — 1)-cochaine g vérifie bien les propriétés demandées. O
On note H = Gal(K/K), et K la fermeture de Ko dans C. La démonstration de ,
Proposition 10, s’adapte immédiatement pour obtenir le résultat suivant :

Proposition 2. -
H°(H,C) = Ko et H"(H,C) = 0 pour r > 1

On peut maintenant appliquer le résultat précédent a une extension APF bien choisie. On
définit 7o = 7, pour tout n € N, 7,1 une racine p-ieme de m,, K, = K(m,), et Koo = U, ey Kn-
L’extension K, étudiée par BREUIL dans [[Brd est APF. Nous redonnons ici une démonstration
plus élémentaire (dans le sens ou elle n’a pas recours aux groupes de Lie p-adiques) de ce résultat,
qui est le Lemme 2.1.1 de loc. cit..

Proposition 3. L’extension K /K est APF.

Démonstration. On remarque que si m > n, K = K,, N K¥ (c’est évident, car K,, D K,). Pour
tout n € N, on pose p, = inf{u > —1 / KSIE/K)" 5 K1 (4, existe car K, est une extension
finie de K). Alors, si r > n, KFv = K,. En effet, K/~ contient K, et est contenu dans K,;1;
comme [K,11 : K] = p est premier, il n’y a pas d’extensions intermédiaires, d’ott Ktm = K.
Ainsi, [Ky : KJ;"] = p"~". D’autre part, on sait que v(d,, /x) = e(n+ 1) — -%. Un rapide calcul &
partir de I'expression intégrale de v(0k, /i) et une récurrence immédiate montrent alors que pour
tout n > 1,
pe

p—1

La suite s, tend vers +oo, il résulte de [Wid], 1.4.2. que Ko /K est APF et que (K,) est la
tour d’extensions élémentaires de K. O

Un =mne—1+

On a le corollaire suivant :

Corollaire 4. Soit ¢ > 0, soit x € K tel que pour tout o € G, v(ox —x) > A. Il existe y. € Ko
tel que v(z —y.) > A —e.



Démonstration. On note M la cloture galoisienne de K, (z), alors Gal(K /M) agit trivialement sur
x, et donc pour tout o € Gal(M/K), v(cx —x) > A, et en particulier pour tout o € Gal(M/K ),
v(ox — x) > A. D’apres le Corollaire E, il existe pour tout € > 0 un z. € K, tel que

ve—z) > A—cetu(z) >v(x)—e. O

1.2 Etude de I’extension K. /K.

Théoréme 1. Soit x € K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vo € G = Gal(K/K), v(iox —x) > A

(ii) ¥m € N, Fyp, € Koy tel que v(z — ym) > A — b

. . . . . . . . 1
En particulier, si x vérifie (i), il existe y € K tel que v(z —y) > A — g

On sépare la démonstration de ce théoreme en deux, en commengant par le sens (i) = (i),

puis l'autre implication. Pour simplifier I’écriture, on notera A,, = A — m.

Démonstration. (i) = (ii). Soit n € N tel que z € K, \ K,,—1. = s’écrit

p"—1

T = E a;my,,
i=0

avec les a; dans K. Pour 0 € G, om, est de la forme (7, avec ( racine p™-ieme de 'unité. De plus,
il existe o € G tel que ( soit une racine primitive p”-ieme de 'unité. Fixons un tel o.

p"—1

ox —x = Z a;mt (¢"—1).
i=1

L’ordre de ¢* en tant que racine de I'unité est p" V() En effet, écrivant ¢ = p*("d avec d non
divisible par p. Alors (% = (Cd)pv(l), ¢? est une racine primitive p”-ieme de 1, donc (Qd)pv(l) est une
racine primitive p”~v()-ieéme de 1.

Par conséquent, pour i € {1,...,p" — 1}, on a

w(am (¢ = 1)) = vla) + =+ —— L
ttn o epn pnfv(i)fl(p _ 1)
Soient 4,5 € {1,...,p" — 1} tels que v(a;7% (¢" — 1)) = v(a;m(¢7 — 1)). Alors

P — v(i) _ () 1
t=] P p

=v(a;) —v(a;) € —Z.
epn pn—l(pi 1) ( J) ( ) e

v(i) et v(j) sont inférieurs & n — 1, on peut de plus supposer que v(i) < v(j). On a alors (i — j)(p —
1) — ep?@F(1 — prO) =) € pr(p — 1)Z. Si v(i) < v(j), alors

o((i = )(p — 1)) = v(i), et v(ep" @+ (1 = p"D="D)) = v(e) + v(i) + 1.

Par conséquent, v((i — j)(p — 1) — ep?@F1(1 — p*@W =) = y(i) < n — 1.
On a donc nécessairement v(i) = v(j). Ainsi, Zp;nj € 7Z, et comme 7 et j sont inférieurs a p™,
1 = j. Finalement, o o
v(aim, (¢ — 1)) = v(a;m, (¢! — 1)) & i=j.
En particulier,

; v ()
vicx —x) = min (v(ai) NI p7> .

1<i<p—1 ep”  prHp—1)
Par conséquent, si i € {1,...,p" '} et v(i) < n —m, on a sous les hypotheses du théoréme :
i pnfmfl
v(a; — >A—-— > A,
@)+ g 2 A~ Gy = A



D’autre part,
p"—1
Ym = Z apn—mjﬂ_gn S Km
=0

Finalement, on a

. ; . J
— = n—m j J - n—mg - > A
(T — Ym) oggﬁ_lv(% ST) ogfgpn—l (U(ap j)+ epm) > Am,
avec Ym € K.
Réciproquement, (ii) = (i) : On suppose que = € K, \ K,—1. On écrit = fial a;m},. On

fixe o9 € Gal(K/K) tel que opx = (x avec ¢ racine primitive p"-ieme de 1'unité. On pose pour

tout m < n :
p"—1

Zm = E Apn—m T
=0

La démonstration comporte trois étapes : tout d’abord, on montre que v(cx — z) > v(oor — )
pour tout o € Gal(K/K). Ensuite, on vérifie que v(x — z) < v(x — z,) pour tout z € K,,. Enfin,
on montre qu’il existe m < n tel que v(z — zp,) < v(opx — ) — m, et on conclut.

Soit ¢ € G. Il existe une racine p"-ieme de I'unité w telle que om,, = wm,. Notons p” 'ordre de w

p"—1

en tant que racine de I'unité. On a alors oz —z = > »_| " a;7, (w" —1). Pour tout i € {1,...,p—1},

o v (i)
v(a;ml (w' — 1)) = v(a;) + +

=T Or r < n, donc

e
; v (1)
1
o + nlej :
ep”  p"t(p—1)

) v (i)
_t _p "
epn + pn 1 (p—1)

Vie{1l,....,p—1}, v(am (W' —1)) > v(a;) +

Or on sait que v(opz — x) = minj<j<pn_1 (v(ai) + ), et donc

v(iox —x) > 19_12}101371 (v(aim, (W' — 1)) > v(ooz — ).
Soit z € K,,. On va montrer que v(z — z,) # v(z — z5,). Tout d’abord, comme z et z,, sont

dans Ky, v(z — z;m) € eplm

/L' . .
— ) . Ainsi,

ep

Z. D’autre part, v(z — zpm) = Mily (i) <n—m (v(ai) +

ep"v(x — Z) = v(igiﬁm (epmv(ai) + pnl—m) .

Siv(i) <n—m, p%m ¢ 7Z. Comme ev(a;) € Z pour tout ¢, on en déduit que ep™v(x — z,,) ¢ Z, et
donc que v(z — zp,) # v(x — 2p,). Par conséquent, v(z —2) = min(v(x — z;), v(z — 2mm)) < V(T —2pm).
i + p°

ep™ = pr~l(p—1)
ce minimum est atteint ; soit m € {0,...,n — 1} tel que v(ip) =n—1—m. On a

On sait que v(opz—x) = minj<;<pn—1 (v(ai) + . Notons i¢ I'indice pour lequel

. i io
v(x —zp) = U(i)n<11nn_m (v(ai) + ”7> <w(ai,) + g

Or, par définition de ig, v(coz—12) = v(aiO)Jre;%er, m.
Fixons-nous maintenant o € G. D’apres les hypotheses de la Proposition, il existe un y,, € K,
tel que v(x — Ypm) > A On fixe un tel y,,, a en particulier v(x — z,,) > A,,. Alnsi,

et donc v(z—2z,) < v(opr—x)—

1
viocx —x) > v(iogr —x) >v(e —z,y) + ——— > A, O
(02 = a) 2 v(o0a =) > 0o = 20) + s



1.3 Optimisation du théoreme d’Ax.

Dans cette partie, on utilise les résultats de la partie précédente et de I’étude menée sur les
extensions APF pour donner la constante optimale dans le théoréeme d’AX. Remarquons d’emblée
que la constante optimale est minorée par ﬁ. En effet, v(om —m1) = v(m)+ p—il, et inf, e g v(m —
y) = v(m1). On va montrer que =L est en fait la constante optimale.

P

Théoréme 2. Soit x € C. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vo € G = Gal(K/K), v(iox —x) > A

(ii)) Ym € N, 3y, € Ky, tel que v(x — ypm) > A — m.

En particulier, si x vérifie (1), il existe y € K tel que v(z —y) > —=.

p—1
Démonstration. (i) = (i) On commence par supposer z € K. Pour tout € > 0, on fixe z. € K
tel que tel que v(x — z.) > A — &, comme dans le Corollaire . Onav(oze —z:) > A—e.
Soit m € N. D’apres le Théoreme [ll, il existe y. € K,, tel que v(z. —y.) > A, — e. Fixons un tel
Ye, o0 a alors v(z — y:) > A, — €.
Sio<e <e,

V(Ye = Yer) > Am — €.
Mais ep™v (yg,e — Yk,er) € Z. Ainsi, pour ¢ suffisamment petit (de maniere & ce que les entiers
immédiatement supérieurs a ep™(A,, — ¢) et & ep™A,, solent égaux), on a v(ye — yor) > Ap.
Fixons un tel € et posons y,, = y-. Alors, pour tout 0 < &’ < &,

’U(ZL' - ym) > min(v(z - ys/)vv(ys’ - ym)) > Am —¢.

Cette minoration étant valable pour tout g’, on a v(x — Ym) > An. Maintenant, lorsque z € C,
soit y € K tel que v(z —y) > A. On a alors pour tout o € G, v(oy —y) > A. Par conséquent, il

existe pour tout m un y,, € K,, tel que v(y — ym) > A, et on a pour tout m € N,
( ) > A !

V(T —Ym) >A— ——— .

" pm(p—1)

(ii) = (i) Supposons d’abord z € K. Soit n € N, pour m < n on pose Z, = Ym, et pour
m > n, on pose z, = Y. On a alors, pour tout m € N, z,, € K, et v(y, — 2mm) > Ap. D’apres le
Théoreme EI, pour tout o € G, on a v(oy, — yn) > A. On en déduit immédiatement que pour tout
oe@,
v(ox —x) = min(v(oyn — Yn), v(0(z — yn) — (z — yn))) = An.
Cette inégalité étant vraie pour tout n € N, il en résulte que v(ocx — ) > A quel que soit 0 € G.
On en déduit le résultat pour x € C' comme précédemment. O

Le Théorémeﬂ peut se reformuler de la maniere suivante :

Corollaire 5. Soit x € C. Alors :

1
inf vicx —z) =sup inf vz —9y)+ ——m- 7.
oceG ( ) negyeKn{ ( ) p”(p—l)}

2 Application au calcul de la cohomologie de G dans Oy.

On a la suite exacte 0 — Og — K — K/Og — 0. En passant aux points fixes par G =
Gal(K/K), on a :
0— K/Og — (I_(/(’)R)G — HY(G,0x) =0

car HY(G,K) = 0. Il en résulte que H'(G, Og) est isomorphe au quotient (K/OR)G / (K/Ok),
identification que I'on fera par la suite. On a déja le résultat suivant :

Proposition 4. Soit n un entier > -5. Alors HY(G,0x) est tué par 7.



Démonstration. Soit x € (I_(/OK)G. C’est I'image modulo Oz d’un élément ¢ de K vérifiant pour
tout o € G, v(c€ — &) > 0. 1l existe y € K tel que v(§ —y) > —ﬁ. On a alors v(7"¢ — n"y) >
Z— %1 >0, donc "¢ = 0 dans HY(G,Og), c’est a dire 7"z = 0. O
P
Remarque. On a en particulier pH*(G,Og) = 0 lorsque K = F. Dans le cas p impair, ce
résultat était déja connu de Sen, voir [[Taf]].

Dans la suite, on note

anz{zel_(/v(z)z—é}.

p(p—1)

2.1 Cas non ramifié.

Dans cette sous-partie, on suppose que K = F, c’est a dire K/F non absolument ramifiée.
On rappelle que I'on identifie (K/OK)G / (K/Ok) et HY(G,Og). On va montrer que l'on peut
associer & z € H'(G,O) une suite d’éléments de k dont nous étudierons ensuite les propriétés.
Pour n € N, on note 7,, = !

n -

Proposition 5. Soit x € H' (G, Og), il existe un antécédent & de x dans K et une suite (2,,)nen- €
EN telle que pour tout n € N,

n
&= Z[xz]m mod ay,
i=1
ot pour tout i, [x;] est le représentant de Teichmiiller de x;. De plus, la suite (x,,) est unique et
ne dépend que de x.

Démonstration. Soit & un antécédent de 2 dans K. D’apres le Théoreme E, il existe pour tout m € N
un y,, € K, tel que £ =y, mod a,,. On fixe une telle famille (y,,). Comme v(§ —ygo) > *p_ip on
peut supposer, quitte & remplacer & par § — yo, que v(§) > —p—il. On construit la suite ([2,])nen
par récurrence. Le cas n = 0 est trivial.

On suppose construite la suite jusqu’a l'indice n, et on écrit :
)

E=lzim+ -+ [zp]nn + 2, avec 2z € a,, et Y1 = Z iy,

’L‘Z*’no

ol les ¢} sont pris parmi les représentants de Teichmuller des éléments de k et ng > 0. En posant
ci=c jonay,p1 =y cnhy mod Og. Mlenrésulte que & = Y70 ¢l +2', avec 2/ € apq1.
Pour k£ > 1,

o €a, e (p>3etk=1)ou(p=2etke{1,2}).

Ainsi, pour p > 3, en réduisant modulo a,, on a y ., cmfﬂr1 =am + -+ a,n, mod a,. Par
conséquent, en identifiant les coefficients dans K, 1, on a

z=[zi)m + 4 @ + g1 + 2,

ce qui acheve la récurrence en posant x,11 = c¢; mod p.

Lorsque p = 2, on a (toujours en réduisant modulo a,,) , Y.rs cinl = [@1]m + - + [Tp_1]0n_1.
Ainsi, £ = e1npy1 +conZ g + [z + -+ [n1]pe—1+ 2", Mais 92, = n,,, et donc £ s’écrit encore
§=[mi]m + -+ [zn]nn mod ani1 (car i1 € any1)-

La suite ([z,])nen ainsi associée & x € H(G, Ok ) ne dépend pas de € € ag. De plus si ¢ mod a,, =
St [z = >0 [«4]mi, alors en réduisant modulo a;, on a

% % i—1 i—1

D lalng = @ sip >3, et > [x;]n; =Y _[f]n; sip=2.

j=1 j=1 j=1 j=1

/

On en déduit par récurrence sur ¢ que pour tout i € N, v([z;] — [2}]) > # > 0. Comme les [z;] sont

dans K, ils sont égaux modulo p, et la suite (z,,) est correctement définie. O



On peut donc définir 'application

v HYG.Og) — KT
T = (-Tn)neN*

telle que pour tout n € N*, . — Y% [2;]n; € ay,. Cest un morphisme O-linéaire (ou k-linéaire
puisque H(G,Og) est tué par p), injectif. Il nous reste A identifier son image. On va adapter &
notre cas des constructions proposées par Kedlaya (voir []) dans un cadre une peu différent,
notamment avec k algébriquement clos mais des séries a support plus compliqué. Compte tenu du
fait que nous étudions des objets plus simples, nous avons préféré réécrire I’étude de Kedlaya dans
le langage de notre probleme, pour éviter d’introduire les séries de puissances généralisées.

Définition 1. Soit (x,)nen- € KN . On dit que la suite (x,) est twist-récurrente s%l existe
do,...,dr €k tels que

Vn e N*, doxyn +driah 4+ + drszzﬂ = 0.

Proposition 6. L’application v définie précédemment induit un isomorphisme de H (G, Og) sur
le sous-espace de kN formé des suites twist-récurrentes.

Démonstration. On commence par montrer que si x € HY(G, O), alors ¢(x) est twist-récurrente.

L’élément x provient d'un élément &y € K, que 'on peut supposer de valuation > —p—il. Calculons
& lorsque ¢(x) = (). Soit n € N*, écrivons & = Y . [z:i]n + 2, avec z € ap, et les [z;] les
n—1 j

représentants de Teichmiiller. Alors §§ = 77 [w41]Pn; + 2, avec 2 = 330, (3’) (O fwa]m)” ™ 20
Or pour tout j € {1,...,p— 1},

P\ (s~ p_jzj i p—j
‘ <J> (Z[%]m) 2oy e 20

=1

Ainsi, & = [z1]Pno + Z?;ll [#;4+1]Pn; mod a,_1. En particulier, & vérifie v(o&f — &) > 0 pour
tout o € G, et se réduit dans H'(G, O ) sur un élément dont 'image par ¢ est (z! ;). Pour tout
s € N, on pose &,41 = £ — [x,]P 19. On vérifie facilement que v(o€P —&P) > 0 pour tout o € G, et
que la réduction dans H' (G, Og) a pour image par 1 la suite [z,]?". Comme par ailleurs tous
les & sont dans K (&), ils forment une famille liée sur K. Il existe donc dy,...,d, € K tels que
6o&o + - - -+ 6,& = 0. Quitte a multiplier par une puissance de p, on peut supposer que les J5 sont
dans Ok et qu’au moins I'un d’entre eux est non divisible par p. L’application ¢ étant Ok-linéaire,
on en déduit que pour tout n € N*,

dox, + d1$£+1 + -+ dr-er_T =0,

ou dy désigne la réduction de d5 modulo p. Donc (x,,) est twist-récurrente.

Réciproquement, il nous reste & prouver que si (2, )nen+ est twist-récurrente, alors c’est 'image
par ¢ d'un élément de H'(G,Og). Soit donc (r,)nen+ twist-récurrente et soient do,...,d, € k
tels que :

Vn e N*, doxn + -+ +dpat, =0.

On note dy, .. ., d, des relevés des dy, dans Ok, pour n > 1, on note [z,] un relevé de x,, dans Ok,
et on considere le polynéme

P=— (5T[mprm o (B[P + -+ 5T[$2T_1]pr)m) + 00X + -+ 6, X7

On va montrer qu’il admet une racine dans H'(G,Og) dont I'image par 1 est (z,4,). On fixe
n > 1 et on cherche une racine £ de P sous la forme £ = [z,41]0r41 + -+ + [Tntr | Dntr + YNntrt1
avec y € Ox.

Tout d’abord, on a pour 0 < s < r,

n+r P p -1 P ntr P )
& = < Z [m]m) + M1y’ + Z ( ) < Z [%]m) M1y -
i=r+1 Jj=1 J i=r+1



Comme P(§) =0, on a:

n+r p pr-1 ok ntr Pt ) . K "
Sol (S ) 2 () (S wm) o
i=r+1 i

r

= 5r[1'r]pT7]1 + 4 (51 [:Cr]p —+ e+ 57"[:027“71];0 )777“
y est donc annulé par un polynome ) de degré p”, dont le coefficient constant est
n+r pk
Z‘”c ( > [wiln ) — ol P 4 @Gl P 8o P ),
i=r+1
et dont le coeflicient dominant est (5T775T+T 41 = OpMpy1. Par ailleurs, on a :

n—+r p p|
( Z [%]W) N Z ligl[zwrl]sl [T TR

i=r+1 rtoten=p LT

On remarque que si tous les &; sont < p, v(sl,p—‘sn,) =letv(nl,...00,) = —pT i >
—1. Donc tous les termes correspondants de la somme sont nuls modulo O, et donc

n+r p
< Z hz]m) - [z“rl]pnr + [$T+2]p77r+1 + e+ [$n+r]p77n+r—1 mod Of(-

i=r+1
Le fait que la série commence & [z, 1]7-41 + -+ - permet de montrer, par un calcul analogue, que
pour tout s € {1,...,7},on a:

n+r p
< Z [:@]m) = [Trp1]Pnr + 1= 81+ [wpy2]"nrro—s + - + [Tnir /" Nrpn—s mod Of.
i=r+1

En additionnant, on a donc :

n+r p°
Z 5 ( Z z) = 57" [xr]prnl + -+ (51 [xr]p + -+ 6r[x2r—1]pT)777‘ + h+1%,

1=r+1

avec z € Op. Le coefficient constant de @) est donc de valuation > —pn—1+1 qui est la valuation
de son coefficient dominant. En tragant son polygone de Newton, on en déduit que ce polynome
a une racine de valuation positive. P a donc bien une racine de la forme z = [z 1)1 + -+ +
[Tntr]Mntr + Ynsre1 avec y € Of. P ayant p” racines, il y a au moins 'une d’entre elles qui
est obtenue pour une infinité de n a ’aide de la construction précédente. Notons &y cette racine.
En réduisant modulo a,,, on voit que pour tout n € N*, on a &, — Z:Jrfﬂ[xl]m € a,. On a donc
& € HY(G,0F), et (&) = (0,0,...,0,Tr11, Trt2s .-y Tny ... ). Comme (71,...,2,,0,0,...) est
I'image de >_._, [z:]n; € H(G,Of), on en déduit que (x,,) est dans I'image de 1/1. O

Corollaire 6. Si K = F, H (G, Of) est un k-espace vectoriel de dimension infinie. Plus précisément,
si k est fini, la dimension de H'(G,Of) est dénombrable. Si k est infini, elle est égale a la cardi-
nalité de k.

Démonstration. H'(G,Og) est 'ensemble des suites twist-récurrentes & valeurs dans k. Pour
do, . ..,d, fixés, 'ensemble des suites vérifiant la relation de twist-récurrence

Vn €N, dozn + - +dpatl,, =0

forme un k-espace vectoriel de dimension finie. La réunion des espaces déterminés par I’ensemble
des (do,...,d,) € k"1 pour r > 0, est de dimension dénombrable si k est fini, et de dimension la
cardinalité de k si k est infini. O



2.2 Le cas ramifié.

Dans cette partie, on propose une étude analogue a la précédente, en ne supposant plus cette
fois-ci que e = 1.

221 Case<p-—1.

On étudie ici le cas ou e < p — 1, pour lequel les constructions proposées dans le cas non
ramifié s’adaptent facilement. La proposition précédente nous dit que H' (G, O ) est tué par 7, en
particulier il a une structure naturelle de k-espace vectoriel. On peut en fait associer a un élément
de HY(G, Of) une suite d’éléments de k comme dans le cas non ramifié.

Proposition 7. Soit x € H'(G,0F), il existe e suites (T1,n),- -, (Ten) d’éléments de k telles que
pour toutn € N, . =Y 1 | 2521[503',1']773 mod a,, [z;n,] désignant le représentant de Teichmiller
de .

Démonstration. On procede comme dans le cas non ramifié, la différence ici étant que la réduction
modulo a,, de y,41 ne tue plus seulement 17,41 mais la somme c179,41 + -+ + cenl 41 lorsque
e <p—1. Le cas e = p — 1 entraine la méme modification que dans le cas e =1,p = 2. |

On a donc comme précédemment une application :
¢ : HY G, 0x) — (V)"
T = ((‘TLN)HEN*; ceey (xe,n)nEN*)

Théoréme 3. L’application qui a x € H*(G,Of) associe ((x1.0), (T2.n),- ., (Ten)) est injective,
et son 1mage est l’ensemble des e-uplets de suites twist-récurrentes a valeurs dans k, qui est donc
isomorphe ¢ H'(G,OF).

Démonstration. Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ce résultat, les idées sont similaires
a celles de la preuve dans le cas non ramifié. O

2.2.2 Cas général.

Il nous reste & traiter le cas e > p. HY(G,Og) n'est pas tué par 7. On note 7 = L)flj et

p= {%J (onr |t] désigne le plus grand entier inférieur ou égal a ¢). Un calcul direct montre que

p— T = e Soit z € H'(G,OF). On dispose d’une suite (y,) avec pour tout n € N, y, € K,
et © = y, mod a,. On écrit pour tout n € N que y,, = ij"l ¢jnnl, avec les ¢;,, pris dans une
famille de représentants des éléments de k dans O de valuation nulle ou infinie (attention, il
ne s’agit plus ici de représentants de Tiechmiiller). Pour tout n € N*, il existe z, € a, tel que
T = Zjvz"l ¢jnMl + 2n. On remarque que 77, € a,, si et seulement si j < 7, on peut donc supposer
que la somme commence a j =7+ 1.

Réduisons modulo a,, I'égalité précédente écrite aux rangs n et n+ 1. On a pour j > 1:

b~ 1
eptt = pr(p—1)

J . ep .
Moyt € On < @jép—ilcmﬁp.

Par conséquent,

N, Npt1
j J
E il = E Cjn+1T41  mod ap
j=7+1 J=p+1

Il découle de ces calculs la proposition suivante :

Proposition 8. Soit x € H'(G,0F). Il existe e suites d’éléments de Ok (Qn 1)+ (Qnp)
telles que pour tout n € N*, z = > | 25:7-1-1 a; 1] mod a,,.

Démonstration. On procede par récurrence, en conservant les notations précédentes. Le cas n =1
est immédiat, compte tenu du fait que pour j > p, 7] € K.
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N ; j . .
Pourn > 1, 0na 3"y Cint1Mhi1 = Doimg Dj—r i1 @i mod ay par hypothese de récurrence,
et donc

I n p
k k
T = E Chnt17; + E E QG k1 + Zngis
k=1+1 1=1 k=7+1
ce qui prouve la proposition en posant ou,41,j = ¢jn+1- O

marquons qu n éeriture, un 77 n rait qu’une fois; autrement dit, il n’exi
Remarquons que dans cette écriture, 7 n’apparait qu'une fois; autrement dit, il n’existe

pas de couples (i, 7), (i',7’) distincts d’indices dans cette somme tels que 77{ = 77{,,. En effet, on a :
e
T+1)>p—— > p.
p(T+1) e

En conséquence, si j,j € {T+1,...,p} et j < j, onapj>j, et donc p' j # p'j’ pour tous i,
De plus, comme on calcule modulo K, on peut supprimer de cette somme les o ; tels que jlp*; on
peut également regrouper les termes indexés par (i, j — Ap‘) pour A € N car alors nf At 7r)‘77{ .
Pouri € N* et j € {r+1,...,p},j1p% onnote v;; = max{s € {T+1,...,p} / p' | s—j}et
I={(i,vi;)/ieNje{r+1,....p},p" tv}. On peut encore écrire pour tout n € N,

T = E Bin  mod ay,
(i,7)€l,i<n

en regroupant les termes comme expliqué précédemment. Une telle écriture est alors unique : il n’y
a aucune sous-somme finie de Y (iy)el Bim égalle a un élément non nul de K, et aucun Bi~n; non
nul n’est de valuation positive. En effet, si y—Ap* € {7+1,...,p} et y—(A+1)p" ¢ {7+1,...,p},
alors des que f3; 4 est non nul, on a ev(B;,,) < A, et donc ev(f;5) < A+ 7 < ev(n]). On peut done
bien définir une application de H'(G, O ) vers Ok, qui & x associe les 3; 5.

Proposition 9. Soitr > 1 et Hyr le sous-module de 7" -torsion de H* (G, Of ), alors H*(G, O )/ Hyr

est un Og-module de type fini engendré par au plus e (1 + ﬁ) éléments.

Démonstration. On note I = {(i,7) € I, rp'+e < v}. La n"-torsion de H'(G, Of) est 'ensemble
des € H' (G, Of) tels que "z = 0, c’est a dire v(n"z) > 0. En associant & z la famille des £;
et en considérant les valuations, 7”2 = 0 si et seulement si pour tout (i,7) € I, c+ v(Biy) > o
Notons H, le sous-module de 7"-torsion de H'(G,Of), la proposition et les calculs précédents
(avec le fait que v(f;,) < 1) montrent que application composée

Ok% Z nZOKﬂHl(G,Ok)/H,TT

(iv'Y) €l

est surjective. Le Ox-module HY(G, Og)/Hy est donc de type fini, engendré par des éléments en
nombre fini majoré par le cardinal de I,. A i fixé, il y a au plus min(p?, e) éléments de la forme
(i,7) dans I. De plus, si (i,7) € I, p" < £ et donc i < log,(p/r). Le cardinal de I, est donc majoré
par Zlgz‘glogp(p/r) min(p*, e). De plus, pour j <log,(p/r) — 1, onap’ <e/r <e, et la majoration

devient alors e (1 + T(pp%y)' O

Remarque. Dans le cas ou e = p™(p — 1), le calcul du cardinal de I; se fait explicitement, et
I’on trouve ne comme majorant du nombre de générateurs, ce qui est meilleur que ce que donne la
proposition. D’autre part, H,; a une structure naturelle de k-espace vectoriel, on a un morphisme
injectif H, — kN, et il semble possible d’espérer que les résultats de Kedlaya s’adaptent pour
montrer que 'image de cette injection peut se décrire en terme de suites twist-récurrentes dans
leur définition la plus générale (voir [Ked99 et [Ked0g]). Nous ne ferons pas ici cette interprétation.
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