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❛♥❞ ✐t r❡❝❡♥t❧② ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss ✿ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣♦st✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
✷❉ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■t ✐s ❢❛st✱ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r♦❜✉st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ❛♥❞
♠❛❦❡s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❛s✐s ❢♦r ❡✈❡r② ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❑❡②✇♦r❞s✳ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s✱ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♠✲
❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥
❝❤❛r❛❝t❡rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢✉③③② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❣r❛♣❤s ❛s ✐♥ ❬✷❪✮ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡①tr❛❝t ❛ ❝❧❡❛♥
s❦❡❧❡t♦♥✳ ❚❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ s❦❡❧❡t♦♥✲❜❛s❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝❤❛r❛❝t❡r
✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥t♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✶✮✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② tr❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r t♦♣♦❧♦❣② ✭✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮ ♦r ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❛st❡r ❣r❛♣❤✐❝s✳ P❛✈❧✐❞✐s ❬✸❪ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❧s♦ t❤❡
✧♣♦❧②❣♦♥ ❜❛s❡❞✧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✧♣✐①❡❧ ❜❛s❡❞✧ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s
❛rt✐❝❧❡ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ✧♣✐①❡❧ ❜❛s❡❞✧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

⋆ P❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✻t❤ ■❆P❘ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ●r❛♣❤
❇❛s❡❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ▲◆❈❙ ✹✺✸✽✱ ♣❛❣❡s ✸✶✾✲✸✷✾✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♣r✐♥❣❡r❧✐♥❦✳❝♦♠✴❝♦♥t❡♥t✴r✺❥✹✸✵q✼✽✶✹✶✇❧❥✻✴

⋆⋆ P❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ❋✉♥❞❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❣r❛♥ts ❆◆❘✲✵✻✲▼❉❈❆✲✵✵✽✲
✵✺✴❋❖●❘■▼▼■✳



✷ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❛♠✐❛♥❞ ❛♥❞ ❉❡♥✐s ❆rr✐✈❛✉❧t

Contour filling

Contour

approximation,

filtering

and thinning

❋✐❣✳ ✶✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❤✐♥❡s❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✧♣✐①❡❧ ❜❛s❡❞✧ ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❜r♦❛❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✹❪✿ ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
s❝❛♥✲❧✐♥❡ ♦r ❡❞❣❡ ✜❧❧✐♥❣✮ ❛♥❞ s❡❡❞s ❣r♦✇✐♥❣ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
✜❧❧✐♥❣ ♦r r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣✮✳ ❋✐❧❧✐♥❣ ❜② ♣❛r✐t② ❝❤❡❝❦ ✐s ❢❛st ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♦r
♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❡❞s ❣r♦✇✐♥❣ ✜❧❧✐♥❣✳ ▲✐♥❡ ❜②
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♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ s❝❛♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡
✜❧❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♥✉♠❜❡r ♣❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ❢❛❝✐♥❣ s✉❝❤
❛ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♠❛② ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐①❡❧
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♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❧❡ s❡❡❞s ❣r♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
✐♥t❡r✐♦r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭t❤❡ s❡❡❞s✮✱ s❡❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❝♦❧♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❡❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ✐ss✉❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛ ♣r✐♦r② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs r❡❧❛t✐♦♥✳
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R2 ❛♥❞ R3 s❤❛r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❞r❛✇♥ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡② ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ✭❇✮ ❲❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✜❧❧❡❞✳ ✭❈✮ ❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥
✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✳ ✭❉✮ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛♥t t♦ ✭❆✮✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✐♥t✉✐t✐✈❡❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜❧❧ ❜♦t❤ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs r❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❈♦❞r❡❛ ✫ ❆❧✳ ❬✺❪ ✇❤♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t ❛
✜❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♦r ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♦r
❡①t❡r✐♦r r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ▼❛rt✐♥ ✫ ❆❧✳ ❬✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣②✲❜❛s❡❞
✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜✉t



❆ ◆❡✇ ❈♦♥t♦✉r ❋✐❧❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✷❉ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛♣ ✸

❛❧s♦ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥t s✉❜♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡①t❡r✐♦r✐t② ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s✉❜♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲
♣r✐s❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡①t❡r✐♦r✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ ✜❧❧
s✉❜♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ♦❢ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t s✉❜♦❜❥❡❝t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❤❛r✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r② ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❜✉t r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ▼❛rt✐♥ ✫ ❆❧✳ ♦✉t❧✐♥❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r ✐♠❛❣❡s ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✿ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss
✜rst t❤❛t ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡♥ ❜② ▼❛rt✐♥ ✫ ❆❧✳ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♣♦♦r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❡✣❝✐❡♥t ❣❡✲
♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✷❉ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛❞❛♣t t♦ ❡✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❣❡♥❡r✐❝✱
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❢❛st✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t t❤❡
♠♦♠❡♥t ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❛s✐s ❢♦r ❡✈❡r②
✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧s ♦♥ ✷❉✲t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧
♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜❧❧ ❝♦♥t♦✉rs ✐♠❛❣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ tr② t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♦♥❡s ❛♥❞
❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❝✉r✈❡s
✭❝❧♦s❡❞ ♦r ♥♦t✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ✽ ✇✐t❤ ♥♦ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ♦✉r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛ t❤✐♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷ ❘❡❝❛❧❧s

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ❛r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣s ❬✼✕✶✵❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛② ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❜r✐❡✢②
t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣s ❛♥❞ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ✭s❡❡ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

✷✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ▼❛♣s

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ✷❉ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ✭❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❛ ✷✲♠❛♣✮ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛
♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤ t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ❇❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛rts ❛♥❞
❛r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆ ✷❉ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♠❛♣ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ✷❉ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ s♣❛❝❡s ✇✐t❤♦✉t
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② t②♣❡ ♦❢ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱
♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭s❡❡ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✮✳



✹ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❛♠✐❛♥❞ ❛♥❞ ❉❡♥✐s ❆rr✐✈❛✉❧t

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ✸ s✉❜s❡ts ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✵❉✱ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉ ❝❡❧❧s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞
✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t❡❞ ✐ ✲❝❡❧❧✱ i = 0 . . . 2✮✳ ❇♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛♥ ✐ ✲❝❡❧❧ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✭❥<✐✮✲❝❡❧❧s✳
❚✇♦ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t✇♦
✐ ✲❝❡❧❧s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✭❥<✐✮✲❝❡❧❧✳

❆ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❞❛rts t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✷ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭❝❛❧❧❡❞ β1 ❛♥❞ β2✮ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
t❤❡s❡ ❞❛rts t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥
♥❉✱ ✇✐t❤ ♥ ♠❛♣♣✐♥❣s✮✳ β1 ♣✉ts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ ❞❛rt ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❞❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❢❛❝❡✱ ❛♥❞ β2 ♣✉ts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❞❛rts ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ s❛♠❡ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡s❡ βi ❤❛✈❡ t♦
✈❡r✐❢② s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✭β1 ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ β2 ✐s ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✶❪ ❢♦r
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳
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❆ ❇ ❈

❋✐❣✳ ✸✳ ❯s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣✳ ✭❆✮ ❆ ✷❉ ♦❜❥❡❝t✳ ✭❇✮ ❊①♣❧✐❝✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞❛rt ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳ ❉❛rts ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ s❡❣♠❡♥ts✱ β1 ❜② ❣r❡② ❛rr♦✇s ❛♥❞ β2 ❜② ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✳ ✭❈✮ ■♠♣❧✐❝✐t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ βi ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞r❛✇♥ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚✇♦ ❞❛rts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜② β1 ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡
❛rr♦✇ ♦♥ ❞❛rts s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ β1✳ ❚✇♦ ❞❛rts ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜② β2 ❛r❡ ❞r❛✇♥ ♥❡❛r✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❇ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✸❆✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ❞❛rt ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛r❡ ❞r❛✇♥✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ♣r❡❢❡r t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✸❈ ✇❤❡r❡ βi ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞r❛✇♥ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✭❣❡♥❡r❛❧❧②✮ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦r❜✐t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ♦r❜✐t < βi1 , . . . , βij

> (d) ✐s t❤❡ s❡t
♦❢ ❞❛rts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤
❞✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ βik

♦r β−1

ik
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ∀k, 1 ≤ k ≤ j✳

❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❜✐t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ❞❡❣r❡❡ ♥♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥ ✐ ✲❝❡❧❧
❝ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✭✐✰✶✮✲❝❡❧❧s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧



❆ ◆❡✇ ❈♦♥t♦✉r ❋✐❧❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✷❉ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛♣ ✺

s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♥✲❝❡❧❧s✱ s✐♥❝❡ ✭♥✰✶✮✲❝❡❧❧s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ✐♥ s✉❝❤
❛ s♣❛❝❡✳

✷✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛♣s

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s ❛r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t
✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛② ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡✳
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❋✐❣✳ ✹✳ ✭❆✮ ❆ ✷❉ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ ✐ts ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ✭❇✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✇✐t❤ ✐ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛ ✷❉ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❛♣✳ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ t❤❛t ✈❡r✐✜❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❛♣ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❝♦♠♣❧❡t❡
❛♥❞ ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❛♣✿ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❡①❛❝t❧② ❛♥ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
r❡❣✐♦♥s Ri ❛♥❞ Rj ✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ❝✉r✈❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❧ ♦❢
t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ Ri ❛♥❞ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ Rj ✭s❡❡ ❬✶✷❪
❢♦r ♣r♦♦❢s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳

❲❤❡♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ ✭❛s r❡❣✐♦♥ R4 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥ R3✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛♣ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t♦ ♣❧❛❝❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❧♦st t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛❞❞
❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣✳ ❚❤✐s tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✱ r♦♦t❡❞ ❜② R0

✶✱ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ Ri ✐s s♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ Rj ✇❤❡♥ Ri ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥t♦ Rj ✳ ❲✐t❤ t❤✐s tr❡❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❡❛❝❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤✐s tr❡❡ R ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❛rt ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣
t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✐ts ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❝❛❧❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛rt ♦❢ R✮✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❞❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ❝❛♥
❡✣❝✐❡♥t❧② r✉♥ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♦♥✳

✶ R0 ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉rr♦✉♥❞s ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥✳



✻ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❛♠✐❛♥❞ ❛♥❞ ❉❡♥✐s ❆rr✐✈❛✉❧t

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✿ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ✐t ✐s
❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❡♠❜❡❞✲
❞✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ♠❛tr✐①✳

❚❤✐s ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ✐♥t❡r♣✐①❡❧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❆✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❇✮✳ ❆ ❧✐♥❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ ♠❛tr✐① ✐❢ ✐t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❆
♣♦✐♥t❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❧✐♥❡❧s✳

❊❛❝❤ ❞❛rt ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡t (p, l) t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t♦ r❡tr✐❡✈❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❛rt ❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣✐①❡❧ ♠❛tr✐①✳ ❲✐t❤
♣ ✇❡ ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡①✳ ❲✐t❤ (p, l) ✇❡ ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❞✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❧ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❞✳ ❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❞❛rt ❞✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤✐s
❧✐♥❡❧✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧✐♥❡❧s ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♣♦✐♥t❡❧✱ ♦r ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❧✐♥❡❧✳

✸ ❯s✐♥❣ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛♣ ❢♦r ❋✐❧❧✐♥❣ ❈♦♥t♦✉rs

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥t♦✉r ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r ❝♦♥t♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✱ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤✐♥♥✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✶✮✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜❧❧ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❛♣✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✢♦♦❞✲✜❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❣❡r♠s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♦✉r ✐♠❛❣❡s✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜❧❧ R ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ R ✐s ✇❤✐t❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡❀
✷✳ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ R ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❡✈❡♥✳

❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ ❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♦✉r
✐♠❛❣❡s✱ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞✿ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❲❤❡♥ ✐t ❤❛s s♦♠❡ ❤♦❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❤♦❧❡✱ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❜② ✐ts ❞❡♣t❤
✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ♥❡✈❡r ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡
❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✷✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ Re ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

✷ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s tr✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣
✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳



❆ ◆❡✇ ❈♦♥t♦✉r ❋✐❧❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✷❉ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛♣ ✼
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❆ ❇

❋✐❣✳ ✺✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡ss✳ ✭❆✮ ■♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞r❛✇♥
❡①t❡r♥❛❧ ❜♦r❞❡rs ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦r❞❡rs ✐♥ ❣r❡②✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ✭❇✮ ■♠❛❣❡
✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❢t❡r ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❛r❡ ✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✳

❜♦✉♥❞❛r② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ Rb✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ Rb r❡❣✐♦♥ ✐s ✶ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦r Re ✐s ✷ s✐♥❝❡ Re ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Rb✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ❛r❡
✹✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ ✽✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛t❤✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ✷ ✐♥
t❤❡ tr❡❡ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Rb✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❜♦✉♥❞❛r② ❝❛♥ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ Rf ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜②
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛❧s♦ t♦ ❛ ❞❡♣t❤ ✷ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ Rf ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✱
t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❤✐t❡
r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ✷ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②
❛♥❞ t❤✉s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞✳

◆♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ri ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ✭✇❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦ t❤❛♥ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❜✉t ❡❛❝❤
♦♥❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✮✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ r❡❣✐♦♥ Ri ✐s ✸ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ Rf ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤✐s
❜♦✉♥❞❛r② ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✱ ❜✉t t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✜❧❧❡❞ s✐♥❝❡
t❤✐s ✐s ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✹✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❧❧
❡❛❝❤ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡r♠ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜❧❧✳



✽ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❉❛♠✐❛♥❞ ❛♥❞ ❉❡♥✐s ❆rr✐✈❛✉❧t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❣❡r♠s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s
t♦ ✜❧❧✳

■♥♣✉t✿ ❆ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ▼

❖✉t♣✉t✿ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡r♠s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ r❡❣✐♦♥s t♦
✜❧❧✳

res← ∅

❢♦r❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ r ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ tr❡❡ ❞♦

✐❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ r ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ r ✐s ✇❤✐t❡ t❤❡♥

d← r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛rt ♦❢ r

(p, l)← ❞♦✉❜❧❡t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ d

❛❞❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ (p, l) ✐♥ res

r❡t✉r♥ r❡s

●✐✈❡♥ ❛ ❞❛rt t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ t♦ ✜❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡t (p, l) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛rt✳
❚❤❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r✐❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛♥
❡❞❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦r❞❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡
♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ ♣✐①❡❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❧✳

g
p l
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g

pl
gp

l

❆ ❇ ❈ ❉

❋✐❣✳ ✻✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡t (p, l) ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣✐①❡❧ g ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ (px, py) t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❡❧ ❛♥❞ (gx, gy) t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ ♣✐①❡❧✳ ✭❆✮ (gx, gy)❂(px, py)✳ ✭❇✮ (gx, gy)❂(px− 1, py)✳ ✭❈✮ (gx, gy)❂(px− 1, py − 1)✳
✭❉✮ (gx, gy)❂(px, py − 1)✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥
t♦ ✜❧❧✱ ❥✉st ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜② ❛t♦♠✐❝ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r✉♥ t❤r♦✉❣❤
❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣✱
❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❜② ✉s✐♥❣ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷❪ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧✐♥❡❛r ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ s❝❛♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳


